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Lambda-arvutus

�-termide süntaks

E ::= V muutuja
j (E1 E2) aplikatsioon
j (�V: E) abstraktsioon

Näiteid �-termidest

(�x: x) (((�x: (�f: (f x))) y)(�z: z))
(�x: y) (�x: ((add x) 1))

Sulgudest hoidumine

E1 E2 : : : En � ((: : : (E1 E2) : : :)En)
�V: E1 E2 : : : En � (�V: (E1 E2 : : : En))
�V1 V2 : : : Vn: E � (�V1: (�V2: (: : : (�Vn: E) : : :))



Lambda-arvutus

Vabad ja seotud muutujad

Muutuja x on vaba �-termis E (so. x 2 FV(E)), kui ta ei asu
sümboli �x mõjupiirkonnas. Vastasel korral on x seotud.

FV(x) = fxg
FV(E1 E2) = FV(E1)

S
FV(E2)

FV(�x: E) = FV(E) � fxg

�-termi E nimetatakse kinniseks kui FV(E) = ;

Näide

(�x: y x) (�y: x y)

vaba

seotud

vaba

seotud



Lambda-arvutus

Vabad muutujad

import List (union ; delete)

type Var = String

data Term = Var Var

j App Term Term

j Lam Var Term

freeVars ::Term ! [Var ]
freeVars (Var x ) = [x ]
freeVars (App e1 e2 ) = freeVars e1 `union ` freeVars e2
freeVars (Lam x e) = delete x (freeVars e)



Teooria �

Aksioomid

M = M (�x: M) N = M [N=x] (�)

Tuletusreeglid

M = N
N = M

M = N
MZ = NZ

M = N N = L
M = L

M = N
ZM = ZN

M = N
�x: M = �x: N

(�)

NB!

Relatsiooni = nimetatakse konversiooniks.



Teooria �

� - konversioon

Vastab funktsiooni väljakutse väärtustamisele!

Näited

(�x: f x) E = f E
(�x y: add x y) 3 = �y: add 3 y
(�y: add 3 y) 4 = add 3 4
(�x y: add x y)(square y) 6= �y: add (square y) y



Teooria �

Püsipunktiteoreem

8F 2 �; 9X 2 � : FX = X

Tõestus

Olgu W � �x: F (xx) ja X �WW . Siis

X �WW � (�x: F (xx))W = F (WW ) � FX

Näited

term tema püsipunkt
�x y: x y (�x y: (xx) y) (�x y: (xx) y)
�x: x (�x: x x) (�x: x x)



Teooria �

�-kongruents

Term M on �-kongruentne termiga N (tähistame M �� N),
kui M ja N on identsed muutujate ümbernimetamise täpsuseni.

Näited

�x: x �� �y: y
�x: f x �� �z: f z
�x: (�y: y) x �� �y: (�y: y) y
�x y: add x y 6�� �y y: add y y

Konventsioon

Kõik seotud muutujad on vabadest muutujatest erinevad.



Teooria �

Substitutsioon

Muutuja x substitutsiooniks termiga E nimetatakse muutuja x
kõigi vabade esinemiste asendamist termiga E selliselt, et kõik
termi E vabad muutujad on ka pärast asendamist vabad.

Substitutsiooni de�nitsioon

E E[E0=x]

x E0

y y
E1 E2 E1[E

0=x] E2[E
0=x]

�y: E1 �y: E1[E
0=x]



Substitutsioon

De�nitsioon Haskellis (1. katse)

subst ::Term ! (Var ;Term) ! Term

subst (Var y) (x ; e 0)
j x � y = e 0

j otherwise = Var y

subst (App e1 e2 ) (x ; e 0) = App (subst e1 (x ; e 0))
(subst e2 (x ; e 0))

subst (Lam y e1 ) (x ; e 0) = Lam y (subst e1 (x ; e 0))

NB!

Ei tööta korrektselt, kuna ei ole tagatud et vabu muutujaid
termis e 0 ei seotaks substitueerimise käigus.



Substitutsioon

Substitutsiooni de�nitsioon a'la Church

E E[E0=x]

x E0

y y
E1E2 E1[E

0=x] E2[E
0=x]

�x: E1 �x: E1

�y: E1 (y =2 FV(E0)) �y: E1[E
0=x]

�y: E1 (y 2 FV(E0)) �z: E1[z=y][E
0=x]

z on uus muutuja



Substitutsioon

De�nitsioon Haskellis (2. katse)

subst ::Term ! (Var ;Term) ! Term

subst (Var y) (x ; e 0) j x � y = e 0

j otherwise = Var y

subst (App e1 e2 ) (x ; e 0)
= App (subst e1 (x ; e 0)) (subst e2 (x ; e 0))

subst (Lam y e1 ) (x ; e 0)
j x � y = Lam x e1

j notElem x (freeVars e1 )
= Lam y (subst e1 (x ; e 0))

j otherwise = Lam z (subst (subst e1 (y ;Var z )) (x ; e 0))
where z = newVar () -- ???

NB!

Aga newVar pole de�neeritav funktsioon!



Substitutsioon

De�nitsioon Haskellis (3. katse)

subst ::Term ! (Var ;Term) ! Int ! (Term ; Int)
subst (Var y) (x ; e 0) i j x � y = (e 0

; i)
j otherwise = (Var y ; i)

subst (App e1 e2 ) (x ; e 0) i = let (e1 0
; i1 ) = subst e1 (x ; e 0) i

(e2 0
; i2 ) = subst e2 (x ; e 0) i1

in (App e1 0 e2 0
; i2 )

subst (Lam y e1 ) (x ; e 0) i
j x � y = (Lam x e1 ; i)
j notElem x (freeVars e1 )

= let (e1 0
; i1 ) = subst e1 (x ; e 0) i

in (Lam y e1 0
; i1 )

j otherwise = let (z ; i 0) = newVar i

(e1 0
; i1 ) = subst e1 (y ;Var z ) i 0

(e1 00
; i1 0) = subst e1 0 (x ; e 0) i1

in (Lam y e1 0
; i1 0)



Substitutsioon

Substitutsiooni lemma

Kui x ja y on erinevad muutujad ning x =2 FV(L), siis

M [N=x][L=y] �M [L=y][N [L=y]=x]

Substitutsiooni omadusi

M = M 0 ) M [N=x] = M 0[N=x]
N = N 0 ) M [N=x] = M [N 0=x]

Ilmutatud viidatavus (Leibniz)

Olgu C[�] mingi kontekst, siis

M = N ) C[M ] = C[N ]



Ekstensionaalsus

Teooria �+ ext

M x = N x
M = N

x =2 FV(MN) (ext)

Teooria �+ �

�x: M x = M x =2 FV(M) (�)

Näited

�x: (�y: y) x = �y: y
�x: add x = add
�x: add x x 6= add x

Lemma

Teooriad �+ ext ja �+ � on ekvivalentsed.



Reduktsioon

Mõisted

Reduktsioon on ainult vasakult paremale rakendatav
konversioon; paremalt vasakule � ekspansioon.

Alamtermi, millele saab rakendada reduktsioonireeglit nim.
reedeksiks.

Ilma ühtegi reedeksita term on normaalkujul.

Näide

z }| {
(�x: (�x: x) (�x: x) x) 1
| {z }

�-reedeks

�-reedeks

�-reedeks


