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Lambda-arvutus

A-termide slintaks

E =V muutuja
|  (E1 BE2) aplikatsioon
|  (AV. E) abstraktsioon

Naiteid A-termidest

(e z) ((a. (Af- (£ 2))) Y)(A2. 2))
(Ae. ) (Ae. ((add g) 1))

Sulgudest hoidumine

E, By, ... E,
AV.E, By ... B,
AV, LV B

((...(By Bo)...)E,)
(\V. (B B ... By))
(AWVi. (\Wa. (.. (AWVp. E)...))




Lambda-arvutus

Vabad ja seotud muutujad

Muutuja z on vaba A-termis £ (so. z € FV(E)), kui ta ei asu
siimboli Az moéjupiirkonnas. Vastasel korral on z seotud.

FV(z) = {z}
FV(E, Ez) = FV(E,) U FV(E2)
FV(\e. B) — FV(E) — {z}

A-termi E nimetatakse kinniseks kui FV(E) = 0

Niide




Lambda-arvutus
Vabad muutujad

import List (union, delete)
type Var = String
data Term = Var Var
| App Term Term
| Lam Var Term

freeVars :: Term — [ Var]

freeVars (Var z) = [[@]

freeVars (App el e2) = freeVars el ‘union’ freeVars e2
freeVars (Lam z e) = delete z (freeVars e)




Teooria A\

Aksioomid
M=M (Az. M) N = M[N/z] (B)
Tuletusreeglid
M=N M=N_
M=N
Ax. M =Xz. N (€)
NB!

Relatsiooni = nimetatakse konversiooniks.




Teooria A\

B - konversioon
Vastab funktsiooni vdljakutse vddrtustamisele!

Naited
(Az. f z) E = fE
(Az y.add z y) 3 = Ady.add 3y
(Ay. add 3 y) 4 add 3 4
(

Tl

Az y. add z y)(square y) Ay. add (square y) y




Teooria A\

Piisipunktiteoreem

VFeA 3XeN.FX=X

Tdestus
Olgu W = Az. F(zz) ja X = WW. Siis

X=WW = (\z. F(zz))W = FWW) = FX

Naited
term tema piisipunkt

Azy. Ty (Azy. (zz)y) (Azy. (z2)y)
Az. T (Az. zz) (A\z. z )




Teooria A\

a-kongruents

Term M on a-kongruentne termiga N (tdhistame M =, N),
kui M ja N on identsed muutujate timbernimetamise tapsuseni.

Naited
AT. T =a M. Y
Az. fz =4 Mz. [z
Az. (Ay.y)z =4 M. (MY y)y
Azy.addzy #, Ayy.addyy
Konventsioon

Koik seotud muutujad on vabadest muutujatest erinevad.




Teooria A\

Substitutsioon

Muutuja z substitutsiooniks termiga E nimetatakse muutuja z
k&igi vabade esinemiste asendamist termiga E selliselt, et koik
termi F vabad muutujad on ka parast asendamist vabad.

Substitutsiooni definitsioon

E E|[E'/z]
z E'
Y Yy

E1 Eg El[E’/m] EQ[E//ZB]
Ay. By | M\y. E7[E'/z]




Substitutsioon

Definitsioon Haskellis (1. katse)

subst :: Term — (Var, Term) — Term
subst (Var y) (z,e')
lz=vy =e
| otherwise = Vary
subst (App el e2) (z,e’) = App (subst el (z,e’))
(subst e2 (z, €'))
subst (Lam y el) (z,e’) = Lam y (subst el (z,¢€'))

!

NB!

Ei toota korrektselt, kuna ei ole tagatud et vabu muutujaid
termis e’ ei seotaks substitueerimise kdigus.




Substitutsioon

Substitutsiooni definitsioon a’la Church

Ay. By (y ¢ FV(E"))
Ay. By (y € FV(E'))

E E[E]z]
z E'

Y Y

E1E2 El [EI/IE] EQ[E//ZB]
AZ. El AT. E]_

Ay. E1[E'/z]
Az. Bn[z[y|[E' /2]
z on uus muutuja




Substitutsioon

Definitsioon Haskellis (2. katse)

subst :: Term — (Var, Term) — Term
subst (Var y) (z,e') |z =y =e
| otherwise = Var y
subst (App el e2) (z,¢€’)
= App (subst el (z,e')) (subst e2 (z, €'))
subst (Lam y el) (z, €')
lz=y = Lam z el
| notElem z (freeVars el)
= Lam y (subst el (z,e"))
| otherwise = Lam z (subst (subst el (y, Var z)) (z, e'))
where z = newVar () -- 777

NB!
Aga newVar pole defineeritav funktsioon!




Substitutsioon

Definitsioon Haskellis (3. katse)

subst :: Term — (Var, Term) — Int — (Term, Int)
subst (Var y) (z,e') 1|z =y = (€,1)
| otherwise = (Var y, 1)
subst (App el e2) (z,e') 1 =1et (el’,11) = subst el (z,e') ¢
(e2',12) = subst e2 (z,e') 11
in (App el' e2',12)
subst (Lam y el) (z,e') ¢
lz=vy = (Lam z el,1)
| notElem z (free Vars el)
=let (el',11) = subst el (z,e') 1
in (Lam y el',11)
| otherwise = let (z,1') = newVar 1
(el1',11) = subst el (y, Var z) 7'
(e1”,11') = subst el’ (z,e') 11
in (Lam y el’,11")




Substitutsioon

Substitutsiooni lemma
Kui z ja y on erinevad muutujad ning z ¢ FV(L), siis

M[N/z|[L/y] = M[L/y][N[L/y]/z]

Substitutsiooni omadusi

M=M= M[N/z]=M'[N/z]
N=N = M[N/z] = M[N'/z]

Ilmutatud viidatavus (Leibniz)
Olgu C[-] mingi kontekst, siis

M=N = C[M]=C|N]




Ekstensionaalsus

Teooria A + ext
Mz=Nz

= z ¢ FV(MN) (ext)
Teooria A + 7
Xe. Mz =M «¢FV(M) (n)

Naited
M. (Ay.y)z = Ay y
Az. add z = add
A.addzz # addz
Lemma

Teooriad A + ext ja A + 7 on ekvivalentsed.




Reduktsioon

Mobisted
@ Reduktsioon on ainult vasakult paremale rakendatav
konversioon; paremalt vasakule — ekspansioon.

o Alamtermi, millele saab rakendada reduktsioonireeglit nim.
reedeksiks.

o Ilma iihtegi reedeksita term on normaalkujul.

Naide
n-reedeks

(Az. (Az.z) (Az. ) 2) 1

B-reedeks
B-reedeks




