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Galois tihendused — (L, o, v, M)

(L, a,v, M) on Galois tihendus taielike vorede (L, C) ning
(M, C) vahel siis ja ainult siis kui:
* a: L — Mja~: M — L on monotoonsed funktsioonid.
®* yoa ALl
®* aovy L Am.m
* « on abstraktsiooni funktsioon.
* ~ on konkretisatsioon funktsioon.
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Naide

* Taielik vore (Interval, C) intervallidest hulgas Z.

° Interval = {1} U {[z1,22] | 21 < 29,21 € Z U {—0}, 29 €
Z U {o0}}

* |21, 2] onintervall z; kuni z5. Otspunktid kaasaarvatud, kui
kuuluvad hulka Z.

nf(int) oo kulint =1
inf(int) =
z1  Kuiint = |21, 29]
(int) —oo kulint=_1
sup(int) =
& 29 Kui int = (21, 29]

* int1 C inty SIS ja ainult siis ku:

inf(inty) < inf(inty) A sup(inty) < sup(ints)
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Naide jatk

e Z/=ZU{~00,00}

* inf’
o inf'(0) = oo
°© e Z inf(Z) =27 kuiz vahim Z element.
° inf'(Z) = —oo muul juhul.

° sup’

o sup'()) = —oc0
°© 2 e Z sup('Z) =7 kui 2’ suurim Z element.
° sup(’'Z) = oo muul juhul.
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Naide jatk

* Olgu P(Z) = (P(2), C) taielik vore taisarvude hulkadest.
* Olgu Interval = (Interval, C) taielik vore.

* Konkretisatsioon funktsioon ~ : Interval — P(Z)
o ~(int) ={z € Z|inf(int) < z < sup(int)}
° Naide: v([0,3]) ={0,1,2,3} ja
v(]0,00]) ={2z € Z| z > 0}.

* Abstraktsiooni funktsioon « : P(Z) — Interval

0(Z) = 1 kuiz=10
N [inf(2),sup/(Z)] ,muul juhul

°© Naide: a({0,1,3}) =[0,3] jaa({2*xz | z > 0} = [2, ¢].
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Naide jatk

Kas (P(Z), «, 7, Interval) on Galois ihendus?

* « Jay on monotoonsed funktsioonid.

® yoa dANL.Z
o Kui Z = 0 siis y(a(D)) = v(L) = 0.
° Muul juhul:

Y(a(Z)) = y([inf'(Z), sup’(Z)])
={zeZ|infl(Z) < z<sup'(Z)}
> Z

® aory C \int.ant
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Naide jatk

® aory C Aint.ant
o Kuiint = L siis a(vy(L1)) = a(0) = L.
° Muul juhul:

a(([21,22]) = a({z € Z| 21 < 2 < 29})
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Adjunktsioon

* Defineerime, et (L, a, v, M) on adjunktsioon taisvorede
L= (L,C)jaM = (M,C) vahel siis ja ainult siis kui
°© a:L — Mija~: M — L on taisfunktsioonid, mis
rahuldavad:
*Vie LLVYme M a(l)Em<1C ~(m)
* ToOestus

° Eeldame, et (L, a,, M) on Galois Uhendus ja naitame,
et ta on adjunktsioon.

° Eeldame, et (L, o, v, M) on adjunktsioon ja naitame, et
ta on Galois uhendus.
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Adjunktsioon - Toestus

* Eeldame, et a(l) C m. Kuna v on monotoonne, me saame:
° y(a(l)) Ev(m)
* Etyoa d M.lsaamel C v(a(l)) C vy(m)
Eeldame, et (L, «, v, M) on adjunktsioon ja nditame, et ta on
Galois Uhendus.

* Naitame, et vyoa J Al

° Suvalise [ € L korral on meil a(l) E «(l). Kasutades
a(l) Em =1 C ~(m) ning saame [ C ~(«(l)) nagu vaja.

* TOestus, et a o v C Am.m on analoogne.
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Adjunktsioon - Toestus jatk

* Naitamaks, et a on monotoonne:
© Oletame, et l; C Iy
° 1 Ely C y(a(ly)) (tdestasime, et vy o o 3 Al.0)
° [ Cy(m)= a(l) C m. Saame «(I1) C a(ls).
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Galois uhenduste omadusi - Lemma 4.22

Galois Uhendus on taielikult maaratud the funktsiooni poolt, kas
konkretisatsiooni vOi abstraktsiooni funktsiooni poolt.

* Kui (L, «,v, M) on Galois tihendus, siis:
(1) « unikaalselt determineerib v —
v(m) = LI [ a(l) E mj}.
(22) ~ unikaalselt determineerib o —
a(l) =[H{m [ 1 E ~(m)}.

(722) « on taielikult aditiivne ning ~ on taielikult multiplikatiivne.
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Lemma 4.22 — Toestus

* Kuna (L, a,~y, M) on adjunktsioon, meil on
y(m) = H{I[IE~y(m)} =[] a(l) Em}.
* Kui (L,a,v1, M) ja (L,a,v2, M) on Galois tlhendused siis:
> Vmyi(m) =[] a(l) Em} = y2(m)
° v =72
* Sarnaselt, meil on
a(l) =[{m [ a(l) Em} =[{m [ I E~v(m);}.

* Naitab, et v unikaalselt maarab «.
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Lemma 4.22 — (i11) tdestus

Maarame L' C L. Saame:

oz(I_|L') ;m<:>|_|ngv(m)
sViel :1Cvy(m)
svViel :all)Em

| fa)1eL’y Tm

Sellest jareldub, et a(| | L") = | {«(l) |l € L'}.
* Toestus, ety([ | M) =[ {~v(m) | m € M’} on analoogne.
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Omadused jatkuvad

Kui (L, a, v, M) on Galois tihendus siis
®* dxovyoua =«
®* yoaoy=vy

Toestus:

* Teame, et AMl.IC vo«
° Monotoonsusest saame a = « o (y o )

°* SarnaseltaoyC dm.m = (aovy)oa C «
* Tdestus v o a o v =~ on analoogne.
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Aitah

Kusimusi?
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