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Ulemise raja operaatorid

* Ulemise tokke operaator
° L = (L,C) on taielik vore.
o Ulemise tokke operaator LI : L x L — L Kui
\V/ll,lg el [ C (ll ] l2) 119

* (I,)n olgu jada L elementidest. Olgu ¢ : L x L — L taielik
funktsioon.

* Konstrueerime uue jada (lfﬁ)n

1 ¢l, kuin>0

(lﬁ)n _ {ln kuln =0

|
Programmeerimiskeelte semantika — p. 2



Fakt 4.11

Kui (I,,), on jada ning LI on Ulemise tokke operaator:
* (i) (1Y), on kasvav jada.
° (i) VnUC | [{lo,l1,...,0}
Toestus (4):
* Naitame, etVn & C 15,
°© Baas:n = 0saame [5' C [y 1 = 1Y
o Samm: 5 C I Ul =15
Toestus (ii):
* Baas:n =015 3J| |{lp}
o Samm: Y, =1 Ol I [{losla, b} U by =
| Klo, I, -« s lnylns1}

|
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Naide 4.12

* Vordlustehe int; C inty Siis ja ainult siis kui
inf(inty) < inf(inty) A sup(inty) < sup(ints)

* Fikseerime suvalise int € Interval
* Defineerime operaatori L1

inty L™ inty — inty Uinty  Kulinty C int V inty T inty
[—00, o] muul juhul

* Eiole suimmeetriline. Naide, kui int = [0, 2]
° [1,2]02,3] = [1, 3]
o [2, 3|01, 2] = [—o0, 0]
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Naide 4.12 jatk

Naide 1:
* Olgu meil jada [0, 0], [1,1], [2, 2], [3, 3], [4,4], [5, 5], - ..
* Olgu int = [0, <]
* Saame [0, 0], [0,1], [0, 2][0, 3], [0, 4], [0, 5], ...
Naide 2:
* Olgu int = |0, 2]
* Saame |0, 0], [0,1], [0, 2], [0, 3], [—0o0, 0], [—00, 0], . . .]
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Naide 4.12 jatk

* Olguint =0, 2]
* Olgu meil jada [0, 0], [1,1],[2, 2], [3, 3], [4,4], [5, 5], . ..
* Saame [0, 0], [0, 1], 10, 2], [0, 3], [—00, 00], |[—00, 00], .. .]

Sammhaaval:
°* n=0]0,0]
° n=1][1,1]
° n=2[2,2
° n=3]3,3]
° n=47[4,4]

0,0]
0,0]
0, 1]
0, 2]
0, 3]

|:lint

Dint

1, 1]
2,2]
3, 3]
4, 4]

0,0]
0,1]
0,2

A1
2,2]
3, 3]

:—OO, OO]

0,1]
0,2]
0, 3]
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Widening operaator

V :L x L — L on widening operaator siis ja ainult siis kui:
* Kui tegemist on dlemise tokke operaatoriga.

* |ga kasvava ahela (i,,),, puhul kasvav ahel (1Y),
stabiliseerub.

Defineerime uue jada:
* f: L — L on monotoonne funktsioon, L on taisvore.
* V on widening operaator.

* (f&), on defineeritud kui:

(1 kuin =0
fo=q/~" kuin>0A f(fg ") C fg
TNV f(fe) muuljuhul
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Vahekokkuvote

* f& on kasvav ahel (Fakt 4.11).

° f& on stabiliseerub (Teoreem 4.13).

* f& puhul kehtib f(fZ) C f2 mingi m puhul (Teoreem 4.14).
° f onreduktiivne kohal fJ'.
° f& JUfp(f). (Tarski teoreem)
° Ifpv(f) = f& ohutu [ fp(f) aproksimatsioon.

|
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Teoreem 4.14

Kui V on widening operaator, siis
(2) (f&)n ON kasvav jada.
(22) kui f(f&') C f& mingi m korral siis ( f&),, stabiliseerub ning
Vn>m: f&=faning ||, fe =/
(24¢) kui (f&)r stabiliseerub siis I3m f(f&') C f&
(2v) kui (f&), stabiliseerub siis | | f& 3 Lfp(f)

Markus: Need vaited kehtivad ka siis, kui V on lihtsalt tlemise
tokke operaator.

|
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Teoreem 4.14 — (1)

Kui f(f&) C f& mingi m korral siis ( fg )y, Stabiliseerub ning
vn>m: fg = fning |, i = <
° Induktsiooniga n > m, naitame, et fJ = f3'.
° Baasin=m+ 1 f&! = fo
° Samm: f(f2) C f2 seega fot' = fo.
° Seega (f<), stabiliseerub ning | |, f& = f&-
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Teoreem 4.14 — (111)

Kui (f&),, stabiliseerub siis Im f(f&) C f&
°* ImVn>m: f& = fZ.

Toestame vastuvaiteliselt. Eeldame, et f(f{') T f&' ei kehti, siis

o fr— fmtl — My f(f2) 3 f(f2) Vastuolu!

|
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Teoreem 4.14 — (iv)

Kui (f&)n stabiliseerub siis | | f& 3 Lfp(f)
* Vaidetest (ii) ning (i:7) tuleneb, et mingi m korral
LI, fv = I¥ kus f(f3') E /3"
° Reduktsiooni definitsiooni pohjal &' € Red(f) ning Tarski
teoreemi pohjal &' J I fp(f).

|
Programmeerimiskeelte semantika — p. 12



Teoreem 4.13

Teoreem 4.13 - Kui V on widening operaator, siis kasvav jada
(f&), stabiliseerub.

° Vastuvaiteliselt eeldame, et kasvav jada (fg )y, €i
stabiliseeru

Vno :3dn > ng @ & #

Jareldub, et f(f&~') C f& " ei kehti ihegi n > 0 korral. Kui
kehtiks, siis teoreem 4.14 pohjal (fg ), stabiliseeruks.

Seega (f&)n on defineeritud jargmiselt:

1 kuin =0

(f%)n — {f@lVf( g_l) muul jUhU|
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Teoreem 4.13 jatk

Defineerime (1,,),:

L 1 kuitn =0
Tl AU kuin >0

° (l,)n on kasvav jada, sest (fg), on kasvav jada (Teoreem
4.14). f on monotoonne.

TOestame, et Vn : I = f2 induktsiooniga Ule n'i.
*Baasin=01lj = fo— L=_1
° Samm: n > 0 eeldame, ety ; = f& !
o N =1V Vi, = IY = eIV (fe )
° f=fo VIR
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Teoreem 4.13 jatk

* Vastuolu: (I,,), on kasvav ahel ja V on widening operaator
= jada (1Y), stabiliseerub = (f2),, stabiliseerub.

|
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Naide

Olgu K loplik hulk taisarve - taisarvude hulk defineeritud

programmis.
Olgu V i widening operaator.

121, 22|V i |23, z4] on midagi sellist [LB(z1, 2z3), U B(22, 24)].
° LB(z1,23) € {z1} UK U{—00} on parim alumine toke.
°© UB(z2,24) € {22} UK U {00} on parim Ulemine toke.

Muutus theski tokkes intervallis |z1, 23] saab toimuda I6plike

sammudega.
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Naide jatk

* Tapsema definitsiooni jaoks z; € 2’ = Z U {—o0, 00}

4 .
21 kul 21 < 23

LBk (z1,23) =} k Kui z3 < 21 Ak =max{k € K|k < z3}
| —00 Kul z3 < 21 AVk € K : 23 <k

4 .
zo KUl z4 < 29

UBK(22,24) = ¢k  Kuizg <24 ANk =min{k € K|zg <k}
| 00 Kul zo < z4 AVk € K : k < 24

|
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Naide jatk

* Defineerime V = Vg

1 kui ity = inty = L

ity Vinty = {[LBK(mf (int1), inf(ints)), U Bk (sup(inty), sup(int2))]

* Vaatleme kasvavat ahelat (int,),:
[0,1], 0, 2], 0, 3], 0, 4], [0, 5], [0, 6], [0, 7], . ...
* Votame K = {3,5}. Siis saame (int ),:
0, 1], 10, 3], |0, 3], |0, 5], |0, 5], |0, o], [0, <], . . .

|
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Narrowing

* Oleme joudnud fJ' naol [ fp(f) tlemise aproksimatsioonini.
* Teame, et f(fJ') C f& seega f on reduktiivne kohal f'.
* Proovime tapsustada aproksimatsiooni, vaadeldes jada

(S ()
° Kuna f&' € Red(f) siis meil on kahanev ahel, kus
f"(f$') € Red(f) ning seega Vn f"(fg') 3 Lfp(f)

e Jalleqgi el ole pohjust, et ahel stabiliseerub aga muidugi
vOoime iga hetk ara Iopetada protsessi.

|
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Narrowing operaator

Operaator A : L x L. — L on narrowing operaator kui:
* Vii,lo e L b Tl =1 C (llﬁlz) C [4

* |ga kahaneva ahela (/,),, korral (lﬁ)n stabiliseerub.

Idee on jargmine: fJ', mis rahuldab f(fJ') C f&, naiteks
Lfpv(f) = f& konstrueerime jada ([f]'X )n:

] — I kuin =0
2T ARTARAY) kuin >0
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Narrowing

°* Lemma 4.16. Kui A on narrowing operaator ja f(fg') C fo'
siis ([f]'x )n € Red(f) on kahanev jada ning

vn [fIA 2 () 2 Lp(f)

* Teoreem 4.17. Kui A on narrowing operaator ja f(f<') C f&
siis kahanev jada ([f]'’x ). stabiliseerub.

° 3m [fIR = [fIAT.
° Valime lfp@(f) = | f’R kui meie aproksimatsioon
vahimale pusipunktile I fp(f).

|
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Lemma 4.16

°* Lemma 4.16. Kui A on narrowing operaator ja f(fg') C fo'
siis ([f]'x )n € Red(f) on kahanev jada ning

vn Ufp(f) C f7(fZ) C [fIX

Induktsiooniga Ule n tbestame, et:

e E (A1) SR C IR

o
e
N,
<3
I
™
=
>O
I
=
>O
.
QO
7))
=
Q
Q.
D
n
—
KH
<3
I
—
<3
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Lemma 4.16 jatk

Rakendame funktsiooni f (monotoonne):

PR E F2(AX) E FUART) E FUAR)

Kasutades induktsiooni htipoteesi, on meil ka f([f|'x) C [f]ZH,
ning saame:

fr2(fe) C AR C R

Konstrueerides [f]'x7* saame:

FUSIAT) E IR E IR

Eeldusest f(f&') C f& saame, etVn >0 f(f™(f&)) C f™(f&)
ning seega f"(f¢') € Red(f). Ning lfp(f) E f*(f&)-
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Teoreem 4.17

Kui A on narrowing operaator ja f(f&') £ f&' siis kahanev jada
([f]% ) stabiliseerub.

Defineerime jada (I,,):

L 1< kuin =0
AR kuin>0
See jada on kahanev ahel, sest (| f]X ), on kahanev ahel ning

F([fIX) C f2. Seega jada (15, stabiliseerub.
Naitame induktsiooniga Ule n, et:

In = [fI%

|
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Teoreem 4.17 jatk

Baas:

Samm:
o1 = b Al = [FIRAF(FIR) = (AR

o1 ¢l kuin >0

|
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Naide

* On kahte liiki Idpmatuid ahelaid intervallis Interval.
° |z,00| z€Z
° |—00,2z] z€Z
* Vaatleme jada |z, o0], |22, 00], |23, 00], ... KUS
21 <2< 23 <....

* |dee on defineerida narrowing operaator Ay, mis pohjustab
ahela stabiliseerumise, kui z; > N (mitte negatiivse
fikseeritud N korral).

* Sarnaselt kahaneva ahela puhul elemendid kujul [—oo, 2;]
narrowing operaator stabiliseerib ahela kui z; < —N.

|
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Naide jatk

Formaalselt, me defineerime A = Ay:

1 Kul int1 = L Vinty = L

int Ninty = _
! ’ {[zl,zg] muul juhul

kus

inf(inty) Kui N < inf(inta) A sup(inte) = oo
£l = :
inf(int2) muul juhul

sup(int1) Kuiinf(inta) = —oo A sup(inta) < —N
Zog = _
’ sup(intz) muul juhul

|
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Naide jatk

* Vaatleme lIdpmatut kahanevad jada ([n, o)),

0, <], [1, 0], 2, 00], [3, 0], [4, <], |5, 00, . ..
* Valime N = 3, saame jada ([n, c0]*),:

0, 0], [1, 0], 2, 00], [3, 0], [3, o], [3, 00, . ..

|
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Aitah

Kusimusi?
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