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Saateks

Teie ees on Eesti Matemaatika Seltsi 2006. a. aastaraamat. Aas-
taraamatu koostamisel arvestasime viljakujunenud traditsioone ja
kolleegide ettepanekuid. Meil on hea meel 6elda, et praktiliselt koik,
kelle poole me kaastt6 palvega poordusime, reageerisid positiivselt.
Suur tdnu neile! Samuti rodmustab meid matemaatika suur osakaal
aastaraamatus — viis artiklit, mis tutvustavad erinevaid matemaati-
ka ja tema rakenduste valdkondi. Aastaraamat algab V. Abramovi
artikliga, mis tutvustab olulisimat stindmust matemaatikas 2006.
aastal. See oli Poincaré probleemi lahendamine G. Perelmani poolt,
iiks neist vihestest stindmustest kaasaja matemaatikas, mis jouab
ka tavaajakirjandusse. Oma t6id tutvustavad A. Humala preemia
voitja M. Kéarik ja EMS publikatsiooniauhinna pélvinud A. Sepp.
Samuti avaldame R. Kangro ja P. Uba artiklid, mis pohinevad
Jénedal Eesti Matemaatika Péaevadel peetud ettekannetele. Eriti
tdname R. Kangrot, kes lisaks oma artikli kirjutamisele tolkis eesti
keelde ka A. Sepa originaalis ingliskeelse teksti. Aastaraamat sisal-
dab veel V. Kutsmei artikli iilidpilaste rahvusvahelistest matemaati-
kaoltimpiaadidest ja E. Tiidu kirjutise eetikast statistikas. E. Tiidult
palusime kaast6od seoses tema valimisega EMS auliimeks.

Ulejasinud materjal on pievakajalise iseloomuga, kajastades
Eestiga seonduvaid matemaatikaelu stindmusi 2006. a. Neist ju-
hiksime eelkdige tdhelepanu H. Nestra viga pohjalikule iilevaatele
koolinoorte matemaatikavoistlustest ja P. Puusempi pikemale kir-
jutisele Madridis toimunud Rahvusvahelisest Matemaatikute Kong-
ressist.

Suur tdnu Vladimir KutSmeile tehnilise abi eest.

Aastaraamatu koostajad



MATEMAATIKA

Thurstoni hiipotees, Ricci voog ja
edusammud Poincaré probleemi lahendamisel

VIKTOR ABRAMOV
Tartu Ulikool

1. Clay instituudi millenniumiprobleemid

2000. a. avaldas Clay Matemaatika Instituut (Clay Mathematics
Institute) loetelu seitsmest kaasaegse matemaatika téhtsaimast
probleemist (millenniumiprobleemist), médrates iga probleemi la-
henduse eest preemiaks miljon USA dollarit. Probleemide arv oli
dra médratud selle instituudi asutaja Bostoni miljardéri Landon T.
Clay poolt preemiateks eraldatud miljonite arvuga. Clay instituudi
eksperdid, kes tegid eespool nimetatud valiku, arvavad, et just
nimelt need 7 probleemi mé&dravad &ra matemaatika arengu XXI
sajandil. Eesti Matemaatika Seltsi juhatus korraldas 2001. a.
millenniumiprobleemidele piihendatud seltsi ettekandekoosoleku.
Sellel koosolekul ettekantu publitseeriti Eesti Matemaatika Seltsi
aastaraamatus 2001. Ké&esoleva artikli autor esines ettekandega
teemal “Poincaré hiipotees”, milles kirjeldas probleemi olemust, sisu
ja arengut eelmisel sajandil. Ettekanne avaldati Eesti Matemaatika
Seltsi aastaraamatus 2001 ([1]) ja autor soovitab sellega tutvuda
lugejatel, kes soovivad saada ettekujutust diferentsiaalgeomeetria
ja topoloogia pohimdéistetest selleks, et moista Poincaré hiipoteesi
sisu.

Peterburi matemaatik Grigori (monikord kirjutatakse Grisha)
Perelman paigutas aastatel 2002-2003 e-preprintide elektroonili-
se arhiivi arXiv.org (http://arxiv.org) diferentsiaalgeomeetria
ossa (math.DG) kolm preprinti ([13], [14], [15]), mis suurema
osa 3-modtmeliste muutkondade topoloogiaga tegelevate eskpertide
arvates lubavad véita, et Poincaré probleem on lahendatud. Tahaks
rohutada, et G. Perelman talitas kiillaltki omapéraselt, paigutades
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Poincaré probleem 11

oma t66d e-preprintide elektroonilisse arhiivi, sest rangelt vottes
ei loeta neid sel juhul teaduspublikatsioonideks. Kui sellisel juhul
oleks teoreemide toestustes ilmnenud liingad véi puudused ja oleks
leidunud matemaatik, kes, korvaldanud liingad ja puudused, oleks
oma t06 avaldanud matemaatilises teadusviljaandes, oleks too ma-
temaatik voinud ka pretendeerida Poincaré probleemi lahendajaks.
Peale selle ei saa G. Perelman pretendeerida ka miljonidollarilisele
preemiale iihe millenniumiprobleemi lahenduse eest, kuna seal
on tingimuseks, et probleemi lahendus peab olema publitseeritud
retsenseeritavas teadusajakirjas ning kahe aasta jooksul alates
avaldamise momendist pole lahenduse 6igsus antud valdkonnas
tegutsevate ekspertide poolt kahtluse alla seatud. Samas otsustades
massimeedias G. Perelmanile pithendatud artiklite jérgi, ei kavat-
segi ta sellele preemiale pretendeerida. Just need momendid ning
ka see, et G. Perelman ei s6itnud 2006. a. Hispaanias toimunud
rahvusvahelisele matemaatikakongressile, kus kuningas Juan Carlos
pidi talle iile andma Fieldsi preemia panuse eest geomeetriasse
ja saavutuste eest Ricci voogude (Ricci flow) geomeetrilise ja
analiiitilise struktuuri uurimisel, tegidki G. Perelmani nime avalik-
kusele tuttavaks. Kéesoleva artikli eesmérgiks on luua ettekujutus
struktuuridest, meetoditest ja ideedest, mida kasutas G. Perelman
Poincaré probleemi lahendamiseks.

2. Poincaré probleem

Meenutagem lithidalt Poincaré hiipoteesi (probleemi) formulee-
ringut (iiksikasjalise kirjelduse leiab artiklis [1]). Oma 1904. a.
avaldatud artikli ([17]) 16pus mainis Henri Poincaré (1854-1912),
et on jadnud veel iiks probleem, mida tasuks uurida (sonastus on
antud kaasaegsetes terminites):

Kas 3-maéotmeline diferentseeruv kinnine (s.o. kompaktne ja
rajata) triviaalse fundamentaalrihmaga 7 (M) muutkond M on
difeomorfne 3-méotmelise sfidriga S 2

Poincaré hiipotees seisneb selles, et vastus sellele kiisimusele on jaa-
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tav. Poincaré ise ei joudnud probleemi lahendamisel kuigi kaugele,
osutades, et see kallutab teda pohiuuringutest korvale. Jargnevate
aastate katsed leida probleemile lahendus stimuleerisid uute méis-
tete ja meetodite arengut loplikumdotmeliste muutkondade topo-
loogias. Poincaré probleemil on té&htis osa 3-mootmelise muutkonna
topoloogilise struktuuri uurimisel, sest ta puudutab selliste muut-
kondade klassifikatsiooni. Moned selle ala spetsialistid ennustavad,
et juhul kui G. Perelmani antud Poincaré probleemi lahendus on
oige (ja toendoliselt see nii ka on), siis huvi antud matemaatika
valdkonna vastu jahtub ja paljud uurijad liilituvad teistele vald-
kondadele. Rohutagem, et Poincaré probleemi lahendus pole tdhtis
mitte ainult muutkondade teooria sisemise arengu seisukohalt,
vaid sellel on ka rakenduslikud aspektid. Arvatakse, et Perelmani
poolt pakutud lahendus annab impulsi uute meetodite tekkeks
fiitisikaliste protsesside kirjeldamisel keerulistes 3-mdotmelistes geo-
meetrilistes ruumides ja arvutitopoloogias.

Poincaré probleemiga analoogilise probleemi topoloogiliste muut-
kondade jaoks dimensioonis m > 5 lahendasid 1960. a. Stephen
Smale ([18]), John Stallings ([19]) ja Andrew Wallace ([22]). Kuid
meetodid, mida nemad kasutasid, osutusid kélbmatuks 4-moé6tme-
liste muutkondade puhul. Viimaste jaoks lahendas Poincaré prob-
leemi 1981. a. Michael Freedman ([6]). Seega sai mé6dunud sajandi
lopuks selgeks, et 3-mdotmelised muutkonnad kujutuvad endast
koige keerulisemat juhtu. Téahtis on see tosiasi, et igal 3-mo6tmelisel
topoloogilisel muutkonnal on ainult iiks (difeomorfismi tdpsusega)
diferentseeruv struktuur. Seega on 3-modtmeliste topoloogiliste
muutkondade klassifikatsioon homéomorfismi tédpsusega ekvivalent-
ne diferentseeruvate muutkondade klassifikatsiooniga difeomorfismi
tdpsusega. Asjalood on teised kolmest korgemate dimensioonide
korral. Kirby ja Siebenmann néitasid ([10]), et topoloogilisel muut-
konnal dimensiooniga m > 4 voib olla mitu erinevat diferentseeru-
vat struktuuri. Hiljem selgus, et kodige keerulisemateks selles suhtes
on just 4-mootmelised muutkonnad. Michael Freedman néitas
eksootiliste siledate struktuuride olemasolu triviaalsel topoloogilisel
muutkonnal R* Muutkonna R? siledat struktuuri nimetatakse
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eksootiliseks, kui ta ei ole difeomorfne selle muutkonna standartse
sileda struktuuriga. Toestuseks néitas M. Freedman, et selle viite
eitus viib vastuoluni 4-md&o6tmeliste muutkondade téieliku klas-
sifikatsiooni konstrueerinud S. Donaldsoni teoreemidega ([4],[5]).
Hiljem toestas C.H. Taubes (]20]), et selliste eksootiliste siledate
struktuuride hulk on mitteloenduv. Dimensiooni 4 puhul erinevate
siledate struktuuride ilmsikstulek oli sedavérd sensatsiooniline, et
New York Times’is ilmus sellele avastusele piihendatud artikkel ja
ithes oma artiklis esitas C.H. Taubes kiisimuse: “Kas me oskame
diferentseerida?”

Seega fakt, et 3-mootmelisel juhul muutkondade klassifikatsioo-
niprobleemi uurides véime vaadelda diferentseeruvaid muutkondi,
voimaldab rakendada diferentsiaalgeomeetria meetodeid. Diferent-
seeruvate muutkondade hulgas on tdhtsaimaks ja huvitavaimaks
klassiks Riemanni muutkonnad. Et G. Perelmani ja tema eelkéijate
ldhenemine 3-mo66tmeliste muutkondade vallas tugineb 3-mdotme-
lise muutkonna Riemanni struktuurile, siis jairgmises punktis mee-
nutame lithidalt Riemanni geomeetria moningaid pohimoisteid.

3. Ricci koverus ja lokaalselt homogeenne
Riemanni muutkond

Diferentseeruvat m-mootmelist muutkonda M™ nimetatakse Rie-
manni muutkonnaks, kui muutkonna igas punktis p € M™ on
puutujaruumil 7, M™ antud bilineaarne siimmeetriline positiivselt
médratud ruutvorm g, mis soltub siledalt punktist p. Seega méa#rab
g puutujavektorite u, v € T, M™ skalaarkorrutise g(u,v) muutkonna
M™ igas punktis p. Vormi g nimetatakse Riemanni meetrikaks.
Muutkonna M™ lokaalsetes koordinaatides z!, 22
takse meetrika g tavaliselt kujul g = g;;(z)daz'dz?, kus g;;(z)
on lokaalsete koordinaatide siledad funktsioonid ja mida nime-
tatakse meetrilise tensori komponentideks. Riemanni muutkonna
tdhtsaimaks karakteristikuks on tema koverus. Kéveruse defineeri-
misel lahtutakse koveruse moistest, mis on {iks olulisim kaasaegses
diferentsiaalgeomeetrias.

, -, 2™ kirjuta-
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Olgu C*°(M™) siledate funktsioonide algebra ja D (M™) sile-
date vektorviljade Lie algebra diferentseeruval muutkonnal M™.
Meenutame, et vektorvili X € ©(M™) on algebra C°°(M™) deri-
vatsioon, s.o. vektorruumi C°°(M™) lineaarteisendus, mis rahuldab
Leibnizi valemit funktsioonide korrutamise suhtes. Vektorviljade
X, Y € ©(M™) kommutaator [X,Y] =X Y -Y - X, kus X-Y on
teisenduste korrutis (kompositsioon), tekitab Lie algebra struktuuri
vektorruumil ®(M™). Levi-Civita seostuseks muutkonnal M™
nimetatakse reeglit, mis igale vektorvéljale X € D(M™) seab
vastavusse vektorruumi ®(M™) lineaarteisenduse (endomorfismi)
V x nii, et rahuldatud on tingimused

Vix+hy = fVx+hVy,
Vx(fY) = X(f)Y +fVxY,

kus f,h € C®(M™) ja X, Y € ®D(M™). Kui M™ on Riemanni
muutkond meetrikaga g, siis Levi-Civita seostust nimetatakse Rie-
manni seostuseks, kui ta rahuldab kahte tingimust:

[X,Y] = VxY-—VyX,
Z(9(X,Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VzY), ZeDM™).

Esimene tingimus néitab, et Riemanni seostus on seostus ilma
vadndeta ja teine tingimus néitab, et Riemanni seostus on kooskdlas
meetrikaga. Riemanni muutkondade teoorias toestatakse, et Rie-
manni muutkonnal M" meetrikaga g leidub parajasti {iks Riemanni
seostus ([16]), s.t. Riemanni seostus on iiheselt méédratud meetrika-
ga g. Riemanni seostuse kéveruseks R nimetatakse suurust

R(X,Y)=VxVy —VyVx — V[Xy}, X, Y e D(M™).

Et R(X,Y) = —R(Y, X), osutub koverus R teist jirku diferentsiaal-
vormiks (2-vormiks) muutkonnal M™, mille vé#rtusteks punktis
p € M™ on puutujaruumi 7, M™ lineaarteisendused. Koverus R
tekitab koverustensori R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W). Koverus-
tensor on (0,4)-tiilipi tensor (neljandat jarku kovariantne tensor),
mille komponente tahistame Ry;ji, kus Ry = g(R(ej, ex)ei, e) ja
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{e;} on muutkona M™ puutujakihtkonna lokaalne ortonormeeritud
reeper. Ricci koveruseks nimetatakse siimmeetrilist bilineaarset
vormi Ric : T,M™ x T,M™ — R, mis on méératud lokaalses
ortonormeeritud reeperis {e;} valemiga

m
Ric(u,v) = Zg(R(ei,u)v, ), u,veT,Mm™.
i=1
Ricci koverus tekitab Ricci (0,2)-tensori, mille komponendid aval-
duvad koverustensori komponentide kaudu jargmiselt:

RiCZ‘j = Z Rkikj- (1)
k=1

Seega voib Gelda, et Ricci koverus osutub koverustensori jéljeks.
Kuna Ricci voogu kirjeldav vorrandisiisteem tugineb Ricci kove-
rusele, siis Ricci koverustensori komponendid avalduvad meetrika
ja Riemanni seostuse komponentide kaudu. Kui z',z?,...,2™ on

muutkonna M™ lokaalsed koordinaadid, siis kehtib
orl, ot
ozl Oxk
kus I‘fj on Riemanni seostuse lokaalsed komponendid (lokaalsete

koordinaatide funktsioonid), mis omakorda avalduvad meetrilise
tensori komponentide kaudu jérgmiselt:

rk Lo (995 , O9u gy
9729 0w T 007 0t )

l [

Ricik =

Ricci kdveruse jilge nimetatakse skalaarseks koveruseks. Kui ska-
laarset koverust tdhistada $R, siis saame

m

R = TrRic = Z g(R(ei, ej)ej, €;). (2)

ij=1
Suunakoveruseks nimetatakse vormi
g(R(v,u)u,v)
g(ua u)g(v, U) - (g(ua v))Z ’

sec(u,v) = u,v € T,M™.
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Saab n#idata, et suunakoverus soltub ainult vektorite u,v poolt
tekitatud tasandist m C T,,M™, tingimusel, et nood on lineaarselt
soltumatud. Kui suunakoverus sec(w) on vordne iihe ja sama
reaalarvuga k iga tasandi m# C T,M™ korral ja muutkonna AM™
koikides punktides, siis nimetatakse Riemanni muutkonda M™
konstantse kdverusega Riemanni muutkonnaks. Kolmemodtmelise
Riemanni muutkonna M? puhul sisaldub kogu informatsioon selle
muutkonna koveruse R kohta Ricci koveruses Ric.

Kui M™ ja N™ on kaks Riemanni muutkonda vastavalt meet-
rikatega g ja h, siis difeomorfismi ¢ : M™ — N™ nimetatakse
isomeetriaks, kui ta rahuldab tingimust g(u,v) = h(Dg(u), Dy(v))
suvaliste u,v € T,M™ ja p € M™ korral (siin D¢ : TM™ — TN"
on kujutuse ¢ diferentsiaal). Ilmselt moodustab muutkonna M™
koikide isomeetriate ¢ : M™ — M™ hulk rithma, mida téhistame
Isom(M™). See rithm toimib loomulikul viisil muutkonnal M™ s.t.
M™ x Isom(M™) — M™, kus (p,¢) — ¢(p). Kui isomeetriate
rithm toimib transitiivselt, siis nimetatakse Riemanni muutkonda
homogeenseks muutkonnaks. Meenutagem, et rithm toimib tran-
sitiivselt, kui muutkonna M suvalise kahe punkti p ja ¢ korral
leidub selline isomeetria ¢ € Isom(M™) nii, et ¢ = ¢(p). Seega
on homogeensel muutkonnal igas punktis iiks ja sama meetriline
struktuur. Homogeense Riemanni muutkonna néideteks on sfiar
S™, Eukleidiline ruum R"”, hiiperboolne ruum H". Markigem, et
neist kaks esimest on konstantse koverusega, vastavalt kdverustega
+1 ja 0. Hiiperboolne ruum H" on Riemanni muutkond konstantse
koverusega —1 ja tema mudelit voib kirjeldada jargmiselt: ruum
R = {(20,21,...,2") : 2# € R} temal miiratud meetrikaga g,
kus

g=—(da®)> + (da")% (3)
=1

vastavat Riemanni muutkonda tihistame R, Seega on R harilik
(topoloogilises mottes) ruum R™*! indefiniitse meetrikaga g ja
meetrika indefiniitsuse pérast ei ole R» Riemanni muutkond. Kui
n = 3, siis nimetatakse ruumi R%3 Minkowski ruumiks. Mainime, et
sellel ruumil baaserub relatiivsusteooria geomeetria. Olgu r > 0 ja
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H(r) C RY" hiiperpind ruumis R'", mis on mésratud vérrandiga
n
_(xO)Z + Z(xz)Z ———y
i=1

Mainime, et hiiperpinda H(r) voib interpreteerida imaginaarse
raadiusega ir n-moéotmelise “sfddrina” meetrikas g. Juhul n = 2
on H(r) kahekatteline hiiperboloid ning me voime eraldada iihe
tema katetest, seades tingimuse 2° > 0. Pole keeruline niidata, et
meetrika g kitsendus g|g () hiiperpinnale H(r) méirab Riemanni
meetrika h hiiperpinnal H(r) ja H(r) indutseeritud meetrikaga h
muutub Riemanni muutkonnaks. See muutkond ongi juhul r = 1
hiiperboolse ruumi H" mudeliks.

Riemanni geomeetria pohimoisteks, mis on vajalik, et anda
lugejale ettekujutus Poincaré hiipoteesi iildistuseks olevast Thurs-
toni hiipoteesist, on lokaalselt homogeenne Riemanni muutkond.
Lokaalselt homogeenne Riemanni muutkond peab rahuldama kahte
tingimust:

1. olema lokaalselt isomeetriline antud homogeense Riemanni
muutkonnaga M™;

2. olema taielik Riemanni muutkond.

Olgu N lokaalselt homogeenne Riemanni muutkond. Esimene néue
tdhendab, et muutkonna N suvalise punkti g jaoks leidub selle
timbrus U; C N ja isomeetria ¢ : U; — V, kus V. C M™ on muut-
konna M™ lahtine alamhulk. Homogeenset Riemanni muutkonda
M™ nimetatakse lokaalselt homogeense Riemanni muutkonna N
mudelmuutkonnaks. Et selgitada teist, taielikkuse néuet, meenu-
tagem geodeetilise joone moistet Riemanni muutkonnal. Siledat
joont v : I — M™, kus I C R, nimetatakse geodeetiliseks, kui
V474 = 0, kus 4 on puutujavektorvili piki joont v ja V on Riemanni
seostus. Geodeetilistel joontel on Riemanni muutkonnal téita sama
roll, mis sirgetel Eukleidilises ruumis R”. Riemanni geomeetrias
toestatakse ([16]), et Riemanni muutkonna M™ suvalise punkti p ja
suvalise puutujavektori v € T, M™ korral leidub ainus geodeetiline
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joon v : (—€,€) — M™ nii, et joon 7 liabib punkti p ja tema
puutujavektoriks punktis p on vektor v, s.t. y(0) = p,¥(0) = wv.
Seega punkt ja muutkonna puutujavektor selles punktis méaravad
itheselt &ra geodeetilise joone, kuid see, kui kaugele seda voib
jatkata, s6ltub muutkonnast. Riemanni muutkonda nimetatakse
geodeetiliselt taielikuks kui koik selle muutkonna geodeetilised
jooned on méidratud kogu arvsirgel R. Hoff-Rinowi teoreem keh-
testab selle moiste ja Riemanni muutkonna kui meetrilise ruumi
taielikkuse moiste ekvivalentsuse, kui kahe punkti vaheline kaugus
méirata valemiga

d(p,q) = inf{l(7) : v € Qp,q)},

kus () on tiikiti-sileda joone v pikkus ja Q(p,q) on muutkonna
M™ tiikiti-siledate punktist p punkti g kulgevate joonte hulk.

Ruumala vormiks Riemanni muutkonnal M™ meetrikaga g ni-
metatakse m-diferentsiaalvormi dVj, mis on méédratud muutkonna
punktis p valemiga

dVy(vi,v2,...,vm) = det(g(v;, €5)), (4)

kus wvi,ve,... vy € T,M™ ja {e;} on puutujaruumi T, M™
positiivselt orienteeritud ortonormeeritud baas. Ruumala vormi
kuju lokaalsetes koordinaatides on

AV, = y/det(gi;) dz" A ... A daz™.

Riemanni muutkonda M™ nimetatakse 16pliku ruumalaga Rieman-
ni muutkonnaks, kui kehtib

/ dV, < oo.

Suuremat huvi pakuvad meile 16pliku ruumalaga lokaalselt homo-
geensed Riemanni muutkonnad.
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4. Thurstoni hiipotees

Olles end varustanud Riemanni geomeetria vajalike moistetega,
voime asuda kirjeldama Poincaré probleemiga seotud geomeetria
ja topoloogia valdkonna edasist arengut. Olulise panuse selles-
se arengusse on andnud W. Thurston ([21]), kes 1980-ndatel
aastatel edendas teistsugust, topoloogilistest meetoditest erinevat
léhenemisviisi 3-modtmelistele muutkondadele. Thurston vaatles
lokaalselt homogeenseid Riemanni muutkondi, mille mudelmuut-
konnaks on hiiperboolne ruum H?. Selliseid muutkondi nimeta-
takse hiiperboolseteks muutkondadeks. Mitte iga 3-modtmeline
muutkond ei saa olla varustatud sellise meetrikaga (mis teeb ta
hiiperboolseks muutkonnaks), sest on olemas ilmsed ja héstituntud
takistused. Koige iildisemalt formuleeritud Thurstoni hiipotees
véidab, et need takistused osutuvad ainukesteks ja et kui nad
korvaldada, siis saab muutkonda varustada hiiperboolse muut-
konna meetrikaga. Toestanud selle hiipoteesi mitme erijuhu kor-
ral, joudis Thurston hiipoteesi iildisema formuleeringuni lokaal-
selt homogeensete meetrikate olemasolust (kas hiiperboolsete voi
vastasel juhul koikide muutkondade jaoks). Seda hiipoteesi hakati
nimetama Thurstoni geometriseerimise hiipoteesiks. Oluline on, et
selles hiipoteesis sisaldub Poincaré hiipotees erijuhuna. Thurstoni
hiipoteesi eelis Poincaré hiipoteesi ees viljendub selles, et Thurstoni
hiipotees:

1. kasitleb koéiki kinniseid orienteeritavaid 3-muutkondi;

2. tekitab seose 3-mootmeliste muutkondade topoloogia ja dife-
rentsiaalgeomeetria vahel.

Et anda Thurstoni hiipoteesi tédpne formuleering, meenutagem
monda hidavajalikku moistet muutkondade teooriast. Olgu M™
ja N™ kaks siledat muutkonda, n > m, ja olgu f : M™ — N"
sile kujutus. Kujutust f nimetatakse muutkonna M™ sisestuseks
muutkonda N™, kui f on injektsioon ja kujutuse f diferentsiaali
Df:TM™ — TN" astak igas punktis on m, s.t. maksimaalne.
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Topoloogiliste muutkondade teoorias on téhtis roll topoloogilis-
te muutkondade sidusa summa maistel. Olgu M ja N kaks orientee-
ritavat topoloogilist (voi siledat) sidusat n-modtmelist muutkonda.
Eemaldame molema muutkonna sisemusest (s.t. riivamata nende
muutkondade rajasid OM ja ON) n-mootmelise kera. Me saame
kaks muutkonda, mille rajade itheks komponendiks on n-méotmeli-
ne sfasr. Niiid kleebime need muutkonnad piki sfaére kokku nii, et
nende orientatsioonid liimitavatel sfddridel kokku langeksid. Voib
niidata, et saadud objekt on sile n-mootmeline muutkond (kui M
ja N on siledad muutkonnad), mille sile struktuur on kooskdlas
ldhtemuutkondade siledate struktuuridega, ja mis ei soltu ei kera
ega kleepiva (liimiva) isomorfismi valikust. Sellist muutkonda nime-
tataksegi muutkondade M ja N sidusaks summaks ja téhistatakse
stimboliga M # N. Tuletame meelde, et topoloogiliste muutkondade
teoorias nimetatakse 3-mootmelist muutkonda algmuutkonnaks
(prime manifold), kui ta pole difeomorfne 3-mootmelise sfidriga S°
ja igal antud muutkonda sisestatud ja seda kaheks mitteldikuvaks
osaks eraldaval 2-mootmelisel sfadril S? on see omadus, et iiks neist
osadest on difeomorfne 3-modtmelise keraga.

Uks tihtsaimatest teoreemidest 3-mootmeliste muutkondade
topoloogias kuulub H. Kneserile! ([11]).

Teoreem (Kneser, 1929). Iga kinnine orienteeritav 3-maootmeline
muutkond on esitatav lopliku arvu orienteeritavate 3-modtmeliste
algmuutkondade (prime factor) sidusa summana. See lahutus on
ainus liidetavate jarjestuse ja iga litdetava orientatsiooni sdilitava
difeomorfismi tipsusega. Koikide orienteeritavate 3-maootmeliste
algmuutkondade hulk on lopmatu, kuid loenduv.

Seega Kneseri teoreem taandab kinniste orienteeritavate 3-
mootmeliste muutkondade topoloogia uurimise Kneseri lahutuse
liidetavate uurimisele. Téhtsaks on antud juhul osutunud fakt, et
iga lokaalselt homogeenne Riemanni muutkond on algmuutkond,
villja arvatud erandina RP3#RP3, kus RP? on 3-modtmeline

1On huvitav teada, et Hellmuth Kneserﬂ slindis 16. aprillil 1898. a. Tartus,
kus tema isa Adolf Kneser oli tollal Tartu Ulikooli matemaatikadppejoud
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projektiivne ruum, millele mudelmuutkonnaks on S? x R.

Tahtes kasutada Riemanni geomeetria meetodeid 3-moGtmelise
muutkonna uurimisel, peame viimase varustama lokaalselt homo-
geense meetrikaga ja seepérast peame piirduma algmuutkondade
klassiga. Thurstoni hiipotees kiib just algmuutkondade kohta.

Thurstoni hiipotees. Olgu M kinnine, orienteeritav 3-mootmeli-
ne algmuutkond. Eksisteertb mitteldikuvate 2-mootmeliste tooride ja
Kleini pudelite iihendi sisestus f : HZ-TZ-2 — M muutkonda M nii, et
taiendi M\ f(I;T?) iga komponendi jaoks leidub lopliku ruumalaga
lokaalselt homogeenne meetrika.

Seega on néha, et 16igates kinnise orienteeritava algmuutkonna M
lahti piki 2-toore ja Kleini pudeleid, lahutame me selle tiikkideks,
millest igaiihe jaoks leidub lokaalselt homogeenne Riemanni meet-
rika. Tasub tdhele panna, et sisestus f tekitab 2-toori ja Kleini
pudeli fundamentaalrithmade injektiivse homomorfismi muutkonna
M fundamentaalrithma m(M). Seda kasutades voib niidata, et
Thurstoni hiipoteesist jareldub Poincaré hiipotees, s.t. Poincaré
hiipotees on Thurstoni hiipoteesi erijuht. Olgu X2 homotoopne
sfdér, s.t. kinnine iihelisidus (s.t. triviaalse fundamentaalrithmaga)
3-modtmeline muutkond. Oletame, et Thurstoni hiipotees vastab
toele. Siis pole keeruline niidata, et homotoopse sfiadri ¥3 lahutus
piki 2-toore ja 2-Kleini pudeleid lahtildikamise teel on triviaalne, s.t.
et homotoopset sfiiri 3 selles méttes lahutada ei saa. Toepoolest,
kui selline 2-toor voi Kleini pudel leiduksid, siis kujutuksid nende
fundamentaalrithmad (nad on mittetriviaalsed) injektiivselt rithma
7(23) kuid 7(X3) = {1} on triviaalne, seega selliseid 2-toore ja
Kleini pudeleid pole. Vastavalt Thurstoni hiipoteesile leidub sfaril
¥3 16pliku ruumalaga lokaalselt homogeenne Riemanni meetrika. Et
7(X3) = {1}, on ¥3 mudelmuutkonnaks 3. Kuid ¥* on kompaktne
muutkond ja 3-m6otmelistest mudelmuutkondadest on kompaktne
ainult iiks, S3. Seega on X3 isomeetriline (seega difeomorfne)
muutkonnaga S3, millega on Poincaré hiipotees tdestatud.
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5. Ricci voog, Hamiltoni ja Perelmani
tulemused

Riemanni geomeetria vaatevinklist kinnitab Thurstoni hiipotees
“parima voimaliku” meetrika olemasolu kinnisel 3-m&otmelisel
muutkonnal. Sellise meetrika voib konstrueerida sobiva vektorvilja
integraaljoonte abil antud muutkonna koéikide meetrikate ruumil.
Mainime, et 16plikumo6dtmelise sileda muutkonna M™ kéikide
Riemanni meetrikate ruum &p;= on lopmatuméotmeline funktsio-
naalne ruum, mille elementideks on antud muutkonnal méairatud
Riemanni meetrikad g. Meenutagem, et kui N" on loplikumootmeli-
ne sile muutkond ja X on vektorvali muutkonnal N™, siis genereerib
vektorvili X integraaljoonte voo, mille iga joon o : I — N", kus
I C R, rahuldab diferentsiaalvérrandite siisteemi

d
5 (@) = X(a(?)) ()

algtingimusega «(0) = p € N™. Vorrandisiisteem (5) niitab, et
vektorvilja integraaljoone puutujavektor iga ¢t € I korral on vordne
vektorvilja vidrtusega vastavas punktis a(t).

Kuna muutkonnaks N” on 16plikuméotmelise muutkonna M™
koikide meetrikate funktsionaalne ruum & m, siis selleks, et meil
oleks méadratud vektorvéli meetrikate ruumil & ysm, peame sobivalt
valima funktsionaali sellel ruumil. Funktsionaal peab s6ltuma meet-
rikast (ja voib-olla meetrika tuletistest) ja meetrikate ruumi & jsm
igas punktis g on funktsionaali vadrtuseks siimmeetriline teist jéarku
kovariantne tensor nagu meetrikagi. Kéige loomulikum ja lihtsam
valik on Ricci koverustensor Ricj; (1). Sel juhul kirjeldab vek-
torvilja integraaljoonte voogu vorrandisiisteemiga (5) analoogiline
vorrandisiisteem J

2(g(t) = ~2Ric(g(1)). (6)
Varrandisiisteemiga (6) médratud integraaljoonte voogu meetrikate
ruumis & yym nimetatakse Ricci vooks (Ricci flow). Ricci voo maiste
vottis kasutusele R. Hamilton. Pohjused, miks Hamilton valis
vorrandisiisteemi (6) paremale poole Ricci koverustensori, on viga
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sarnased nendega, miks Einstein vottis oma gravitatsiooniteoorias
kasutusele Ricci koverustensori: vaja oli teist jarku kovariantset
stimmeetrilist tensorit, mis s6ltuks meetrikast ning selle esimest ja
teist jarku osatuletistest. Nende nouetega on Ricci kdverustensor
méiidratud peaaegu iiheselt (meetrilise tensori kordseks oleva tensori
tapsusega).

Olgu z!',z2,...,2™ Riemanni muutkonna M™ lokaalsed har-
moonilised koordinaadid meetrika g(¢) suhtes, kus g(¢) on vorran-
dististeemiga (6) méédratud Ricci voog. Riemanni muutkonna har-
moonilistes koordinaatides kehtib vordus ([16])

-2 RiCZ’j = Agij + Qij(gyag)7

kus A = ¢F0,0, on Laplace’i operaator (meetrikas g) ning
avaldis @);; on poliinomiaalne meetrika g ja tema osatuletiste
suhtes, sealjuures ruutvorm osatuletiste suhtes. Muutkonna M™
harmoonilistes koordinaatides muutub Ricci voo vorrandisiisteemi
(6) kuju jargmiseks:

Wi — &gy + Qul0.99) (7)
See on mittelineaarne soojusjuhtivuse tiitipi vorrand meetrika
jaoks. Diferentsiaalvorrandite teooriast jareldub Ricci voo g¢(t)
olemasolu ja ainsus ajaintervallil —§ < ¢t < §, kui algtingimuseks
on sile Riemanni meetrika gg. Seega Ricci voo vorrandisiisteemi
(6) paremal poolel asetseval miinusel on tdhtis roll, sest ta viib
meid korrektsele soojusjuhtivuse tiiiipi vorrandile (harmoonilistes
koordinaatides) ja sellega Ricci voo eksisteerimine on garanteeritud.
Kui vorrandisiisteemi (6) paremal pool asuv Ricci tensor oleks
plussiga, siis esimene liige vorrandisiisteemi (7) paremal poolel oleks
miinusega ja vastav vorrandisiisteem oleks soojusjuhtivuse tiilipi
vorrand tagasisuunatud ajaga. Sellisel vorrandisiisteemil lahendeid
iildiselt ei ole.

Vérrandisiisteemi (6) lahendiks algtingimusega ¢(0) = go, kus
go on mingi sile Riemanni meetrika muutkonnal M™, on Riemanni
meetrikate g(¢) pere antud muutkonnal M™. Riemanni meetrikate
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pere g(t) kiditumine erinevate parameetri ¢ védrtuste korral ja
samuti tekkivad singulaarsused olid Hamiltoni uuringute objektiks.
Toome é&ra kaks Hamiltoni poolt tdestatud tulemust ([7], [8], [9]):

1. olemasolu ja ainsus loplikul ajaintervallil: kui gy on sile
Riemanni meetrika kompaktsel muutkonnal, siis leidub selline
meetrikast go soltuv arv e > 0 ja vorrandisiisteemi (6) ainuke
lahend g¢(t), mis on méératud ¢ € [0, €) korral ning ¢(0) = go;

2. singulaarsuste tekkimise iseloomustamine koveruse abil: kui
vorrandisiisteemi (6) lahend ¢(¢) on méédratud intervallil
[0,7), kus T on reaalarv, ja seda pole voimalik jétkata
suuremale intervallile [0,7”), kus T > T, siis leidub muut-
konna punkt x, milles Riemanni meetrikaga ¢(¢) médratud
koverustensor R(z,t) on tokestamata ¢ — T korral.

Need Hamiltoni tulemused on iildise iseloomuga selles mottes, et
kehtivad suvalise m66tmega muutkonna jaoks. Hamilton kasutas
kolmemd&otmeliste muutkondade uurimiseks omaenda tehnikat ning
proovis toestada Thurstoni hiipoteesi. Onnestus tal see siiski vaid
tugevate lisaeeldustega juhu jaoks. Hamiltoni poolt téestatud teo-
reemidest jéareldub jargmine tulemus:

Kui Ricci voog g(t) 3-mootmelisel sidusal Riemanni muutkonnal
M Riemanni meetrikaga go (s.t. g(0) = go) on mddiratud suvalise
t € [0,00) korral ja meetrika g(t) poolt mddratud normaliseeritud
koverus t - R(x,t), kus x € M, on tokestatud t — oo korral, siis
rahuldab muutkond M Thurstoni hiipoteesi.

Thurstoni hiipoteesi lahenduse pakkus vélja Perelman oma
preprintide seerias ([13], [14], [15]). Perelman jétkas Ricci voo
uurimist, pakkudes vélja suure hulga originaalseid ideid. Selle artikli
lopetuseks olekski moningate Perelmani ideede ja meetodite liihike
kirjeldus ([3], [12]).

Gravitatsiooniteoorias nimetatakse Einstein-Hilberti méjufunkt-
sionaaliks funktsionaali S : &3y — R, kusjuures

S(g) = /M RV, (®)
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kus M on Riemanni muutkond meetrikaga g, SR on skalaarne
koverus (2), dV, on ruumala vorm (4) ja &) on muutkonna
M meetrikate ruum. Mainime, et selle mojufunktsionaali Euler-
Lagrange’i vorrandid on Einsteini vorrandid gravitatsioonivélja
jaoks.

Meenutagem, et siledal 16plikum&otmelisel muutkonnal N antud
sile funktsioon f : N — R tekitab vektorvélja grad(f), kusjuures
muutkonna N lokaalsetes koordinaatides z!, 2, ..., 2" kehtib

g 0 0
grad(f) = (%7@77@)

Vektorvilja grad(f) integraaljoontega on méidratud selle vektorvil-
ja voog, mida nimetatakse funktsiooni f gradiendi vooks. Einstein-
Hilberti mojufunktsionaal on funktsionaal muutkonna M meetri-
kate ruumil &,; ja seoses sellega kerkib loomulik kiisimus, kas
Ricci voog on seotud Einstein-Hilberti moéjufunktsionaaliga S(g)?
Niiteks, kas Ricci voog on Einstein-Hilberti mgjufunktsionaali
gradiendi voog? Osutub, et see on viga ldhedane sellele, et olla Gige,
kuid siiski vastus on eitav. On véimalik isegi néidata, et Einstein-
Hilberti mgjufunktsionaali gradiendi voog ei eksisteeri ja see on
seotud sellega, et Einstein-Hilberti mojufunktsionaali varieerimine
viib meid soojusjuhtivuse vorrandile skalaarse koveruse jaoks taga-
sisuunatud ajaga, s.t.

d
—(R) =-ANR

ja see on mittekorrektne vorrand. Funktsiooni f € C*°(M) ka-
sutades modifitseerime Einstein-Hilberti mojufunktsionaali S(g)

jargmiselt
Slo.£) = [ (9 lerad (1)) av,, ©
Funktsionaali S(g, f) voime vaadelda kui muutkonna M Riemanni

meetrikate ruumil médratud funktsionaalide parve, kus parve para-
meetrite ruumiks on siledate funktsioonide ruum C*°(M ). Mainime,
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et funktsionaal S(g, f) tekib stringiteoorias (viljateooria kaasaegses
teoreetilises fiitisikas ([2]), milles osakest kujutatakse mitte punk-
tina ruumis nagu klassikalises teoorias, vaid iihedimensionaalse
objektina (string) ehk matemaatika vaatevinklist koverjoonena) kui
madalenergia efektiivne mgjufunktsionaal, kusjuures funktsiooni f
(ehk viljateooria terminites skalaarviilja) nimetatakse dilatoniks.
Valime muutkonnal M mingi sileda méodu dup ja defineerime
Perelmani seose (Perelman coupling) valemiga

e tdv, = du. (10)

Perelmani seose abil saadud funktsionaal
$'(9.1) = [ -+ lgrad(HP) dp

on funktsionaal muutkonna M Riemanni meetrikate ruumil &,;.
Esmapilgul paistab, et saadud funktsionaal on palju keerulisem, kui
Einstein-Hilberti funktsionaal S(g) ja sellega meie suurt midagi ei
voida, kuid osutub, et leidub selliste funktsioonide f (v6i mootude
dp) isna suur klass, et funktsionaali SH(g, f) gradiendi voog
eksisteerib ja rahuldab vorrandisiisteemi

2 (G(t) = —2 (Ric(G(t)) + D2/, (11)

dt
kus D?f on funktsiooni f Hesse determinant Riemanni meetrika
g(t) suhtes. Seega vorrandisiisteemiga (11) médratud meetrikate
G(t) voog on infinitesimaalse difeomorfismi D? f abil modifitseeritud
Ricci voog (6), kus

Df = (w3 (a(0)),

ja 1y on vektorvilja grad(f) poolt indutseeritud muutkonna M lo-
kaalsete difeomorfismide iitheparameetriline rithm. Jérelikult funkt-
sionaali S¥(g, f) gradiendi voog on Ricci voog infinitesimaalsete di-
feomorfismide tépsusega, kusjuures méodu dy erinevatele valikutele
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vastavad erinevad infinitesimaalsed difeomorfismid D? f. On téhtis,
et funktsionaal S* kasvab modda Ricci voogu.

Perelman niitas, et kui ¢(¢) on muutkonna M Ricci voog
algtingimusega ¢(0) = go, siis suvalise ¢ > 0 korral funktsioonide
ja vastavate mootude klass, mille iga funktsioon f ja vastav moct
dp rahuldavad Perelmani seost (10) meetrika ¢(t) korral, on viga
lai, ja valides sobival teel funktsiooni f, Perelman uuris Riemanni
meetrika g(t) poolt tekitatud muutkonna M geomeetriat. Néiteks
uurides funktsionaali S# Perelman néitas, et meetrika ¢(t) kidumist
(kollapsit) muutkonna M mingi punkti p iimbruses on voimalik
kindlaks teha funktsionaali S¥(f, g(t)) védrtuse abil, kui funktsioon
f on valitud nii, et e~/ on deltafunktsiooni §(z — p) lihend. Mida,
suurem on Riemanni meetrika g(t) kollaps punkti p ligidal, seda
suurem absoluutvéértuselt on funktsionaali S#(f, g(t)) negatiivne
vaartus. Kasutades niiiid seda, et funktsionaal S¥(f,g(t)) kasvab
modda Ricci voogu, on voimalik viltida meetrika suvalise mastaa-
biga kollapsit 16pliku aja ¢ jooksul.
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Madala hilbivusega jadad ja
integraalide arvutamine

RauL KANGRO
Tartu Ulikool

1. Sissejuhatus

Integraalide arvutamine on t#dhtsal kohal paljudes matemaatika
rakendustes, kuna integraalsel kujul esituvad mitmed fiiiisikalised
suurused, samuti ka juhuslike suuruste keskviairtused. Kuigi in-
tegraale onnestub tépselt arvutada suhteliselt harva, on palju
erinevaid meetodeid nende ligikaudseks leidmiseks. Sageli aga on
praktilistes rakendustes (niiteks finantsmatemaatikas) vaja arvu-
tada suurest arvust muutujatest soltuvate funktsioonide integraale
ning sel juhul standardsed meedodid pahatihti ei t66ta véi on liiga
aeglased. Kéesolevas artiklis tuleb juttu iithest suhteliselt uuest
ldhenemisest, mis véimaldab ka viimasel juhul enamasti saada
moistliku tédpsusega tulemusi aktsepteeritava tooajaga.

2. Motivatsioon ja eesmérgid

Vaatleme integraalide

1= /D f(z) da,

kus D = [0, 1]¢, d > 1, arvutamise méningaid meetodeid. Alustame
juhust d = 1, s.t. integraalidest {ile iithikloigu.

1. Ristkiilikvalem. Jaotame 16igu [0, 1] n osaldiguks, arvutame
funktsiooni viirtused nende osaldikude keskpunktides, korru-
tame osaloigu pikkusega ja summeerime. Nii saame integraali

vaartuseks "
n

30
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kus x; = %, 1=1,2,...,n. Selle valemi kohta on teada, et

ta on ruutkoonduvusega:
c
|I - In| < mv

kus ¢ soltub ainult funktsioonist f; viga on véimalik arvutuste
kéigus hinnata Runge vottega:

In - I3n

I—1I5, ~ —

2. Monte-Carlo meetod. Kasutades teadmist, et 16igul [0, 1]
iihtlase jaotusega juhusliku suuruse korral avaldub keskvéar-
tus E[f(X)] vaadeldava integraaliga ning et suurte arvude
seaduse kohaselt saab keskviddrtust leida kui soltumatu-
te katsete aritmeetilise keskmise piirvadrtust katsete arvu
kasvades, saame vaadeldava integraali ligikaudse véartuse
leida nii, et genereerime n iihtlase jaotusega juhuslikku arvu
X1, Xo,..., X, ning leiame

I~ 1, = iz S
n
Erinevalt ristkiilikvalemist on suuruse I, viga Monte-Carlo
meetodi korral juhuslik; fikseeritud n korral véime arvutusi
korrates saada iga kord erineva tulemuse. Seetottu on ka
veahinnang toendosuslik: tdéendosusega p on n katse korral
tulemuse viga hinnatav jargmiselt:

-1, <—2—

N VAT
kus o on juhusliku suuruse f(X) dispersioon, mida saab
hinnata arvutatud funktsiooni véértuste f(X;) abil.

Kui vorrelda neid kahte meetodit, siis ristkiilikvalemi eeliseks
on tema suurem koonduvuskiirus: niiteks funktsiooni f(z) =
cos(z) puhul annab ristkiilikvalemi kasutamine juba n = 6 korral
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(ja ka suuremate n véidrtuste korral) tulemuse veaga, mis on
véiksem kui 0,001, kuid Monte-Carlo meetodi abil tuleb selleks,
et saada sama tépsus keskmiselt 19 juhul 20-st kasutada rohkem
kui 74000 genereerimist. Samuti voib ristkiilikvalemi eeliseks lugeda
veahinnangu mittejuhuslikkust. Monte-Carlo meetodi eeliseks voib
aga lugeda seda, et juba leitud tulemust on lihtne tadpsustada,
selleks tuleb ainult juhusliku suuruse X véértusi juurde genereerida,
kusjuures arvutused voib peatada suvalisel momendil (né#iteks
kui enam pole aega oodata) ning koiki arvutatud funktsiooni
vadrtusi saab kasutada integraali ligikaudse védrtuse leidmiseks.
Ristkiilikvalemi puhul on tulemuse tédpsustamine nii, et varemteh-
tud t66 raisku ei ldheks, tunduvalt keerulisem, kuna selleks tuleb
suurendada n vadrtust kolm korda ning arvutusi ei tohi peatada
enne, kui funktsiooni vairtus on koigis lisandunud punktides vélja
arvutatud ja kokku summeeritud. Kokkuvotvalt voib aga Gelda, et
ithemoGtmeliste integraalide korral ei suuda Monte-Carlo meetod
ristkiilikvalemiga konkureerida.

Integreerimispiirkonna dimensiooni d kasvades aga muutub pilt
varsti teiseks. Ei ole kuigi raske veenduda, et ristkiilikvalemi
analoog (kus me jaotame piirkonna n = k¢ d-modtmeliseks kuu-
biks ja leiame keskmise funktsiooni vidrtustest nende kuubikeste
keskpunktides) koondub d-mootmelise integraali korral kiirusega
#, mis juba d = 5 korral on aeglasem, kui Monte-Carlo meetodi
koonduvuskiirus ﬁ Seega muutub mitmemodtmeliste integraalide
korral Monte-Carlo meetod arvestatavaks konkurendiks klassika-
listele integraalide arvutamise numbrilistele meetoditele, samuti
muutub suurema dimensiooni korral olulisemaks véimalus arvutusi
peatada siis, kui see meile vajalikuks osutub. Samas aga jadvad
probleemideks suhteliselt aeglane koonduvuskiirus ning tulemuse
juhuslikkus.

Siit tekibki kiisimus, et kas ei ole voimalik konstrueerida
integraalide ligikaudse arvutamise meetodit, mis koonduks kiire-
mini kui Monte-Carlo meetod suvalise dimensiooni d korral, oleks
mittejuhuslik ning voimaldaks arvutusi peatada suvalisel momendil.
Osutub, et see on voimalik, kuid sellise meetodi konstrueerimisel
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tuleb kasutada spetsiaalselt valitud punkte z;, kus funktsioo-
ni védrtusi vilja arvutada. Siin tulevadki mingu nn. madala
halbivusega jadad.

3. Madala hilbivusega jadad ja integraalide
arvutamine

On arusaadav, et integraali heaks ldhendamiseks peavad punktid,
kus funktsiooni va#rtused leitakse, paiknema integreerimispiirkon-
nas mingis mottes iihtlaselt. Kui me tahame, et integraal oleks hasti
lihendatud suvalise arvu punktide korral, peaks iihtlase paigutuse
tingimus olema tididetud jada zi1,xs,...,z, jaoks iga n korral.
Siin tekib aga kiisimus, kuidas punktide paigutuse {ihtlust mdoota.
Osutub, et selleks sobib hélbivuse moiste.

Definitsioon 1. Olgu P mingi loplik hulk punkte piirkonnas
[0,1]¢ ning olgu H hulga [0,1]¢ mingi Lebesgue’i méttes modtuva-
te alamhulkade kollektsioon. Punktihulga P hdlbivuseks H suhtes
nimetatakse suurust

— M )
men| |P] (H)

kus |A| tahistab hulga A elementide arvu ning uH on hulga H
Lebesgue’i moot (pindala d = 2 korral, ruumala d = 3 korral jne.).
Kui H koosneb risttahukatest kujul [ay,bi] X [ag,ba] X -+ X [ag, by),
kus 0 < a; < b; < 1, siis hdlbivust H suhtes nimetatakse lihtsalt
hélbivuseks ning tihistatakse kujul D(P). Kui H koosneb hulkadest
kugul [0, b1] % [0, ba] x - - - X [0, bg], siis halbivust H suhtes nimetatakse
x-hdlbivuseks (tdrn-hdlbivus) ja tihistatakse kujul D*(P).

Definitsioonist jareldub, et iga 16pliku punktihulga P korral
kehtib vorratus D*(P) < D(P). Veidi raskem on veenduda selles,
et tegelikult kehtib ka vérratus D(P) < 2?D*(P), mistdttu on
*-hélbivus ja tavaline hilbivus ekvivalentsed suurused. Lihtne on
niha ka seda, et D(P) > ﬁ (selleks piisab viikeste, iihte punkti
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sisaldavate ruudukeste vaatlemisest). Huvitavaks probleemiks on
aga selliste punktijadade konstrueerimine, mille korral esimesest n
elemendist koosnevate punktihulkade hélbivus ldheks n kasvades
nulli voimalikult kiiresti.

On teada mitmeid mooduseid jadade konstrueerimiseks d-
modtmelises {ihikkuubis, mille korral kehtivad vérratused

c(lnn)d-t

D({x1,...,2n}) <

n

Uldtunnustatud (kuid seni toestamata) hiipoteesiks on, et kiiremat

nullikoondumist ei ole voimalik saavutada, mistottu selliseid jadasid
nimetatakse madala hélbivusega jadadeks.

Integraalide arvutamise seisukohalt muudab madala hilbivuse-

ga jadad vaga huvipakkuvaks jérgnev Koskma-Hlawka vorratuse

nime all tuntav tulemus.

Teoreem 1. Suvalise teatud tehnilisi eeldusi (lopliku Hardy-Krause
variatsiooni olemasolu) rahuldava funktsiooni f korral kehtib vorra-

tus
LSt [ s

kus konstant cy soltub ainult funktsiooni f omadustest.

<cyD*({z1,...,2n}),

Siit on ndha, et madala h#lbivusega jada kasutamise korral
voime integraali arvutada samuti nagu Monte-Carlo simulatsiooni
kasutades: arvutame funktsiooni véartused mingis arvus punktides
ning integraali ldhendiks on nende véidrtuste keskmine, kusjuures
madala hilbivusega jadade korral on koonduvuskiirus suurem (viga
kiitub peaaegu nagu - Monte-Carlo ﬁ asemel). Seetdttu on
madala hilbivusega jada kasutamine mitmekordsete integraalide
arvutamisel Monte-Carlo meetodile vigagi arvestatavaks konku-
rendiks. Ainukeseks seni iiletamata puuduseks on see, et siiani ei
ole leitud efektiivset moodust tegeliku vea hindamiseks arvutuste
kédigus (vastava konstandi viljaarvutamine on enamasti vihemalt
sama keerukas iilesanne, kui integraali véértuse leidmine).
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Vaatleme iihte kiillaltki lihtsat moodust madala hilbivusega
jadade konstrueerimiseks. Selleks tédhistame naturaalarvu k baasil
b esituse i-ndat numbrit kujul ay(i, k), s.t. 0 < (i, k) < b ning

e .
k=i, k)b,
=0
kusjuures ap(i, k) = 0, kui ¢ > logy(k). Naturaalarvude esituse

kaudu b-ndsiisteemis saame defineerida kujutuse naturaalarvude
hulgast 16iku [0, 1] kujul

> (i, k)
Up(k) = pitl , ke lIN.
i=0
Naiteks b = 2 korral saame
0a(0) = 0, ha(1) = =, $a(2) = =, a(3) = 2, va(4) = =
2 - bl 2 - 2) 2 _47 2 - 47 2 - 87
1 1 5 .
1/)2(5)—§+§—§ jne.

Osutub, et kui fikseerida d erinevat algarvu (voi iildisemalt, d
ithistegurita arvu) ning defineerida d-mootmeliste punktide jada

x = (Vp, (), ... Uy, (k)), k€ IN,

siis saadud nn. Haltoni jada on madala hilbivusega. Néiteks b; =
2,by = 3 korral saame nii punktid

11 12 31 5 4 )
(070)7 (57 §> ) (Za g) ) <Z> §> ) <§7 §> Jne.

Esimese saja punkti paiknemist v6ib ndha jooniselt 1. Kahjuks
suure dimensiooni d korral ei ole Haltoni punktid védga heade
omadustega, mistottu praktilistes rakendustes kasutatakse tundu-
valt keerulisemalt defineeritud, kuid paremate omadustega madala
halbivusega jadasid.
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Joonis 1: Esimesed sada Haltoni punkti juhul b; = 2, by = 3.
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Joonis 2: Integraali ldhisvadrtuse viga Monte-Carlo meetodi (hall
joon) ja kvaasi-Monte-Carlo meetodi (must joon) korral

Lopetuseks toome ka iithe numbrilise eksperimendi tulemused.
Nimelt vaatleme integraali

1 1
/ / x-sin(z +y) dr dy
0o Jo

ligikaudset leidmist Monte-Carlo meetodil ning eelpool definee-
ritud Haltoni punkte kasutava nn. kvaasi-Monte-Carlo meeto-
dil, vorreldes saadud tulemuste erinevusi tdpsest védrtusest n =
100,101, ...,1000 korral. Nagu jooniselt 2 naha, on Monte-Carlo
viga tunduvalt hiippelisem ning kahaneb aeglasemalt kui Haltoni
punktide kasutamisel saadud tulemuse viga.



Toendosusjaotuste lihendamine hulkadega

MEeELIS KAARIK
Tartu Ulikool

Toendosusjaotuste lihendamine hulkadega on oluline iilesanne
nii klassikalises statistikas ja tdendosusteoorias kui mitmetes prakti-
listes valdkondades. Teatavasti on ka sellised tuntud karakteristikud
nagu juhusliku suuruse keskvéddrtus ja mediaan tema parimad
ithepunktilised ldhendid vastavalt ruutkauguse voi absoluutse kau-
guse mottes. Kéesolevas t60s vaadeldakse selle klassikalise iilesande
kaugeleulatuvat iildistust, seda nii ldhendhulkade valiku, kaofunkt-
siooni kuju kui ka péhiruumi enda osas.

Voimalike ldhendhulkade valik on véiga lai. Tuntumad néited
on k-punktilised hulgad, sirged, tasandid, aga ka erinevad koverad
ja pinnad. Koige siigavamad tulemused on kirjanduses seni saa-
dud juhul, kui klass A koosneb k-punktilistest hulkadest. Selliste
lahendhulkadega on tegemist néiteks kvantimise (analoogsignaali
muutmine digitaalseks) korral. Suhteliselt h#sti on lahendatud
optimaalsete k-hulkade olemasolu, nende koondumise jt. kiisimused
(vt. [12], [3], [8]). Lahendhulkade koondumise probleem tekib siis,
kui l&hendhulgad on optimaalsed mootude jada { P, } suhtes, kus P,
koondub (nérgalt) mododuks P. Kirjeldatud situatsioon on praktikas
véga levinud: nimelt on statistikas enamasti vaja hinnata tildkogumi
kriteeriume, aga voimalik on kasutada ainult valimist saadud
informatsiooni. On ilmne, et valimi karakteristikute koondumine
iildkogumile vastavaks karakteristikuks on igati soovitav omadus,
mille téestamine iildjuhul aga pole sugugi triviaalne iilesanne.
Seejuures on teada fakt, et valimi tekitatud empiiriline jaotus
koondub nérgalt iilldkogumile vastavaks jaotuseks tdendosusega 1.
Eelpool mainitud to6des ongi vaatluse all just empiirilised méodud
P, ning viitekirja {iks iilesanne oligi késitleda iildisemat juhtu,
mis haaraks ka naiteks ergoodiliste protsesside poolt indutseeritud
moote.

Seoses arvutustehnika véimsuse pideva kasvuga on jirjest enam
hakatud uurima ka keerulisemaid mudeleid kui &£ punktiga ldhen-
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damine. Jaotuste ringjoontega ldhendamise probleem on kerkinud
mitmetes eri valdkondades. Huvitavaks néiteks on siin ithe Antiik-
Kreeka staadioni rekonstrueerimine osaliselt siilinud stardiraja
jargi ([16]). Lahendamine ringjoonte ja ellipsitega on oluline teema
fiitisikas osakeste kiirendamisel magnetvéljas, astronoomias ([11]),
lennukitoostuses, metroloogias, helilainete uurimisel ([17]) ja mujal.

Matemaatiliselt saame uuritava iilesande kirja panna jargmiselt.
Olgu antud juhuslik element X jaotusega P separaablil meetri-
lisel ruumil (S,d) ja olgu A ruumi S teatud alamhulkade hulk.
Lihendhulka A € A nimetame optimaalseks (jaotuse P mattes),
kui ta minimiseerib jargmise kaofunktsiooni:

W(A7 P) = E@(d(Xv A))a

kus d(z, A) on kaugus punkti z ja ldhendhulga A vahel ja hélbe-
funktsioon ¢ annab lihendhulgale tema kauguse pohjal “hinde”.
To66s piistitatud pohikiisimused olid:
1) millal optimaalne l&hendhulk iildse leidub?

2) kas kaofunktsioonide infiimumvéértuste (“parimate hinnete”)
jada koondub?

3) kas optimaalsete lihendhulkade jada {4, } koondub?

Paneme tdhele, et “parimate hinnete” kéitumise uurimine on
sageli olulisemgi kui optimaalsete ldhendite endi uurimine. Nimelt,
tihti on meil lihtsalt vaja jaotuse P, pohjal leida jaotuse P jaoks
“piisavalt hea hindega” ldhendit. Sellise iilesande piistituse korral ei
olegi niivord oluline see, kas P,-optimaalsed ldhendid koonduvad,
tahtis on, et just “hinnete” jada koonduks (vt. néiteks [18]).

Toodud probleeme on iisna laialdaselt uuritud ka varem ([12],
(1], [3], [4], [13], [14], [2], [8], [9]). T66 eesmiéirk oli iildistada seniseid
tulemusi antud valdkonnas kahes pohisuunas:

e valides voimalikult laia lihendhulkade klassi A;

e tehes voimalikult vihe kitsendusi modtudele {P,} ja P, et
kaasata ka praktikas olulisi mitte-empiirilisi moote (kaasatud
on néaiteks ka ergoodiliste protsesside poolt genereeritud
modtude jadad).
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To66 tulemused voib jagada kahele pohilise iildistuse tasemele.
Esmalt on uuritud jaotuste ldhendamist suvalise ldhendhulkade
klassi ja separaabli meetrilise ruumi S korral. Sellistel iildistel eel-
dustel onnestus toestada kaofunktsioonide optimaalsete vairtuste
(“parimate hinnete”) koondumine — iiks piistitatud pohieesmirke.
Toodud teoreem (koos mitmete kaasnevate tulemustega) iildistab
paljusid varasemaid samalaadseid tulemusi (vt. [12], [1], [14], [18]).

Edasi on ldhemalt vaadeldud kahte vérdlemisi laia ldhendhulkade
klassi: teatud tiitipi tokestatud hulgad ja parameetrilised hulgad.
Moblema klassi korral said positiivse vastuse kaks {ilejadnud pohi-
kiisimust: toestatud on optimaalsete lahendhulkade leidumine ja
koondumine 16plikumodtmelises normeeritud ruumis.

Saadud tulemused on edasiarenduseks artikli (K&érik, 2000)
tulemustele, kus vaadeldi jaotuste lahendamist sfadridega, samuti
on nad iildisema iseloomuga vorreldes teiste varasemate toodega
selles vallas (vrdl. [12], [1], [2], [15]).

Viitekirjaga seotud teemadel on tehtud ettekanded Vilniu-
se Ulikooli matemaatika-informaatikateaduskonna tdenfosusteooria
seminaris (detsembris 2004) ja Leedu Teaduste Akadeemia Mate-
maatika ja Informaatika Instituudi tGen&osusteooria seminaris (det-
sembris 2004), samuti konverentsil 9th International Vilnius Con-
ference on Probability Theory and Mathematical Statistics (juunis
2006). Lisaks viitekirjale on sel teemal avaldatud ka kolm artiklit:

[5], [6], [7].
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Black-Scholes-Mertoni jargne
finantsmatemaatika

ARTUR SEPP
Tartu Ulikool

Kéesolevas artiklis késitletakse moningaid tahtsaid arenguid
finantsmatemaatikas pérast Black-Scholes-Mertoni ([1], [4], 1973)
poolt tuletisinstrumentide, s.t. teiste finantsinstrumentide nagu
néiteks aktsiad, volakirjad, valuutad jne. turuhindadest soltuva-
te védrtustega finantsinstrumentide, hindade arvutamise ja nen-
dega kauplemisega seondavate riskide taandamise metodoloogia
véljatootamist. Kéesolev artikkel kajastab ainult autori akadeemi-
lise ja professionaalse tegevusega seonduvat, seega ei saa jérgnevat
mingil juhul vaadelda kui ammendavat {ilevaadet vigagi laia ja mit-
mekesise finantsmatemaatika valdkonna tdhtsamatest arengutest ja
lahendamata probleemidest.

1. Sissejuhatus

Kobige lihtsamateks tuletisinstrumentideks on Euroopa tiiiipi ostu-
ja miitigioptsioonid, mille aluseks oleva finantsvara hinda ajal ¢
téhistame kujul S(t). Vaatleme Euroopa tiiiipi ostuoptsiooni, mille
vadrtus olgu antud funktsiooniga C(t,S). See optsioon annab
omanikule diguse (ilma igasuguste kohustusteta) osta iiks alusvara
aktsia téditmisajal T lepingus médratud téditmishinnaga K. Teiste
sonadega, selle optsiooni rahalist vaartust tditmisajal kirjeldab nn.
maksefunktsioon kujul

C(T,S) = max(S — K,0), (1)

kus maksimumi votmine vastab sellele, et optsioon on digus ja
mitte kohustus, mistdttu omanikul on méistlik seda kasutada ainult
siis, kui tditmishind (s.t. optsiooni realiseerimisel makstav hind)
on viiksem kui momendi turuhind, millega oleks voimalik vastavat
alusvara osta.

43



44 ARTUR SEPP

Vaatleme niiiid ostuoptsiooniga kauplemist miiiija seisukohalt.
Oletame, et meid huvitab ajamoment ¢, 0 < ¢t < T. Optsiooni
miiiija peab leidma vastuse jargmistele olulistele kiisimustele: 1)
kui palju oleks Gige kiisida sellise optsioonilepingu miiiimise eest,
ning 2) kuidas elimineerida voi kahandada lepinguga seotud riski,
arvestades, et miiiija seisukohalt on voimalik ainult piiratud suu-
rusega positiivne 16pptulemus ning alusvara hinna plahvatuslikul
kasvamisel potentsiaalselt kuitahes suur negatiivne tulemus.

Selleks, et nende kiisimustega tegeleda matemaatilisest vaa-
tenurgast ldhtuvalt, on esimeseks vaadeldavaks ideeks kirjeldada
koigepealt alusvara hinna jaotus ajal T', seejirel leida seda jaotust
kasutades vaadeldava ostuoptsiooni maksefunktsiooni keskvairtus
ajal T' ning lopuks rakendada sobivat diskonteerimist selleks, et
leida ajamomendile t vastav optsiooni hind. On selge, et alusvara
hinna jaotuse valimisel on oluline kiisimus vastava keskvairtuse ja
dispersiooni leidmine. Keskviértus peaks olema seotud vaadeldava
alusvara keskmise tulususega, standardhélve aga iseloomustaks
alusvara tulususe muutlikkust ehk riski.

On ilmne, et iilalmainitud téendosusjaotuse kuju muutub ajas
soltuvalt alusvara momendihinnast ning (voib-olla ka) alusvara
tulususe muutlikkusest, seetottu optsioonide diinaamiliseks hinda-
miseks ja riskide maandamiseks tuleb kirjeldada alusvara hinna ajas
arenemist kajastav mudel. Selleks sobivad stohhastilised diferent-
siaalvorrandid. Kuna Feynman-Kac’i teoreem voéimaldab esitada
keskvéadrtusi stohhastiliste diferentsiaalvorrandite poolt kirjelda-
tud juhuslike suuruste suhtes osatuletistega diferentsiaalvorrandite
(ODV) lahenditena, siis voib optsioonide hindade arvutamise taan-
dada teadud ODV-de lahendamisele.

2. Black-Scholes-Mertoni mudel

Finantsoptsioonide hidamises ja riskide maandamises t6i murrangu
Black-Scholes-Mertoni poolt 1973. aastal véljatootatud ldhenemine,
mille kohaselt voib aktsiahindade ajas arenemist kirjeldada log-
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normaalse difusiooni mudeliga:
dS(t) = uS(t) + oS(t)dW(t), S(0) on antud, (2)

kus p on alusvara trend (iseloomustab keskmist protsentuaalset
alusvara hinnatousu), o on alusvara volatiilsus (moodab alusvara
hinna S(t) suhteliste muutuste varieeruvust) ja W (t) on standardne
Browni liikumine, mida kasutatakse hinnamuutuste juhuslikkuse
modelleerimiseks.

Black-Scholes-Mertoni ldhenemise pohiliseks uuenduseks oli opt-
siooni miitigiga seotud riskide maandamise strateegia viljatootami-
ne, mis voimaldas tuletisvéédrtpaberi miitigiga seotud riskid elimi-
neerida alusvaraga diinaamilise kauplemise ja selleks vajamineva
raha riskivaba protsendiga 7 laenamise (voi iilejidva raha sama
protsendiga hoiustamise) abil. Kuna see strateegia on sama koigi
miiiijate jaoks séltumata nende riskitundlikkusest, siis jarelikult on
voimalik optsioonide hinna leidmisel kasutada nn. riskineutraalset
martingaalimédtu Q, mille korral iga tuletisinstrumendi (sh. alus-
vara enda) diskonteeritud hind on martingaal ning alusvara trend
on riskivaba protsent r. Viimasest v6ib modelda kui liihiajaliste
riigivolakirjade tulususprotsendist.

Eelneva pohjal v6ib ostuoptsiooni hinda arvutada kui keskvéér-
tust tema diskonteeritud vairtusest ajal T

C(t, §) = =T / max(S' — K,0)2(t, $: T, S)dS',  (3)
0

kus Z(¢,S;T,5") on vorrandiga (2) kirjeldatud log-normaalse ju-
husliku suuruse iileminekutéenéosuse tihedusfunktsioon, milleks on
=2(t,9;T,8) =

1 () +0T - LA 1)
272 (T —1)S ¥ { 202(T — 1) - @

Feynman-Kac’i teoreemi kohaselt rahuldab ostuoptsiooni hind
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C(t,S) ka tuntud Black-Scholes-Mertoni ODV-d:

1
C, + 50252055 +rSCg —rC =0,
C(T,S) =max(S — K,0),

()

kus me eeldame, et C(t,S) on piisavalt sile, s.t. et osatuletised C,
Cs ja Cgg eksisteerivad.

Vorrandi (5) lahendamisel saame kuulsa Black-Scholes-Mertoni
ostuoptsiooni hinna valemi

C(t,S8) = SN(dy) +e " T DKN (),
L _In(S/E)+(r 1o?)(T —t) (6)
LA oVT —t ’

kus A (z) on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

Valemis (6) S(t) ja r on méédratud olemasoleva turuinfoga, T’
ja K on toodud optsioonilepingus, seega alusvara volatiilsus o on
ainus “vaba” parameeter, mida on vaja kuidagi leida voi jareldada
olemasolevate andmete pohjal.

Lopetuseks mérgime, et kuna ostuoptsiooni hind esitub nii
keskvédrtusena (3) kui ka ODV (5) lahendina, voime me leida
selle (ja teiste sarnaste lepingute) hindasid kahte moodi: 1) leides
integraali (3) véértuse analiiiitiliselt voi Monte-Carlo meetodil,
voi 2) lahendades ODV (5) kas ilmutatud kujul analiiiitiliste
meetoditega (sh. Laplace’i ja Fourier’ teisendusi kasutades) voi
numbriliselt néiteks vérgumeetodeid kasutades. Praktikas tuleb
valida sobiv meetod vastavalt lahendatava iilesande keerukusele:
lihtsamate iilesannete korral on eelistatumaks tépsete lahendite
olemasolu, kuid keerulisemate iilesannete korral tuleb kasutada kas
vorgumeetodit voi Monte-Carlo simulatsioone.

3. Volatiilsuse naeratus

Kuigi Black-Scholes-Mertoni ldhenemine on finantsiliselt robustne
ning matemaatiliselt mugav kasutada, on tema suureks puuduseks



Black-Scholes-Mertoni jédrgne finantsmatemaatika 47

eeldus, et alusvara volatiilsus ¢ on konstantne koigi taitmishindade
ja taitmisaegade suhtes. Praktikas on investorid aga tiitipiliselt
mures finantsvara suure negatiivse muudatuse voimaluse pérast
ning kaitsevad ennast selle riski vastu madala téditmishinnaga
miiiigioptsioonide ostmise abil (miiiigioptsioon annab omanikule
Oiguse miitia alusvara téditmisajal 7' lepingus maéératud taitmis-
hinnaga K). Lisaks sellele on investoritel, kes plaanivad alusva-
ra hinna kasvamisel oma osaluse kasumi viljavotmise eesmérgil
teatud hinnatasemel realiseerida, kasulikum hoopis miitia vastava
taitmishinnaga ostuoptsioon.

Noudlus madala hinnatasemega miitigioptsioonide jérele ning
huvi kérgema hinnatasemega ostuoptsioonide miitimise vastu toob
kaasa nn. volatiilsuse naeratuse. Seda efekti on voimalik néha, kui
kasutada valemit (6) selleks, et leida volatiilsusvéaértus oim,(K),
kasutades teadaolevaid turuhindu téitmishinnaga K, miiiigiopt-
siooni, tditmishinnaga K. ostuoptsiooni ning téitmishinnaga K
ostuoptsiooni korral juhul K, < Ky < K.. Tulemusena nieme
enamasti, et

Cimp(Kp) > Timp(Ko) > Timp(Ke), (7)

mis on vastuolus Black-Scholes-Mertoni konstantse volatiilsuse
eeldusega.

Lisaks eelnevale on finantsturgudel téheldatav ka nn. tditmis-
ajast soltuvuse efekt, mille kohaselt volatiilsused ja vorratuste (7)
tdidetuse rangus soltuvad ka tditmisajast 7'

Selleks, et votta arvesse iilalmainitud efekte, tuleb modifitseeri-
da Black-Scholes-Mertoni eeldust alusvara log-normaalse diinaamika
(5) kohta. Kasutada tuleks sellist alusvara diinaamikat, mille
korral alusvara tulevikuhindade jaotus oleks sobivalt astimmeet-
riline, s.t. keskvi#rtusest madalamate hindade téenéosused peaks
olema korgemad ning keskmisest korgemate védrtustega hindade
tdendosused madalamad, kui vastaval log-normaalsel jaotusel. Need
efektid muudavad madalate (korgete) tditmishindadega miitigi-
optsioonid (ostuoptsioonid) rohkem (vdhem) vadrtuslikumaks vor-
reldes Black-Scholes-Mertoni mudelil pohineva hinnaga, mis au-
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tomaatselt tooks kaasa reaalsetel turgudel tdheldatava naeratuse
efekti.

4. Hipetega difusiooniprotsessid

Esimeseks katseks astimmeetriliste jaotuste sissetoomiseks tegi Mer-
ton [5], kes tdiendas Black-Scholes-Mertoni mudelit (2). Hiippeid
lubava matemaatilise mudeli kasutamine alusvara hinna modellee-
rimisel on téiesti realistlik, kuna reaalsetel turgudel toimuvad aeg-
ajalt jarsud hinnahiipped.

Modelleerimisel tavaliselt eeldatakse, et hiipped toimuvad vas-
tavalt konstantse intensiivsusega A\ Poissoni protsessile Ny (t), seega
aktsiahinna muutumise vorrandiks on

dS(t) =rS(t) + oS(t)dW (t) + S(t)(e’ — 1)dNy(t), S(0) on antud.

(8)
Kui hiipe toimub, siis tema suurus J on juhuslik suurus téendosus-
tihedusfunktsiooniga w(J). Selleks, et alusvara hind oleks mar-
tingaal moodu Q suhtes, tuleb keskmine hiippe suurus m lisada
alusvara trendile, m = [*°_[e/" — 1]c(J")d.J".

Merton soovitas kasutada normaaljaotusega hiippe suurust J.
Teiseks arvestatavaks alternatiiviks on kasutada astimmeetrilist
topelt-eksponentjaotust, mida soovitas Kou [3]; selle jaotuse tihe-
dusfunktsioon on kujul

kuas 1 > nt > 0, n— > 0 on positiivsete ja negatiivsete
hiipete keskviiirtused; ¢* ja ¢~ kirjeldavad vastavalt positiivsete ja
negatiivsete hiipete tdensiosusi, kusjuures g™, ¢- >0, ¢" +q~ = 1.

Sel juhul optsiooni hind on lahendiks nn. osatuletistega integro-
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diferentsiaalvorrandile (PIDE):
1
Cy + 50252055 + (r — Am)SCs — rC

+A / T STy — Ot S () =0, (10)

— 00

C(T,S) = max(S — K,0),

Seda tiitipi vorrandeid on mugav lahendada, kasutades Fourier’
teisendust normaliseeritud alusvara hinna logaritmi =z = In %
suhtes. On selge, et Fourier’ teisenduse kasutamisel eeldatakse
tokestamata piirkonda muutuja z jaoks: —oo < z < 0o. Seega, kuigi
Fourier’ teisendus on voimas vahend tékestamata iilesannete puhul,
on seda kiillaltki raske rakendada juhul, kui hindamisiilesanne (10)
on defineeritud tokestatud piirkonnas.

Vaatleme néitena nn. iiles-ja-vilja tokkega ostuoptsiooni, mille
vadartus muutub nulliks, kui alusvara hind saavutab optsiooni eluea
jooksul iilemise tokke U. Sel juhul vastava ostuoptsiooni hind
rahuldab vorrandit (10) koos rajatingimusega

C(t,U) = 0. (11)

Vaadeldava optsiooni vadrtus on ilmselt viiksem kui vastava tava-
lise ostuoptsiooni véartus, kuna juhul, kui alusvara hind optsiooni
eluea jooksul puudutab (voi iiletab) mingil ajahetkel toket U,
siis optsioon muutub vairtusetuks. Seda tiilipi optsioonid on aga
teatud aktsepteeritava riskitasemega voi voimalike hinnamuutuste
osas kindlate ootustega investorite jaoks atraktiivsed, kuna nende
hind on madalam kui standardse ostuoptsiooni hind, néudes seega
investeerimiseks vihem vahendeid.

Toketega optsioonide hindade arvutamist alusvara evolutsiooni
kirjeldavate topelt-eksponentsiaalsete hiipetega difusiooniprotses-
side korral uuris Sepp [7], kes kasutas Laplace’i teisenduse mee-
todit selleks, et tuletada analiiiitilised avaldised ostu- ja miiiigi-
optsioonide hindade jaoks nii iithe- kui ka kahepoolsete tokete
korral. Selleks, et anda lugejale ettekujutust leitud lahendite kuju
kohta, toome siinkohal ostuoptsiooni hinna Laplace’i teisenduse,
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téhistatud kujul U(p, x), kus x on logaritm normaliseeritud hinnast
ning p on jarelejadinud eluea 7 = T — ¢ suhtes voetud Laplace’i
teisenduse muutuja,

1 1 o0
= — = — —pT 12
valemi:

(13)

Coe?o® + Cre¥® x < 0
Ulp,x) =

kus konstandid Cy, C7, Co, C3 on lahendiks siisteemile

1 1 -1 -1 Co
Yo (03 —2 —3 4
1 1 1 1 C
wonl—ﬂ w1n1—+1 1/12771‘+1 w3n1‘+1 2
donT—1 int—1 ~ YPonpt—1 ~ Yanpt—1

r+p

kus p=r—Am — %02 ning ;,¢ = 0,1, 2,3 on poliinoomi

1., - 1.,
50277 ntyt + <w7 nt - 502(?7 —n*)) P?

- (%02 +um” —n")+(r+p+ )\)7777+> P
+(—p+T+p+N0 =) = Mgn™ =g n") v+ (r+p)
(15)

reaalsed juured. Ostuoptsiooni hinna C(t, S) leidmiseks on voimalik
kasutada vastava Laplace’i teisenduse U (p, ) numbrilist pééramist,
mida on voimalik teha kiirelt ning suure tédpsusega. Toketega
ostuoptsiooni hind avaldub sarnaselt, omades ainult moningaid
lisalitkmeid valemis (13).
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Lopuks méargime, et toketega optsioonide hindamisele sarnased
probleemid tekivad Mertoni poolt ([5]) kasutusele voetud nn. laos-
tumise struktuursete mudelite kasutamise korral, kus eeldatakse, et
firma vadrtuse muutumine on stohhastiline protsess ning laostumi-
ne leiab aset siis, kui vadrtus kukub ettem#iratud tasemeni. Seda
tiitipi mudelid on vajalikud selleks, et hinnata volakirju véi teisi
vidrtpabereid, mille véartus soltub véljaandja voimalikust laos-
tumisest. Struktuurimudelite kasutamine toob automaatselt kaasa
volatiilsuse naeratuse, kuna nende kohaselt on miiiigioptsioonid
kérgemalt hinnatud, mida voib vaadelda kui kaitset laostumise vas-
tu juhul, kui aktsiate turuhind langeb peaaegu nullini. Empiirilised
andmed toetavad hiipete olemasolu firmavéirtuse protsessi ajalises
arengus. Struktuurimudeleid, kus eeldatakse, et firma vadrtus
on topelt-eksponentsiaaljaotusega hiipetega difusiooniprotsess, on
uurinud Sepp ([9]), kes demonstreeris ka seose olemasolu eelmaini-
tud firmavéirtuse protsessi ja selle firma aktsiate Euroopa tiilipi
optsioonide hindade vahel.

5. Stohhastiline volatiilsus

Jéargmisena vaatleme teist tdhtsat Black-Scholes-Mertoni mudeli al-
ternatiivina kasutatavat mudelite klassi, kus eeldatakse, et alusvara
volatiilsus on samuti juhuslik. Stohhastilise volatiilsusega mudelid
iiritavad toime tulla volatiilsuse naeratuse efektiga sel teel, et eel-
davad, et alusvara muutlikkus V() = 02 on stohhastiline protsess,
mis on korreleeritud alusvara hinnaga. Laialdaselt aktsepteeritud
mudeliks on nn. ruutjuure protsess (square root process), mis voeti
kasutusele Hestoni [6] poolt. Selle kohaselt kehtivad vérrandid

{ dS(t) =rS(t)+ S(t)\/V(t)dW(t), (16)
dAV(t) = k(0 —V(t))dt 4+ e\/V () dW"(t),

kus 6 on muutlikkuse V' (¢) keskvédrtus, x on keskmisele lihenemise
kiirus (reversion speed), € on muutlikkuse volatiilsus ning p on
Browni liikumiste W (t) ja W?Y(t) vaheline korrelatsioon. Selle
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mudeli kehtivuse korral rahuldab ostuoptsiooni hind j&rgnevat
osatuletistega diferentsiaalvorrandit:

1
Cy + 50252055 +7rSCs + k(0 — V)Cy+

1
5E°VCvy + peVSCsy —1C =0, (17)
C(T,S) = max(S — K,0).

Eeltoodud diferentsiaalvorrandi lahendamise efektiivseks meetodiks
on Fourier’ teisenduse kasutamine normaliseeritud hinna x = In %
suhtes. Tapsemalt véib mainitud lahendamise meetodi kohta lugeda
artiklist [2]. Ké&esolevas artiklis toome ainult #ra ostuoptsiooni
hinna valemi turumudeli (16) kehtimise korral:

Ke ™" 0 (—ik4+2) (@4r)+A(T k) +B(1,k)V
C(t,S) = 5 — 2¢ / R dk,
s 0 k + 1
(18)
kus
K0 Y +pe T
A(T, kf) = _5_2 |:Q/)+T + 21n <T s
1—e¢7
B(rk) = —(k2+1/4)—— "

¢ =/(k2e2(1 — p?) + 2ikpeu + u® + £2/4,
T=T—t, u=kK—pe/2.

Lopetuseks mérgime, et stohhastilise volatiilsusega mudelid on
muutunud Addrmiselt tédhtsaks seoses realiseerunud alusvara muut-
likkusest soltuvate optsioonide ilmumisega. Hestoni mudeli (16)
korral avaldub realiseerunud muutlikus iile perioodi 7', tdhistatuna
kujul I(7T), jargnevalt:

() =+ / "V (19)
0
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On selge, et I(T)-st soltuvate optsioonide hindamiseks on vaja
teada tema jaotust. Ka seda probleemi vo6ib riinnata Fourier’
teisenduste tehnikat kasutades. Mainitud ldhenemist on rakendanud
artiklites [8] ja [10].

6. Finantsmatemaatika rakendustest

Kaasajal méngib finantsmatemaatika téhtsat rolli finantsmaailmas,
mis néhtub sellest, et suured pangad ja investeerimisfondid pal-
kavad tosinate kaupa PhD kraadiga teadusliku taustaga tootajaid
tuletisvadrtpaberite hidamise, riski haldamise, erakauplemistehin-
gute (proprietary trading) jms. igapdevaste tegevuste teostamiseks.
Selliseid to6tajaid kutsutakse konekeeles kvantideks (quants), keda
on valdavalt nelja liiki:

1) Kontorikvandid (desk quants), kes tootavad otseselt kaup-
lejatega, aidates neil analiitisida spetsiifiliste tehingute hindamise
kiisimusi ning riskide haldamise voéimalusi. Nende t66 holmab
tavaliselt Exceli tabelite ning finantsvarade hindamise tarkvarade
ulatuslikku kasutamist.

2) Arenduskvandid, kelle iilesandeks on vilja tootada ja raken-
dada uusi hindamise mudeleid, mida saaksid kasutada kauplejad ja
kontorikvandid. See t66 eeldab laialdast programmide kirjutamist
selleks, et luua kasutamiskolblikku tarkvara.

3) Riskide haldamise kvandid, kelle iilesandeks on olemasolevate
mudelite hindamine ja testimine, samuti broneeritud tehingutega
seotud riskide ning iilefirmaliste riskide arvutamine. Selle t66 puhul
peab oskama kasutada Excelit, andmebaase ning hindade leidmise
tarkvara.

4) Erakauplemistehingute kvandid kavandavad ja viivad ellu
kauplemisstrateegiaid, mis pohinevad valdavalt aegridade analiiiisi-
misel selleks, et leida turul eksisteerivaid arbitraazivoimalusi.

Sageli voib kvant olla holvatud mitmes iilalmainitud valdkon-
nas.

Jargnevalt kirjeldame liithidalt arenduskvantide pohitegevusi,
mida voib jagada kolme laia kategooriasse.
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1) Andmetdotlusprobleemid (data-fitting), mis sisaldab olemas-
olevate turuandmete interpoleerimist ja ekstrapoleerimist selleks,
et arvutada volatiilsuse maatrikseid, siledaid hoiustamise protsendi
koveraid (interest yield curves) jne. Tiiiipiline kasutatav matemaa-
tiline aparatuur sisaldab splaine, poliinomiaalset interpolatsiooni,
vahimruutude meetodit.

2) Hindamismudelite kalibreerimine, mis sisaldab viga lik-
viidsete tuletisvairtpaberite hindamise mudelite véiljatootamist ja
realiseerimist ning kasutatavate mudelite parameetrite turuand-
mete pohjal arvutamise protseduuride loomist. Matemaatilised
vahendid sisaldavad analiiiitiliste hinnavalemite leidmiseks kasuta-
tavaid otseseid ja teisendustel pohinevaid meetodeid. Analiiiitiliste
hinnavalemite olemasolu on sellel etapil véga tahtis, kuna neid
tuleb ulatuslikult kasutada mudelite kalibreerimisel (s.t. hindade
arvutamise kiirus on dirmiselt oluline). Kalibreerimine holmab aga
tookindlate optimiseerimismeetodite kasutamist.

3) Eksootiliste finantsinstrumentide hindamine, mis sisaldab
tookindlate numbriliste v6i, harvemini, analiiiitiliste meetodite
viljatootamist keerulisemate finantsinstrumentide hindade ja hinna
tuletiste arvutamiseks. Matemaatilisteks vahenditeks on tiiiipiliselt
osatuletistega diferentsiaalvorrandite lahendamine vérgumeetodite
voi Monte-Carlo meetodi abiga.

Tiitipiline ajajaotus nende erinevate tegevuste vahel on umbes
40% — 40% — 20%. Autori hinnangul on matemaatiliselt koige
suuremat valjakutset pakkuvaks teine kategooria, kuna see néuab
paljude korgetasemeliste matemaatiliste meetodite kasutamist kee-
ruliste iilesannete efektiivseks lahendamiseks.

7. Kokkuvote

Eelnevas on toodud lithike iilevaade finantsmatemaatika arengust
pérast Black-Scholes-Mertoni fundamentaalseid artikleid ([1],[4]),
poorates pohitdhelepanu hiipetega difusiooniprotsesside ning stoh-
hastilise volatiilsusega mudelite kasutamisele alusvara hinna kéitu-
mise modelleerimisel. Samuti on antud pogus kirjeldus matemaati-
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liste vahendite spektrist, mida kasutatakse praktikas finantsmate-
maatikaga seotud iilesannete lahendamisel.

10.
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Kaitsevie Uhendatud Oppeasutused

Globaalne positsioneerimine

GPS (globaalse positsioneerimise siisteem, Global Positioning Sys-
tem) on iilemaailmne 6dpievaringselt toimiv kohamédrangu siis-
teem, mis voimaldab asukoha koordinaate méarata kuni millimeetri
tdpsusega. GPS on loodud USA Kaitseministeeriumi poolt tditmaks
USA Kaitsejoudude vajadusi navigatsiooniks, asukoha maaramiseks
ja tépse aja fikseerimiseks. GPS satelliitide konstellatsiooni kuulub
viahemalt 24 pidevalt raadiosignaale viljastavat tehiskaaslast ja
stisteem funktsioneerib alates 1978. aastast [14]. Satelliitide kesk-
mine kérgus maapinnast on 20200 kilomeetrit, need tiirlevad iimber
Maa kuuel orbitaaltasandil, vihemalt neli satelliiti igal ja koéikide
orbitaaltasandite kalle ekvatoriaaltasandi suhtes on 55° (vt. joonis
13). Satelliitide tiirlemisperiood on 11 tundi 58 minutit.

2Festi Matemaatika Seltsi pdevadel 26. juunil 2006 peetud ettekande pdhjal

3Joonise 1 juures on kasutatud P.H. Dana internetidpikust (http://
www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html, 20. jaan. 2007)
voetud illustratsiooni.

56
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Joonis 1. GPS-satelliidid

Niisugune satelliitide paiknemine vGimaldab iile maailma igal
ajal vihemalt nelja satelliidi ndhtavuse alates elevatsiooninurgast
15°. Iga satelliit ldhetab signaale kandevsagedusel L1 (1575,42
MHz) lainepikkusega 19 cm ja L2 (1227,6 MHz) lainepikkusega 24
cm. Kandevlainele on moduleeritud kaks pseudojuhuslikku signaali,
nn C/A (Coarse/Acquisition) ja P (Precise) koodid ning satelliitide
trajektoori andmed. Signaalide stabiilsus kindlustatakse satelliitidel
asuvate tseesium- ja rubiidiumkellade abil.

GPS-siisteem koosneb kolmest osast — satelliidid, tugijaamade
vork ja kasutajad [8]. Kogu siisteemi hoiavad téokorras 5 tugijaama,
mis asuvad Colorado Springsis, Havail, Ascensioni saarel, Diego
Carcias ja Kwajaleinis. Need jaamad on sisuliselt GPS-vastuvotjad,
mis koguvad informatsiooni kéikidelt ndhtaval olevatelt satelliitidelt
ja seejéirel saadavad need andmed keskjaama, mis asub Falco-
ni Ohujdudude baasis Colorado Springsis. Saadud informatsiooni
pohjal arvutatakse parandused satelliitide efemeriididele ja kella-
dele. Selle info abil uuendatakse satelliitide trajektooride ja aja
parameetreid paar korda péevas.

Vastuvotjate geograafilise asendi mé#dramise aluseks on sa-
telliidilt vastuvotjani joudnud signaali kulgemisaja, geodeetilise
tdpsuse saavutamiseks ka kandesageduse faasinihke vo&imalikult
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tdpne mootmine.

GPS-vasutuvétja votab vastu satelliitide signaale ja mé#rab
nende abil oma asukoha 2D v6i 3D koordinaatide siisteemis.
Pohimotteliselt on iga hetk voimalik selleks kasutada vidhemalt
kuut satelliiti. 3D kohamé&aranguks on vaja vihemalt nelja satelliidi
ndahtavus. Maksimaalselt on n#dhtaval 12 satelliiti ja paremad
vastuvotjad suudavad neid koéiki ka jélgida.

Vastuvotjad jagunevad iihe- ja kahesageduslikeks. Uhesagedus-
likud kasutavad L1 ja harilikult ainult C/A koodi. Kahesagedusli-
kud vaatlevad nii L1 kui L2 faaside vahesid, C/A ja P koodi ning

signaalide Doppleri nihet.

GPS-positsioneerimine

GPS-positsioneerimisel on esmalt vaja kokku leppida koordinaat-
siisteem. Selleks on valitud nn. WGS 84 (World Geodetic System
84) ja see baseerub ECEF (earth-centered, earth-fized) ristkoordi-
naadistikul, kus algpunktiks on maakera masskese, z-telg kulgeb
labi pohjapooluse (CTP — Conventional Terrestial Pole) ning ek-
vatoriaaltasapinnal olev z-telg libib keskpunkti ja nullmeridiaani.
y-telje suund valitakse parema kide reegli alusel (vt. [1], [14],
[15], aga samuti [17]). Koordinaatsiisteem WGS 84 méérab lisaks
ristkoordinaatidele tdhtsamate parameetritena veel maakera kui
ideaalse ellipsoidi poolteljed, péérlemise nurkkiiruse, kiilgetombejou
(gravitatsiooni) konstandi ning néidatakse arvutustes kasutatava
valguse kiiruse véa#drtus vaakumis. Viimati tépsustati WGS 84
parameetreid 2004. aastal [18].

Nendes koordinaatides on vastuvotja asukoht madratud kolme
parameetriga (x,y, z), kuid nende leidmiseks on vajalik vihemalt
nelja satelliidi samaaegne ndhtavus. Probleemiks on, et vastuvotjas
olev kell pole tdendoselt piisavalt tdpne vorreldes satelliitide iilitéap-
sete kelladega ning sellest tulenevalt tekib tidiendav tundmatu ehk
kellaaja erinevus At, mis samuti arvatakse otsitavaks parameetriks.

Lihtsustatud késitlus GPS-vastuvotja asukoha médramiseks on
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seega vihemalt nelja mittelineaarset vérrandit sisaldava siisteemi

(x—Xk)Q—l-(y—Yk)Q—l-(z—Zk)Q: (pk—c'At>2 (20)

lahendamine, kus £k = 1,...,m, ja m on korraga nihtavate
satelliitide arv (m > 4). Suurused X*, Y* ZF tihistavad konkreetse
satelliidi asukoha koordinaate, ¢ on valguse kiirus, At vastuvotja
otsitav parandus kellaajale ning p* — nn. pseudokaugus konkreetsest
saatjast vastuvotjani. Pseudokauguse pF leidmiseks on igas konk-
reetses vastuvotjas realiseeritud meetod, mis pohineb raadiolainete
leviku teoorial ja mille kirjeldusi voib leida téodes [1], [12] ning neis
toodud viidetes.

Selle mittelineaarse vorrandissiisteemi (20) lahendamiseks on
voimalusi palju ja reeglina GPS-vastuvotjate tootjad konkreet-
ses seadmes kasutatavat ei afiSeeri, mérgitakse vaid voimalike
nihtavate satelliitide arvu (kuni 12), mida positsioneerimiseks
on voimalik kasutada. GPS-alases kirjanduses on siiski mainitud
ka arvutusmatemaatikas tuntud meetodeid, mida on moéttekas
kasutada. Naiiteks vahimruutude meetod vo6i Newton-Raphsoni
meetod [12]. Samuti on mainitud, et Kalman’i filtrit kasutades on
voimalik asukoha méa#ramist oluliselt tdpsustada [1].

Ionosfairi ja troposfiiri hiired

Oma teekonnal satelliidist vastuvotjani ldbib raadiokiir maakera
fimbritsevat troposfidri (atmosfddri osa, mis ulatub merepinnast
koérguseni 9-17 kilomeetrit vastavalt kas poolustel voi ekvatoriaal-
aladel) ja ionosfééri (atmosfééri osa troposfdéri kohal kuni tuhande
kilomeetri korguseni) ning need molemad avaldavad oma moju
nn. hilistumise n#&ol. Sisuliselt tdhendab see, et raadiokiir ldbib
mitmesuguste murdumiste (refraktsiooni) tottu otseteest erineva
teekonna (vt. joonis 2).
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Satelliit
Signaali tegelik teekond
satelliidilt vastuvtiani

Geomeetriline ¢
sirgjoon 7
. M

Joonis 2. Raadiosignaali tee atmosfiaris.

Hilistumist troposfdiris nimetatakse GPS-alases kirjanduses
sageli troposfidriliseks hilistumiseks [1]. Piikesekiirgusest tingi-
tud ionisatsioon ionosfairis tingib nn. ionosfairilise refraktsiooni,
millega samuti kaasneb vastav signaali hilistumine. Troposfaéris
avaldavad signaali levikule méju peamiselt temperatuur, dhurchk
ja atmosfééris sisalduv vesi.

Tonosfadrist tingitud héirituse praktiliselt taielikuks korvalda-
miseks on teada meetodid, mis tuginevad kahesageduslike vas-
tuvotjate kasutamisele ja asjaolule, et GPS-navigatsiooni sage-
dustel erinevate sagedustega kiired ldbivad ionosfdéri erinevate
kiirustega. Sellest tuleneb, et satelliidist samaaegselt ldhtuvatele
L1 ja L2 sagedustega raadiosignaalidele on ionosfdiri mdju erinev.
Soltuvalt satelliidi asendist horisondi suhtes (kaldenurgast) voib
ionosféadrist tingitud raadiokiire teeckonna pikkus osutuda ca 100
meetrit pikemaks vorreldes geomeetrilise sirgjoonega. Kahesage-
duslikes GPS-vastuvotjates on realiseeritud L1 ja L2 signaalide
kombinatsioon selliselt, et minimeerida ionosfidri poolt tekitatud
taoline héire. Murdumisnéitaja ionosfddris voib avaldada mitmel
erineval viisil (vt. néiteks [9]), iiks voimalikke viise on paranduse
dpion =~ ﬁffgﬁ(ph — pi,) kasutamine ionosfiéris tekkiva hiire
elimineerimiseks pseudokauguse pr, leidmisel. Siin f; ja fa on
vastavalt L1 ja L2 sagedused. Margime, et antud sageduste korral

3
i ~ —1,B45T2778.
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Troposfidr seevastu on mittedispersiivne — siin signaali faasi-
kiirus keskkonnast ei soltu ja sellest tulenevalt erinevate sageduste
mostmistulemusi kombineerides pole voimalik troposfiérist pchjus-
tatud hilinemist elimineerida.

Troposfiarihilistumine jagatakse kaheks komponendiks: hiidro-
staatiliseks ehk “kuivaks” (dry) ja “mérjaks” (wet). Hiidrostaatiline
osa pohjustab umbes 90% kogu troposfiiris tekkivast hilistumisest
ja mérg osa ca 10%, kokku umbes 1-20m ([1], [4], [15]). Neid hilis-
tumisi téhistatakse vastavalt dj ., ja di,e ning kogu hilistumine
troposfédris avaldub kujul df,.,, = dj ., + dopes- Ulaindeks s (sonast
slant — kaldu) mérgib siin, et hilistumist vaadeldakse piki kiirt.

8000 1000km ~ 100 m I —

7000 4
~20000km ~Om
6000 1
5000 1 10km
, 4000 d?rop = d;ydl'ost + dfvet
d;ydl.ost 1-20m

3000 4
d}, :0.1-2m
2000 -
p=21813676.359
1000
0 T T )

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Joonis 3. Hilistumised atmosféairis.

Koérvaloleval joonisel 3 on kujutatud hilistumise tekkekohad io-
nosfééris ja troposfiaéris. Naitena on esitatud iiks véimalik satelliidi
ja vastuvotja vaheline pseudokaugus p meetrites.
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Niiskuse mudelid

Nagu eespool mirgitud, GPS-vastuvétjani joudnud raadiosignaali
teekonna pikenemine on pohjustatud nii ionosfaéri kui troposfadri
poolt ja ionosfaéri osa kogu selles hilistumises on véimalik tépselt
fikseerida ning seega ka elimineerida. Troposfiéri poolt tekitatud
hilistumise raskestimé#ratavaks komponendiks osutub mérg kom-
ponent, kuna kuiva osa saab rahuldavalt modelleerida ja elimi-
neerida* Siit on tekkinud idee, et kui vastuvotjate asukohad on
fikseeritud, siis peaks olema voimalik peaaegu reaalajas (near-real
time) médrata lisaks pseudokaugusele ka otsekaugus vastuvotjast
iga satelliidini ning nende kauguste vahe. Viimasest omakorda
arvutada vélja sellel teekonnal l&bitud niiskuse hulk (vt. [1], [2],
[11], [13], [15] ja kirjandus nendes).

Valem troposféirilise hilistumise arvutamiseks on iildkujul jéarg-

mine [8]:
dtmp:/n-ds—/ds:/(n—l)ds, (1)

kus n(s) tdhistab atmosfiéri refraktsiooniindeksit kiire teel. In-
tegreeritakse iile teepikkuse vastuvotjast ionosfaérini ning murdu-
misniitaja n asemel kasutatakse suurust® NP = 10%(n — 1), mida
sageli nimetatakse lihtsalt refraktsiooniks.

Valem (1) avaldub niiiid kujul

" =107° / NP (s, (2)
Jaotades refraktsioonist tingitud hilistumise kaheks komponendiks,

kuivaks (hiidrostaatiliseks, dry) ja mérjaks (wet), saab troposfiérist
tingitud hilistumise avaldada kujul

dtrop — 1076 / N;Z/‘le;ods + 1076 / N;Te%pds, (3)

4Msrgime, et raadiosignaali teekonna pikkuse méiramist hiirivad lisaks mai-
nitule veel mitmesugused voimalikud peegeldused, ebatdpsused ajaarvestuses
jms., mis siiski on suurusjargu vorra viiksemad kui troposfiiri poolt pohjustatu.

®Kuna atmosfisris on (n — 1) arvviirtus ligikaudu 1076, siis on see
otstarbekas 10%-ga libi korrutada. N varieerub vahemikus 0, . .., 300.
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Siin on kasutatud asjaolu, et refraktsiooni konstandi NP saab
avaldada hiidrostaatilise ja mérja osa summana, milles sisalduvad
konstandid médratakse katseliselt (iilevaate leiab artiklist [15])
ja mille vadrtused soltuvad konkreetsest geograafilisest asukohast.
Niiteks on iiks selline valem

P
NP =TT+ 3,73'105%,
~—— ———
hiidrostaatiline mdrg

kus P tdhistab 6huréhku maapinnal, T temperatuuri ja e veeauru
osarohku. On ka teisi arvutuseeskirju (vt. [8], [13]). Kokkuvotvalt
saab Oelda, et kuivast atmosfadrist tingitud hilistumisele on véima-
lik saada hinnang tédpsusega kuni 1 mm, kui rohk maapinnal on
moodetud tépsusega 0,3 mb (vt. [2]). Mérjast komponendist tingi-
tud hilistumist nii tdpselt hinnata ei suudeta, see varieerub tugevalt,
ulatudes monest millimeetrist polaaraladel kuni 40 sentimeetrini
troopikas.

Taoline jagamine kuivaks ja mérjaks hilistumiseks tuleneb pea-
miselt sellest, et troposfiarilise hilistumise kuiv osa on vordlemisi
tépselt kirjeldatav mitmesuguste matemaatiliste mudelitega (Hop-
field, Saastamoinen, Niell, jt. mudelid, iilevaade on toodud nt. [15])
ja see moodustab kogu troposfiirilisest hilistumisest ligikaudu 90%.
Maérja komponendi hindamine mudeli abil on aga komplitseeritud.
Probleemiks on modteandmete puudus ja troposfiiri ebastabiilsus
(troposfiiri turbulents, millega kaasneb erineva niiskuse ja tempe-
ratuuriga 6humasside kiire segunemine voi vahetumine).

Kirjanduses (nt. [1], [15]) kohtame sageli moisteid ZTD (Ze-
nith Total Delay) ja STD (Slant Total Delay), mille eestikeel-
sed seletused oleksid vastavalt vaatluspunktis seniiti projitseeritud
summaarne hilistumine ja signaali hilistumine reaalsel (kald)teel
vastuvotja antennist konkreetse GPS-satelliidini (vt. joonis 4).
Ilmaennustuse ja monitooringu seisukohalt on seni enam kasutatud
esimest varianti, mis voimaldab avaldada integraalse karakteristiku
— sadestatava vee hulga konkreetse vaatluspunkti kohal, eeldades
seejuures homogeenset atmosfééri. Selline eeldus ei anna ettekuju-
tust veeauru sisalduse ruumilise jaotuse kohta, kuid omab suurt
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tdhtsust liihiajalise ilmaprognoosi koostamisel ja on ka teatud
madral traditsiooniline mo6o6tmisviis, mille analoogiks voib pidada
meteosondide kasutamist.

O

e A
:

O

Joonis 4. Hilistumiste projitseerimine.

Nagu troposfiéri kogu niiskus on kisitletav kahest komponen-
dist koosnevana, nii jaguneb ka seniiti projitseeritud hilistumine
kaheks osaks, hiidrostaatilise (kuiva) ja mérja niiskuse poolt pohjus-
tatuks: ZT'D = dj ., + dj,e;- Imaennustustes on eriti oluline teada
nn. sadestatava vee (PWV — Precipitable Water Vapour) hulka,
mille saamiseks on tuletatud valem PWV =1I-dZ ,, kus II on nn.
konversatsiooni kordaja, mis on suurusjirku 0,15 ja mille tdpsem
vidrtus soltub geograafilisest asukohast ja tuleb méérata katseliselt
[1]. See konstant tidhendab sisuliselt, et 1 mm sadestatavat vett
atmosfiéris pohjustab raadiokiire hilistumist ca 6,5 mm.

Kokkuvotvalt saame 6elda: selleks, et modelleerida (hinnata) at-
mosfééri kuiva osa méju troposfiérilisele hilistumisele, tuleb modta
maapinnal rohk ja temperatuur. Mérja komponendi leidmiseks on
lisaks temperatuurile ja dhurchule vaja moota suhtelist 6huniiskust
vaatluspunktis.

Signaali hilistumine soltub tugevalt raadiokiire kaldenurgast
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ja kasvab méirkimisvéirselt nurga muutudes seniidist horisondi-
le. Navigatsiooni ja geodeetiliste modtmiste seisukohalt on siin-
juures tegemist ebamugava asjaoluga, sest horisondile l&hemal
paistvate satelliitide signaal on atmosfiérist oluliselt tugevamini
hiiritud. GPS-meteoroloogia seisukohast on efekt aga vastupidine
— horisondi suhtes madalamate satelliitide signaal 1dbib oma teel
markimisvéarselt suuremat osa atmosfairist, sisaldades iihtlasi
rohkem detekteeritavat meteoinfot. Soovituslikult ei kasutata na-
vigatsioonis vaatluste tegemiseks vdhem kui 15 nurgakraadi vorra
horisondi suhtes madalamal paistvaid satelliite. Praktilist laadi
piirangud tekivad ka GPS-meteoroloogias. Kirjandusest leiab aga ka
viiteid vaatlusnurkade kohta alates kahest tdusukraadist horisondi
suhtes [6]. Hilistumine troposfiéris kasvab soltuvalt nurgast e
seniidi suhtes vordeliselt funktsiooniga COISE.

Seniidisuunale projitseeritud hilistumise ja raadiokiire otseteel
(kaldteel) kujuneva hilistumise kohta on leitud jargmine seos

dfvl"ggt = mhydTO(E) ’ dizlydro + Mauet (E) ’ zzuetv

milles osalevaid tegureid on erinevate autorite poolt otsitud ja
tuletatud erinevalt, iilevaate erinevatest mudelitest voib saada nt.
toos [13]. Selles on iithena paljudest kirjeldatud nn. Saastamoineni
mudelit, milles

. 0,002277 - P
hydro = 17270,0026 - cos 2 — 0,00000028 - H

ja
1255
s et = 0,002277 (T + 0,05> -e,

kus Htéhendab korgust merepinnalt ja ¢ vaatluspunkti laiuskraadi.
P ja T on vastavalt churohk (mB) ja absoluutne temperatuur
ning e veeauru osardbhk. Mudelite koostamisel ja kontrollimisel on
olulised ka funktsioonid mpyqro(€) ja Muwet(€). ustreerimaks nende
voimalikku kuju, toome siinkohal iihe teise mudeli, nn. Neilli mudeli
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néite, kus mpyq4ro(e) avaldub kujul

”’i]r:yd'r‘o +
I+ 1 bhydro 1+ %Zt
m o + 1+Chyd7‘o + ]‘ o i T+cpy % H
hydro = _ [ sine - L 1000
sin E+W sin €+W
sin e+ yaro sine+ sinetcpy

sin 5+chydro

ja muyet(€) on leitav valemiga

1
Twet
1+ 1 2lfﬂf}et
_ + 1+cyet
Myet = 1
sin 5+%

i bwet
sine+ sine+cyet

Siin ¢ on raadiokiire elevatsiooninurk, erinevate alaindeksitega
koefitsiendid a, b, ¢ s6ltuvad laiuskraadist, méotmispunkti korgusest
merepinnast, samuti paevast aastas. Viidetavalt olevat see mudel
tapseim laiuskraadidel 43°N — 75°N. (Eesti asub vahemikus 57, 5°N
— 59, 7°N.)

Veeauru ruumiline detekteerimine

Nagu juba mirgitud, on sadestatava vee hulga (PWV) mééramisel
GPS seadmetega voimalik saavutada tapsus 2mm [1]. Teadlasi on
aga hakanud huvitama, kuidas kasutada GPS-seadmeid, et saada
niiskuse ruumilist jaotust teatud troposfdiri osas. Viitame siin-
juures artiklitele [7],[10], [11], millest leiab ka viiteid varemilmunu
kohta.

Kokkuvotvalt on pohiidee siinjuures selles, et iihtsesse siisteemi
ithendatakse palju vastuvotjaid, mille tépsed asukohad leitakse.
Need vastuvéotjad voivad hélmata mitmesaja ruutkilomeetrise piir-
konna. Selle kohal olev atmosféér jaotatakse kuni néutava korguseni
virtuaalseteks risttahukateks ehk vokseliteks (vt. joonis 5), s.t.
diskretiseeritakse.

Kirjanduse pohjal on teada (vt. eespool toodud viiteid), et
vastuvotjate omavaheliseks kauguseks sellise vorgustiku puhul on
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soovitav votta 1040 kilomeetrit ja et oluline osa troposfiari
niiskusest paikneb maapinnast 7-10 km koérguseni. Veeauru de-
tekteerimiseks voetakse vaatluse alla koik signaalikiired (need
kiired, mis konkreetsel ajahetkel on vaatlusteks/navigatsiooniks
piisava kvaliteediga), mis kulgevad igast vorgustikus nihtavast
satelliidist igasse vastuvotjasse. Nende kiirte koguarvuks on n - m,
kus n tdhistab néutud ajahetkel nahtavate satelliitide arvu ja m
vastuvotjate arvu.

Iga raadiokiir satelliidist vastuvétjani labib oma teel teatud hul-
ga vokseleid ja igas vokselis sisalduv niiskus annab oma osa raadio-
kiire teekonna pikenemiseks. Nonda tekkinud teekonna osaldikudest
moodustub raadiokiire summaarne teekond.

e

\

\
-—_.L_C_Ti
|l
_""--.._‘___‘_-_“-

Joonis 5. Kiirte kulgemine ja vokseliteks jaotus.

Otsetee ja niiskusest tingitud pikema teekonna erinevus sisuli-
selt iseloomustab raadiokiire teel olevat niiskuse koguhulka ja on
suurus, mis tuleb jagada nende vokselite vahel, mida vastav kiir
ldbib. Sisuliselt tekib matemaatiline iilesanne, mis on oma olemuselt
lineaarne vorrandisiisteem » ., x; - s;; = f; ja mille lahendit
interpreteeritakse kui sadestuva niiskuse hulka vokselites.

Vorrandisiisteemis 57 = 1,..., K, kus K on ndhtavatest satel-
liitidest vastuvotjaisse suunduvate raadiokiirte koguarv fikseeritud
ajahetkel, v — vokselite koguarv, s; ; — j-nda kiire teepikkus vokselis
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1. Selle vorrandisiisteemi lahend x;,7 = 1,...,v, iseloomustab seda,
kui suur on raadiokiire hilistumine igas vokselis. Iga hilistumine on
aluseks sadestatava vee hulga arvutamisel, milleks v6ib kasutada
erinevaid mudeleid.

Meteoalaseid arendustegevusi

Mitmel pool maailmas on hakatud GPS-piisijaamu siistemaatiliselt
kasutama meteoandmete hankimiseks ja vastavasisuliste uuringute
labiviimiseks. Toome vaid moéned néited.

NOAA (National Oceanic and Atmospheric Agency) USA-s
kasutab neid liithiajaliste ilmaprognooside tédpsustamiseks. Sisuliselt
200 jaama iile kogu riigi koguvad ja tootlevad andmeid. USA
iilikoolide algatusel on loodud eri riikide {ilikoolides iile maailma
tugijaamade vork, ca 100 jaama, mille nimeks on SUOMINET ja
mille esmaiilesanne on uurimistéo [16].

Jaapanis kiivitati 1997. aastal projekt GPS/MET-Japan, et
kasutada #ra eksisteerivaid geodeetide poolt paigaldatud GPS-
piisijaamu. Kogu riik on kaetud enam-viéhem {iihtlaselt jaamadega,
mille kaugused iiksteisest on ligikaudu 30 km ja meteoroloogid
kasutavad saadud andmeid sadestatava veehulga madramiseks [5].

Ka Saksamaal on vastav iileriigiline siisteem loodud, mérgitakse
umbes 200 jaama olemasolu 50 kilomeetriste intervallidega.

Euroopa 21 riigi meteoroloogid (EUMETNET) on kéivitanud
2005. aasta aprillis nelja-aastase uurimis- ja arendusprojekti kood-
nimetusega E-GVAP, et koos geodeetidega todtada vilja ja luua
siisteem atmosféadri veeauru moéotmisteks GPS-seadmeid kasutades
[3]. Mainitud on, et juba iile 400 GPS-piisijaama saadavad re-
gulaarselt tunniajase intervalliga moddetud andmeid Suurbritan-
nia meteoroloogiateenistusse (UK Met Office), kus neid seejérel
toodeldakse, esialgu kiill veel teaduslikel eesmérkidel.

Klimatoloogide ja meteoroloogide poolt on pikaajaliselt vélja
arendatud andmete kogumise ja t66tlemise siisteemid, mis eeldavad
teatud kvaliteeti, andmete homogeensust ja stabiilsust, aga samuti
protseduure probleemsetest olukordadest véljatulekuks. E-GVAP
on seadnud endale iilesandeks viia GPS-signaalide hilistumistest
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saadav info vastavusse mainitud tingimustega.

Kuna aga nii kuiv 6hk kui ka atmosfiiris leiduv veeaur mojuta-
vad geodeetiliste moGtmiste tdpsust, on geodeetidel oluline teada
hetkeolukorra niiskuse jaotust ja/voi ilmastiku moju. E-GVAP
projekt on ka sellealase arendustegevuse ja koostéovoimaluse oma
plaanidesse liilitanud.

hanlamuaselcs

S{E—G VAP pisya amad meteoandmete

- iy
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Nagu iilaltoodud kaardilt (mille puhul on kasutatud kodu-
lehel [3] leiduvat skeemi) néha, pole Eesti E-GVAP projektiga
veel ithinenud. GPS-navigeerimissiisteemi voimalustega meteoalas-
teks teadusuuringuteks on alles asutud tutvuma. Uheks esimeseks
katseks GPS-alases meteoroloogias voib pidada tood [11], mis
kujutab endast eelkéige valdkonna probleemidesse sisseelamist.
Sellega. on Eesti teadlased alustanud t66d, et saada E-GVAP
projekti vordvéirseks partneriks ja jouda jirele teiste uurijate poolt
paarikiimne aasta jooksul tehtule.
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MATEMAATIKUD

Jiiri Afanasjev 60

8. miirtsil 2006. aastal joudis soliidse téhiseni TU matemaatika
didaktika dotsent Jiiri Afanasjev.

Omandanud keskhariduse 1964. aastal Kohila Keskkoolis, to6tas
ta 2 aastat matemaatikadpetajana Harglas ja Kohilas 6ppides samal
ajal ka kaugoppes Tartu Riiklikus Ulikoolis. Pea kaks kolmandikku
juubilari elust ongi olnud seotud Tartu (Riikliku) Ulikooliga kas
oppurina voi oppejouna. Lopetanud Tartu Riikliku Ulikooli 1970.
aastal matemaatiku-matemaatikadpetaja kvalifikatsiooniga, alustas
J. Afanasjev samal aastal oma teadustegevust pilaste teadmiste
taseme, matemaatikakursuse omandatuse ja selle iithe olulisema
mojuteguri — iilesannete raskuse — uurimisega juba aspirandina
dotsent Olaf Prinitsa juhendamisel. Pingsa t66 tulemusena valmis
neli aastat hiljem kandidaadidissertatsioon “Koolimatemaatika kur-
suse omandatuse uurimine”, mille eduka kaitsmise tulemusena sai
temast pedagoogikakandidaat 1975. aastal.
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Kuigi dotsent Jiiri Afanasjevi huvide spekter on olnud lai, on
teadustegevuse pealiiniks senini jadnud matemaaatika didaktikaga
seotud kiisimused. Ta oli iiks esimesi didaktikuid Eestis, kes
asus otsima voimalusi matemaatika opetamiseks nii tasku- kui ka
personaalarvutite toel. Sellealase t66 loogilise tulemina valmisid
teadusartiklid, matemaatikadpikute peatiikid ja toovihikud ning
vajalikud metoodilised juhendid Gpetajatele. Samas vallas valmis
tema juhendamisel ka Eno Ténissoni magistritéo. Eesti kooli ja
majandushariduse jaoks on olnud olulised Jiiri Afanasjevi ja Aita
Raudsepa poolt koostatud oppevahendid majandusmatemaatika
elementide Gpetamiseks iildhariduskoolis arvutitoetusel.

Koostoos kolleegidega Soome ja Inglismaa {ilikoolidest on Jiiri
Afanasjevil just viimastel aastatel valminud mitmed rahvusva-
helised vérdlevad uurimused nn. Exeter-Kasseli projekti raames
koolimatemaatika kursuse joukohasuse ja omandatuse kohta erine-
vates maades. Praegu on kidimas pikaajaline rahvusvaheline projekt
(IPMA) esimese kooliastme &pilaste matemaatika-alase edenemise
uurimiseks.

Sailitamaks sidet teooria ja praktika vahel, on Jiiri Afanasjev
aeg-ajalt ka ise klassi ette astunud ja Opetaja leiba maitsenud.
Saadud kogemused on andnud ideid teadusttoks ja leidnud raken-
dust koolimatemaatika oppekavade arendamisel ning tulevaste ma-
temaatikadpetajate koolitamisel. Juubilari publikatsioonide iildarv
on iiletanud 90 piiri.

Tookaaslased ja ldhemad sobrad tunnevad teda tasakaaluka ja
sihikindla inimesena, kes ikka ja jalle suudab iillatada oskusega
leida see ratsionaalne iva ka koéige utoopilisematena tunduvatest
uuendusideedest meie hariduspoliitikas.

Loodame, et jéad endiselt kahe jalaga maa peale ja tunned ka
elust siirast réomu.

Kolleegide nimel
Errs ABEL
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Helki Haavasalu siindis 27. novembril 1946. a. Koorastes Polva-
maal. Pirast TRU lopetamist 1970. aastal tootas ta 17 aastat
Viljandi Kaugdppe Keskkoolis. Alates 1987. aastast tootab Helki
Haavasalu Viljandi Paalalinna Giimnaasiumi matemaatikadpetaja-
na. Seega on Opetaja tookogemust 37 aastat. Teda iseloomustab
tookus, korrektsus, kindlalt valjakujunenud t66stiil, siistemaatiline
opilaste teadmiste kontroll ja hindamine. Ta on eriliselt noudlik
distsipliini ja korra suhtes. Uleastumiste korral piiiiab ta Gpilast
moista ja andestada, arutades rahulikult koos &pilasega tema
kditumist. Tundides valitseb tosine téomeeleolu. Opetaja arendab
oskuslikult wvalitud iilesannete ja erinevate metoodiliste votete
kaudu opilastes analiiiisi- ja motlemisvoimet ning loovust. Kuigi
ta on range, noudlik ja otsekohene, ei karda opilased temalt
lisaselgitusi kiisida. Tehes koost66d klassijuhataja ja vanematega,
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ndeb ta niikaua vaeva, kuni saab ka koéige laisema &pilase endaga
koostoole. Ta piitiab méargata iga lapse edusamme ja teda ergutada.
Opetaja ise iitleb, et talle satuvad ainult head lapsed.

Helki Haavasalu opilased on saavutanud héid tulemusi 16puek-
samitel ja maakondlikel ning vabariiklikel oliimpiaadidel. Ta piiiiab
opilase anded varakult avastada ja neid mitmekiilgselt arendada.
Tavaliselt on andekad lapsed héivatud veel muude tegevustega ning
harjutamiseks aega leida pole sugugi lihtne. Opetajal on aga hulga-
liselt iilesandeid, mida oOpilased saavad iseseisvaks lahendamiseks.
Opilase arengu huvides suunab ta neid osalema konkurssidel ning
oppima TU Teaduskoolis.

2002. aastal omistati talle pedagoog-metoodiku ametijark. Vii-
maste aastate jooksul on Opetaja just arvuti kasutamise osas end
arendanud. Ta on koostanud hulgaliselt 6ppematerjale, mida ka
kolleegid saavad kasutada.

Suurt huvi pakuvad talle matemaatikute elulood, matemaatika
ajalugu ja matemaatika inimkonna ajaloos. Neid materjale on
ta kasutanud oppetunni vaheldusrikkamaks muutmisel, esinenud
ettekandega kolleegidele koolis ja viljaspool. Ta on vaimustunud
uutest avastustest ja piitiab seda teistega jagada.

Helki Haavasalu on aktiivselt osalenud erinevatel koolitustel.
Riigieksamit66de hindamine, analiiiis ja kokkuvotete tegemine on
rikastanud oskuste praktilist poolt. Ta juhendab oma nooremaid
kolleege, kes sageli oma probleemidega tema poole podrduvad.

Esinemised talle eriti ei meeldi, kuid kui teda on palutud oma
kogemustest rddkima, on ta teinud seda kohusetundlikult. Oma
teadmisi ja oskusi on ta rakendanud voistlusiilesannete koostamisel
maakonna piires ja ka véljaspool. Ta osales III kooliastme mate-
maatika riikliku ainekava ja néaidistéokavade koostamisel ning on
mitme triikis ilmunud t66 autor voi kaasautor.

Helki Haavasalu on valitud Eesti Matemaatika Seltsi Koolima-
temaatika Uhenduse juhatusse ning osaleb REKK-i noore dpetaja
kutsekomisjoni t606s.

Opetaja Helki Haavasalu teeb oma t66d suure armastuse ja ko-
husetundega, on 6pilaste ja lastevanemate poolt hinnatud 6petaja,
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asjalik ja abivalmis kolleeg. Koolielu arendamises on ta osalenud
mitmetes to6ogruppides, tema arvamust arvestatakse ja hinnatakse.
Kool on énnega koos, kui tal on selline pedagoog.

Viive TAMM
Viljandi Paalalinna Giimnaasiumi éppealajuhataja
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10. juunil taitus 70 eluaastat seltsi asutajaliikmel Helgi Uudelepal.
H. Uudelepp siindis Jarvamaal, lopetas Tapa Keskkooli 1955. a.
ja Tartu Riikliku Ulikooli matemaatikaosakonna 1960. a. Alates
1963. aastast opetab ta matemaatikat Gustav Adolfi Giimnaasiumis
(Tallinna 1. Keskkool 1963-1991), viimased paarkiimmend aastat
kiill osalise koormusega. Opetajana on ta teinud palju mate-
maatika stivadppeklasside kujundamisel ja edendamisel. Ta oli ka
Riia, Vilniuse ja Tallinna esimeste keskkoolide vahelise reaalainete
voistluse algataja. H. Uudelepa opilased on olnud edukad ma-
temaatikaoliimpiaadidel ja mitte ainult Eestisisestel. Aastal 1985
pédses Noukogude Liidu voistkonnas Rahvusvahelisele Matemaa-
tikaoliimpiaadile (IMO) tema opilane Mati Pentus, aastatel 1993
ja 1994 aga voitis IMO pronksmedali Peeter Laud. 1980-ndatel
oli korduvalt H. Uudelepa kanda iileliidulisele oliimpiaadile mineva
Eesti voistkonna esindaja roll.

Ulalnimetatud Mati Pentuse ja Pecter Laua kérval on mitmed
teisedki H. Uudelepa 6&pilased saanud tunnustatud matemaatiku-
teks-teadlasteks. Olgu siinkohal nimetatud Ulle Kotta, Peeter
Normak, Eve Oja, Ebu Tamm ja Toomas Té#ht.

Aastatel 1987-1996 oli H. Uudelepp tegev matemaatikadpeta-
jate taienduskoolituse korraldamisel ja Eesti koolimatemaatika sisu
kujundamisel. Ta juhatas Tallinna Opetajate Tiiendusinstituudi
matemaatika kabinetti (1987-1988) ning oli matemaatika peame-
toodikuks Eesti Hariduse Arenduskeskuses (1989-1992) ja Riigi
Kooliametis (1993-1996). Ta korraldas téienduskursuseid mate-
maatikadpetajatele ning oli mitmete 6ppematerjalide ja ainekavade
koostajaks voi retsensendiks. Real aastatel tuli tal tegelda ka
vabariikliku matemaatikaoliimpiaadi korraldamisega.

Alates 1997. aastast vastutab H. Uudelepp Riikliku Eksami-
ja Kvalifikatsioonikeskuse peaspetsialistina pohikooli matemaati-
ka Iopueksami ja matemaatika riigieksami ettevalmistamise ja
ldbiviimise eest. Tema teenecks on matemaatika riigieksamite siis-
teemi iilesehitamine Eestis nullist alates, sealjuures koostoovoime-
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lise meeskonna komplekteerimine. Ta on seda t66d teinud suure
pithendumuse ja vastutustundega hoides end pidevalt kursis, kuidas
toimuvad sarnased eksamid teistes riikides. Ta on hoolt kandnud
selle eest, et riigieksam ei kontrolliks ainult faktiteadmisi vaid ka
opilase sisulist arusaamist opitust.

Koigil tookohtadel on Helgi Uudelepp seisnud matemaatikaope-
tuse korge taseme eest Eestis. Meil on hea meel, et tema poolt
tehtut tunnustati Vabariigi Presidendi Kultuurirahastu 2006. aasta
hariduspreemiaga.

KALLE KAARLI
Tartu Ulikool



IN MEMORIAM

Jaak Lohmus

28.09.1937 — 23.02.2006

Jaak Lohmus lopetas 1961. a. Tartu Ulikooli matemaatikaosa-
konna, kuid sai tuntuks fiilisiku-teoreetikuna. Kogu tema téine elu
moddus Fiitisika Instituudis, kus ta alustas aspirandina ja joudis
juhtivteaduri ametikohani. Tema uurimisobjektiks olid teoreetilise
alusfiiiisika matemaatilised probleemid. Sel alal valmisid tema
fiiisika-matemaatikakandidaadi (1968) ja fiiiisika-matemaatikadok-
tori (1990) viitekirjad.

Jaak Lohmuse esimesed teadust6od olid piithendatud elemen-
taarosakeste siistemaatikale, pohihuviks kujunesid aga kvantteooria
algebralised probleemid. Koostoos Eugen Paali ja Leo Sorgsepaga
avaldas ta 1994. a. monograafia “Nonassociative algebras in Phy-
sics”, mida tunnustati 1995. a. Eesti Vabariigi teaduspreemiaga.

Jaak Lohmus oli Palm Harbouri Alusuuringute Instituudi (USA,
Florida) auprofessor, ajakirjade “Algebras, Groups and Geomet-
ries” ja “Hadronic Journal” asetoimetaja 1993. aastast.

Jaak Lohmus piihendas palju energiat teadustodde kogumike
toimetamisele, kooliopikute koostamisele, eriti aga aimeraamatute
ja -artiklite kaudu teaduse propageerimisele. Viimastel aastatel
ilmunutest mainigem tema toimetatud ja suuresti ka kirjutatud
aimeraamatut “Universumi mikromaailm” ning ajakirjas “Aka-
deemia” jarjejutuna avaldatud unikaalset iilevaadet “Matemaatika
suurprobleemidest”.

79



Olaf Prinits

03.09.1924 — 14.04.2006

14. aprillil lahkus meie hulgast pérast pikka rasket haigust
Eesti koolimatemaatika suurkuju emeriitprofessor Olaf Prinits. Olaf
Prinits on périt Tiirilt metsapraakeri ja koolidpetaja perekonnast.
1947. aastal asus Olaf Prinits oppima Tartu Riikliku Ulikooli
Matemaatika-loodusteaduskonda matemaatika erialal, mille 16petas
1952. aastal. Ulikooli l6petamise jirel kutsuti O. Prinits toole
iilikooli teoreetilise mehaanika kateedrisse, kus ta téotas kuni
matemaatika opetamise metoodika kateedri moodustamiseni 1965.
aastal, joudnud selleks ajaks dotsendi kutseni. Olaf Prinits kui
kateedri looja oli selle juhatajaks esimesed kiimme aastat. Parast
seda tootas ta kuni 1987. aastani sama kateedri dotsendina ja alates
professori kutse omistamisest samal aastal oli ta kateedri (hiljem
matemaatika didaktika Gppetooli) professor kuni 1994. aastani.
Aastast 1994 oli Olaf Prinits sama oppetooli emeriitprofessor.

Ule viiekiimne aasta kestnud viljakas teadus- ja arenduste-
gevus sai alguse korgema matemaatika elementide koolikursu-
sesse viimisest. Sellest vélja kasvanud kooliopikute koostamine
viis O. Prinitsa tihedasse kontakti Eesti matemaatikadpetajatega.
Regulaarselt toimunud 6petajate tdienduskursuste kaudu tihenenud
kontaktid 6petajatega lubasid Olaf Prinitsal 1974. aastal alustada
Eesti matemaatikadpetajate pédevade korraldamist. Need péaevad
on jatkunud igaaastaste iiritustena praeguseni ning on saanud
Eesti matemaatikadpetajaid ithendavaks ning nende tegevust olu-
liselt kujundavaks teguriks. Tdnu oma eruditsioonile ja headele
organisaatorivéimetele oli O. Prinits aastakiimneid Eesti matemaa-
tikadpetajate vaieldamatu liider. Ta oli Eesti Matemaatika Seltsi
Koolimatemaatika Uhenduse rajaja ning Eesti Matemaatika Seltsi
auliige.

Eesti koolimatemaatikute poolt kolmekiimnendatel aastatel
koolimatemaatika kursuse moderniseerimiseks alustatud t66 edukas
jatkamine O. Prinitsa poolt viis tulemuseni, kus ainsa iiksusena
kogu endises Noukogude Liidus opetati Eesti koolides matemaati-
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kat euroopalikele traditsioonidele tugineva integreeritud kursusena
eesti originaalopikute jéargi.

O. Prinits oli iiks alusepanijaid eesti kooliopilaste matemaatika
oliimpiaadidele ning oli aastaid nende korraldamise eestvedaja. Ta
oli ka praeguse Hugo Treffneri Giimnaasiumi matemaatika-fiiiisika
eriklasside loomise initsiaator ja esimesi Gpetajaid.

O. Prinitsa tegevuse suureks ja tundub, et talle enesele koige
stidameldhedasemaks valdkonnaks, on olnud Eesti koolimatemaa-
tika ajaloo uurimine. Tema sellekohane t66 on olnud nii laiaula-
tuslik ja pohjalik, et vaevalt leidub siin veel midagi oluliselt uuri-
misvédrset. Koolimatemaatika ajaloo uurimistulemused on esitatud
arvukates artiklites ja neljaosalisena ilmunud monograafias “Eesti
koolimatemaatika ajalugu”. Tema eestvedamisel on jaddvustatud
Festi koolimatemaatika suurkujudega seotud paigad ja korraldatud
neile pithendatud {iritusi. Kokku on O. Prinitsal triikis avaldatud
iile 350 kirjutise. Tunnustamaks tema tegevust koolimatemaatika
valdkonnas valiti ta Tallinna Pedagoogikaiilikooli audoktoriks.

Kogu oma tegevuse kestel Tartu Ulikoolis on prof. O. Prinits
olnud tunnustatud lektor, mitmete uute pdhi- ja valikkursuste
looja. Professor on olnud juhendajaks 6ige mitmele dissertandile
ning kiimnetele Tartu Ulikoolist matemaatikadpetaja pédevuse
saanud iiliopilastele. Kolleegidele ja opilastele on O. Prinits jadvaks
eeskujuks oma akadeemilise tasakaalukusega ja alati korrektse ning
harrasmeheliku kaitumisega.

Ei saa meenutamata jiatta ka asjaolu, et nii akadeemilistes
ringkondades kui ka laiema publiku seas oli Olaf Prinits tuntud
ja tunnustatud kui Tartu Akadeemilise Meeskoori kauaaegne solist,
kes on esinenud ka mitme soolokontserdiga.

Kolleegid Tartu Ulikoolist



Paul Moritz Cohn
08.01.1924 — 20.04.2006

Paul Cohn siindis 1924. a. Hamburgis. Natsivéimud kiusasid
juudiperekonnast périt poisi vanemaid taga ning Pauli koolitee
jai mitmel korral katki. Kui Suurbritannia teatas, et lubab juudi
lastel immigreeruda, kasutas Pauli ema 1939. a. seda voimalust
ning saatis poisi Inglismaale, kus too pidi hakkama t66]l kdima
ja to6 korvalt iseseisvalt oma haridust tdiendama. 1944. aastal
onnestus tal sooritada vajalikud eksamid ja saada stipendium
oppimiseks Cambridge’i Trinity Kolledzis, mille ta 16petas 1948.
a. bakalaureusekraadiga. Ta jatkas opinguid ning omandas 1951. a.
Cambridge’is doktorikraadi Philip Halli juhendamisel.

1952. a., pérast aastat Nancy Ulikoolis Prantsusmaal, sai Paul
Cohnist kiimneks aastaks Manchesteri Ulikooli lektor. 1962. a.
asus ta toole Londoni Ulikoolis Kuninganna Mary Kolledzis ning
seejarel 1967. a. professorina ja matemaatikaosakonna juhatajana
Bedfordi Kolledzis. Kui Londoni kolledzid 1984. a. reorganiseeriti,
sai tema tookohaks kuni emeriteerumiseni 1989. a. University
College London (UCL). Pirast seda sai tast UCL-i auteadur ning
ta jitkas artiklite ja raamatute kirjutamist kuni surmani.

Cohn oli kiilalisprofessoriks paljudes iilikoolides, muuhulgas
Yale’is, Berkeley’s, Chicagos, Rutgersis, Pariisis, Haifas, Jeruu-
salemmas, Delhis, Heidelbergis ja Hamburgis.

Paul Cohn oli algebraist, kes andis silmapaistva panuse mit-
tekommutativsete ringide teooriasse. Ta on kirjutanud artikleid
Jordani algebrate, jagamisega Lie ringide, kaldkorpuste, vabade
ringide ja mittekommutatiivsete faktoriaalsete ringide kohta. Tema
sulest on ilmunud raamatud Lie rithmadest, lineaarvorranditest,
ruumigeomeetriast, universaalalgebrast, kaldkorpustest, algebralis-
test arvudest jne. Tema tuntuim monograafia on 1971. a. ilmunud
“Free Rings and their Relations”, mis sisaldab vabade assotsia-
tiivsete algebrate ja nendega seotud ringide klasside siistemaatilist
késitlust.
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Paul Cohn oli oma elu jooksul mitmetes téhtsates ametites
Londoni Matemaatikaseltsis, muuhulgas selle president aastatel
1982-84. Mitmete tunnustuste hulgas on nt. 1974. a. saadud
Londoni Matemaatikaseltsi Senior Berwick Prize.



Paul Halmos

03.03.1916 — 02.10.2006

Paul Halmos siindis Budapestis, kuid 13-aastasena asus elama
USA-sse. 1938. a. kaitses ta Illinoisi Ulikoolis filosoofiadoktori
viitekirja “Moningate stohhastiliste teisenduste invariantidest: ha-
sartméngusiisteemide matemaatiline teooria”. P. Halmos oli mitme-
kiilgne matemaatik. Tema huvide ringi kuulusid téenéosusteooria,
matemaatiline statistika, operaatoriteooria, ergoodiline teooria,
funktsionaalanaliiiis (eriti Hilbert ruumide teooria) ja matemaa-
tiline loogika. Ta oli iiks algebralise loogika rajajaid, kuid iildise
tunnustuse pélvis oma suurepédraste monograafiatega, mis on tolgi-
tud paljudesse keeltesse. Esimene neist oli 1942. a. ilmunud “Lopli-
kumootmelised vektorruumid”, mille P. Halmos kirjutas olles Prin-
cetonis J. von Neumanni assistent. Raamat on suuresti inspireeritud
J. von Neumanni loengutest. Nimetagem veel P. Halmosi sulest il-
munud “Modduteooriat” (1950), “Loenguid ergoodilisest teooriast”
(1956) ja “Naiivset hulgateooriat” (1960). P. Halmos on tuntud kui
hea matemaatika esitamise propageerija. Tema jaoks oli viga tahtis,
et igas matemaatilises kirjutises oleks selgelt vilja toodud, mida
tahetakse Oelda, ja et 6eldu jouaks ka lugejani. Oma vaateid jagas
ta aktiivselt matemaatikaiildsusega. Igal matemaatikul on kasulik
lugeda tema artiklit “Kuidas kirjutada matemaatikat”.

Lopetuseks mérgime, et P. Halmosit peetakse praegu iildtuntud
toestuse 16pu margi kasutusele votmise algatajaks.
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Donald G. Higman
20.09.1928 — 13.02.2006

Donald Higman siindis 1928. a. Vancouveris. Doktorikraadi sai
ta 1952. a. Illinoisi Ulikoolist Reinhold Baeri juhendamisel. Pérast
seda to6tas ta kaks aastat McGilli Ulikoolis ja kaks aastat Montana
Ulikoolis. 1956-98 oli ta Michigani Ulikoolis, kusjuures professoriks
sai 1960. a.

Higman on andnud panuse mitmete algebra valdkondade uuri-
misse. Ta alustas 16plike rithmade teooriaga ning suundus rithmade-
ga seotud geomeetriate kaudu abstraktsesse kombinatoorikasse.
Viimase kolme aastakiimne jooksul peeti teda viimatinimetatud
valdkonna iiheks tipptegijaks.

Oma t66des rithmade esituste homoloogiliste aspektide kohta
t0i ta sisse suhteliselt projektiivse mooduli moiste ning selgitas selle
rolli moodulite dekompositsiooni teoorias. Tema t66 astakuga 3 per-
mutatsioonirithmade alal aitas kaasa mitmete sporaadiliste 16plike
lihtsate rithmade avastamisele, muuhulgas 44 352 000-elemendilise
Higman-Simsi rithma konstrueerimisele.

Higmani juhendamisel on kaitstud 15 doktoritood.
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Irving Kaplansky

22.03.1917 — 25.06.2006

Irving Kaplansky siindis Torontos Poola emigrantide peres. Ta
16petas Toronto Ulikooli 1938. a. bakalaureuse- ja 1939. a. magist-
rikraadiga. Doktorit66 korpuste kohta kaitses ta 1941. a. Harvardi
Ulikoolis Saunders Mac Lane’i juhendamisel. Pirast lithemaajalisi
oppejoukohti Harvardi ja Columbia Ulikoolis liks ta 1945. a. toole
Chicago Ulikooli, kuhu jii suuremaks osaks oma karjésirist (1984.
aastani) ning kus temast sai professor 1956. a. Aastail 1962-67 oli ta
Chicago Ulikooli matemaatikaosakonna juhataja. Pirast lahkumist
Chicago Ulikoolist kolis ta Berkeleysse (Kalifornia), kus oli aastail
1984-92 Matemaatiliste Teaduste Uurimisinstituudi juhataja.

Kaplansky t66d kuuluvad pohiliselt algebra valdkonda. Ta on
andnud olulise panuse ringi-, riithma- ja korpuseteooria arengusse.
Ajavahemikus 1939-2003 avaldas ta peaaegu 150 artiklit ning kirju-
tas raamatud 16pmatutest Abeli rithmadest, ringidest ja korpustest,
diferentsiaalalgebrast, Lie algebratest. Lisaks sellele oli Kaplansky
hinnatud 6ppejoud. Tema juhendatud doktoritédde arv kiitinib 55-
ni.

Kaplansky oli mitmetel korgetel kohtadel Ameerika Matemaa-
tikaseltsis, muuhulgas president aastail 1985-86. Samuti osales ta
AMS ajakirjade toimetuskolleegiumides. Talle sai osaks mitmeid
tunnustusi, nt. 1989. a. antud Steele’i auhind.

Lisaks matemaatikale tegeles Kaplansky pea kogu elu muusika-
ga ning oli osav pianist.
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Karl Zeller
28.12.1924 — 20.07.2006

20. juulil 2006. a. suri Tiibingeni Ulikooli emeriitprofessor Karl
Zeller. K. Zeller (siind. 28.12.1924 Leedus) oli mitmekiilgsete hu-
videga matemaatik. Tema eestvedamisel rajati Tiibingeni Ulikoolis
60-ndate aastate algul arvutuskeskus, tema hilisem uurimisté6 oli
seotud ldhendusteooria ning numbriliste meetoditega. Koige enam
tuntust t6id K. Zellerile tema doktorivéitekiri (1950) ja selle-
le jéargnenud t66d summeeruvusteooria valdkonnast. Koos Poola
matemaatikute S. Mazuri ja W. Orliczi ning USA matemaatiku
A. Wilanskyga loetakse teda digustatult kaasaegse summeeru-
vusteooria rajajaks, nende teadlaste toddes pandi alus funktsio-
naalanaliiiisi meetodite silistemaatilisele rakendamisele summeeru-
vusteooria probleemide uurimisel. K. Zelleri summeeruvusteooria-
alased t66d on olnud aluseks ja ldhtekohaks sellealases uurimistéos
mitmetele Eesti matemaatikutele, sealhulgas G. Kangrole.

87



KOOLIMATEMAATIKA

Kokkuvote opilaste matemaatikavoistlustest
aastal 2006

HARMEL NESTRA
Tartu Ulikool

Kéesolev artikkel piitiab anda iilevaate oliimpiaadiareenil toi-
munust. Késitletud on nii kohalikke voistlusi, mille korraldami-
sega tegeles iileriigiline matemaatikaoliimpiaadi ziirii, kui ka neid
rahvusvahelisi ning muid vélisvéistlusi, millest Eesti voistlejad osa
votsid.

Kohalikest voistlustest on peale traditsioonilise matemaati-
kaoltimpiaadi oma piirkonna- ja loppvooruga juttu lahtistest voist-
lustest, mis on toimunud iga-aastaselt, kaks voistlust oppeaastas,
alates aastast 1993. Rahvusvahelistest voistlustest pakub muidugi
huvi suvine IMO ning hilissiigisene Pohjamaid ja Balti merd
iimbritsevaid maid koondav voistkondlik voistlus “Balti Tee”.
Lisaks on puudutatud Soome oliimpiaadi 16ppvooru, kus, nagu
tavaks, osaleb kiilalisena kaks Eesti 9. klassi opilast.

Lébime koik voistlused aga kronoloogilises jérjekorras. On
toodud ka moéned néiiteiilesanded — koéiki komplekte ei hakanud
esitama. Lahendusi, samuti téielikke tulemuste tabeleid ja muid
materjale, voib lugeda oliimpiaadide veebist
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/.

Oliimpiaadi piirkonnavoor

Piirkonnavoor on oliimpiaadi ziirii murelaps ja nouab ziiriilt umbes
niisama palju t66d kui koéik iilejadnud voistlused aasta jooksul
kokku. Lisaks iilesannete komplektide koostamisele 7.-12. klas-
side jaoks on juba enne voéistluse toimumist vaja valmistada
ette hindamisjuhised, mille jargi piirkondade parandajad saaksid
orienteeruda. Seejuures on ziirii jaoks iilesannete koostamine koige
keerulisem just piirkonnavooru jaoks, kuna raskus peab osavétjate
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keskmise madala taseme téttu olema viga tapselt paigas. Pérast on
vaja paremates piirkonnavooru téodes (keskmiselt sadakond klassi
kohta) hindamine iihtlustada.

Korduvalt on juhtunud ja juhtub kardetavasti ka edaspidi, et
piirkonnavooru méne klassi komplekt satub olema liiga rdnk. Selle
aasta komplektide kohta aga seda Oelda ei saa. Koigi klasside
tulemuste tabeli {ilemised otsad langevad vordlemisi iihtlaselt.

Sel aastal toimus piirkonnavoor 28. jaanuaril. Toome siin dra
vaid 7. ja 8. klassi tulemuste tabeli tipu, kuna korgemate klasside
opilaste jaoks on piirkonnavoor vaid vaheaste ja l6plik pingerida sel-
gub 16ppvoorus. 7. ja 8. klassi kohta esitame parajasti need 6pilased,
kes kutsuti Tartusse matemaatika huvipdevale. Maksimaalselt oli

kummaski klassis véimalik saada 41 punkti.

7. klass
Koht Nimi Kool Punkte
1. Artur Pata Miina Hirma Giimnaasium 41
1. | Kersti Perandi Tartu Kesklinna Kool 41
1. | Iiris Liisi Kirdla Uhisgiimnaasium 41
1. | Kadi Liis Saar Tallinna Inglise Kolledz 41
1. | Ivan Zubarev Tallinna Tonismée Reaalkool 41
6. | Kati Raudpuu Tartu Kesklinna Kool 40
6. | Riho Markna Gustav Adolfi Giimnaasium 40
8. | Karl Konsap Tartu Kommertsgiimnaasium 39
8. | Eero Vaher Pérnu Vanalinna Pohikool 39
8. Aleksandr Sved Tallinna Ténismée Reaalkool 39
8. | Marti Reek Tallinna Inglise Kolledz 39
8. | Juri Holvason Tallinna T6nismée Reaalkool 39
8. | Ago Allikmaa Saku Giimnaasium 39
14. | Ants Remm Miina Hirma Giimnaasium 38
14. | Hanno Soo Tartu Kommertsgiimnaasium 38
14. Mari Palm Tartu Kivilinna Giimnaasium 38
14. | Ando Haldna Tartu Kommertsgiimnaasium 38
14. | Uku Jaan Leppik | Tartu Descartes’i Liitseum 38
14. | Mariliis Oun Tartu Kommertsgiimnaasium 38
14. Mark Laane Tallinna Reaalkool 38
14. | Silver Abel Torva Giimnaasium 38
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8. klass
Koht Nimi Kool Punkte
1. |Gaik Pepojan Narva Pahkliméie Giimnaasium 38
1. |Rauno Padari Ilmatsalu Pohikool 38
3. |Tuule Mall Kull Miina Hirma Giimnaasium 37
3. |Rauno Siinmaa Parnu Koidula Giimnaasium 37
5. |Siiri Magi Viljandi Maagiimnaasium 36
5. |Gerli Viikmaa Péarnu Koidula Giimnaasium 36
5. |Sandra Liéne Vaimastvere Lasteaed-Pohikool 36
8. |Paul-Gunnar Loorand |Miina Hirma Giimnaasium 35
8. |Artur Zuravljov Narva Pahkliméie Giimnaasium 35
8. |Aleksander Mjakonkihh|P&rnu Kuninga Tédnava Pdhikool | 35
8. |Raimo Armus Kérla Pohikool 35
8. |Andre Tamm Tallinna Inglise Kolledz 35
13. |Mariann Grencstein Viljandi Paalalinna Giimnaasium| 34
13. |[Stella Ruus Tornimée Pohikool 34
13. |Fanny-Dhelia Lohmus |Tallinna Prantsuse Liitseum 34
13. |Liisi Motshérg Voru Kesklinna Giimnaasium 34
17. |Jevgeni Erdman Kohtla-Jarve 3. Keskkool 33
17. |Erik Nisu Péarnu Kuninga Ténava Pohikool | 33
17.  |Meelis Reinumégi Tornimée Pdhikool 33
17. |Erik Paemurru Tallinna Reaalkool 33
17. |Laurits Puust Audru Keskkool 33
17. |Kati Hensen Arukiila Pdhikool 33
Lisaks jii korraldajatele silma ja kutsuti huvipdevale 5. klassi

opilane Kaur Aare Saar, kes osales 7. klassi arvestuses ja saavutas
35 punkti 42-st.

Soome pohikooli matemaatikavoistlus

3. veebruaril esindasid Eesti koolimatemaatikat Soome oliimpiaadil
9. klassi opilased Kairi Kangro Ulenurme Giimnaasiumist ja Tarmo
Pilt Tartu Kesklinna Koolist. Tulemuste tabelis hoéivasid nad
vastavalt 2. ja 6. koha. Tegemist on péris hea tulemusega. Selgelt
jaadi alla vaid 4 aasta tagusele Eesti voistlejapaarile, kes molemad
jatsid koik kohalikud véoistlejad seljataha. Samas 2. kohta on
eestlased saavutanud juba palju kordi, lisaks on kaks korda véidetud
ka esikoht.
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Kevadine lahtine voistlus

Jargmisena toimus 19. veebruaril kevadine lahtine voistlus. See
viidi labi seitsmes Eesti linnas: Tallinnas, Tartus, Narvas, Ahtmes,
Viljandis, Parnus ja Kuressaares.

Nagu ikka, oli kaks riihma — nooremas rithmas voisid osa votta
kuni 10. klassi 6pilased. Tulemuste pohjal anti nooremas rithmas
vélja 10 ja vanemas 8 auhinda. Toome siin &ra kummagi rithma
tulemuste tabeli tipu auhinnatutega. Maksimaalselt oli kummaski
rithmas véimalik saada 35 punkti.

Alljargnevates tabelites on koolide nimede jaoks tarvitatud
jargmisi lithendeid:

AG — Ahtme Gilimnaasium,

CRJG - C. R. Jakobsoni nim. Giimnaasium,
GAG — Gustav Adolfi Giimnaasium,

HWG — Haapsalu Wiedemanni Giimnaasium,
HTG — Hugo Treffneri Giimnaasium,

IPK — Ilmatsalu Pohikool,

MHG — Miina Hérma Giimnaasium,

NHG — Narva Humanitaargiimnaasium,
NPG — Narva Pihkliméie Giimnaasium,
NRG — N6o Reaalgiimnaasium,

PKG — Pérnu Koidula Giimnaasium,
T37KK — Tallinna 37. Keskkool,

THG — Tallinna Humanitaargiimnaasium,
TIK — Tallinna Inglise Kolledz,

TKVG - Tallinna Kesklinna Vene Giimnaasium,
TMHG - Tallinna Mustamée Humanitaargiimnaasium,
TPL — Tallinna Prantsuse Liitseum,

TRK — Tallinna Reaalkool,

TTRK - Tallinna Ténismée Reaalkool,

TKLG - Tartu Kivilinna Giimnaasium,

TKG — Tartu Kommertsgiimnaasium,

UG — Ulenurme Giimnaasium.
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Noorem rithm

Koht Nimi Kool | Klass | Punkte | Auhind
1. | Fjodor Gainullin | TTRK 10. 35 I
1. | Heiki Niglas T37KK | 10. 35 I
3. | Tanel Teinemaa TRK 10. 28 II
4. | Kristiina OIl HTG 10. 26 11
5. | Karen Atabekjan | TTRK 10. 25 111
5. | Olga Bulgakova NPG 10. 25 III
7. | Melissa Saviste TIK 10. 24 111
7. | Karina Kisselite TTRK 10. 24 11
7. | Ivo Kubjas HTG 10. 24 111

10. | Stanislav Zavjalov | NHG 9. 23 III

Vanem rithm

Koht Nimi Kool | Klass | Punkte | Auhind
1. | Laur Tooming HTG 12. 35 I
1. | Aleksei Vlassov TTRK 12. 35 I
1. | Andrei Robinski TTRK 12. 35 I
4. | Igor PetSonkin TTRK 12. 29 11
4. | Mihkel Heidelberg | GAG 12. 29 11
6. | Jevgeni Martjusev | TTRK 11. 24 111
6. | Ivan Avanessov AG 11. 24 111
8. | Vassili Novikov NHG 12. 23 111

Toome &ra kaks néaidet selle voistluse iilesannetest.
Vanema rithma {iilesanne 2 oli piistitatud jargmiselt.

Reaalarvuliste vadrtustega funktsioon f rahuldab suva-
liste reaalarvude x ja y korral vordust

f(zy) = f(x)y +xf(y).

Toesta, et see funktsioon rahuldab suvaliste reaalarvude
x ja y # 0 korral vordust

s (f) _ @y —=zf(y)

Yy y? '
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Kuna koolis dpitakse hoolega tuletist ning tuubitakse muuhul-
gas teisendusvalemeid, tekkis voistlejail kohe assotsiatsioon tuleti-
sega: et f on justkui tuletise votmise operaatori rollis, siis eeldus
vastab korrutise tuletise valemile ja viide jagatise tuletise valemile.
Paraku on tegu alttdmbamisega: tuletisega pole selle {ilesande
juures midagi teha. Erinevalt 6pitud valemitest, kus korrutatakse-
jagatakse funktsioone, on siin teguriteks reaalarvud. Ootamatult
paljud véistlejad ldksid iilesseatud 16ksu ja seletasid t60s, et viide
jareldub tihel voi teisel pohjusel tuletise omadustest.

Vanema riithma iilesanne 4 oli iihelauseline.

Kas jadas (a,) iildliikmega a,, = n® — (2n + 1)? leidub
liige, mis jagub 2006-ga?

Vastus on “jah” ja see iilesanne on tore nédide Hiina jafgiteoree-
mi rakendusest oliimpiaadiiilesannetes. Tegemist on suhteliselt liht-
sa rakendusega, kus vorrandite arv 2, nii et Hiina jaégiteoreemi mit-
tetundvatel lahendajatel oli véimalus ka sobitamise teel siisteemi
lahendini jouda.

Sobiva indeksi leidmine kongruentside siisteemi kaudu oli sisuli-
selt sunnitud, kuna vidhim indeks, millele vastav jada liige 2006-ga
jagub, on 87 — muidugi ei suuda keegi sinnani koéiki liikmeid vélja
arvutada ja kontrollida kisitsi 2006-ga jaguvust.

Oliimpiaadi 16ppvoor

1. aprillil saabus oliimpiaadi 16ppvoor, kus parimad 9.-12. klasside
opilased iile Eesti Tartus iiksteiselt modtu votsid. Jéllegi toome
dra vaid tabelite tipu auhinnatutega. Iga klassi arvestuses oli
maksimaalne véimalik punktisumma 35.
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9. klass
Koht Nimi Kool | Punkte | Auhind
1. | Kairi Kangro UG 29 I
2. | Viktor Karabut AG 28 I
3. | Jaanus Gilden HWG 25 1I
3. | Teele Palumaa TIK 25 11
3. | Mark Gimbutas TKG 25 11
6. | Sergei Ponomarjov | NHG 24 11
7. | Arseni Timofejev | THG 22 111
7. | Siim-Ilmar Nopri CRJG 22 111
9. | Siim Rinken TKLG 21 111
10. klass
Koht Nimi Kool Punkte | Auhind
1. | Fjodor Gainullin TTRK 35 1
1. | Heiki Niglas T37KK 35 I
3. | Svetlana TSupova | NPG 24 1I
3. | Jana TSerkasina NHG 24 1I
3. | Karen Atabekjan | TTRK 24 11
6. | Marina Borovkova | TKVG 23 IIT1
7. | Olga Bulgakova NPG 22 111
7. | Jekaterina Ivanova | NHG 22 111
7. | Tanel Teinemaa TRK 22 III
11. klass
Koht Nimi Kool | Punkte | Auhind
1. | Vlada Schotter HTG 19 I
1. | Kaarel Nummert HTG 19 I
3. | Nikolai Voitsehhovski | NPG 18 II
4. | Sander Pajusalu HTG 17 II
5. | Aleksandr Vovnjuk TTRK 16 111
5. | Stemo Ojavee CRJG 16 IIT1
7. | Jevgeni Martjusev TTRK 15 111
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12. klass
Koht Nimi Kool | Punkte | Auhind
1. | Aleksei Vlassov TTRK 34 |
1. | Andrei Robinski TTRK 34 I
3. | Igor Petsonkin TTRK 33 I
4. | Laur Tooming HTG 30 II
5. | Jakob Jogi HTG 18 111
6. | Vassili Novikov NHG 17 111
6. | Andrei Korsunski | TMHG 17 111
8. | Mihkel Heidelberg | GAG 15 111
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Meie 16ppvooru 9. klassi arvestuses tegid kaasa ka kaks Soome
kiilalisvoistlejat, kes olid Soome pohikooli matemaatikavoistluse
kaks parimat kohalike seas. Seekord soomlased meil auhinnalistele
kohtadele ei pddsenud. Varem on seda moned korrad juhtunud,
kuid meie oliimpiaad on alati raskem kui Soome oma ja tiiiipiliselt
ongi Eesti voistlejad Soomes edukamad kui Soome voistlejad Eesti

oliimpiaadil.
Naitena 16ppvoorul esinenud iilesandest pakume 12. klassi 5.
iilesande.

Aafrikas koneldava ababi keele tdhestik koosneb téihte-
dest A ja B ning selle keele sonad on parajasti need,
mida saab moodustada jargmise kahe reegliga.

1) A on sona.

2) Kui s on sona, siis s @ s ja s ® § on sonad, kus
§ tahistab s6na, mis saadakse sGnast s, asendades
seal koik tdhed A tiéhtedega B ja vastupidi, ning
x @ y tahistab sonade z ja y jirjestkirjutamist.

Austraalias koneldava ululu keele tiahestik koosneb sa-
muti tdhtedest A ja B ning keele sonad on parajasti

need, mida saab moodustada jéirgmise kahe reegli abil.

1) A on sona.
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2) Kui s on sona, siis s ® s ja s ® § on sonad, kus
s tdhistab sama nagu eelnevas ning x ® y tahistab
iithepikkuste sénade x ja y korral sona, mille saame,
kui kirjutame sonade z ja y tdhed vaheldumisi
iiksteise jirele, alustades sona x esimesest tédhest.

Toesta, et ababi ja ululu keel koosnevad samadest
sonadest.

Need keeled on muidugi puhas fantaasia. Tegemist on teoreeti-
lise informaatika iilesandega, kus formaalsed keeled defineeritakse
induktiivselt. Kuna informaatikaoltimpiaadil pakutakse vaid prog-
rammeerimisiilesandeid, jadvad teoreetilised informaatikaiilesanded
matemaatikaoliimpiaadile. Meie ziiriil pole sellega mingeid prob-
leeme, kuna kaaluka osa temast moodustavad mitte puhtad mate-
maatikud, vaid arvutiteadlased. Moned tugevad oliimpiaadilapsed
ongi nurisenud, et meie oliimpiaadil on diskreetne matemaatika liiga
olulisel kohal.

Konealusele informaatikaiilesandele oli aga saatusest méaratud
tiita vaga olulist rolli. Nimelt just see iilesanne sai saatuslikuks
ithele petisele, kes ebaseadusliku tegevuse tulemusel oli hankinud
ligipddsu arvutis hoitud ziirii materjalidele, kust ta leidis nii eelseis-
vate voistluste iilesanded kui lahendused. Nagu politsei uurimine
hiljem kinnitas, tegutses Pavel Plotnikov Tallinna Ténismée Reaal-
koolist just niiviisi. Loppvooru 12. klassi 5. {ilesande parandaja
Reimo Palm, kes oli iihtlasi ziirii ametlike lahenduste vormistaja,
tundis Plotnikovi t66s dra oma kirjutatud teksti kohatise sénaséna-
lise tolke vene keelde ning tostis ziiriis kisa. Uuriti ka sama t66
teiste iilesannete lahendusi ja avastati veel kahtlasi sarnasusi ziirii
ametlike lahendustega.

Kuna pettus polnud tol hetkel paris kindlalt tuvastatav, mésras
ziirii auhinnad vastavalt to6de pohjal saadud tulemustele. Tédnaseks
on koéik Plotnikovi tulemused meie voistlustelt aastatel 2005 ja
2006 kuni I6ppvooruni ziirii otsusega tithistatud. Ulaltoodud lahtise
voistluse vanema rithma ning loppvooru 12. klassi tabelid on juba
tiihistusotsuse jirgi kohandatud.
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Valikvéoistlus

Valikvoistluse toimumisajaks oli juba varem méiratud 5.—6. aprill.
Loppvooru ajal iiles kerkinud tosised kahtlused, et ziirii mater-
jalid lekivad moénede opilasteni, sundisid kiiruga astuma otsusta-
vaid samme. Juba kokku pandud iilesannete komplekt otsustati
taielikult valja vahetada ning uus komplekt koostati vaid kolme ini-
mese teadmisel. Neist iiks — tekstide vene keelde tolkija — ei teadnud,
mis komplektiga on tegu. Kiire uute iilesannete otsimine néudis
hilisohtuni kestvaid toopédevi. Komplekt sisestati ja triikiti vélja
arvutiga, millel polnud ega polnud kunagi olnud internetiiihendust.

Valikvoistlusel osales ka Pavel Plotnikov ning saavutas kesk-
pédrase tulemuse: iile kolme korra vditjast vdhem punkte. Olgu
valikvoistluse tulemuste tabel siin tiielikuna &ra toodud.

Koht Nimi Kool | Klass | Punkte
1. | Heiki Niglas T37TKK 10. 23
2. | Aleksei Vlassov TTRK 12. 19
3. | Kaarel Nummert HTG 11. 18
4. | Laur Tooming HTG 12. 16
5. | Nikolai Voitsehhovski | NPG 11. 14
5. | Igor PetSonkin TTRK 12. 14
7. | Olga Bulgakova NPG 10. 10
7. | Jevgeni Martjusev TTRK 11. 10
9. | Karen Atabekjan TTRK 10. 9
9. | Sander Pajusalu HTG 11. 9

11. | Pavel Plotnikov TTRK 12. 7
11. | Kairi Kangro UG 9. 7
13. | Tanel Teinemaa TRK 10. 6
13. | Vlada Schotter HTG 11. 6
13. | Jekaterina Ivanova NHG 10. 6
13. | Fjodor Gainullin TTRK 10. 6
17. | Ivan Avanessov AG 11. 5
18. | Viktor Karabut AG 9. 4
19. | Svetlana TSupova NPG 10. 2
20. | Stemo Ojavee CRJG 11. 1
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IMO

Valikvoistluse, aga ka eelnevate voistluste tulemuste pohjal moo-
dustati Eesti voistkond suviseks rahvusvaheliseks matemaatika-
oliimpiaadiks koosseisus Heiki Niglas Tallinna 37. Keskkooli 10.
klassist, Laur Tooming Hugo Treffneri Giimnaasiumi 12. klassist,
Kaarel Nummert Hugo Treffneri Giimnaasiumi 11. klassist, Nikolai
Voitsehhovski Narva Péhkliméde Giimnaasiumi 11. klassist, Jevgeni
Martjusev Tallinna Ténismée Reaalkooli 11. klassist, Olga Bul-
gakova Narva Pé&hklimde Giimnaasiumi 10. klassist. Vo&istkonna
esindajateks olid juba varem méédratud Hérmel Nestra ja Indrek
Zolk.

Uritus toimus 10.-18. juulil Ljubljanas Sloveenias, neist vaist-
luspéevad olid 13.—14. juuli.

IMOLI antakse lahendada 6 iilesannet. Igal voistlejal on véimalik
saada igast iilesandest maksimaalselt 7 ehk kokku kuni 42 punkti.
Tulemuste tabeli umbkaudu esimesse poolde tulnud saavad auhin-
naks ka medali. Medal voib olla kuldne, hobedane v6i pronksine; iga
medalikarva jaoks otsustab IMO ziirii tdpsed punktipiirid, millega
médratud vahemikesse tulnud seda karva medali teenivad. Lisaks
antakse diplom kéigile medalist ilmajddnutele, kes lahendavad
vahemalt iihe iilesande taispunktidele.

Eesti voistlejate tulemused olid jargmised.

Nimi Punkte | Auhind
Heiki Niglas 16 pronks
Laur Tooming 18 pronks
Kaarel Nummert 13
Nikolai Voitsehhovski 14 diplom
Jevgeni Martjusev 13 diplom
Olga Bulgakova 6

Kokku saadi 80 punkti, mis pole kiill Eesti voistkondade rekord,
kuid siiski suhteliselt suur summa. Suurt rolli méngib selles ka
viimase aja IMO poliitika, mille jargi valitakse kummalgi péeval
itks iilesanne iisna lihtne. See on tingitud paljude norga tasemega
riikide lisandumisest, kelle véistlejad tahaksid ka punkte saada.
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Seekord oli IMOI kolm vdaistlejat, kes lahendasid maksimum-
punktidele koik iilesanded: {iks Hiinast, iiks Venemaalt ja iiks
Moldovast. Koik kuus Hiina voistlejat said kuldmedali ja Hiina
oli sellega mitteametlikus riikide arvestuses esimesel kohal. Koige
viimaseks riigiks oli Mosambiik, kelle kolm voistlejat said vaatamata
lihtsate {ilesannete kaasamisele kokku 0 punkti.

Laur Toomingule oli see IMO juba neljas. Varem on Eesti
voistkonnas neljale IMOle pésisenud vaid Leopold Parts (1998-
2001) ja Hendrik Nigul (1999-2002). Kuid Laur Tooming sai oma
igal IMOI ka auhinna. See saavutus on kahele eelmisele ja&nud
kéttesaamatuks.

Niitena IMO iilesandest pakume koige lihtsama, mis komplektis
oli — iilesande 1. Sellest said Eesti opilased kokku 38 punkti 42
voimalikust, mis on ithe IMO iilesande eest voistkonna peale kokku
saadud punktide arvu rekord iile koigi aastate.

Olgu ABC kolmnurk ja I tema siseringjoone keskpunkt.
Punkt P selle kolmnurga sees rahuldab tingimust

/PBA+ /PCA=/PBC+ ZPCB.

Niita, et |AP| > |AI|, kus vordus kehtib parajasti siis,
kui P=1.

Siigisene lahtine voistlus

Uus oOppeaasta algas uue hooga ja 7. oktoobril toimus esimene
voistlus — siigisene lahtine. Véistlus viidi ldbi kaheksas paigas
iile Eesti: Tallinnas, Tartus, Narvas, Ahtmes, Viljandis, Parnus,
Kuressaares ja Vorus. Nii suur voistluskohtade arv oli esmakordne,
uustulnukana figureeris kohtade nimekirjas Voru.

Muus osas jargis lahtine voistlus tavasid. Oli kaks rithma —
noorem ja vanem —, kusjuures nooremas rithmas voisid osa votta
kuni 10. klassi opilased. Molemas rithmas vois saada kuni 35 punkti.

Ulesanded said seekord viigagi krobedad, suhteliselt eriti noore-
mas rithmas. Esitame jéllegi kummagi rithma tulemuste tabeli tipu
auhinnatutega, kummaski riithmas oli neid 8.
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Noorem rithm
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Koht Nimi Kool | Klass | Punkte | Auhind
1. | Stanislav Zavjalov | NHG 10. 19 I
2. | Jonatan Joks TRK 10. 18 I
3. | Kairi Kangro HTG 10. 16 II
4. | Lauri Taales NRG 10. 14 1I
4. | Rauno Siinmaa PKG 9. 14 II
6. | Andres Aas TPL 10. 12 111
6. | Kadi Liis Saar TIK 8. 12 111
6. | Eveli Verev TKG 9. 12 111
Vanem riihm
Koht Nimi Kool |Klass | Punkte | Auhind
1. |Ivan Avanessov AG 12. 24 I
1. | Nikolai Voitsehhovski | NPG 12. 24 1
3. | Rauni Lillemets TRK 12. 23 II
4. | Jevgeni Martjusev TTRK | 12. 22 II
4. | Hiie Soeorg HTG 12. 22 II
6. | Fjodor Gainullin TTRK | 11. 20 111
7. | Heiki Niglas T37KK | 11. 19 111
7. | Taavi Mandel HTG 12. 19 111

Selle voistluse pérlina toome vanema rithma 1. {ilesande.

Kolmnurkarvudeks nimetatakse arve kujul

an=14+24...4+n,

kus n > 1. Toesta, et kui 2a,, = an, siis agm,_n, ON

taisarvu ruut.

Sellel iilesandel on lihtne algebraline lahendus, milleni réhuv
enamus edukalt lahendanutest joudsid. Samas saab vajalikus véites
veenduda ka visuaalse pildiga, mis on toodud joonisel.
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“Balti Tee”

Stiigisese lahtise voistluse, aga ka varasemate voistluse tulemuste
pohjal moodustati Eesti voéistkond voistkondlikuks matemaati-
kavoistluseks “Balti Tee” koosseisus Nikolai Voitsehhovski Narva
Pahklimée Giimnaasiumi 12. klassist, Jevgeni Martjusev Tallinna
Tonismée Reaalkooli 12. klassist, Heiki Niglas Tallinna 37. Kesk-
kooli 11. klassist, Kaarel Nummert Hugo Treffneri Giimnaasiumi
12. klassist ja Ivan Avanessov Ahtme Giimnaasiumi 12. klassist.
Voistkonna esindajateks said Hérmel Nestra ja Oleg Kosik.

Uritus toimus 1.-5. novembrini Turus Soomes. Vaistluspiev oli
3. november. Sel voistlusel antakse igale voistkonnale lahendada
20 iilesannet, selleks on aega 4,5 tundi. Voistlus on meeskondlik:
voistkonna litkmed voivad voistluse ajal omavahel suhelda ning igal
voistkonnal ldheb iga iilesande eest arvesse ainult iiks lahendus.

Vorreldes IMOga on iilesanded keskeltldbi lihtsamad, olles
ligikaudu Eesti oliimpiaadi loppvooru tasemega, kuid raskuse laiast
diapasoonist tulenevalt v6ib moéni iilesanne ka péris kova péhkel
olla.
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“Balti Teele” so6it 1. novembril oli seikluslik. Merel tousis torm
ja kiirlaev, millele piletid olid ostetud, ei valjunud. Piletid vahetati
tasuta aeglase laeva omade vastu. Lisaks selgus, et meeskonna
ithel tugevamal liikmel Heiki Niglasel on pass kadunud ja ta
ei saagi meiega kaasa soita. Heiki leidis oma passi siiski moéne
tunni jooksul {iiles ja ta tuli teistele jargmise laevaga iiksi jérele.
Kuna oli torm, vahetati tal laevapilet tasuta viélja. Nii piirdus
tema materiaalne kahju kulutustega Helsingi linnatranspordile ja
rongipiletile Turusse.

Nagu tihtipeale varemgi, voitis ka seekord véistluse Peterburi
meeskond. Peterburi sai 93 punkti 100 voimalikust. Eesti voistkond
esines kehvalt, tulles koos Soomega 50 punktiga 7. kohale.

Naitena iihest huvitavamast iilesandest pakume 14. iilesande.

Sfadrpinnal méargitakse 2006 punkti. Toesta, et selle
pinna saab 16igata 2006 vordseks tiikiks nii, et iga tiiki
sisepiirkonnas on tépselt iiks margitud punkt.

Kuna voistlusel osaleb 11 riiki ja iilesandeid on 20, siis kesk-
miselt on komplektis umbes 2 iilesannet igalt maalt. Voistluse
ziirii valib tilesanded koigi maade koigi pakutud iilesannete hulgast.
Eestil ei ldinud ka siin kuigi hésti: komplekti mahtus vaid 1 meie
pakutud {ilesanne. Eriti populaarsed olid aga Léti iilesanded, neid
sai vist lausa 8 tiikki sisse. Kasu litlastel sellest polnud, Léti
voistkond sai 42 punktiga 9. koha.

Eesti pakutu oli komplekti 19. iilesanne.

Kas leidub selline positiivsete tédisarvude jada

ai,as,as, ..., et iga positiivse téisarvu n korral jagub

jada mistahes n jarjestikuse elemendi summa arvuga
29

n*?

Talvine lahtine voistlus

Stigisel ziirii kokku tulles tousis tosiselt iiles alaline probleem t66
kuhjumisest aasta esimestel kuudel, kus liihikeste ajavahemike jérel
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on alati korraldatud oliimpiaadi piirkonnavoor, kevadine lahtine
voistlus ja oliimpiaadi l6ppvoor.

Voeti vastu otsus tuua kevadine lahtine voistlus varasemaks,
viies ta ldbi Tartus koos igaaastase talvise oppesessiooniga, kuhu
kutsutakse umbes poolsada paremat oliimpiaadilast, kuid kus omal
kulul voivad osaleda ka teised asjast huvitatud kooliGpilased. Nii
pandi alus talvisele lahtisele voistlusele. Esimene kord uutmoodi
korda oligi tédnavu. Aasta 2006 on seetottu unikaalne — selle
aastanumbri sisse mahtus kokku kolm lahtist voistlust.

10. detsembri lahtine voistlus toimus, nagu lahtised voistlused
ikka, nooremas ja vanemas rithmas tavapéraste osavotukriteeriu-
midega. Kummaski riihmas oli véimalik saada kuni 35 punkti.
Auhinnatute tulemused olid jargmised.

Noorem rithm

Koht Nimi Kool | Klass | Punkte | Auhind
1. | Kairi Kangro HTG 10. 31 I
2. | Viktor Karabut AG 10. 30 I
3. | Siim-Ilmar Nopri | CRJG 10. 28 11
4. | Heino Soo HTG 10. 21 111
5. | Tarmo Pilt HTG 10. 20 111
6. | Aleksandr Sved TTRK | 8. 19 111
6. | Sander Tammesoo | IPK 9. 19 III
6. | Andres Aas TPL 10. 19 111
6. | Jonatan Joks TRK 10. 19 111
6. | Lauri Taales NRG 10. 19 111

Vanem rithm

Koht Nimi Kool | Klass | Punkte | Auhind
1. | Heiki Niglas T37TKK 11. 24 I
2. | Jevgeni Martjusev | TTRK 12. 19 II
3. | Toomas Krips HTG 12. 17 II
4. | Ivan Avanessov AG 12. 16 1I
5. | Tanel Teinemaa TRK 11. 14 III
6. | Fjodor Gainullin TTRK 11. 13 111
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Voistluse huvitavamaid iilesandeid oli vanema rithma 2. iiles-
anne.

Kas leidub naturaalarv n > 2, mille korral mingi
n jarjestikuse tdisarvu ruutude summa on omakorda
taisarvu ruut?

See iilesanne niitis voistlejate punktiarveid tublisti. Uhtki téis-
lahendust polnud, maksimaalselt saadi 3 punkti 7-st. Lugeja voib
proovida, kui kaua lahenduse leidmine temal aega vétab.

Kokkuvote

Aasta 2006 jéttis matemaatikaoliimpiaadide ajalukku ebameeldiva
jalje ilmnenud pettuse néol, mida juba mainisime. Kuigi ametlikult
on radgitud vaid iihest petisest, on tegelik olukord vastikum.

Loppvooru t6ode parandamise ajal juhtis Reimo Palm ziirii
tdhelepanu mitte iihele, vaid neljale t66le, mis koik paistsid ziirii
lahendust kahtlaselt kopeerivat. To6de koodid olid veel avamata, nii
et kahtlaste t6ode autorid polnud teada. Koodide avamisel selgus,
et need neli olid parajasti Tallinna Tonismie Reaalkooli 12. klassi
opilased. Ziirii liikmete vestluses tuli viilja, et sarnaseid kahtlusi
sama seltskonna suhtes oli tekkinud ka varem. Paistis nii, et ziirii
materjalid jouavad moéne Gpilaseni enne voistlusi. Politsei uurimine
tuvastaski, et iiks mainitud neljast Gpilasest, Pavel Plotnikov, oli
ebaseaduslikult sisenenud iihe ziirii liikme kodukataloogi. Lisaks
oliimpiaaditulemuste tiithistamisele sai ta karistuseks rahatrahvi.
Plotnikov viitis, et ta tegutses {iiksi; tema kolm koolivenda end
siitidi ei tunnistanud ja jdid karistuseta. Siiski jéab tosine kahtlus,
et ka nemad said osa oma korgetest tulemustest ebaausalt.

Igatahes 2006 valikvoistluse ajaks oli ziirii materjalide leke
peatatud ja selle voistluse iilalgi dra toodud tulemused peaksid
kajastama koigi osavotjate tegelikku matemaatikataset nii héasti kui
voimalik. Kuna voéistkondade komplekteerimisel on ziirii vordlemisi
vaba, jaeti IMO voistkonnast koik kahtlusalused vélja.
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Tosised pettusekahtlused kerkivad aeg-ajalt iiles ka kéige korge-
mal tasemel — rahvusvahelisel matemaatikaoliimpiaadil. Viimati
juhtus see aastal 2003, kui Bulgaaria voistkond sai téies koosseisus
kuldmedalid, liities riikide arvestuses isegi Hiinat. Kuna leket
kindlalt tuvastada ei 6nnestunud, jieti tulemused ametlikult jousse.

Rahvusvahelise matemaatikaoliimpiaadi ziirii istungitel on seo-
ses vbimalike pettustega vordlusena néiteks toodud bridzivéistluste
reegleid, kus kohtunikud véivad paari ka palja pettusekahtluse
pohjal midagi selgitamata diskvalifitseerida. Koik osavotjad teavad
ja aktsepteerivad seda, kui ldhevad bridzi mé#ngima. Seni on
oliimpiaadil pettusekahtlusi siiski sedavord harva ette tulnud, et
sellised meetodid pole veel heakskiitu leidnud.

Selline on oliimpiaadi paheline kiilg.

Meenutame lopetuseks ka inimesi, kes vaatamata selle kiilje
olemasolule ja teravale esilekerkimisele koigi nende voistlustega
tegelevad.

Oliimpiaadi ziirii ametlik koosseis méératakse {iildiselt igal
siigisel kogu dppeaastaks. Kéesolevas kirjatiikis puudutatakse voist-
lusi Oppeaastatest 2005/2006 ja 2006/2007. Nende &ppeaastate
koosseisudes on vaid iiksikud erinevused, mis tingitud sellest, et
iilks vOi teine inimene on todasjus Tartust eemale kolinud ning
saab seetottu vdhem asja juures olla. Vdhemalt iihel neist kahest
oppeaastast kuulusid ziiriisse Hirmel Nestra (esimees), Elts Abel,
Mati Abel, Kalle Kaarli, Oleg Kosik, Kaie Kubjas, Emilia Késper,
Hendrik Nigul, Uve Nummert, Reimo Palm, Indrek Zolk, Jan
Willemson ja Raili Vilt.

Uldiselt pole ametlikul koosseisul suuremat tihtsust. Suurema-
mahuliste té6de puhul kutsume alati abivége viljastpoolt ametlikku
ziiriid ning samas hoiame ametlikult ziirii liikmena vanemaid
tegijaid, kelle 6lul oliimpiaadiliikumine aastaid tagasi oli, kuid kes
praegu enam asjaga peaaegu ei tegele.

Aastal 2006 aitasid ziiriid iilesannete pakkumise ja/voi toode
parandamisega iihel vGi teisel voistlusel Mart Abel, Juhan Aru,
Hannes Jukk, Meelis Kull, Aleksei Lissitsin, Kati Metsalu-Smotro-
va, Oleg Petsonkin, Martin Pettai, Jekaterina Prostakova, Ago-Erik
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Riet, Anton Stalnuhhin, Laur Tooming, Konstantin Tretjakov ja
Eno Ténisson.

Ulesloetud inimestest enamik on &pilasena Eesti voistkonnas
IMOI kiinud endised oliimpiaadilapsed. Tédnu nende rohkusele on
meil juba aastaid véimalik olnud koige pingelisematel perioodidel
jagada t60 nii laiali, et igaiithe t6omaht on téiesti inimlik.

Koige suuremat toointensiivsust vajab loppvoor oma too6de
parandamise ja apellatsiooniga kahe pdeva jooksul. Viimastel aas-
tatel on 16ppvoorus olnud isegi 21 v6i 22 parandajat 20 iilesande
kohta — moéni on varus vdi uurib iiht {ilesannet kaks parandajat.
Loppvoor kujuneb pingelise t66 korval alati omamoodi pidupéaevaks,
kus iile aegade oliimpiaadide kaudu tuttavaks saanud inimesed
jalle kohtuvad. Ténapéeval ei kujuta ettegi, kuidas saadi hakkama
kiimme ja enam aastat tagasi, kui see pikk pink puudus.

Soovime Eesti oliimpiaadiliikumisele pikka iga ja vapraid toeta-
jaid!
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22.-30. augustini 2006 toimus Hispaania pealinnas Madridis
rahvusvaheline matemaatikute kongress (lithendatult ICM 2006°).

Kéesolev kongress oli jérjekorras juba kahekiimne viies. Esimene
rahvusvaheline matemaatikute kongress toimus 1897. a. Ziirichis,
teine 1900. a. Pariisis”. Edasi on rahvusvahelised matemaatikute
kongressid toimunud iga nelja aasta tagant (v.a. maailmasddade
perioodid). Seni on ainult Ziirich korduvalt olnud mainitud kong-
resside kohaks ja nimelt kolmel korral: 1897. a., 1932. a. ja 1994. a.
Eelmine kongress ICM 2002 korraldati Beijingis (Hiina) 20.-28. au-
gustini 2002. a. Eesti matemaatikutest osalesid kéesoleval kongressil

Urve Kangro, Mati Kilp ja Kalle Kaarli Tartu Ulikoolist ning Jaan

Janno, Enno Pais ja Peeter Puusemp Tallinna Tehnikaiilikoolist.

Madridi kongressile registreerus 3441 osavotjat 125 riigist.

SKongressi kodulehekiilg: http://www.icm2006.org/
"Seal esitas David Hilbert oma 23 kuulsat probleemi.
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Avatseremoonia

Kongress toimus avaras spetsiaalselt kongresside ldbiviimiseks ehi-
tatud moodsas Madridi Kongresside Palees — Palacio Municipal
de Congresos de Madrid. Olime juba kongressile registreerudes
eelmisel péaeval lunastanud péddsmed avatseremooniale peasaali.
Léksime avatseremooniale aegsasti. Osutus, et toimisime oigesti:
kongressihoonet iimbritses politseinike armaada ja sissepdésuks oli
moodustunud nii umbes 200-meetrine jérjekord. Sisenedes palee
fuajeesse, ootas osavotjaid turvakontroll, mis oli sarnane lennu-
jaamades toimuva turvakontrolliga. Sellise t6husa kontrolli pohjus
selgus kongressi avamisel — kohale oli saabunud Tema Majesteet
Hispaania kuningas Juan Carlos I. Kongressi avatseremooniat
juhtiski kuningas isiklikult.

Kongressi avasonad iitles praegune Rahusvahelise Matemaatika
Liidu (IMU — International Mathematical Union) president Sir John
Ball. Seejérel tervitas osavotjaid ICM 2006 organiseermiskomitee
president Manuel de Leén. Jargnesid kohalike voimuorganite esin-
dajate sGnavotud: esinesid Madridi linnapea Alberto Ruiz Gal-
lardén, Hispaania haridus- ja teadusminister Mercedes Cabrera
Calvo-Sotelo ja Madridi regionaalomavalitsuse president Esperanza
Aguirre Gil de Biedma.

Muusikalise vahepala® jirel andis kuningas sona IMU sek-
retérile Phillip Griffithsile, kes tutvustas IMU logot. Seni puudus
Rahvusvahelisel Matemaatika Liidul oma logo. Vastava konkur-
si tulemusena valis IMU oma vahetult enne Madridi kongressi
19.-20. augustil Santiago de Compostelas (Hispaania) toimunud
peaassambleel saabunud t66de hulgast vilja ja kinnitas IMU logo.
Logo autoriks on Berliini Tehnikaiilikooli matemaatilise visuali-
seerimise professor John M. Sullivan. Logo valiti vélja umbes 80
pakutud variandi hulgast. Kongressist osavotjatele demonstreeriti
videot, kus kirjeldati logo tekkeprotsessi, mis on kéttesaadav ka

8Muusikat esitas ansambel Ara Malikiani juhatusel. Ansambel sai 2006.
a. Hispaania Kunstide ja Teaduste Akadeemia muusikapreemia nn. moodsa
muusika alal.
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internetist?.

IMU logo

Jargnevalt kuulutati vilja Rahvusvahelise Matemaatika Liidu
Fieldsi, Nevanlinna ja Gaussi preemiate laureaadid. Laureaadid
olid vilja valinud vastavad komisjonid ning need kinnitati Santiago
de Compostelas toimunud peaassamblee poolt. Samuti avalikustati
mainitud komisjonide koosseisud. Preemiad andis iile Tema Majes-
teet kuningas Juan Carlos I.

Fieldsi preemia laureaate esitles Sir John Ball. Fieldsi preemia
2006. a. laureaadid on:

ANDREI OKUNKOV — t6dde eest, mis rajavad silla tdendosusteooria,
esituste teooria ja algebralise geomeetria vahel

GRICORI PERELMAN — panuse eest geomeetrias ja revolutsiooniliste
visioonide eest Ricci voo analiiiitilise geomeetrilise struktuuri osas;
TERENCE TAO — panuse eest osatuletistega diferentsiaalvérrandi-
te teoorias, kombinatoorikas, harmoonilises analiiiisis ja aditiives
arvuteoorias;

WENDELIN WERNER — panuse eest stohhastilise Loewneri evolut-
siooniteooria arendamisel, kahemdotmelise Browni liikumise geo-
meetrias ja konformses viljateoorias

Nimetatud laureaatidest votsid preemia ja vastava medali kuningas
Juan Carloselt vastu ainult A. Okunkov, T. Tao ja W. Werner.
Grigori Perelman loobus preemiast. Loobumise pohjus on jadnud
avalikkusele segaseks, kuna Perelman ise seda pole avalikustanud.

“http://torus.math.uiuc.edu/jns/Images/IMU-logo/
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Kongresside palee fuajee

Nevanlinna preemia komitee esimees Margaret Wright esitles
Nevanlinna preemia laureaati Jon Kleinbergi.

Gaussi preemia komisjoni esimees Martin Grotschel tegi teata-
vaks esmakordselt omistatava Gaussi preemia laureaadi. Selleks on
jaapani matemaatik Kiyoshi Ito. Kuna Ito on juba 91-aastane ja
tema tervis ei voimaldanud osa votta kongressist, siis tdnusénad
preemia omistamise eest iitles tema noorim tiitar Junko Ito, kes on
lingvistikaprofessor Kalifornia Ulikoolis (Santa Cruz).

Preemiate laureaate tutvustame lihemalt jargnevates alajaotus-
tes.

Avatseremoonia 16petas kuninga Juan Carlos I sonavott. Ko-
gu tseremoonia kestis umbes poolteist tundi. Jérgnevalt olid koik
osavotjad kutsutud fuajeesse banketile.

Fieldsi preemia laureaadid

Fieldsi preemia koos vastava medaliga antakse iga nelja aasta tagant
kuni neljale kuni 40-aastasele silmapaistvaid tulemusi saavutanud
matemaatikule. Esimesed Fieldsi preemiad said 1936. aastal soo-
me matemaatik Lars Valerian Ahlfors (1907-1996) ja ameerika
matemaatik Jesse Douglas (1897-1965). 2006. aastal valis Fieldsi
preemia laureaadid vilja komisjon jargmises koosseisus:

John M. Ball — esimees
Enrico Arbarello
Jeff Cheeger
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Donald Dawson
Gerhard Huisken
Curtis McMullen
Alexey Parshin
Tom Spencer
Michele Vergne

Nagu juba eelpool mainiti, omistas komisjon 2006. a. Fieldsi
preemiad jirgmisele neljale matemaatikule: Andrei Okunkov'?,
Terence Tao, Wendelin Werner ja Grigori Perelman. Jéirgnevalt
esitame laureaatide lithikesed elulood ning kirjeldame liihidalt
probleeme, mille eest neid premeeriti.

GRIGORI PERELMAN siindis Leningradis (niiiid Sankt Peter-
burg) 13. juunil 1966. a. Ta lopetas Leningradi keskkooli nr. 239
matemaatika- ja fiitisika eriklassi ning astus Leningradi Riikliku
Ulikooli matemaatika- ja mehaanikateaduskonna matemaatikaosa-
konda. Selle Iopetamise jarel oli ta samas aspirantuuris ja kaitses
fiitisika-matemaatikakandidaadi kraadi teemal “Sadulpinnad euk-
leidilistes ruumides”. Samal ajal oli Perelman talendikas viiuldaja
ja hea lauatennisist.

i : M A

Grigori Perelman Terence Tao

Aspirantuuri jarel siirdus Perelman todle NSVLiidu Teadus-
te Akadeemia Steklovi nimelise matemaatikainstituudi Leningra-
di osakonda, kus tema juhendajateks olid Aleksandr Danilovits

10V 55rkeeltes tavatseb A. Okunkov kirjutada oma nime kujul “Okounkov”.
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Aleksandrov ja Juri Dmitrijevits Burago. 1992. a. kutsuti ta
itheks semestriks uurimistéole New Yorki Ulikooli ja Stony Brooki
Ulikooli. Seejiirel vattis ta 1993. a. vastu pakkumise kaheaastaseks
uurimistoks Kalifornia Ulikoolis (Berkeley). Perelman poordus
tagasi Steklovi instituuti 1995. a. suvel.

Grigori Perelman sai Fieldsi preemia pohiliselt kolme interneti
matemaatikaarhiivi iles pandud t66 eest'!. Nendes t66des on esita-
tud muude tulemuste seas ka juba 1904. a. prantsuse matemaatiku
Henri Poincaré poolt piistitatud hiipoteesi lahendus (vt. V. Ab-
ramovi artiklit selles aastaraamatus). Poincaré hiipotees kolab
jargmiselt: iga lihtsalt sidus kolmemd&otmeline kinnine muutkond
on homdoomorfne (topoloogiliselt samavédrne) kolmemodtmelise
sfadriga. Nagu iilal juba maéargiti, loobus Perelman talle omistatud
preemiast.

TERENCE TAO siindis 17. juulil 1975. a. Louna-Austraalias
Adelaide’s. Rahvuselt on ta hiinlane. Tema vanemad on esimese
polvkonna immigrandid Hongkongist. Kdesoleval ajal elab Tao koos
oma abikaasa ja pojaga Los Angelesis (USA). Terence Tao ilmu-
tas erakordseid matemaatilisi andeid véga noorelt. Ta oli aastail
1986, 1987 ja 1988 noorim osavotja rahvusvahelistel koolinoorte
matemaatikaoliimpiaadidel ja véitis neilt vastavalt pronks-, hébe-
ja kuldmedali. Neljateistaastaselt alustas Tao teaduslikku uurimus-
t66d ja 17-aastaselt sai ta juba magistrikraadi Flindersi Ulikoolist
(Adelaide, Austraalia). Aastail 1992-1996 oli Tao kraadioppes
Princetoni Ulikoolis Elias Steini juhendamisel. Doktorikraadi sai
ta 20-aastaselt ja alates sellest ajast tootab Kalifornia Ulikoolis
Los Angelesis, kus ta promoveeriti professoriks 24-aastaselt. Lisaks
Madridis saadud Fieldsi preemiale on Taol ka teisi preemiaid:
Salemi preemia (2000), Bocheri preemia (2002), Clay uurimisauhind
(2003) ja Ameerika Matemaatikaiihingu Levi L. Conanti preemia

"Perelman, Grisha (11. nov. 2002) The entropy formula for the Ricci flow
and its geometric applications. arXiv:math.DG/0211159.

Perelman, Grisha (10. mérts 2003) Ricci flow with surgery on three-manifolds.
arXivimath.DG/0303109.

Perelman, Grisha (17. juuli 2003). Finite extinction time for the solutions to
the Ricci flow on certain three-manifolds. arXiv:math.DG/0307245.
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(2005).

Terence Tao uurimisvaldkondadeks on harmooniline analiiiis,
osatuletistega diferentsiaalvorrandid, kombinatoorika, analiiiitiline
arvuteooria ja esituste teooria. Nendes valdkondades tehtud funda-
mentaalsete uurimistodde eest omistatigi talle Fieldsi preemia.

ANDREI OKUNKOV siindis 1969. a. Moskvas. Korghariduse
ja doktorikraadi sai ta Moskva Riiklikust Ulikoolist. Okunkovi
doktorit6o teemaks oli “Admissible Representation of Gelfand Pairs
Associated with the Infinite Symmetric Group”, juhendajaks aga
professor Aleksandr Kirillov. Alates 2002. aastast on ta professor
Princetoni Ulikoolis. On saanud Euroopa Matemaatikaiithingu au-
hinna (2004).

A. Okunkovi uurimisvaldkondadeks on juhuslikkus ja selle
seosed esituste teooriaga ja algebralise geomeetriaga. Need seosed
on voimaldanud lahendada mitmeid algebralises geomeetrias ja
statistilises mehaanikas esile kerkinud probleeme. Neid saavutusi
ongi hinnatud Fieldsi preemiaga.

WENDELIN WERNER siindis 1968. a. Saksamaal, ehkki rahvuselt
on ta prantslane. Prantsuse kodakondsuse sai ta 1977. a. W. Werner
oppis aastail 1987-1991 Ecole Normale Supérieure’is. Doktorikraadi
sai ta Pierre ja Marie Curie Ulikoolis 1993. a., tema juhendajaks
oli Jean-Francois Le Gall. Alates 1997. aastast on W. Werner
professor Louna-Pariisi Ulikoolis Orsays ja osalise koormusega ka
Ecole Normale Supérieure’is. Ta on saanud ridamisi mitmesuguseid
preemiaid: Rollo Davidsoni preemia (1998), Euroopa Matemaati-
kaiihingu preemia (2000), Fermat preemia (2003), Jacques Herbran-
di preemia (2003), Loeve preemia (2005) ja Pdlya preemia (2006).
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Andrei Okunkov

W. Werneri uurimisvaldkondadeks on Browni liikumise geo-
meetrilised probleemid ja konformne viljateooria. Tema tulemused
on avaldanud mérkimisvadrset moju nii matemaatika kui ka fiiiisika
mitmete rakenduslike pobleemide lahendamisele.

Nevanlinna preemia laureaat

Nevanlinna preemia omistatakse iga nelja aasta tagant IMU poolt
silmapaistva panuse eest arvutiteaduste koéigi aspektide arengusse.
Laureaat valitakse vélja vastava komisjoni poolt ja tehakse teata-
vaks rahvusvahelisel matemaatikute kongressil. Komisjoni koosseis
avalikustatakse samuti alles kongressil. Laureaadi vanus ei tohi
iiletada 40 aastat kongressi aasta 1. jaanuaril nagu Fieldsi preemiagi
puhul. Preemia loodi 1981. a. IMU tiitevkomitee otsusega ning
nimetati soome matemaatiku Rolf Nevanlinna (1895-1980) jérgi.
R. Nevanlinna oli Helsingi Ulikooli rektor ja on olnud ka IMU pre-
sident. Preemiat finantseerib Helsingi Ulikool. Esimene Nevanlinna
preemia véljastati 1982. a.

2006. aastal valis Nevanlina preemia laureaadi komisjon jargmi-
ses koosseisus:

Margaret H. Wright — esimees
Samson Abramsky

Franco Brezzi

Gert-Martin Greuel

Johan Hastad



Rahvusvaheline matemaatikute kongress ICM 2006 Madridis 115

Jon Kleinberg

Nagu juba mainisime, osutus 2006. a. Nevanlinna preemia
laureaadiks Jon Kleinberg. Varem on saanud Nevanlinna preemia
Robert Tarjan (1982), Leslie Valiant (1986), Alexander Razborov
(1990), Avi Wigderson (1994), Peter Shor (1998) ja Madhu Sudan
(2002).

JON KLEINBERG siindis 1971. a. Bostonis (Massachusetts,
USA). Doktorikaadi sai ta Massachusettsi Tehnoloogiainstituudist.
Kiesoleval ajal on ta Cornelli Ulikooli arvutiteaduste professor.
J. Kleinbergi teaduslike toode nimekiri on aukartustdratav (vt.:
http://www.cs.cornell.edu/home/kleinber/).

Gaussi preemia laureaat

Gaussi preemia on uus preemia. Gaussi preemia anti vilja es-
makordselt Madridi kongressil. See antakse matemaatikule, kelle
matemaatikaalased uuringud on leidnud laialdast rakendust véljas-
pool matemaatikat, kas tehnikas, éris voi lihtsalt igapédevases elus.
See preemia asutati iihiselt Saksa Matemaatikaiihingu (DMV) ja
Rahvusvahelise Matemaatikaithingu (IMU) poolt. Preemiat admi-
nistreerib DMV. Preemia koosneb rahalisest summast (k&esoleval
ajal 10000 eurot) ja medalist. Medali kujundas Jan Arnold. Medali
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esikiiljel on C.F. Gaussi portree, tagakiiljel on aga kujutatud
viikeplaneet Ceres ja ruut, mis illustreerib asjaolu, et Gauss kasutas
tema poolt leiutatud vahimruutude meetodit Ceresi trajektoori
arvutamiseks.

For
Applic .munr. of
l Md then
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2006. a. Gaussi preemia laureaadi valis vilja komisjon koosseisus:

Martin Grotschel — esimees
Robert E. Bixby

Frank den Hollander
Stephane Mallat

Tan Sloan

Esimeseks Gaussi preemia laureaadiks kuulutati jaapani mate-
maatik Kiyoshi Ito. K. Ito uurimisvaldkonnaks oli stohhastiline
analiiiis. Tema teooriat on hakatud nimetama Ito arvutuseks (Ito
calculus). Selle arvutuse pohimoisteks on nn. Ito integraal ja
iiheks pohilauseks Ito lemma. Ito arvutust rakendatakse laialdaselt
juhuslike protsesside teoorias ja ka finantsmatemaatikas. Gaussi
preemia andis Itole iile IMU president John Ball 14. septembril
2006. a. Kyotos.
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John Ball ja Kiyoshi Ito (14.09.2006, Kyoto)

KivosHi1 ITo siindis 7. septembril 1915. a. Jaapanis. Ta 16petas
1938. a. Tokyo Ulikooli matemaatika erialal ning to6tas seejirel
aastail 1939-1943 riiklikus statistikabiiroos. 1943. a. asus ta toole
dotsendina Nagoya Ulikoolis. 1945. a. kaitses Ito doktorit6 Tokyo
Ulikoolis. 1952. aastast oli ta Kyoto Ulikooli professor. Sealt ta
ka emeriteerus 1979. a. Kiyoshi Ito on saanud mitmeid korgeid
autasusid: Asahi preemia (1978), Jaapani Akadeemia preemia
(1978), Fujiwara preemia (1987), Wolf’i preemia (1987) ja Kyoto
preemia (1998). Ta on ka Jaapani Teaduste Akadeemia liige,
Prantsuse Teaduste Akadeemia vilisliige ja USA Riikliku Teaduste
Akadeemia vilisliige.

Kongressi programmist

Madridi kongressil esitati nelja liiki ettekandeid: 60-minutilised ple-
naarettekanded (kavandatud organisaatorite poolt), 45-minutilised
tellitud ettekanded, 20-minutilised lithiettekanded ja 60-minutilised
posterettekanded. Plenaarettekanded peeti enne léunat ja need
toimusid kongressihoone peasaalis. Sinna jatkus istekohti koigile
soovijaile (v.a. avatseremoonia ajal). Ulejésinud ettekanded toimu-
sid pérast lounavaheaega ja iitheaaegselt erinevates sektsioonides.
Temaatika jargi olid ettekanded jaotatud jargmistesse 20 sektsiooni:
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01 Loogika ja matemaatika alused (5, 6, 4)

02 Algebra (7, 44, 30)

03 Arvuteooria (10, 37, 13)

04 Algebraline ja kompleksne geomeetria (9, 29, 11)

05 Geomeetria (13, 41, 29)

06 Topoloogia (8, 29, 9)

07 Lie rithmad ja Lie algebrad (12, 17, 7)

08 Analiiiis (8, 52, 13)

09 Operaatoralgebrad ja funktsionaalanaliiiis (6, 31, 13)

10 Harilikud diferentsiaalvérrandid ja diinaamilised siisteemid
(11, 48, 14)

11 Osatuletistega diferentsiaalvorrandid (11, 62, 21)

12 Matemaatiline fiiiisika (11, 28, 9)

13 Toendosusteooria ja statistika (13, 35, 15)

14 Kombinatoorika (9, 36, 9)

15 Arvutiteaduse matemaatilised aspektid (7, 18, 12)

16 Numbriline analiiiis ja arvutusmeetodid (7, 39, 20)

17 Kontrolliteooria ja optimeerimine (7, 31, 24)

18 Matemaatika rakendused teistes teadustes (9, 45, 23)

19 Matemaatikaharidus ja matemaatika populariseerimine
(3,23, 17)

20 Matemaatika ajalugu (2, 18, 4)

Programmi kohaselt toimus 20 plenaarettekannet, 181 tellitud
ettekannet, 669 liihiettekannet ja 297 posterettekannet!'?. Lisaks
oli organiseeritud mitmeid paneeldiskussioone erinevatel teemadel.
Ulal sektsiooni nimetuse jirel sulgudes antud kolm arvu niitavad
vastavalt sektsioonis esitatud tellitud ettekannete, liithiettekannete
ja posterettekannete arvu.

Kuna plenaarettekanded kajastavad koige rohkem kaasaeg-
se matemaatika suundumusi ja populaarsemaid uurimisvaldkondi,
siis esitame siinkohal nende loetelu, jittes ettekannete pealkirjad
tolkimata.

12K sesolevate ridade autor ei jdudnud kontrollida, kas need programmikoha-
sed ettekanded ka koik toimusid.
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RicHARD HAMILTON, Columbia University, New York, USA
The Poincaré conjecture

ALFIO QUARTERONI, Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne,
Lausanne, Switzerland and Politecnico di Milano, Milan, Italy
Cardiovascular mathematics

TERENCE TAo0, University of California, Los Angeles, USA
Long arithmetic progressions in the primes

Avi WIGDERSON, Institute for Advanced Study, Princeton, USA
P, NP and mathematics: a computational complexity perspective

Percy DEIrT, Courant Institute of Mathematical Sciences, New
York University, New York, USA
Universality for mathematical and physical systems

RICHARD P. STANLEY, Massachusetts Institute of Technology,
Cambridge, USA
Increasing and decreasing subsequences

HENRYK IWANIEC, Rutgers University, Piscataway, USA
Prime numbers and L-functions

ETIENNE GHYS, Ecole Normale Supérieure de Lyon, Lyon, France
Knots and dynamics

IB MADSEN, Aarhus University, Aarhus, Denmark
Moduli spaces from a topological viewpoint

IAIN JOHNSTONE, Stanford University, Stanford, USA
High dimensional statistical inference and random matrices

RoBERT V. KOHN, Courant Institute of Mathematical Sciences,
New York University, New York, USA
Energy-driven pattern formation

SORIN PoPra, University of California, Los Angeles, USA
Deformation and rigidity for group actions and von Neumann
algebras

MICHELE VERGNE, Ecole Polytechnique, Palaiseau, France and
Institut de Mathématiques de Jussieu, Paris, France
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Applications of equivariant cohomology

ARKADI NEMIROVSKI, Technion - Israel Institute of Technology,
Haifa, Israel
Advances in convex optimization: conic programming

Kazuvya KaTo, Kyoto University, Kyoto, Japan
Iwasawa theory and generalizations

JEAN-PIERRE DEMAILLY, Université Joseph Fourier, Grenoble,
France

Compact Kahler manifolds and transcendental techniques in algeb-
raic geometry

RoNALD DEVORE, Uniwversity of South Carolina, Columbia, USA
Optimal computation

JUAN Luis VAzZQUEZ, Universidad Auténoma de Madrid, Madrid,
Spain
Nonlinear diffusion, from analysis to physics and geometry

YAKOV ELIASHBERG, Stanford University, Stanford, USA
Symplectic field theory and its applications

ODED SCHRAMM, Microsoft Corporation, Redmond, USA
Random, conformally invariant scaling limits in 2 dimensions

Eraldi oli kongressi programmi liilitatud Fieldsi ja Nevanlin-
na preemia laureaatide ettekanded. Kuna G. Perelman ei osale-
nud kongressil, siis kongressi esimese plenaarettekandena tutvustas
Richard Hamilton Poincaré hiipoteesiga seotud probleeme. Ol-
gu miérgitud, et Hamilton on olnud iiks teenekamaid Poincaré
hiipoteesi uurijaid ja ta joudis iisna ldahedale selle lahendamisele.
Lopliku lahenduse andis Poincaré hiipoteesile Perelman oma uue
ldhenemisviisiga.

Terence Tao iilal mainitud plenaarettekanne reklaamiti kong-
ressi kdigus timber nn. Fieldsi preemia loenguks. A. Okunkov
pidas Fieldsi preemia loengu teemal “Numerative geometry of
courves in threefolds” ja W. Werner teemal “Random planar
loops and conformal restriction”. J. Kleinberg pidas Nevanlinna
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preemia loengu teemal “Complex networks and decentralized search
algorithms”. Gaussi preemia loengu teemal “The work of Kiyoshi
Ito and its impact” pidas aga Hans Follmer Berliini Humboldti
Ulikoolist.

Kongressi kultuurilisi iiritusi

Kongressi kiiku kajastas iga pdev ilmunud (v.a. avapéev) kongressi
ajaleht “ICM 2006. Daily News”. Selle tekst oli paralleelelt nii
inglis- kui ka hispaaniakeelne. Palju tdhelepanu poorati seal Fieldsi,
Nevanlinna ja Gaussi preemia laureaatidele. Ilmusid intervjuud
nendelt v6i nende kohta. Eriti palju pithendati leheruumi Poincaré
hiipoteesile ja Perelmani loobumisele Fieldsi preemiast. Ilmusid
interviuud mitme tuntud matemaatikuga: John Morgan!® (Co-
lumbia Ulikool, New York, USA), Lészl6 Lovész'4 (Ungari), Jim
Carlson'®, Benoit Mandelbrot!¢ (Yale’i Ulikooli emeriitprofesor,
USA), Lennart Carleson'”. Ajalehes tutvustati ka Madridi kongressi
organisaatoreid.

Kongressipalee fuajees oli eraldi nurgake, kus stendidel paiknev
néitus kajastas rahvusvaheliste kongresside ajalugu. Iga toimunud
kongressi kohta oli plakateid, fotosid kuulsamatest osavotjatest ja
ka muid andmeid. Miitidi ka kongressi embleemiga sérke ja muid
meeneid (mirkmikud, pastapliiatsid, postkaardid, postmargid jne.).

Eraldi korrusel oli erinevate kirjastuste nditused matemaatiliste

13J. Morgan avaldas koos Gang Tianiga (Princetoni Ulikool, USA) raamatu
Poincaré hiipoteesist koos tdestustega, mis pohinesid Perelmani ideedele.

11,. Lovész valiti vahetult enne Madridi kongressi John Balli jérglaseks IMU
presidendi kohale.

15Jim Carlson on Clay Matemaatika Instituudi (CMI) president. CMI
(Massachusetts, USA) loodi 1999. a. Bostoni drimehe Landon T. Clay poolt.
2000. a. kuulutas CMI vélja 7 preemiat, igaiiks miljon dollarit, seitsme seni
lahendamist vajava matemaatilise probleemi lahendajale. Neid probleeme hakati
nimetama Millenniumi probleemideks ja need valis vélja komisjon koosseisus
Alain Connes, Arthur Jaffe, Andrew Wiles ja Edward Witten. Uks Milleeniumi
probleemidest oli Poincaré hiipotees.

16B. Mandelbrot on fraktalite teooria looja.

171, Carleson on rootsi matemaatik ja 2006. a. Abeli preemia laureaat.
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raamatutega. Nendel oli alati palju kiilastajaid. Soovijatel oli
voimalus raamatuid tellida soodsate hindadega.

Kongressist osavotjatele organiseeriti osavétjate endi kulul eks-
kursioone Toledosse, mis oli kunagi Hispaania pealinn, ja El
Escoriali kloostrisse. El Escoriali klooster on tuntud kui Hispaania
kuningate kunagine residents ja matmispaik.

Juba kongressi avapéeva teisest poolest algas kongresside palee
sissekdigu esisel platsil mingi salapérane tegevus. Autokraanaga
laaditi maha mingi suur tdispuhutud autokummi (toori) kujuline
kivi (ilmselt graniidist). Seejdrel hakkas kivi juures elektridrelliga
askeldama iiks jaapanlase vélimusega keskealine lithikest kasvu
habemik. Ta muudkui puuris iiksteise korvale auke, tahtes nagu kivi
spiraalsel kujul poolitada. Peagi laekus ka informatsiooni habemiku
tegevuse kohta. Selgus, et habemik on tuntud jaapani skulptor
Keizo Ushio (stindinud 1951. a. Fukusaki linnas Jaapanis), kes
on kuulsaks saanud oma skulptuuridega, mis kujutavad mitmesu-
guseid geomeetrilisi kujundeid, eriti Mobiuse lehte erinevates va-
riatsioonides. Keizo Ushio t6id on eksponeeritud néitustel, neid on
erakogudes kui ka avalikes kohtades Jaapanis, Hispaanias, Norras,
Saksamaal, lisraelis, Indias, Austraalias, Uus-Meremaal, USA-s.
Lugeja, kes soovib ldhemalt tutvuda Keizo Ushio skulptuuridega,
voib seda teha tema kodulehe kaudu'®.

Keizo Ushio iihe oma varasema skulptuuriga

18Vt.: http://www2.memenet .or. jp/~keizo/0005.htm
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Kongressi viimaseks paevaks valmis tal ka skulptuur, mis kuju-
tas kahte ldbipoimunud Mobiuse lehte.

Keizo Ushio Madridis valminud skulptuur

Ko6igi aegade parim matemaatik

Kongressi pressikeskuse poolt esitati 137-le kongressist osavotja-
le (s.o. 4 protsenti osavotjatest) kiisimus, keda kiisitletav peab
koigi aegade maailma parimaks matemaatikuks. Uhtlasi esitati
valik voimalike kandidaatide nimesid. Lubatud olid ka omapoolsed
ettepanekud. Kiisitletavad reageerisid vdga erinevalt, moni véga
emotsionaalselt, moni iisna reserveeritult, kuid jédeti ka vastamata.
Jargnevalt on esitatud kiisitluse tulemusena tekkinud matemaati-
kute pingerida (protsenti kiisitletavate arvust):

Gauss — 34
Euler — 14
Newton — 13

Riemann — 12
Archimedes — 11
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Teised vélja pakutud matemaatikud said juba alla 5 protsendi v&i-
malikust 137-st héélest.

Loputseremoonia

Kongressi 16putseremoonia toimus 30. augusti ohtul kell 18.00.
Sonavottudega esinesid IMU praegune president John Ball ja uus
president Laszl6 Lovasz. Nende sonavotud ei olnud pikad. J. Ball
luges 1oppenud kongressi edukaks ja avaldas tdnu nii osavotjatele
kui ka korraldajatele. L. Lovasz luges oma jirgneva nelja aasta
pohiiilesandeks aidata igati kaasa jargmise, 26. rahvusvahelise
matemaatikute kongressi organiseerimisele.

IMU otsuse kohaselt toimub jargmine rahvusvaheline matemaa-
tikute kongress 19.-27. augustini 2010. a. India linnas Hyderabadis.
India matemaatikute esindajad esitlesid jdrgmise kongressi asu-
paika ja kutsusid kiilalislahkelt osalema. Nad avaldasid arvamust,
et India matemaatika on heal jdrjel ja nad saavad kongressi
korraldamisega edukalt hakkama.

Seejérel esines ICM 2006 organiseerimiskomitee president Ma-
nuel de Ledn ja kuulutas kongressi loppenuks.



IT Soome-Eesti Matemaatikakollokvium

KALLE KAARLI
Tartu Ulikool

2002. aasta mais toimus Eesti ja Soome matemaatika seltside
korraldusel Tallinnas Soome-Eesti Kollokvium FinEst Math 2002.
Urituse eesmiirgiks oli siivendada ja laiendada kontakte Soome
ja Eesti matemaatikute vahel. Kollokviumil kuulati &ra ligi 20
ettekannet, milles tutvustati Eesti ja Soome matemaatikute poolt
viljeldavaid uurimissuundi. Et tiritus ldks korda, otsustati analoo-
gilisi kogunemisi hakata korraldama regulaarselt.

Teine Soome-Eesti Matemaatikakollokvium sai teoks 4.-5. jaa-
nuaril 2006 Tamperes. Erinevalt esimesest kollokviumist toimus
see Soome Matemaatikapdevade raames. Pdevade vahetud korral-
dajad olid Tampere Ulikooli matemaatika, statistika ja filosoo-
fia osakond ning Tampere Tehnikaiilikooli matemaatika instituut.
Matemaatikapievade kavas oli neli plenaarettekannet ning téotas
kuus sektsiooni: analiiiis, diskreetne matemaatika, statistika ja
andmeanaliiiis, rakendus- ja toostusmatemaatika, matemaatiline
siisteemiteooria, matemaatika didaktika. Lisaks loetletud n.6. klas-
sikalistele sektsioonidele todtas veel matemaatika tarkvara sekt-
sioon.

Plenaarettekanded olid jargmised:

LARs-ERIK PERSSON (Lulea Tehnikaiilikool, Rootsi):
Hardy ja Carlemani titpi kaalutud vorratused.

KALLE KAARLI (Tartu Ulikool):
Poliinomiaalse tdielikkuse probleemid vorede jaoks.

SASO DZEROSKI (Jozef Stefani Instituut, Sloveenia):
Relatsiooniline andmekaevandamine.

MaTTI LAssAs (Helsinki Tehnikaiilikool):
Geomeetrilised meetodid podrdilesannete korral.

Eestist osales iiritusel 18 matemaatikut v6i 19, kui nende hulka
arvata ka Helsinki Tehnikaiilikooli doktorant Sven Laur. Lisaks

125



126 KALLE KAARLI

juba nimetatud plenaarettekandjale olid Tamperes Mart Abel, Jiiri
Afanasjev, Helle Hallik, Uno Hamarik, Marje Johanson, Vladimir
Kutsmei, Evely Leetma, Joosep Lippus, Kristel Mikkor, Annemai
Molder, Mart Mols, Julia Polikarpus, Kalev Pérna, Natalia Saealle
ja Darja Saveljeva Tartust ning Ulle Kotta ja Anne Tali Tallinnast.
Enamik neist esines ka sektsiooniettekandega. Naeme, et domineeris
noorem seltskond, kellest nii monigi sai oma esimese rahvusvahelise
konverentsikogemuse. Samas voin kinnitada, et vaatamata sellele,
et tegemist ldhinaabritega, leidis midagi uut enda jaoks pea iga
meie delegatsiooni liige. Usun ka, et midagi uut leidsid meie
ettekannetest vastuvotjad. Igal juhul rea ettekannete jérel toimus
asjalik diskussion.

Eelneva kokkuleppe kohaselt pakkusime omalt poolt korral-
dajatele 6 esinejat, kes pidid olema sektsioonide peaettekandjad.
Loetleme need ettekanded:

M. ABEL: Léplikult moodustatud projektiivsete moodulite juurest
Serre-Swan-Malliose teoreemi dildistusens.

J. AFANASJEV: Festi koolimatemaatika ainekava arengust 1990-
2005 vordluses Soomega.

U. HAMARIK: Mittekorrektsete tlesannete regulariseerimine.

U. KOTTA: Universaalne meetod mitmete optimeerimisilesannete
lahendamiseks.

M. MOLSs: Fikseeritud ja juhuslike faktorite vahel — lineaarsete
segamudelite kontekst.

K. PARNA: Hulkade sobitamine jaotustega.

Kohal olles ei paistnud kiill eriti vélja, et need ettekanded
kuidagi eri staatuses olid, sest aega said koik esinejad {ihepalju. Tosi
kiill, korraldajad katsid nimetatud isikute tiritusel osalemise kulud.
Peale selle olid koik eestlastest osalejad vabastatud osavétumaksust
ja ka bankett oli meile tasuta.

Jargmine Soome-Eesti Matemaatikakollokvium otsustati kor-
raldada Tartus 2009. a. teisel poolel. On selge, et see ei hakka
sarnanema ei esimesele ega teisele kollokviumile. Ilmselt ei ole motet
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korraldada midagi sarnast esimese kollokviumiga, kuhu oli kogune-
nud suhteliselt piiratud seltskond, peamiselt need, kellelt oli tellitud
ettekanne. Samuti ei saa me {ihitada Soome-Eesti kollokviumit
meie traditsiooniliste matemaatikapdevadega, sest meil osalevad
seal ka oOpetajad ja me ei saa neid teha ingliskeelsetena. Minu
négemust moocda voiks FinEst Math 2009 sarnaneda meie kunagiste
vabariiklike matemaatikakonverentsidega, kuid olema ingliskeelne
ja mdnevorra suurema rohuga iilevaateettekannetele.



Seminar “Algebra ja tema rakendused”

VALDIS LAAN
Tartu Ulikool

Tartu Ulikooli algebraistid korraldasid 2006. aasta 5.-7. mail
jérjekordse seminari “Algebra ja tema rakendused”. Seminar toimus
Koke kiilalistemajas, mis asub Koko kiilas Réugd ja Haanja vahel.

Osavotjaid oli 23: Sandor Radeleczki Ungarist, Stefan Schmidt
Saksamaalt, Peter Mayr Austriast, Aleksander Pinus Venemaalt,
Jouni Jérvinen, Ville Piirainen ja Erkko Lehtonen Soomest, Janis
Cirulis, Sergejs Solovjovs, Irina Zvina ja Vadims Moldavskis Létist
ning Mart Abel, Mati Abel, Kalle Kaarli, Mati Kilp, Vladimir
Kutsmei, Valdis Laan, Riivo Must, Peeter Puusemp, Ellen Redi,
Nikita Salnikov, Lauri Tart ja Konstantin Tretjakov Eestist.

Ettekannetes puudutati topoloogilisi algebraid, universaalalgeb-
rat, vore-, rithma-, poolriihma- ja kategooriateooriat. Ettekannete
ja matemaatiliste mottevahetuste vahel jii aega ka kauni kevad-
ilma ja Voromaa looduse nautimiseks. Sai matkatud Luhasuus,
Kiitiorus, Rougos ja Haanjas.
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Matemaatikahariduse konverents Tartus

JURI AFANASJEV
Tartu Ulikool

Tartu Ulikooli puhta matemaatika instituudi matemaatika di-
daktikute korraldusel toimus 12.-13. mail 2006. a. Tartus seitsmes
rahvusvaheline konverents Matemaatika opetamine ja selle perspek-
tiwvid. Konealuste konverentside seeria emaiirituseks oli 1984. a.
Lé&tis, Liepaja Pedagoogilises Instituudis korraldatud kolme Balti
vabariigi matemaatika didaktikute iihisseminar Baltikumi kooli-
matemaatika ajaloo kiisimusi. Alates jérgmisest, 1985. a. Tartus
toimunud seminarist hélmas iihisarutelude temaatika juba suure-
mat osa matemaatika didaktika valdkonnast. Edaspidi laienesid
seminarid konverentsideks ning alates 1998. a. Leedus Siauliai
Ulikoolis peetud konverentsist Teaching mathematics: retrospective
and perspectives on tegemist niiiidseks juba seitsmenda sellise
konverentsiga. Kui konverentsiseeria algusaegadel oli osavotjate
ettekannete ja suhtluskeeleks peamiselt vene keel, siis viimastel
konverentsidel on seda itha enam asendamas inglise keel.

Tartu konverentsil oli ligi 70 osavotjat Eestist, Leedust, Létist,
Norrast ja Soomest. Kolmel plenaaristungil ja kolmes paralleel-
sektsioonis (koolimatemaatika, iilikoolimatemaatika ning arvutid ja
matemaatika) esitati ettekandeid pea koigist matemaatika didak-
tika valdkondadest. Uhisistungitel kuulati ettekandeid koolimate-
maatika ajaloost (A. Azubalis), matemaatika oppekavaarendusest
(I. France ja E. Slokenberga, V. Dagiené, A. Andzans, T. Lepmann
ja J. Afanasjev), matemaatikadpetajate koolitusest ja nende suh-
tumisest matemaatika opetamisse (E. Pehkonen, B. Grevholm,
J. Mencis), arvutite kasutamisest 6ppetéos (R. Prank ja E. Tonis-
son) ning matemaatika opetamisest korgkoolide mittematemaatilis-
te erialade iiliopilastele (E. Stankus). Norra Agderi Ulikooli (Agder
University College) matemaatika didaktika professor Barbro Grev-
holm tutvustas kuulajatele pohjamaade matemaatika didaktika
doktorikooli (Nordic Graduate School in Mathematics Education)
tegevust ning kutsus sinna éppima noori ka Baltikumist.
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Koolimatemaatika sektsioonis koneldi koolimatemaatika aja-
loost, selle terminoloogiast ning Gppematerjalidest. Suur osa et-
tekannetest oli piithendatud iildpedagoogika ning psiihholoogiaga
seonduvates uurimissuundades nagu Opimotivatsiooni késitlused,
koostdopedagoogika, metakognitsioon, 6petajate ja dpilaste arusaa-
mad ja uskumused jne. labi viidud uurimuste tutvustamisele. Tra-
ditsiooniliselt kuulus osa koolimatemaatika sektsiooni ettekannetest
hermeneutilise didaktika valdkonda. Moned {ilevaated késitlesid
erivajadustega, matemaatikas andekate Opilastega tehtavat t66d.
Riihm Eesti teadlaste ettekandeid oli piihendatud Eestile eduka
rahvusvahelise reaalainete ja matemaatika tasemeuuringu TIMSS
2003 tulemuste iiksikasjalikumale analiiiisimisele

Ulikoolimatemaatika sektsiooni ettekanded kisitlesid viga eri-
nevaid matemaatika 6petamise tahke kérgkoolides alates dppeka-
vade sisust ja kooskolastamisest kuni tédiskasvanute matemaatilise
koolituse psiihholoogiliste probleemideni. Ka siin ei puudunud
ettekanded hermeneutilise didaktika valdkonnast.

Arvutite ja matemaatika sektsioonis peeti kiill teistest sektsioo-
nidest vihem ettekandeid (6 ettekannet) kuid need kdaik seostusid
tihedalt koolitegelikkusega ning pakkusid erinevaid voimalusi mate-
maatikadpetuse illustreerimiseks ning huvitavamaks, dpilasi enam
haaravaks késitlemiseks.

Konverentsi ettekannete kogumik peaks ilmuma triikist 2007.
aasta esimesel poolel.

Konverentsi 16petamisel esitasid kolleegid Léti {ilikoolist kutse
2007. aasta maikuus Riias korraldatavale selle konverentsidesarja
kaheksandale konverentsile.



SOBI 2006

OTU VAARMANN
BaltORSi president

Rahvusvaheline konverents “5th International Conference on
Operational Research: Simulation and Optimization in Bu-
siness and Industry. SOBI 2006” leidis aset 17.-19. mai-
ni Tallinnas Mustpeade Majas. See oli viies konverents Balti
Operatsioonianaliiiisi Seltsi (Baltic Operation Research Society
(BaltORS)) eestvottel korraldatud konverentside seeriast, millest
kaks on korraldatud Létis (1996, 2000) ja kaks Leedus (1998,
2003) ning selliste konverentside korraldajaks on idee ja kokkuleppe
kohaselt rotatsiooni korras iiks Balti riikidest. Siiani polnud Eesti
oma kohustust téitnud ja oma volga naabritele tasunud. Konve-
rentsi SOBI pohikorraldajateks olid TTU Majandusteaduskond,
matemaatikainstituut ja Kiiberneetika Instituut ning sponsoriteks
Tallinna Tehnikaiilikool (50 000 EEK) ja The Association of Euro-
pean Operational Research Societies (EURO) 2010 EUR suuruses
summas. Kuigi operatsioonianaliitisi meetodid on laialdaselt ja
igapdevaselt kasutusel drinduses, toostuses, logistikas, halduses jne,
jéi osavéetjate arv 92 mitmesugustel pohjustel loodetust ménevorra
viiksemaks. Seda eeskitt kodumaiste majandusteadlaste ja insene-
ride passiivsuse ja loiduse tottu, kuigi just neile oligi peamiselt see
noupidamine orienteeritud, et meelitada neid teadmiste turule ja
teada saada, milliste matemaatiliste probleemide lahenduste jérele
on iihtedel noudlus ja milliseid lahendusmeetodeid on pakkuda
teistel. Selle asemel, et agaralt kaasa liiiia, levitati kuulujutte, et
see ettevotmine on matemaatikute méngumaa. Vaatamata sellele,
konverentsi tegususe ja sisukuse iile kurta ei saa. Konverentsil
kuulati 64 ettekannet, millest 8 olid plenaarettekanded (45 min),
mis kéik olid korgetasemelised. Esinemise jérjekorras:
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18. mai

TARMO SOOMERE: Unusual wave and waterlevel conditions in the
Baltic Sea during windstrom Gudrun in January 2005 and
their modelling

PEETER OJA: Shape-preseving interpolation and histopolation

VASILE POSTOLICA: Efficiency. Recent results and related topics

19. mai

ALEXIS TSOUKIAS (EURO President): Branding OR
TONU Puu: Some nonlinear dynamic models in economics and

regional science

Rasmus KATTAL: Estimating VECM of a converging economy:
Applying time varying dynamic homogeneity condition

HENRIKAS PRANEVICIUS: Performance and behaviour analysis of
complex systems using PLA formalism

JAAN JANNO ja JURI ENGELBRECHT: Identification of

properties of microstructured materials by means of Gaussian
wave packets and solitary waves

Esindatud oli 8 riiki (Leedu, Eesti, Liti, Saksamaa, Prantsus-
maa, Venemaa, Rumeenia, Rootsi). Kdige arvukamalt oli osavotjaid
Leedust, mille esindajad moodustasid peaaegu poole kiilaliste
iildarvust, ja naljatamisi voib Gelda, et seda konverentsi v6ib pidada
leedu operatsioonianaliiiisi spetsialistide véljasdiduistungiks Eestis,
seda enam, et see konverents toimuski suurel mé#ral leedulaste
ohutamisel ja pealekidimisel, aga iihtlasi ka nende toekal abil ja
mojusamatel rahvusvahelistel sidemetel. Rahaline toetus EURO-It
onnestus meil hankida Leedu Operatsioonianaliiiisi Seltsi (LitORS)
vahendusel. Samuti ettekannete kogumik publitseeriti Kaunases,
Leedu riikliku kirjastuse “Tehnologija” véljaandena ja suures osas
nende kulu ja kirjadega. Eestist oli osavotjaid 25 ja Létist 24. Meie
olukord operatsioonianaliiiisi vallas on vorreldav eesti korvpallurite
positsiooniga Balti liigas, kellega ei taheta varsti enam iihes liigas
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méngida, kuna Eesti meeskonnad on liiga norgad. Selle konverentsi
korraldamisega saime pisut armuaega. Jargmine konverents sellest
seeriast toimub loodetavasti aastal 2008 Riias ja jéarjekord jouab
meieni uuesti alles 5-6 aasta pérast.

Viljaspool seda konverentside seeriat leiab Leedus aset LitORSi
eestvottel ja BaltORSi toel suur ja esinduslik rahvusvaheline
konverents EurOPT-2008:

Continuous Optimization and Knowledge-Based Technologies,
Nida (Neringa), Lithuania, May 20-23, 2008.

Juulis 2007 avatakse konverentsi kodulehekiilg:
http://www.mii.lt/europt-2008.

Loodan, et sellest konverentsist saab tuge ja leiab innustust
hddbumise mérke néitav operatsioonianaliiiisi alane uurimistoo
Festis. Vastupidiselt Eestile on iilemaailmseks trendiks operatsioo-
nianaliiiisi itha hoogustuv areng ja selle meetodite iiha laialdasem
levik ja tungimine teistesse distsipliinidesse ja mitmesugustesse, es-
mapilgul matemaatikavoorastena tunduvatesse eluvaldkondadesse.

Siiras tdnu koigile kolleegidele ja sopradele, kes nou ja jouga
abiks olid ja kaasa aitasid konverentsi SOBI 2006 kordaminekule.



Eesti Matemaatika Paevad Jianeda moisas

ANDI KIVINUKK
Tallinna Ulikool

Eesti Matemaatika P#evade peaaegu 20 aasta pikkune tradit-
sioon jatkus 26.-28. juunil 2006 Jéneda moisas. Kokkusaamist alus-
tasime Jéneda moisaga tutvumisega (vt. www.janedaturism.ee),
mille jdrel joime pérastlounakohvi moisa ajaloolises hiarrastemajas.

Esimese pédeva 6htupoolikuks oli planeeritud neli ettekannet.

Esmaspéev, 26. juuni

TONU MOLS, Jdrvede, metsade ja niitude kontraste.

PEEP UBA, GPS meteoroloogias ja matemaatikast selles.

ENE-MARGIT T1IT, Matemaatilise statistika seostest mitmesuguste
rakendusvaldkondadega.

INDREK ZOLK, Olimpiaadiiilesannete andmebaas.

Tavaliselt matemaatikapéevade esimene 6htu veedetakse iihiselt
kas pikema Shtustogiga voi korraldatakse saunadhtu. Seekord istuti
siis koos Musta Tédku Tallis ja hilisohtul kiilastas véiksem seltskond
matemaatikuid ka kiilalistemaja sauna.

Teise pdeva ennelounases sektsioonis kuulasime kolme mate-
maatilist ettekannet ning seoses koolimatemaatika uue Gppekava
koostamisega alustati diskussioone ka sellel teemal.

Teisipdev, 27. juuni
EVELY LEETMA: Silumisilesanded (funktsiooni taastamine disk-

reetsete andmete pohjal).

RauL KANGRO: Madala hdlbivusega jadad ja integraalide arvuta-
mine.

TARMO VESKIOJA: Stabiilne paaripanek ja korgkooli vastuvott TTU
2001-2003. a. nditel.

REIN KOLDE: Moétteid Festi koolimatemaatika arengust ja soovitusi
uuele oppekavale.
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Parastlounal jatkati 6ppekava teemadega.
Avo LIND: Mis saab koolimatemaatikast?
HeLGt UUDELEPP: Matemaatika ainekavast.
TONSO TONSO: Matemaatika ainekava — kriitilise analiiiisi katse.

Diskussioon ainekava teemadel.

Oppekava viimase versiooni valmimist pidi koordineerima Riik-
lik Eksami- ja Kvalifikatsioonikeskus (REKK), mille esindaja Helgi
Uudelepp oli kutsutud térjuma paljude oponentide kriitikanooli.
REKK:i kodulehelt http://www.ekk.edu.ee/ oli voimalik eelnevalt
tutvuda 6ppekava valmimise seisuga.

Tulised vaidlused 16petas piknik Tollakuuris, mille korraldasid
osavotjatele Jéneda turismikeskuse lahked kokad. Ohtupoolik oli
ilus ja saime teha ka ménekilomeetrise jalgsirdnnaku kohalikule
Siniallikale.

Viimasele péevale oli planeeritud ainult kaks ettekannet.
Kolmapéiev, 28. juuni

ELLEN REDI: Kuulsate loogikute siinniaastapdevadega seoses De
Morgani seadustest, Gddeli teoreemist ja Zorni lemmast.

VALDEK ROHTMA: Kutseaasta — olgem toeks algajale opetajale.

Lopetuseks mainime, et matemaatikapéievad on kindlasti Eesti
Matemaatika Seltsi oman&oline kokkusaamisvoimalus matemaati-
kaopetajate ja matemaatikute vahel. Kahjuks pole lihtne leida
ettekandeid, mis huvitaksid vordselt molemaid pooli. Toimunud
pdevade ettekannete temaatikat aitasid oluliselt mitmekesistada
seltsi aulilkmed Ene Tiit, Rein Kolde ja Avo Lind, kes olid nn.
kutsutud esinejad. Seltsi president Kalle Kaarli andis koikidele
kutsutud auliikmetele ettekannete algul kétte auliikme diplomid.



Matemaatiline tarkvaratehnoloogia
Saaremaal

TARMO UUSTALU
Kiiberneetika Instituut

Suve kuumimal nédalal kogunes Kuressaarde 86 tarkvaratead-
last viie maailmajao 17 riigist. Tuldi kérgeimatasemelisimale tea-
duskonverentsile, mida Saaremaal korraldatud.

2.-8. juulini toimus Saaremaa Spa Hotellis “Meri” ithendkonve-
rents matemaatilisest tarkvaratehnoloogiast lithinimega
MPC/AMAST 2006. Selle sisse mahtus kolm iseseisvat teaduskoh-
tumist, 8th International Conference on Mathematics of Program
Construction, MPC 2006, 11th International Conference on Al-
gebraic Methodology and Software Technology, AMAST 2006, ja
Workshop on Mathematically Structured Functional Programming,
MSFP 2006.

MPC ja AMAST on pika traditsiooniga konverentsiseeriad,
mille kummagi temaatika on aja jooksul arenenud. Téna on mélema
teemavaldkondadeks programmide semantika ja programmiteisen-
dused, programmide rafineerimine, programmiloogikad, verifitseeri-
mine, mudelikontroll ja abstraktne interpreteerimine, relatsioonili-
sed meetodid ja Kleene'i algebra, kategoorsed meetodid. Eelmised
MPC ja AMAST toimusid 2004. aastal koos ning juhttoimkonnad
leidsid, et sama korraldust on moéttekas korrata ka 2006. aastal.
Et MPC juhtgrupp pakkus MPC korraldamise allakirjutanule,
tulidki molemad konverentsid siia. MSFP workshop, mille sihikul
on matemaatiliste struktuuride rakendused funktsionaalprogram-
meerimises, on uus foorum. Kuressaares toimus avaiiritus.

MPC/AMAST 2006 programmitoimkondade esimehed oli al-
lakirjutanu, Michael Johnson (Macquarie Ulikool), Varmo Vene
(Tartu), Conor McBride (Nottingham).

Seitsme konverentsipdeva teadusliku programmi kutsutud kéne-
lejateks olid John Power (Edinburgh, Lawvere teooriad versus
monaadid), Andrzej Filinski (Kopenhaagen, monaadiline reflekt-
sioon), Olivier Danvy (Aarhus, refunktsionaliseerimine), Oege de
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Moor (Oxford, aspektid ja andmete rafineerimine), Robin Cockett
(Calgary, protsessisemantika), Ralph-Johan Back (Turu, rafineeri-
misdiagrammid), Larry Moss (Indiana Ulikool, rekursiivsed prog-
rammiskeemid), Till Mossakowski (Bremen, monaadilised program-
miloogikad). Lisaks nende ettekannetele mahutas kava 57 autorite
poolt pakutud ettekannet. MPC ja AMASTI toimetised ilmusid
konverentsiks Springeri véljaandes. MSFP toimetised publitseeris
elektroonisel kujul British Computer Society. Sessioonidel valitses
toine meeleolu ja ettekandeid arutati elavalt. Eriti toimis see
MSFP ja MPC juures, mis olid suhteliselt tugevalt fokuseeritud
ja homogeense osavotjaskonnaga. AMASTi puhul oli pilt kirjum.

Ohtute jooksul nigid kiilalised dra suure osa Saaremaa siimboli-
test. Kuressaare lossis tervitas teadlasi linnapea Urve Tiidus,
Tehumardil saadi osa eesti moodi grillist. Ekskursioonil vaadati
Kaali kraatrit, Karja kirikut, Angla tuulikuid ja piikese loo-
jumist peegelsiledasse merre Panga pangal. Teine vastuvott oli
Kuressaare linnateatris. Seltskondliku programmi lopetas véljasoit
Muhusse, kus kiilalised uudistasid Koguva kiila ning said viga
vahva maadhtusoogi osaliseks Vanatoa talus. V6ib arvata, et paljud
kaugemalt tulijaid ei osanud reisisihti kuigi tépselt ette kujutada,
ent péris mitmetelt kuulsime kiidusénu. Viike linn on tegelikult
slivitsimineva konverentsi jaoks ideaalne paik, jitab vihe voimalusi
seltskonna hajumiseks. Ja seda nauditi. Nagu ka uskumatult kuuma
valgetist pohjamaist suve.

Kahjuks peab iitlema, et midagi liks valesti ka. Asi puudutab
konverentsihotelli “Meri”, kelle miiiigiosakond meile teatas viis
pdeva enne konverentsi algust, et koiki broneeritud kohti meil
ei ole. Tekkinud olukorra lahendamine ei olnud lihtne. Hiljem
mulje hotellis valitsevast korraldamatusest siivenes. On iillatav, et
Saaremaa suurim hotellikett ei taju {ileiildse, mida tdhendab iihe
rahvusvahelise tippkonverentsi mitmeid rahvusvahelisi organisat-
sioone haarav ja poolteist aastat véltav ettevalmistustoo.

Seda enam oleme eriti tdnulikud koéigile organisatsioonidele ja
itksikisikutele, kes pakkusid meile parimat Saaremaad: Kuressaare
Linnavalitsus ja linnapea Urve Tiidus, Georg Ots Spa Hotell,
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Linnahotell, Kuressaare Haigla, giid Tiiu Ténus, geoloog Reet
Tiirmaa, Kaali trahter, Kuressaare Linnateater, Muhu Muuseum
ja giid Kadri Tiiiir, Vanatoa talu jt.

Léhem info MPC/AMAST 2006 kohta on leitav veebilehelt
http://cs.ioc.ee/mpc-amast06/. Konverentsi toetasid Eesti teadus-
tippkeskus “T66kindlate Arvutisiisteemide Uurimise Keskus” ja EL
6RP koordinatsiooniaktsioon TYPES.



Riiklike Matemaatikavoistluste
Ulemaailmse Féderatsiooni viies konverents

RaiLr Vit
Tartu Ulikool

Esimene Rahvusvaheline Matemaatikahariduse Konverents (IC-
ME) toimus aastal 1969 ja jirgmine aastal 1972, millest alates
toimuvad need konverentsid iga nelja aasta méodudes.

Paljude erinevate valdkondade seas oli ja on seal matemaa-
tikavoistlused ja t66 voimekamate oOpilastega. 1984. aastal loo-
di Rahvuslike Matemaatikavoistluste Ulemaailmne Féderatsioon
(World Federation of National Mathematics Competitions (WFN-
MC)), mille eesmérgiks on ithendada erinevatel tasemetel voistluste
korraldajaid ja huvitegevuse koordinaatoreid.

WFEFNMC teemadeks on: riiklikud ja regionaalsed matemaa-
tikavoistlused, taiendkoolitused ja publikatsioonid 6&pilastele ja
opetajatele, matemaatikaringid, -pdevad ja laagrid, toetus oOpe-
tajatele ja korraldajatele, kes tegelevad andekate Spilastega ning
tootavad vélja kohalikku matemaatikavoistluste ja opilaste arenda-
mise siisteemi. Aastas kaks korda ilmub iihenduse ajakiri “Mathe-
matics Competitions”. Foderatsioon annab vélja David Hilberti ja
Paul Erdosi nimelisi autasusid. Aastal 2006 pélvisid Erdési-nimelise
tunnustuse Alexander Soifer (USA), Ali Rejali (Iraan) ja Simon
Chua (Filipiinid).

WFEFNMC viies konverents toimus 22.-28. juulil 2006. a. Camb-
ridge’is.

Et konverents toimus Cambridge’is, siis on kohane mainida ka
ilma, mis oli sel ajal vigagi muutlik — oli Inglismaale omaseid
sombuseid péevi, korvetavat péikest ja ka diksetorme.

Konverentsist osavotjaid oli 28-st riigist kokku 102. T6okor-
ralduse poolest ei erinenud see paljudest konverentsidest — olid
toorithmad, plenaaristungid, paralleelseminarid ning loomulikult
ka iihised vabaaja iiritused (muuseumide kiilastused, kontserdid
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kolledzi kabelis ja voimalus kiilastada Shakespeare’i festivali raames
toimuvaid vabadhuetendusi kolledzite aedades.)

Tooriithmad

Tooriithmi oli 9: ajakirjad, meeskondlikud voistlused, valikvas-
tustega voistlused ja oliimpiaadid, neist kahes viimases olid veel
erinevad vanuserithmad. Konverentsi ettevalmistajad olid igaks
péevaks koostanud téoriihmale eelvaliku iilesannetest voi digemini
nende ideedest. Riihma iilesandeks oli vormida neist korrekt-
sed fiilesanded v6i arutelude kéigus jouda hoopis uute ponevate
iilesanneteni. Teadagi on iilesande idee alles algus, tuleb arvestada
vanuserithmaga tasemega ning loomulikult korrektselt sonastada.
Seega t66 ei erinenud palju sellest, mis eelneb voistluskomplekti
iilesannete valmimisel siin. Vahepeal votsid suurema osa ajast
inglise keelt emakeelena konelevate inimeste vaidlused tépsete ja
korrektsete sonastuste iile, mis siis arvestaks inglise keele kasutust
ja sbnavara erinevates maailma paikades.

Plenaaristungid

e ROBIN WILSON andis iilevaate Cambridge’i matemaatikutest
750 aasta jooksul.

e JOZSEF PELIKAN rédikis oma kogemuste ja mélestuste pohjal,
nii matemaatika 6ppimisest kui dpetamisest, iilesannete koos-
tamisest ja lahendamisest. T'odes, et matemaatikas on vilja
kujunenud eraldi valdkond, s.o. oliimpiaadimatemaatika ning
selleks, et olla voistlustel edukas, tuleb eraldi ette valmistuda
ja treenida. Tulemustejahis aga kipub kaduma minema liht-
ne r60m matemaatikaga tegelemisest. Headeks iilesanneteks
peetakse neid, kus kasutades teadaolevaid fakte ja andmeid,
tuleb moelda uutmoodi. Selliste heade iilesannete juures on
aga probleemiks just nende raskusaste, mida on viga raske
maédrata enne, kui opilased on voistlusel lahendanud.

e MARIA FALK DE ROSADA andis iilevaate oliimpiaadide siis-
teemi loomisest ja arendamisest 25 aasta jooksul Columbias.
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Nende siisteemi vélja kujunemises oli végagi palju sarna-
seid jooni sellega, kuidas on arenenud meie oliimpiaad ja
sellega kaasnev pérast rahvusvahelise oliimpiaadiliikumisega
liitumist. Kui meil oli oliimpiaad olemas ja silisteem vajas
uuendamist, siis neil tuli parast rahvusvahelise oliimpiaadiga
liitumist hakata oma oliimpiaadisiisteemi looma. Rahvusva-
helistel oliimpiaadidel osalejad annavad niiiid oma teadmisi
edasi praegustele voistlejatele.

e COLIN WRIGHTI etteaste matemaatikast ja zongleerimisest
oli sirav ja meelelahutuslik. Uhendades oma harrastuse ja
eriala, siistematiseeris ta juba teadaolevad skeemid pallide
vahetamiseks ning demonstreeris uute loomist tuginedes just
matemaatikale.

e SIMON SINGH pidas lustaka loengu koos praktiliste nédidete ja
katsetega toendosusteooriast ja salapédrastest koodidest.

e BEN GREEN pidas hariva loengu jadadest ja algarvudest.

Paralleelseminarid

Riiklikud oliimpiaadid ja nende vbitjate selgitamine toimu-
vad enamikus riikides {ihtemoodi. Selle pohjuseks on paljuski
see, et voistluse tulemusena selguvad esindajad rahvusvahelisel
oliimpiaadil ning edu tagamiseks on Sigem valida esindajad ana-
loogse voistluse pohjal. Téahelepanu oligi just neil voistlustel ja
sellisel t66], mis erineb ja on suunatud laiemale huviliste ringile.

Osavotjate ettekanded olid valdavalt iihest neil toimuvast voist-
lusest voi matemaatikaringist, kodulehest ja mitte niivord tilesanne-
test, kui just korraldusest, iilesehitusest, sihtgrupist, tasemest,
teemadest jne.

Parast ameeriklaste ja inglaste tutvustust oma meeskondlikest
voistlustest oli koéigil voimalus panna ennast proovile kohapeal
korraldatud analoogsetes voistlustes. Ameerikas véga populaarne
voistlus ARML koosneb nii individuaalsest voorust kui ka erineva-
test voistkondlikest. Neist veidi ebatavalisem on see, kus vbistkonna
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liikmed on jérjestatud ja igal lilkmel on erinev iilesanne. Esimene
liige saab iilesande, kus koik andmed on antud, aga igal jargmisel
liikmel on iiheks antud suuruseks eelmise voistleja kdest saadud
vastus ning iga voistleja nédeb vaid talle antud tilesannet.

Inglismaa voistluse iiheks etapiks on ristarvu lahendamine —
voistkonnaliikmed on jaotatud kaheks ning neile lisaks on Gpetaja.
Pool voistkonda saavad kétte ristarvu ruudustiku ja vaid kiisimused
“alla” ja iilejadnud voistlejad ruudustiku ja kiisimused “paremale”.
Kui iiks rithmadest on otsustanud, milline on vastus, siis nad
iitlevad selle 6petajale, kes kontrollib. Kui on dige, siis saavad digesti
tdidetud ruutude eest punkte. Kui aga nende pakutud arv on vale,
siis punkte ei saa, aga saavad teada dige vastuse. Opetaja iitleb
tulemuse ka teisele rithmale. Kaks riithma véivad omavahel suhelda
opetaja vahendusel, s.t. esitada teisele riihmale tellimuse, n&iteks
piitidke leida vastust x. alla/y. paremale.

Moblemad voistlused olid kaasakiskuvad ning tekitasid elevust ja
hasarti.

Valdkonna populariseerimise iiheks pooleks on loomulikult eri-
nevad voistlused. Teiselt poolt on aga opilasi, kellele lihtsalt
meeldib lahendada iilesandeid, lugeda, uurida ja seejuures neile ei
meeldi voistelda. Eelkoige neile opilastele ning ka Gpetajatele ene-
setdiendamiseks ongi moeldud erinevad kodulehekiiljed, ajakirjad
ja huviringid.

Ettekandjatest j&i eelkdige kolama ré6om ja nauding, mida
nad saavad Opilastega koos tootamisest. Eks nii nagu meilgi, ole
probleemiks sellise tegevuse rahastamine ja koige selle jaoks aja
leidmine. Vilja tuli ka {ipriski ootuspdrane erinevus suurte ja
viikeste riikide vahel, viimastes on tegevus koondunud valdavalt
ithte kohta ja samad inimesed tegelevad nii vdistluste kui ka
koolitustega, suuremates aga tegelevad mitmed organisatsioonid ja
inimesed erinevate t66l6ikudega.

Konverents andis iilevaate teistes riikides toimuvast, uusi ideid
ja ka todemuse, et nii probleemid kui roémud on enamusel samad.
Kuigi meil on veel palju teha, on hea todeda, et Eestis on ma-
temaatikahuvilistele erinevaid voimalusi. (Uleriigilised: oliimpiaad,
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lahtised voistlused, valikvastusega voistlus Kénguru, meeskondlik
voistlus Nuputa, peastarvutamisvoistlus Pranglimine, kaugéppe-
kursused ja 6ppepidevad, nuputamisiilesannetega veebilehekiiljed,
raamatud ja tilesannete kogumikud. Koolides ja piirkondades:
matemaatikaringid ja laagrid, eraldi oppepdevad voimekamatele
ning klassikalisest matemaatikaoliimpiaadist erineva iilesehitusega
kohalikud voistlused.)

Jargmine WFNMC konverents toimub 2010. aastal Riias ning
loodetavasti on siis Eestist palju huvilisi osalemas, nii kuulamas kui
esinemas.



Vabariiklikud matemaatikadpetajate paevad
Parnus

LEA LEPMANN
Tartu Ulikool

Matemaatikadpetajatel on saanud traditsiooniks igal siigisel
ithes Eesti maakonnas kokku tulla, et arutada omavahel matemaa-
tikadpetuse solmprobleemide iile. Seekordsed, jérjekorras 33-ndad
matemaatikaopetajate pdevad toimusid Parnus 14.-15. oktoobril.
Asukoha valikul sai méaéravaks asjaolu, et rahvusvahelise matemaa-
tika ja loodusainete tasemeuuringu TIMSS 2003 tulemused Eesti
16ikes olid parimad Parnumaal ja Pérnu linnas.

Matemaatikadopetajate paevade ajalukku tagasi vaadates selgub,
et Pédrnu vottis 6petajaid vastu juba kolmandat korda: 1978. aastal
kohtuti 5-ndatel pdevadel Vandras ja Parnus ning 1993. aastal 20-
ndatel pédevadel Uulus ja Parnus. Kuigi niitid toimus iiritus ainult
Péarnu linnas, tegelesid selle korraldamisega ikka Péarnu linna ja
maakonna matemaatikadpetajad késikées.

Seekordsete pdevade esinejate hulgas oli ka endine Piarnu Koi-
dula kooli 6pilane kultuuriminister Raivo Palmaru. Erinevalt laialt
levinud arusaamast matemaatika mittevajalikkusest elus demonst-
reeris kultuuriminister oma ettekandes, missugust matemaatikat on
temal tulnud kasutada selleks, et uurida meedia moju inimesele.

Kahel pideval kuulati sanatooriumi “Tervis” konverentsisaalis
viie istungi viltel 20 ettekannet Tartu Ulikooli ja Tallinna Ulikooli
matemaatika didaktikutelt, doktorantidelt ning tegevépetajatelt.
Roomustav oli see, et 8 ettekannet peeti opetajate poolt.

Neid 6petajate péaevi kavandades oli soov podrata pdhitdhelepa-
nu 6ppekavale ja eriti matemaatika ainekavale, sest uue 2007. aastal
rakenduva 6ppekava viljatéotamine oli joudmas loppfaasi. Kahjuks
liks nii, et sel teemal ei soovinud keegi vabatahtlikult esineda.
Samas ei jadnud antud temaatika Pérnus pariselt puudutamata,
sest nii mitmedki esinejad t6id oma ettekandes esile ka Oppeka-
vaga seotud aspekte. Koige enam puudutas seda T. Kaljas seoses
vorrandi dppimisega ning algebradpetuse eesmérkidega iildse. Ta
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piistitas kiisimuse: mida me tahame ja suudame VI klassis seoses
vorrandiga opetada, kas ainult lihtsamaid protseduure voi ka midagi
sisulisemat?

Tavalisest suurema tédhelepanu all oli seekordsetel péevadel
opilase edukus matemaatikas. Sissejuhatuse antud teemale tegi
TU Teaduskooli psithholoog H. Saul oma ettekandega “Millised
on Eesti andekad lapsed?” Tema uuringust selgus, et umbes 30%
(nii tavaliste kui ka andekate grupi) opilastest on depressioonis
ning et toeliselt andekas elab oma ebadnnestumisi ldbi palju
tosisemalt kui tavaliste voimetega Opilane. T. Lepmann todes,
et korge tulemus TIMSS-testis saavutatakse sageli mitte Gpilase
seesmise motivatsiooni, vaid mitmete véliste tegurite (opetaja, kodu
jne) mojul ning et pingerea eesotsas olevates maades on mate-
maatika muutunud paljudele ebameeldivaks ja tulevikuplaanide
seisukohalt viahevéadrtuslikuks oppeaineks. Rahvusvahelise projekti
IPMA tulemustele tuginedes joudsid A. Palu ja J. Afanasjev
todemusele, et meie Opilaste mahajaimus matemaatikas saab alguse
juba algklassides, sest ka lihtsate matemaatiliste operatsioonide
omandamiseks kulub paljudel opilastel (ca 13% opilastest) rohkesti
aega. Samas kuulub aga umbes 24% opilastest nn potentsiaalsete
andekate rithma. Opilase edukust vihendavatest teguritest riigiek-
samil koneles K. Kokk, tuginedes oma eksamit6ode parandamisel
saadud kogemustele. TU doktorandi E. Leetma ettekandes vaagiti
TU Opetajate Seminari astujate oskusi VI klassi matemaatika
tekstillesannete lahendamisel ja nenditi selle madalat taset. Opetaja
A. Lind tutvustas aga testi, millega saab péris histi méirata opilase
matemaatilist voimekust.

Teine suurem teemadering keskendus arvuti kasutamisele
matemaatikas. Opetaja S. Pihlap joudis seitsmes koolis korral-
datud eksperimendi tulemusena jéreldusele, et VII klassis funkt-
sioonide opetamisel ei olnud arvuti kasutamisel ei positiivset ega
ka negatiivset moju opitulemustele, kuid paremaks muutus 6pilaste
suhtumine 6ppimisse. E. Redi keskendus oma ettekandes sellele,
kuidas pohikooli tugevamate opilastega arvuteooria iilesandeid
lahendades Exceli abi kasutada. E. Ténisson tutvustas peagi eesti
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keelde tolgitava arvutiprogrammi WIRIS kasutamise voimalusi
algebradpetuses. H. Uudelepp selgitas G. Adolfi Giimnaasiumi
abituuriumi néitel, kuidas dpetada kirjeldava statistika kiisimusi
arvuti abil. TU doktorant I. Zolk andis iilevaate uuest Gpilaste
informaatikaviktoriinist “Kobras”.

Jargmise késitletud rubriigina voiks nimetada lisamaterjale
matemaatika dpetamiseks, seda nii ainekavakohaste kui -viliste
teemade osas. Opetaja M. Saks suunas opetajaid kasutama kee-
lekiimblusprogrammi raames valminud elektroonseid todlehti VII,
VIII ja IX Kklassile, opetajad A. Oks ja H. Taperson julgusta-
sid koiki kuulajaid t6olehti koostama ja ka avaldama. Tallinna
Ulikooli magistrant ja dpetaja R. Timmermann keskendus majan-
dusmatemaatika moistetele, mis peaksid kuuluma ka matemaati-
kadpetusse ning pakkus selleks sobivaid majandusiilesandeid. Ideid
matemaatikatunni elavdamiseks said opetajad kindlasti T. Ténso
ettekandest sudokude kohta ning A. Linnu pakutud anagrammidest.
Tartu Korgema Kunstikooli, TU ja H. Elleri nimelise Muusikakooli
oppejou H. Uudevaldi ettekanne viis kuulajad kolmedim66tmelisest
ruumist korgemale ja néitas geomeetrilise maailmapildi avardamise
voimalusi.

Traditsiooni kohaselt tutvustavad nendel kokkusaamistel oma
toid ja tegemisi ka korraldava maakonna matemaatikadpetajad.
Veendusime, et Pédrnu linna ja maakonna 6pilaste edu matemaa-
tikas on suuresti rajatud Gpetajate jirjekindlale téole. Opetajate
A. Aasametsa ja L. Naela ettekandest kuulsime, et neil on ole-
mas kvalifitseeritud matemaatikadpetajate kaader, kes kiill varsti
vanuse tottu véljavahetamist vajab. Parnu Koidula Giimnaasiumi
opetajate T. Toobali ja A. Pressi kogemused nii tunnisisese kui
ka tunnivilise t06 osas vadrivad paljuski {ilevotmist. Eriti tahaks
rohutada tosiasja, et selles koolis korraldatakse ka suulisi matemaa-
tikaeksameid.

Veel tahistati nendel paevadel 200 aasta moodumist esimese ees-
tikeelse P. H. Frey kirjutatud matemaatikadpiku “Arropiddamisse
ehk Arwamisse-Kunst” ilmumisest. EMS KMU esinaine H. Kiisel
tegi ettepaneku algatada korjandus 2006. aastal manalateele ldinud
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O. Prinitsa hauakivi valmistamiseks.

Nagu eelmistelgi matemaatikadpetajate péevadel, oli ka niitid
olemas mitmekesine kultuuriprogramm: Parnu o&pilaste tervitus-
esinemine, voimalus valida 160gastavaid protseduure tervisekes-
kuses ning iihine 6htustok Kuursaalis. Lisaks said opetajad is-
tungite vaheaegadel tutvuda kirjastuste “Avita” ja “Koolibri”
viljapanekutega ning matemaatika néitlike 6ppevahenditega.

Matemaatikadpetajate pdevadest Parnus vottis osa iile 250
inimese, see iiletas koigi senistest péevadest osavotjate arvusid.
Kuid korraldajad said sellise suure rahvahulga juhtimisega suu-
reparaselt hakkama. Kindlasti aitas siin kaasa firituse sisukas
kodulehekiilg, sest suur osa infost joudis osavotjateni juba eelnevalt
veebi vahendusel.

Lopuks ténati koiki korraldajaid, sponsoreid ja esinejaid TU
Matemaatika-informaatikateaduskonna ja Eesti Matemaatika Seltsi
nimel ning anti teatepulk {ile jirgmistele korraldajatele — Vérumaa
matemaatikadpetajatele.

Péaevade korraldajad Anne Aasamets ja Lemmi Nael siititavad
kiitinlad ja kuulutavad matemaatikadopetajate paevad avatuks.
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Ule anti jirjekordsed prof Gerhard Rigo
nimelised medalid

TiiT LEPMANN
Tartu Ulikool

Alates 1990-ndast aastast annavad Tartu Ulikooli Matemaatika-
informaatikateaduskond ja Eesti Matemaatika Selts vilja professor
Gerhard Régo nimelist mélestusmedalit. Vastavalt medali statuudi-
le voivad medali omanikeks saada nii tiksikisikud kui ka kollektiivid,
kes:

e omavad silmapaistvaid teeneid 6petaja- voi dOppejoutdos, dppe-
ja metoodilise kirjanduse, oppeplaanide ja programmide,
oppetehnika, metoodiliste to6tluste jms. véljatootamisel;

e on osutanud tohusat kaasabi matemaatika opetamise tdiusta-
misele eesti koolis.

Kuni kéesoleva aastani on iithtekokku vélja antud 114 medalit.
Medali on seni saanud 64 matemaatikadpetajat, 19 matemaatika
didaktikut, 18 matemaatikut teadlast, 6 kollektiivi ja 7 viliskolleegi.

Vastavalt medali statuudile médrab TU Matemaatika-informaa-
tikateaduskonna dekaan iga aasta siigisel késkkirjaga komisjoni,
kes valib esitatud kandidaatide seast medali laureaadid. Komis-
joni koosolek toimus 11. oktoobril 2006. aastal. Kéesoleval, prof.
G. Régo 114. siinniaastal, otsustati vilja anda 5 medalit. Medalid
anti iile 16. detsembril 2006. a Tartu Ulikooli ndukogu saalis.

Komisjoni otsusega méirati medal TU Matemaatika-informaati-
kateaduskonna matemaatika didaktika assistent KATRIN KOKALE.

Komisjon tostis esile Katrin Koka t66d matemaatikadpetajate
koolitajana ja eesti koolimatemaatika arendajana. Alates 1987.
aastast tootab Katrin Kokk TU matemaatika metoodika kateed-
ris assistendina. K. Koka teadusto6 pohitdhelepanu on suuna-
tud iildhariduskooli matemaatika oppekava rakendumise ja selle
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oppekavaga méiratletud padevuste siisteemi uurimisele. Viimastel
aastatel on K. Kokk TIMSS 2003 andmetele toetudes uurinud
opilaste sotsiaalse ja motivatsioonilise tausta seotust nende ma-
temaatilise edukusega. 2005/06. Oppeaastal ldbiviidud &ppetdo
pohjal valisid TU iiliopilased K. Koka REALIA ET NATURALIA
valdkonna kiimne parima dppejou hulka. Uhiskondlike kohustustena
on K. Kokk aastaid edukalt vedanud Avatud Ulikooli PMI poolse
tdienduskursuste korraldusjuhi iilesandeid.

Komisjoni otsusega méirati medal Paide Giimnaasiumi mate-
maatikadpetajale DAIRE KRABILE.

Opetaja Daire Krabi on 16petanud Tartu Ulikooli 1989. aas-
tal ja tootab Paide Giimnaasiumis alates 1992. aastast, hetkel
vanemopetajana. Komisjon tostis esile Daire Krabi edukat ja
korgetasemelist t66d matemaatikadpetajana. Tema meetodid taga-
vad Opilastele voimetekohase, huvitava ja aktiivse Gpikeskkonna.
Daire Krabi opilased on saavutanud h&id ja vaga hiid kohti
maakonna matemaatikaoliimpiaadidel ja Nuputa voistlustel. Hasti
on esinetud maakondlikul matemaatikavéistlusel “Tiiri Pahkel”.
Daire Krabi opilased on saavutanud silmapaistvalt hédid tulemusi ka
matemaatika riigieksamitel. Oma riigieksami tulemustega oli tema
reaalklass sellel kevadel riigis kuuendal kohal. Méarkimist véériv on
veel Daire Krabi iihiskondlik t66 kooli matemaatika ainesektsiooni
juhina. Ta on 2006. aasta Jirvamaa Aastadpetaja ja samuti oma
kooli Aastadpetaja.

Komisjoni otsusega médrati medal Valga Giimnaasiumi mate-
maatikadpetaja KULLI KUKELE.

Opetaja Kiilli Kukk on lopetanud Tartu Ulikooli 1974. aastal ja
on kauaaegne Valga Giimnaasiumi matemaatikadpetaja. Komisjon
tostis esile Kiilli Kuke edukat kauaaegset t66d matemaatikadpe-
tajana Valga Giimnaasiumis. Lisaks véga heale opetaja tavatoole
margib komisjon #ra Kiilli Kuke tegevuse matemaatikas andekate
lastega. Tema opilased on olnud edukad nii 6pilaste maakondlikel
kui ka iileriigilistel matemaatikavoistlustel. Kiilli Kuke panus on
olnud mérgatav ka iihiskondlikus liinis. Ta on edukas oma piirkonna
matemaatikadpetajate iihistegevuse eestvedajana. Tema juhtida on
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Valgamaa matemaatikadpetajate ainesektsioon. Siinkohal ei saa
markimata jéitta koolidevahelisi matemaatikavoistlusi, Opetajate
ithisvéljasoite teistesse maakondadesse ja loomulikult suurejoone-
liselt korraldatud matemaatikadpetajate péevi.

Komisjoni otsusega méiirati medal Tallinna Ulikooli professor
ANNE TALILE.

Komisjon tostis esile prof. Anne Tali tegevust meie matemaa-
tikadpetajate koolitamisel, eriti selle matemaatilise kiilje kujun-
damisel. Voib 6elda, et aastaid pole voimalik Tallinna Ulikoolist
matemaatikadpetaja kutset saada ilma prof. Anne Talilt hinnet
vOol arvestust saamata. Samuti on mérkimist vadriv Anne Tali
administratiivne Eesti koolimatemaatikaga seotud tegevus. Ta on
olnud aktiivne osaline matemaatika riigiecksamite nii sisu kui ka
vormi kujundamisel. Viimasel ajal, alates 2005-st aastast, vajab
erilist Aramérkimist Anne Tali tegevus {ileriigilise matemaatika
ainenoukogu esinaisena.

Komisjoni otsusega mé#rati medal Kilingi-Némme Giimnaa-
siumi matemaatikadpetaja HELLE OIGELE.

Helle Oige tootab Kilingi-Nomme Giimnaasiumis matemaati-
kadpetajana alates 1974-st aastast. Oma Opetajat hinnates kirju-
tavad tema kolleegid: “Opetaja Oige on oma t66d analiiiisiv ja
ise oppides arenev dpetaja. Opilaste kindlad teadmised on rajatud
toole raudvaraga, vigade profiilaktikale ja 6ppekirjanduse igele ka-
sutamisele. Tema tunnis on huvitav jélgida, kuidas ka matemaatikas
norgemad on 6petaja pideva heatahtliku tihelepanu all.” Helle Oige
t60 on tulemuslik ka andekate opilastega. Héid ja viga héid kohti
on tema Opilased saavutanud Nuputa voéistlustel nii maakondlikul
kui ka iileriigilisel tasemel. Samuti on tema 6pilased olnud edukad
vanemate klasside matemaatika oliimpiaadidel. Koérgetasemelist
opetajatood kajastavad opetaja Helle Oige opilaste tulemused ka
riigieksamitel. Tema Gpilastest valivad umbes pooled matemaatika
riigieksami ja saavutavad seal ka héid ja véga héid tulemusi. Helle
Oige on pélvinud Aastadpetaja 2003 austava nimetuse maakonnas.
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Eesti Matemaatika Seltsi preemiad

Arnold Humala 2005. a. preemia

MEELIS KAARIK, Tartu Ulikool — doktoritéé Fitting Sets to Proba-
bility Distributions eest.

EMS iilidpilaspreemia

ALEKSEI L1ssITSIN, Tartu Ulikool — uurimistéé Operaatorite hulga
poolt defineeritud aproksimatsiooniomadus eest.

EMS 6pilaspreemia

LAUrR TooMING, Hugo Treffneri Giimnaasium — eduka esinemise
eest vabariiklikul matemaatikaoltimpiaadil.

Prof. Gerhard R#go nimelised medalid

Vt. eraldi artiklit k&esolevas kogumikus!

Haridus- ja Teadusministeeriumi 2006. a. iiliopilaste
teadustoode riiklik konkurss

Preemiad loodusteaduste ja tehnika valdkonnas

MEELIS KAARIK, Tartu Ulikool — I preemia doktoritéd Fitting Sets
to Probability Distributions eest.

Teisi preemiaid

MART MOLS, Tartu Ulikool, matemaatilise statistika lektor —
auhind Conference Award for Scientist konverentsil 27th Annual
Conference of the International Society for Clinical Biostatistics
tehtud ettekande Identifying risk factors in intravenous drug users
— a likelihood based approach for respondent driven samples eest.
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Matemaatikud — riiklike teeneteméirkide kavalerid 2006

PEETER LORENTS — Riigivapi IV klassi teenetemérk

Peeter Lorents on matemaatik, fiitisika-matemaatika teaduste
kandidaat loogika alal. Praegu EBS infotehnoloogia dppetooli
juhataja. Oli Riigikogu liige 1992-1999. Pilvis teenetemargi
kui Eesti Vabariigi taastaja ja edendaja.

ENN SARV — Valgetéhe II klassi teenetemérk

Enn Sarv 16petas TRU 1966. a. matemaatikuna. Oli 1941
1944 Eesti Vabariigi Rahvuskomitee liige. Tegutsenud lite-
raadina. Pélvis teenetemérgi kui Eesti Vabariigi taastaja ja
edendaja.

KALMER HUTT — Valgetéihe IV klassi teenetemérk

Kalmer Hiitt 1opetas TRU 1985. a. matemaatik-pedagoogina.
On Hiiddemeeste Keskkooli matemaatika-informaatikadpe-
taja ja Eesti Lasterikaste Perede Liidu president. Pélvis
teeneteméirgi kui Opetaja ja suurperede eestseisja.

Tru Kiubporv — Valgetdhe IV klassi teenetemérk

Tiiu Kiudorv on Pa&lva Uhisgiimnaasiumi kauaaegne mate-
maatikadpetaja ja rahvatantsujuht. Péilvis teenetemérgi kui
opetaja ja rahvakultuuri hoidja.

ARvO KIvikAS — Valgetidhe IV klassi teenetemérk

Arvo Kivikas 16petas TRU matemaatikuna 1973. a. On AS
Ilves-Extra asutaja ja tegevjuht. Pélvis teenetemirgi kui
ettevotluse edendaja.



Eesti Vabariigis antud preemiad ja autasud 153

TuA PeENJAM — Valgetdhe IV klassi teenetemérk

Tiia Penjam 16petas TRU matemaatikuna 1979. a. On “Ope-
tajate lehe” peatoimetaja. Pélvis teenetemérgi oma tegevuse
eest ajakirjanikuna.

PEETER KUUTS — Valgetidhe V klassi teeneteméirk

Peeter Kiiiits 1opetas TRU matemaatikuna 1971. a. On
siseministeeriumi rahvastikuregistri biiroo juhataja. Pélvis
teenetemérgi kui rahvastikuregistri arendaja.
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Statistika ja eetika

ENE-MARGIT TIIT
Tartu Ulikool

Teadlase eetika — millest see oleneb?

Teadlase eetika soltub paljuski sellest, missuguse teadusvaldkon-
naga on tegemist. “Kévu” teadusi, s.t. eeskitt tdppis- ja tehno-
loogilisi teadusi seostatakse iihiskonna arengus innovatiivsusega,
tootmise ja tehnoloogia korge tasemega, mis on kiire majandus-
arengu eelduseks. Eetikaprobleemid tousetuvad siin aga seoses mas-
sihdvitusrelvadega, mille loomine omakorda tugineb tehnika korgele
tasemele, samuti 6koloogiliste katastroofidega. Ka infotehnoloogilis-
te teadmiste — infotehnoloogilise kirjaoskuse — lai levik iihiskonnas
ei ole probleemivaba, siingi tekivad eetikaprobleemid, nt. seoses info
salastamise ja saladuste “lahtimuukimisega”. Keskkonnateaduste
korge areng ja sellest tulenev keskkonnateadlikkus seevastu peaks
tagama keskkonna “rohelise” ja tervisliku seisundi, kuid siingi tekib
viga tosiseid huvide konflikte majandusarengu ja loodushoiu vahel.
Uhiskonnateadlased on need, kes peaksid mirkama ebakdlasid
ithiskonna arengus ja nende eest hoiatama, kuid siingi on probleeme
teabe soltumatusega erakondliku kallutatuse ja voimalike teadlike
voi ebateadlike grupihuvide suhtes.

Mones valdkonnas, kus tootajate eetilisus on eriti oluline,
on aegade jooksul vilja tootatud spetsiaalsed eetikakoodeksid ja
ametisse astumisel tootatakse neist kinni pidada, kusjuures see
puudutab mitte {iksnes praktikuid, vaid ka neil erialadel toctavaid
teadlasi. Niisugused valdkonnad on arsti- ja oGigusteadus. Arsti-
teaduslike uuringute teostamise eeldused on tdnapéeval muutunud
aina karmimaks, iildiselt koneldes on keelatud igasugused inimkat-
sed, mis pohimotteliseltki voiksid katsealuste tervist, heaolu voi
mainet kahjustada ning uuringute eeldusi kontrollivad autoriteetsed
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eetikakomisjonid.

Matemaatikute eetikakoodeks seevastu on viga lihtne ja ene-
sestmoistetav, sisaldades pohiliselt selliseid punkte nagu “&ra va-
rasta teise tulemusi ega ideid”, “kui kasutad, siis viita”, “dra esita
teadvalt ekslikke tulemusi, sh. liinklikke toestusi”.

Uldiselt on erinevate teadusharude esindajate roll ithiskonnas
erinev, kuid igal juhul on eetiline toetada ja suunata positiivseid
ja jatkusuutlikke arenguid, tagada pohivéadrtuste pilisimist. Samuti
on iga eriala teadlaste eetiline kohustus vastavalt oma péadevusele
hoiatada iihiskonda, sealjuures eriti véimukandjaid ja otsustajaid
ohtude ja ohtlikus suunas toimuvate arengusuundumuste eest.

Statistika kolm erinevat palet

Missugused on statistiku, sh. ka matemaatiku-statistiku eetika-
probleemid ja eetilised kohustused? Selleks tuleb ldhtuda statistiku
rollist iihiskonnas, ning ilmneb, et siin on suured erinevused.
Matemaatikul-statistikul on véhemalt kolm vigagi erisuunalist rolli
(siin ei ole eraldi kisitletud statistika 6ppejou rolli, mille erialased
erisused on suhteliselt viikesed).

Esiteks on matemaatiline statistika kui matemaatika osa
rakendusliku suunitlusega téppisteadus. Keerukaid looduslikke ja
tehnoloogilisi protsesse kirjeldavad mudelid peavad paratamatult
arvestama juhuslikkust ning see tdhendab tdendosusteooria ja
matemaatilise statistika meetodite rakendamist modelleerimisel.
Koéigi reaalsust kirjeldavate mudelite puhul tuleb arvestada vaatlus-
vigu ja neist tulenevaid vigu jareldustes. Matemaatilise statistika
(siin moistame seda teadusvaldkonda kdoige laiemas tdhenduses,
s.t. kaasates toendosuslikud meetodid, juhuslikud protsessid jmt.)
vordluses nn. puhta matemaatikaga selgub iiks oluline ja pohiline
erinevus. Puhta matemaatiku looming tdiustab matemaatika kui
teaduse sisemist struktuuri ja teiste rakenduste seisukohalt on see
n.6. “lattu” tootmine, s.t. tulemustel ei ole otseselt tellijat ega
rakendust. Matemaatilise statistiku puhul on aga valdavalt tegemist
n.6. tellimustéodega, s.t. et toctatakse vélja metoodikaid konkreet-
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sete, enamasti teistest teadusvaldkondadest parinevate iilesannete
lahendamiseks. Siinjuures on arsenaliks puhas matemaatika, see aga
tdhendab, et sageli jouab puhta matemaatika esindajate “toodang”
tarbijateni nimelt matemaatilise statistika kaudu.

Teine roll on eelmistest radikaalselt erinev, see on nn rii-
gistatistika roll. Riigistatistika on eeskétt iihiskonna erinevate
dimensioonide moé6tmine, kusjuures selle mdStmisprotsessi juures
rakendatakse matemaatilist statistikat mootmistulemuste kvalitee-
di ja adekvaatsuse tagamiseks, moStmisprotsessi optimeerimiseks ja
samuti pohjendatud otsustuste tegemiseks/soovitamiseks. Riigista-
tistika on iiks matemaatilise statistika “tellijaid”, nii on néiteks
valikuteooria kasvanud vilja eeskétt riigistatistika vajadustest.

Kolmanda valdkonna — statistilise noustamise ja koostéo
teiste teadusharude (véi ka praktika) esindajatega — sisuks
on statistiku suhtlus mittestatistikutega, statistika-alaste teadmiste
edasiandmine ja {iihtlasi statistilise kirjaoskuse arendamine koige
laiemas mottes. See on iihelt poolt meeskonnatto erinevas koosluses,
teiselt poolt vahendaja roll matemaatilise statistiku kui metoodika
looja ja mingi teise eriala teadlase kui metoodika tarbija vahel,
ja sageli kujunevad nimelt vahendamise protsessis uued iilesanded
matemaatikute-statistikute jaoks.

Suhtlusreeglid ja eetikakoodeksid

Igasuguste koosluste kaitumist reguleerivad kas kirjutatud voi
kirjutamata reeglid ja head tavad. Mida laiem ja mitmepalge-
lisem on kooslus, seda keerukamad on voimalikud vastastikused
mittemdistmised ja huvide konfliktid, mis tdhendab ka suuremat
tdhelepanu vajadust “méngureeglite” kehtestamisele ja nendest
kinnipidamise jdlgimise mehhanismi kéivitamisele.

Koige lihtsam on selles mottes olukord matemaatilise sta-
tistika esindajaga. Seni, kuni matemaatilise statistika esindaja
piirdub valemite toestamise ja nende kontrollimisega simuleeritud
andmestikel, pole tal ka puhta matemaatika esindajast erinevaid
eetikanoudeid. Kui aga tegemist on tegelikkuse modelleerimisega,
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vastutus suureneb: eetika néuab, et eeldused tagaksid mudelite hea
sobivuse tegelikkusega, oluline on kogu protsessi ldbipaistvus ja
hinnangutédpsuse hindamine.

Olukord muutub radikaalselt keerukamaks niipea, kui méngu
tuleb teise eriala teadlane oma huvidega, see tdhendab tavaliselt
toohiipoteesi uuritavas valdkonnas, mida uurija kogutud empii-
riliste andmete pohjal soovib tdestada. Kui statistikul onnestub
sisulisele hiipoteesile vastav statistiline hiipotees leida, selgitada, et
tellija andmed rahuldavad selle hiipoteesi eeldusi ning énnestub ka
vastav nullhiipotees kummutada, s.t. sisukas hiipotees (soovitaval
olulisuse nivool) tdestada, siis enamasti tidiendavaid probleeme ei
teki. Vastupidisel juhul on aga potentsiaalseid konfliktikohti mitu:
uurijal on raske leppida tédemusega, et tema hiipoteesi ei Gnnestu
antud materjali pohjal tdestada. Monikord voiks lahenduseks olla
toohiipoteesi muutmine, monikord metoodika vo6i ka otsustuse
vastuvotmisel kasutatava olulisuse nivoo muutmine. Halvemal juhul
torgub uurija tunnistamast andmestiku kallutatust véi ebakvali-
teetsust voi ka eelduste mittetdidetust. Statistikupoolseks veaks
voib olla oskamatus voi soovimatus valida teisi toestusmeetodeid
vOi soovitada alternatiivseid sisulisi hiipoteese. Vastuolusid voib
pohjustada ka erinev arusaamine autorlusest — tihti on statistiku
roll uurimistéos kiillaltki suur (aja- ja ressursimahukamgi kui uu-
rimisiilesande autoril), kuid eriarvamusi voib pdhjustada arusaam
t60 iseloomust — kas statistiku tegevus oli vaid abit6o, partnerlus
voi osutus statistik koguni uuringu pohitegijaks.

See koik on viinud selleni, et statistikute ja mittestatistikute
koostto reguleerimisel lihtutakse lisaks heale tavale vajaduse korral
ka mitmetest seadusepiigalatest, sh. niiteks Rahvusvahelise Statis-
tikainstituudi kutse-eetika deklaratsioonist (http://www.stat.ee/
4278) voi ka vaimse omandi kaitse seadusest.

Et statistika tegeleb mootmisega, tuleb arvestada ka modde-
tava huve. Viimastel kiimnenditel on vdga oluliselt esile kerkinud
mitmesugused andmekaitsealased regulatsioonid, mis tagavad kiill
iiksikisikute eraelu ja privaatsuse puutumatuse, kuid raskendavad ja
takistavad oluliselt niihésti statistikute kui ka andmetega téotavate
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teadlaste, sh. eriti arstide-epidemioloogide t66d.

Koige tosisemad eetikareeglid reguleerivad aga riigistatistikute
tegutsemist, sest nad on kahtpidi seotud kogu iihiskonnaga — {ihelt
poolt on iihiskond kogu oma keerukuses riigistatistika (mootmis-)
objekt, teiselt poolt aga ka tellija, kelle vajadusi rahuldatakse ja
teatava médrani ka otsustusi mojutatakse.

Riigistatistika eetilisust ja kvaliteeti tagavad
regulatsioonid

Riigistatistika tegevust ja kvaliteeti reguleerivad riiklikud seadused
(Eestis Riikliku statistika seadus,
http://www.legaltext.ee/text/en/X1058K3.htmja Isikuandme-
te kaitse seadus, www.legaltext.ee/et/andmebaas/paraframe.
asp?loc=text&lk=et&sk=en&dok=X70030.htm&query=), aga ka
rahvusvahelised kokkulepped ja {ihisdeklaratsioonid, mille sisuks on
tagada statistika usaldusvéérsus ja iildkasutatavus, kuid samuti ka
eetilisus.

1985. aasta augustis vottis Rahvusvaheline Statistikainstituudi
(ISI) Peaassamblee vastu seitsmeaastase t60 tulemusena valminud
Rahvusvahelise Statistikainstituudi kutse-eetika deklarat-
stoont. Selles margitakse niisuguseid punkte nagu statistiku vastu-
tus {ithiskonna ees, objektiivsuse taotlus, usalduse séilitamine statis-
tika vastu, meetodite ja uurimistulemuste avaldamine ja libivaata-
mine, eetiliste pohimétete edastamine, aga ka kohustusi subjektide
vastu, sh. andmete konfidentsiaalsuse hoidmine.

Oluliselt suunavad Festi riigistatistikat Euroopa statistikat
késitlevad dokumendid, millest valikut jargnevas lithidalt referee-
rime.

1. Riikliku statistika pohiprintsiibid Euroopa Majandus-
komisjoni piirkonnas (Vastu voetud URO Euroopa Majandus-
komisjoni 47. istungil 15. aprillil 1992. a. Genfis),
http://www.stat.ee/4276

I. Riiklik statistika on demokraatliku iithiskonna infosiisteemi hiada-
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vajalik osa, mis annab valitsusele, majandusele ja iildsusele
andmeid majandusliku, demograafilise, sotsiaalse ja keskkon-
na olukorra kohta. Et oleks tagatud kodanike digus saada ava-
likku informatsiooni, peab riiklik statistika olema kéttesaadav
ja vastama kasutatavuse ja erapooletuse nduetele.

I1. Et séiilitada usaldust riikliku statistika vastu, tuleb statistika-
asutustel professionaalselt, teaduslikult ja kutse-eetikat arves-
tavalt vélja tootada statistiliste andmete kogumise, t66tlemi-
se, sdilitamise ja esitamise meetodid ja kord.

ITI. Et aidata andmeid korrektselt télgendada, peavad statistika-
asutused esitama teaduslike normatiivide kohast informat-
siooni statistika allikate, meetodite ja menetluste kohta.

IV. Statistikaasutustel on 6igus kommenteerida statistika ekslikku
tolgendust ja vadrkasutust.

Esitatud kiimnest printsiibist mérgime veel jargmist:

VI. Statistikaasutuste poolt statistika tootmiseks kogutud iiksik-
andmed, olgu need siis seotud fiiiisiliste voi juriidiliste isi-
kutega, peavad olema rangelt konfidentsiaalsed ja neid voib
kasutada ainult statistilistel eesmérkidel.

2. Euroopa statistikasiisteemi kvaliteedideklaratsioon
http://www.stat.ee/183922

See deklaratsioon sonastab Euroopa statistikasiisteemi mis-
siooni “Pakume Euroopa Liidule ja kogu maailmale kvaliteetset
infot majanduse ja sotsiaalelu kohta Furoopa, riigi ja piirkonna
tasandil ning teeme selle koigile kéittesaadavaks, aitamaks langetada
otsuseid, teha teadustéod ja osaleda aruteludel”, samuti ka visiooni
“...Teaduslikel printsiipidel ja meetoditel pohinev Euroopa statis-
tikasiisteem pakub ja t&iustab pidevalt harmoneeritud Euroopa
statistikaprogrammi, mis on demokraatlike protsesside ja iithiskonna
edukuse oluline alus.” Oluliseks punktiks kvaliteedideklaratsioonis
on lubadus “Pakume kvaliteetset statistikainfot, mis on toodetud
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teaduslikke meetodeid kasutades ning on kooskolas objektiivsuse ja
konfidentsiaalsuse printsiibiga.” Lisaks sellele mérgitakse koost6o
ja partnerluse tdhtsust, andmeandjate vajaduste arvestamist, esi-
tatava info kéittesaadavust ja moéistetavust ning pideva kvaliteedi-
juhtimise vajalikkust.

3. Euroopa statistikat kisitlev tegevusjuhis (vastu votnud
statistikaprogrammi komitee 24. veebruaril 2005. a.),
http://www.stat.ee/183094 esitab 15 pohimdtet, mille jalgimist
Furoopa riikides peetakse vajalikuks ja auditeeritakse rahvusva-
heliselt. Need pohimotted on jérgmised (valikuliselt on lisatud ka
saavutamise meetmeid):

1. pohimaéte: erialane séltumatus — Euroopa statistika usalda-
tavuse tagab statistikaasutuste erialane séltumatus teistest poliiti-
listest, regulatiiv- ja haldusiiksustest ja -asutustest ning erasekto-
rist.

2. péhimdte: volitus andmete kogumiseks — statistikaasutustel
peab olema selge juriidiline volitus teabe kogumiseks Euroopa
statistilistel eesmérkidel.

3. péhimdéte: ressursside piisavus — statistikaasutuste kiasutuses
olevad ressursid peavad olema piisavad, et oleks voimalik téita
Euroopa statistikaalaseid noudeid.

4. pohimote: kvaliteedinouete jdargimine — kdik Euroopa sta-
tistikasiisteemi liikkmed kohustuvad tootama ja koost6od tege-
ma, lahtudes Euroopa statistikasiisteemi kvaliteedideklaratsioonis
sitestatud pohimotetest.

5. pohimdéte: statistiline konfidentsiaalsus — taielikult tuleb
tagada andmeesitajate (kodumajapidamised, ettevotted, haldus-
asutused ja teised andmeesitajad) privaatsus, nende esitatud teabe
konfidentsiaalsus ja kasutamine ainult statistilistel eesmérkidel.

6. pohimaote: erapooletus ja objektiivsus — statistikaasutu-
sed peavad tootma ja levitama FEuroopa statistikat teaduslik-
ku soltumatust tunnustades ning objektiivsel, professionaalsel ja
labipaistval viisil, koheldes koiki tarbijaid vordvéaarselt.

7. pohiméte: libimobeldud metoodika — kvaliteetse statistika
aluseks on ldbimoeldud metoodika. Selle jaoks on vaja asjakohaseid
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vahendeid, menetlusi ning asjatundlikkust.

- Toole voetakse iilikoolis vastava eriala 16petanuid.

- Personal osaleb vastavatel rahvusvahelistel koolitustel ja konve-
rentsidel ning teeb rahvusvahelisel tasandil koosto6d statisti-
kutest kolleegidega, et saada uusi teadmisi.

- Metoodika taiustamise huvides tehakse koost6od teadlastega,
véliseksperdid hindavad rakendatud meetodite kvaliteeti ja
tohusust ning vajaduse korral soovitavad kasutada paremaid
statistikat6o vahendeid.

8. pohimdte: asjakohased statistikaalased menetlused —
kvaliteetse statistika aluseks on asjakohased statistikaalased menet-
lused, mida rakendatakse alates andmete kogumisest kuni andmete
oigsuse kontrollini.

9. pohimote: andmeesitajate mittetilemddrane koormus
— andmeesitajate koormus peab vastama tarbijate vajadustele
ning ei tohi olla andmeesitajate jaoks liiga suur. Statistikaasutus
jalgib andmeesitajate koormust ning seab eesmirgid aja jooksul
nimetatud koormuse vihendamiseks.

10. pohiméte: tasuvus — ressursse tuleb kasutada efektiivselt.
11. pohimdte: asjakohasus — FEuroopa statistika peab vastama
tarbijate vajadustele.

12. pohiméte: tipsus ja usaldusvdidrsus — Euroopa statistika
peab kajastama tegelikkust tépselt ja usaldusvéérselt.

- L&hteandmeid, vahetulemusi ja avaldatud statistikat hinnatakse
ja nende 6igsust kontrollitakse.

- Valikuvigu ja valikust soltumatuid vigu hinnatakse ning doku-
menteeritakse siistemaatiliselt vastavalt ESSi kvaliteedikom-
ponentidele.

13. péhimdte: ajakohasus ja oigeaegsus — Euroopa statistikat
tuleb levitada ajakohaselt ja oigeaegselt.
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14. péhiméte: seostatavus ja vorreldavus — Euroopa statistika
peab olema valdkonniti ja ajaliselt jérjepidev ning piirkonniti ja
riigiti vorreldav; eri allikatest périt omavahel seosesolevaid andmeid
peab olema voimalik ithendada ning koos kasutada.

15. poéhiméte: kittesaadavus ja selgus — Euroopa statistikat
tuleb esitada selgel ja arusaadaval kujul ning levitada sobival ja
otstarbekohasel viisil, see peab koos toetavate metaandmete ja
juhtnooridega olema saadaval erapooletul moel.

Statistiku meeskonnat66 ja statistilise nous-
tamise eetika

Statistiline noustamine oli see valdkond, mille jaoks piiiiti Sta-
tistikute eetikakoodeksit formuleerida juba 1969. aastal Rahvus-
vahelise Statistikainstituudi asutatud kutse-eetika kiisimusi uuriva
komisjoni t66 tulemusena (Deming!'?, 1972). Valdkonna olulisust ja
keerukust néitab tosiasi, et viimastel aastatel on mitmete matemaa-
tilist statistikat 6petavate iilikoolide, sh. ka Tartu Ulikooli kursuste
loetelusse lisandunud nimetus “Statistiline noustamine” (Statis-
tical consulting). Selles valdkonnas on publitseeritud ka opikuid
ning avaldatud artikleid, (vt. nt. Statistical Consulting Newslet-
ter http://www.amstat.org/sections/cnsl/newsletter.html).
Téhelepanuvairne on see, et konsulteerimisega seotud probleemi-
dele on tédhelepanu podoranud tippstatistikud juba aastakiimnete
eest. Alljargnevad motted (modifitseeritud ja lithendatud kujul)
parinevad A. Kivinuka tervitusettekandest Eesti Statistikaseltsi 19.
konverentsil, kus ta tsiteeris Sir David Coxi soovitusi statistikutele,
kes todtavad praktikutega G. van Belle teose “Statistical Rules of
Thumb” vahendusel.

1. Kui voimalik, tehke koostd6d, mitte drge ainutiksi konsultee-
rige.

9Deming, W. Edwards (1982). Code of professional conduct: a personal view.
International Statistical Review 40, 214219.
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2. Statistilises t66s on laialt levinud viga — otsida vastuseid
valedele kiisimustele

3. Piiiidke eristada olulisi algandmeid ja moista andmete kvali-
teeti

4. Alustage viiga lihtsa mudeliga.

5. Kui vbéimalik, 16petage lihtsa mudeliga.
6. Olge valmis tegema modifikatsioone.

7. Uurige, millised eeldused on olulised

8. Kui teie osalust artiklis voi aruandes tahetakse mérkida
tdnusonadega, kiisige kindlasti t66d néha.

9. Vahel harva olge valmis {itlema, et esitatud andmed ei kinnita
praktiku hiipoteese.

10. Kui uurimisto6 1oppedes enam kui 10% t66st on osutunud
kasulikuks, siis olete hésti to6tanud.

Autori kogemused statistikutoost teadlaste
meeskonnas

Statistilist konsulteerimist késitlevad paljud autorid ka télkimi-
sena, kus iilesandeks on vahendada tekste ja iilesandeid uurija
erialakeelest matemaatilise statistika keelde ja tulemusi vasta-
valt matemaatilise statistika keelest erialakeelde. Siinjuures pole
pohimatteliselt oluline see, missuguses keeles (tavalises lingvistilises
tahenduses) tootavad uurija ja statistik.

Tavaliselt on selge, et kummagi osapoole — niihé&sti erialateadlase
kui ka statistiku — teadmised teise eriala keelest ei ole vastastikuseks
moistmiseks piisavad. Statistiku poolt vaadates on enamasti {isna
kahtlane, kui eriala esindaja piitiab iilesannet statistikule arusaada-
vaks teha statistika keeles — enamasti jadb puudu moistete stigavuti
tundmisest ning tulemus v6ib olla ebaadekvaatne.
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Oma kogemusele tuginedes leian, et alati on parim moodus ka-
sutada tolkimiseks vahekeelena tavakeelt. Kuigi eriala spetsialistile,
nt. meedikule v6ib tunduda vahel veidrana kénelda keerukatest
laboratoorsetest uuringutest tavakeeles, saab ta sellega peagi hésti
hakkama — tuleb vaid hajutada ettekujutus, et mida keerukamat
terminoloogiat kasutatakse, seda siigavam on teadus ja tosisem
probleem. Tavakeeles sonastatud erialaprobleemi lahendamiseks os-
kab statistik tavaliselt lihtsalt leida sobiva metoodika. Arusaadavalt
tuleb saadud tulemusi tolgendada tavakeele abil ja abistada ka
eriala spetsialisti tulemuste tagasitolkimisel erialakeelde.

Mis on siinjuures suurimad ohud?

1. Puudulikust vastastikusest moistmisest tulenev vastuste otsi-
mine valedele kiisimustele.

2. Erialaspetsialisti liigne enesekindlus metoodika valikul (nt. ta
on kirjandusest leidnud artikli, mis talle jatnud hea mulje ja
soovib sama metoodikat rakendada, kuigi tilesanne pole péris
sama voi pole meetodi eeldused taidetud.

3. Statistiku puudulik siivenemine iilesandesse voi selle ekslik
moistmine, mille taga voib olla niihésti asjatundmatus, pea-
liskaudsus kui ka iileolev suhtumine.

4. Aja- ja muude ressursside piiratus, t60 liigvarane ja mitteam-
mendav 16petamine.

Kindlasti tuleb ndustuda Sir D. Coxiga, et koosttd iihtses
meeskonnas on tohusam kui vaid konsulteerimine. Ideaalis voiks
statistikust ja erialaspetsialistist meeskonna koostéod erinevatel
uuringuetappidel kirjeldada alljargnev tulpdiagramm
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Statistiku ja erialaspetsialisti roll uuringu
erinevatel etappidel
100% -
0% ——
B0%% ——
40% +—
20% —
T Probleemi Luringu uringu Andmetiitiie Jarelduste
plstitus eftevalmistus | teostamine tegemine
M Statistik ] a0 10 a0 a0
O Erialaspetsialist 100 al a0 10 a0

Kiisimusele — millal alustada koostotd — saab olla ainult iiks
vastus — mida varem, seda parem. On hea, kui statistik voi
statistikud on meeskonnas juba siis, kui uuringut kavandatakse.
Ometi on probleemi piistitaja kindlasti uurimisvaldkonna spetsialist
(kuigi siingi pole vilistatud statistiku abi). See mé#rab iihtlasi
ka uuringu poéhiautori. Uurimuse kavandamisel peaks aga statistik
olema kindlasti osaline. Tema osalus on téhtis nii katseplaani
kui ka uuringu valimi disainimisel, samuti uuringumetoodika ja
instrumendi (kiisitluse, mootmisviisi) kavandamisel. Uuringu toi-
mumisel on statistiku roll tagasihoidlik, kuigi kasulik on kavan-
datud plaani jdrgimise kontroll ja voimalike korvalmojude fiksee-
rimine. Jédrgmine, vigagi todmahukas andmete t66tlemise ning
analiiiisimise etapp (mis sageli jaguneb reaks alametappideks) on
aga statistiku parusmaa. Pahatihti arvatakse statistiku t66 iiksnes
sellega piirduvatki — kui aga statistiku abi pole varem kasutatud,
kulub tihti suur hulk t66d uuringu ebaotstarbekast planeeringust
tulenevate vigade korrigeerimisele ja kannatab ka saadav tulemus.
Tootlusetapil on erialaspetsialisti rolliks toohiipoteeside sonastami-
ne ja vajadusel varieerimine v6i edasiarendamine — statistik iildiselt
ei tea tapselt, missugused saadavatest statistilistest tulemustest on
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sisuliselt téhtsad, missugused mitte. Uhist66 viimane etapp sisaldab
jarelduste tegemist: enamasti sonastab statistik need kvantitatiivsel
voi formaalsel tasemel, eriala spetsialist aga pohjendab tulemusi
sisuliselt.

Oma praktilises koot6os teiste erialade esindajatega olen jérgi-
nud moningaid lihtsaid eetikareegleid, mida olen ka oma &pilastele
soovitanud.

Teise eriala spetsialistisse tuleb suhtuda lugupidamisega sol-
tumata tema teadmistest statistika v6i matemaatika alal.
Parimad kliendid on need, kes tunnevad hésti oma eriala.

Uurimist66 aluseks on oskus esitada digeid kiisimusi. Koost66
puhul on tahtis, et koik osapooled neid kiisimusi iihtviisi
moistaksid, selle saavutamiseks kulutatud aeg pole kunagi
tulutult raisatud.

Statistik peab tegema pingutusi, et leida soovitud lahendus
voi sellele ldhedane tulemus — kuid tingimuseks on matemaa-
tiline ja statistiline korrektsus nii eelduste jalgimisel kui ka
andmestiku toélgendamisel.

Negatiivne tulemus peab olema veenvalt pohjendatud ja
lisatud soovitused, mida siiski saaks jédreldada olemasolevast
andmestikust voi mida teha teisiti jargmises uuringuvoorus.

Statistiku t66 ei lope statistiliste rehkendustulemuste iileand-
misega, hea tulemuse saavutamiseks tuleb kindlasti assistee-
rida ka jérelduste tegemisel.

Publitseerimisel kuulub esimese autori au kiill erialaspet-
sialistile, kuid tavaliselt vadrib ka statistiku t66 kuulumist
autorite hulka, sest peaaegu mitte kunagi pole tegemist
pelgalt tehnilise téoga.

Kui tegemist on episoodilise konsultatsiooniga, on sageli
targem autorlusest loobuda, sest pole voimalik vastutada
kogu uuringuprotsessi statistilise korrektsuse eest, mida kaas-
autorlus eeldaks.
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Voin kinnitada, et iilalmérgitud pohimoétete jargimine on pea-
aegu 100%-liselt taganud eduka koostto; eranditeks on olnud vaid
moned viga noored uurijad.



Rahvusvaheline Uliépilaste
Matemaatikavoistlus

VLADIMIR KUTSMEI
Tartu Ulikool

Rahvusvaheline Uligpilaste Matemaatikavaistlus (IMC — Inter-
national Mathematics Competition for University Students) on iga-
aastane matemaatika-alane voistlus tiliopilastele. IMC-d korralda-
takse alates aastast 1994 ja selle peaorganisaatoriks on University
College London. Igal aastal juuli 16pus voi augusti alguses toimuvat
oliimpiaadi viiakse l4bi maailma erinevates paikades:

28. juuli - 2. august 1994 Plovdiv, Bulgaaria;

2. august - 7. august 1995 Plovdiv, Bulgaaria;

31. juuli - 5. august 1996 Plovdiv, Bulgaaria;

30. juuli - 4. august 1997 Plovdiv, Bulgaaria;

29. juuli - 3. august 1998 Blagoevgrad, Bulgaaria;

29. juuli - 2. august 1999 Keszthely, Ungari;

26. juuli - 31. juuli 2000 London, Inglismaa;

19. juuli - 25. juuli 2001 Praha, Tsehhi;

19. juuli - 25. juuli 2002 Varssavi, Poola;

25. juuli - 31. juuli 2003 Cluj-Napoca, Rumeenia;

23. juuli - 29. juuli 2004 Skopje, Makedoonia;

22. juuli - 28. juuli 2005 Blagoevgrad, Bulgaaria;

20. juuli - 26. juuli 2006 Odessa, Ukraina.

Kéesoleva aasta voistlus leiab taas aset Blagoevgradis, Bulgaa-
rias.

Korraldajad on teinud koik selleks, et osalejate geograafia oleks
voimalikult lai. IMC-st on saanud iiks esinduslikum iiliopilaste
matemaatikaoliimpiaad. Nii néiteks osales 2006. aasta voistlusel
241 iliopilast 72-st iilikoolist {ile kogu maailma. Reeglina esindab
iilikooli kolmest-viiest iiliopilasest ja iihest juhendajast koosnev
voistkond.

Kahel voistluspdeval lahendavad osavétjad 5 tunni jooksul
6 {ilesannet, mis kuuluvad algebra, matemaatilise analiiiisi ning
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kombinaatorika valdkonda. Iga iilesanne annab maksimaalselt 20
punkti. Sealjuures iilesanded valitakse selliselt, et kaks esimest on
paris lihtsad, kaks jargmist on rasked ja viimased kaks on viga
rasked. Igal aastal pakuvad IMC korraldajad voistkondade juhenda-
jatele voimalust esitada sellele véistlusele iilesandeid. Korraldajad
lahendavad ko6ik saabunud iilesanded ise ldbi ning valivad nen-
de hulgast voistluse jaoks sobivaimad. Loplik iilesannetekomplekt
valitakse vilja iiks pdev enne voistlust ziirii poolt, mis koosneb
voistkondade juhendajatest.

Iga voistluspéeva jirel hindab ziirii t6id. Iga iilesannet kontrollib
vahemalt kaks inimest. Tavaliselt kestab hindamisprotseduur vara-
hommikuni vélja ning tulemused tehakse teatavaks jargmise péeva
hommikul.

Peale pingelisi voistluspdevi korraldatakse alati moni ekskur-
sioon. Arvestades osavdtjate arvu, toimuvad taolised ekskursioonid
tavaliselt looduses. Peale 16dvestavaid ekskursioone toimub veel iiks
iisna meeli iileskiittev iiritus nimetuse all apellatsioon. Ulidpilane,
kes ei ole oma t66 tulemusega nodus, voib pdorduda juhendaja
poole, kelle kaudu toimubki tulemuse vaidlustamine. Oliimpiaadi
l6ppiiritusteks on autasustamine ning pidulik 6htusocok.

Tartu Ulikool osaleb Rahvusvahelisel Ulidpilaste Matemaa-
tikavoistlusel iga-aastaselt alates aastast 1996. Esimeses voist-
konnas olid Maria Zeltser, Kati Metsalu ja Vladimir KutSmei
ning juhendaja Mirt Paldvere. Tartu Ulikooli osalemisaja jooksul
votsid IMC vaistluses osa jirgmised Tartu Ulikooli matemaatika-
informaatika teaduskonna iilidpilased: Mart Abel, Andrei Filonov,
Ular Kahre, Anton Karputkin, Oleg Kosik, Meelis Kull, Emilia
Kasper, Sven Laur, Aleksei Nazarov, Hendrik Nigul, Leopold Parts,
Martin Pettai, Lauri Tart, Konstantin Tretjakov, Dmitry Tseluiko,
Indrek Zolk, Boriss Vlassov. Voistkonna juhendajaks on lisaks Mért
Poldverele olnud Maria Zeltser ja alates aastast 2003 Vladimir
Kutsmei.

Viimane voistlus toimus 2006. aastal Odessas, Ukrainas. Tartu
Ulikool osales kolmeliikilise voistkonnaga, kuhu kuulusid Anton
Karputkin, Oleg Kosik ja Martin Pettai. Martin Pettai sai voistlusel
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esimese preemia (iildjdrjestuses 27. koht), kogudes 145 punkti
240 voimalikust. Anton Karputkin sai voistlusel esimese preemia
(iildjérjestuses 28. koht), kogudes 144 punkti. Oleg Kosik sai voist-
lusel teise preemia (iildjdrjestuses 96. koht), kogudes 105 punkti.
Tol aastal osales voistlusel 241 iiliopilast enam kui neljakiimnest
Euroopa, Aasia ja Ameerika iilikoolist. Esimest korda koostati tule-
muste pohjal ka iilikoolide paremusjérjestus. Paremusjérjestuses on
esindatud need 43 iilikooli, mis saatsid voistlusele kolm v6i rohkem
iiliopilast. Tartu Ulikool sai selles jirjestuses 9. kohta ennetades
muuhulgas Turu Ulikooli (22. koht) ja Helsingi Tehnikaiilikooli (26.
koht).

Jargmiselt esitame kahe voistlusel osalenud iiliopilase muljeid
IMC-st.

Konstantin Tretjakov

2002, Varssavi. Kolmas preemia, iildjéarjestuses 119. koht 182-st.

2003, Cluj-Napoca. Kolmas preemia, iildjérjestuses 114. koht
185-st.

2005, Blagoevgrad. Teine preemia, iildjérjestuses 95. koht 227-
st.

Uligpilaste rahvusvaheline oliimpiaad on vaieldamatult iiks
omapérasemaid ja huvitavamaid iiritusi, millest v6ib iiliopilane oma
opingute aja jooksul osa votta. Sarnaselt koolidpilaste oliimpiaadi-
dele, on see sisuliselt iiks iihiskondlik puhkeiiritus {ilesannete lahen-
damisvoistluse katte all. Kuna oliimpiaad on ise rahvusvaheline,
siis toob temas osalemine endaga kaasa palju toredaid kultuuri- ja
turismielamusi ning mélestusi.

Minu teada toimuvadki niivord laialttuntud rahvusvahelised
iiliopilastele suunatud oliimpiaadid ainult matemaatikas (IMC)
ning informaatikas (ACM ICPC). Sellest on natuke kahju, kuna
kooliajal on motiveeritud opilasel oluliselt laiem valik alasid, milles
ta saaks oma joudu proovida. Ilmselt on pohjuseks eelkdige see,
et matemaatika ja informaatika, erinevalt teistest aladest, on
iseenesest pohiliselt suunatud iilesannete lahendamisele.

Kuna ma o6nneks sattusin iilikoolis oppima iihte neist kahest
toredast alast, on ka minul oma bakalaureusedpingute ajal mitmel
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korral énnestunud rahvusvahelise matemaatikaoliimpiaadi elamusi
nautida. Elamused, nagu ikka oliimpiaadi puhul, algavad valikvooru
iilesannete lahendamise hasardiga. Minu arvates on {ilidpilaste
oliimpiaadi valikvoor oluliselt kergem vorreldes opilaste oliimpiaadi
(IMO) omaga. Esiteks, konkurents kéib siin ainult {ihe iilikooli (ning
pohiliselt iihe teaduskonna) iiliopilaste vahel — mingeid voorusid
kooli, piirkonna véi riigi tasemel ei ole. Teiseks, iilesanded vastavad
oluliselt tdpsemini o6pingute temaatikale — kui koolioliimpiaadi
puhul on oliimpiaadiiilesanded enamasti “ebastandardsed” ning
nouavad suuresti teatud taibukust ja tihti ka kooliprogrammi-
viliseid teadmisi, siis iilikooli oliimpiaadiiilesannete edukaks la-
hendamiseks on eelkdige vaja viga hésti aru saada esimese-teise
kursuse matemaatilisest analiiiisist ja algebrast. Aga muus osas
pakub valikvoor mélemal juhul samasugust nauditavat ja pin-
gerikast ajuharjutust. Iga lahendatud iilesanne toob kaasa véga
omapérase avastuser6dmu. Vaevalt saab kuskilt mujalt niisugust
ajutoonust, nagu seda saab oliimpiaadilt. Valikvoor 16peb ikka ja
alati arutlustega stiilis “noh, palju sina siis lahendasid?”, “aga
kuidas sa seda tegid?”, “ah, see oligi siis nii lihtne, kiill ma olen
ikka loll!” jne. — v6ib tdheldada teatud analoogiat sportlastega, kes
just dsja lopetasid {ihe maratonijooksu ja iiritavad niiiid hingamist
korda ajada.

Valikvoorust hea punktiskooriga pédsenu saab suvel veelkord
sarnase mottetegevuse maratoni osaliseks — niiiid juba “péris” voist-
lusel. Périsvoistlus on samas minu arvates veidi vihem pingeline,
kuna seal ei ole lopptulemusel juba enam nii suurt tdhendust —
nagunii enam kuhugi edasi ei péése, auhinnad on kesised, kuld-
hobe-pronksmedali vidrtus on (vihemalt minu jaoks) teisejarguline
ning tegelikult ainsa pingutusega ei olegi seal “oma kategooriast”
eriti voimalik vélja pédseda. Esikohad ldhevad alati nendele, kes
on aasta jooksul iilesannete lahendamist korralikult harjutanud.
Ulejésinud kohad jagunevad iihtlaselt vedamise, taibukuse ja viitsi-
mise faktorite alusel.

Kuigi voistluse osa on tdesti unustamatu elamus (mul on vist
siiamaani meeles moéned iilesanded, mille kallal tuli eriti kovasti
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nuputada, voi mida sai mone eriti ootamatu trikiga lahendada),
pohiline on ikkagi iirituse iihiskondlik aspekt. Oliimpiaadile ko-
guneb {ile saja fiilidpilase erinevatest maadest — kéik erakordselt
toredad, targad ja huvitavad inimesed. Oliimpiaad ise tekitab
olukorra, kus omavaheline suhtlemine on kerge ja 16bus — igale ini-
mesele saab ldheneda ja kasvoi standardse fraasi “Hi, where do you
come from?” abil alustada juttu suvalisel teemal, alates Bulgaaria
veinide omapérasusest kuni religiooni méjuni Iraani sisepoliitikale.
Mboned olimpiaadidel tekkinud tutvused jadvad kestma pikemaks
ajaks ning see lisab erilist motivatsiooni saada ka jargmisel aastal
iilikoolivoistkonda sisse — et nii saaks jélle kohata oliimpiaadisopru
ning kéia nendega ringi moéda tundmatu linna tédnavaid ja parke,
ronides iga voimaliku korghoone vaateplatvormile ja kiilastades
iga piljardilauaga baari. Kaardi- ja kitarrim@nguéhtu, mis 16ppeb
kollektiivse péikesetdusu vaatlemisega ja laulude karjumisega lin-
nadérselt kiinkalt, rahvusvaheline jalgpalliturniir, kus Brasiilia ei
pruugi iildsegi olla favoriit, kuna Ukraina matemaatikud taovad
palli lihtsalt kovemini, kiimne inimesega iihe pileti abil botaanikaaia
kiilastamine — sellised lastelaagri-laadsed iiritused on ilmselt see,
mis jadb koige paremini meelde.

Lopuks jadb mainida turismiga seonduvat aspekti. Oliimpiaadid
toimuvad alati huvitavates kohtades. Parkide- ja kirikuterikas Poola
pealinn Varssavi, omapédrane Transilvaania keskus Cluj-Napoca
ning viike {ilikoolilinn Blagoevgrad Bulgaarias on niiiid minu
jaoks alatiseks seotud oliimpiaadielamustega. Kuna iga oliimpiaadi
ajal on kombeks korraldada ka moéni véljasoit-ekskursioon, siis
lisaks iilikoolilinnadele sai ndhtud ka nende ldheduses asuvaid
vaatamisvadrsusi.

Kokkuvéttes saab ainult veelkord celda, et IMC-ga seonduvad
mul iihed sidravamad mélestused bakalaureuseoppest. See tekitas
lisamotivatsiooni tosisemalt tegeleda matemaatikaga ning pakus nii
korraliku ajuharjutust kui ka fantastilist suvepuhkust.

Lauri Tart

2003, Cluj-Napoca. Kolmas preemia, iildjérjestuses 110. koht
185-st.
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2004, Skopje. Aukiri, iildjarjestuses 133. koht 180-st.

Mina olen IMC vaistlusel osalenud kahel korral, 2003. aas-
ta minijuubelil ehk 10. IMC-1 Rumeenias Cluj-Napoca linnas
ja jiargmisel aastal Skopjes Makedoonias (olgu siis selle viimase
ametliku nimetusega, kuidas on). Koige digem oleks ehk alustada
sellest, et voistlusele minekule eelneb veel minu jaoks kiillaltki
huvitav osa, ehk eelvoistlus selle nimel, kes antud aastal voistlusele
iildse péadseb. Need eelvdistlused on harilikult koige tosisemateks
voistluslikeks momentideks, sest IMC-1 endal ei ole harilikult erilist
lootust Kesk-Furoopa ja Valgevene-Ukraina vdistlejate vastu.

Eelvaistlus toimub tavaliselt ohtusel ajal (iiliopilased on harili-
kult hommikul muude asjadega ametis, 6ppimisega néiteks). Hari-
likult on seal selline atmosfiir, et keegi just eriti palju analiiiisi/al-
gebra parematest tulemustest enam ei mileta, aga anda tuleb
ju endast parim. Lohutust leiab pérast voistlust sellest, et teised
iitlevad, et ega nemadki iile poolte iilesannete &dra ei lahendanud Ja
monikord imestad isegi, kui palju tegelikult meeles on ja vilja tuleb,
kuigi keskmine tulemus on tavaliselt siiski kusagil maksimaalse
punktisumma kolmandiku v6i poole juures.

Voistlusele endale tuleb muidugi kohale jouda. Ja see on minu
juhul ikka omaette seiklus olnud. Rongi, bussi ja taksoga on
tulnud ldbi Ida-Euroopa reisida, kummalistel aegadel kohale jouda,
vahepeal Varssavi, Budapesti v6i veel mone linnaga tutvudes. Nii
Rumeenia kui Makedoonia olid molemad veel kiillaltki mé&gised
ja lageda maaga harjunud eestlasel oli veidi harjumatu ja kohe
méekiiljel kulgevail (ja tihti mitte esimeses nooruses) teedel reisida.
Makedooniasse joudmisel selgus lisaks tee peal, et sihtkohas on
toimumas raudteelaste streik, ja seega pidime teekonna viimase otsa
kuidagi mingi muu transpordivahendiga asendama. Lopuks soitsime
edasi peale piiripunkti leitud vana Mercedesega, mis end takso nime
all reklaamis. Eelmine 66 oli jadnud une poolest napiks, kuumus oli
kovasti {ile harjumuspérase ning maanteede seisukord mitte just
julgustav. See osa reisist jéttis kaunis kustumatu mulje.

Voistluse enda peamisteks osadeks on sissejuhatav aktus, kaks
paeva voistlemist, millele jargneb 166gastumiseks ekskursioon ku-
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hugi pénevasse kohta ning siis tulemuste kokkuvétmine, auhindade
jagamine ja lopetuseks ithine pidusock. Vahepeal on tavaliselt nii
palju vaba aega ka, et on vdimalik kohalike oludega tutvuda.
Rumeenia olude iiks isedrasusi oli kohaliku rahaiihiku viga viike
vadrtus. Nagu Martin Pettai kohe esimesel Shtul demonstreeris,
ei ole mingi kunsttiikkk saada miljonériks peale valuutavahetuse
kiilastamist. Seevastu Skopje osutus huvitavaks, digeusklikku krist-
lust taastavaks linnaks, tédis mosSeesid.

Oo6bimiskohaks on olnud iilidpilaselamud, mis on osavotjatele
tdiesti harjumuspérased. Makedoonias oli seejuures tasuta lisandiks
mingi kohaliku kangelase raidkuju 6ues ja iihikad olid ikka téeliselt
suured. Kvaliteet aga muidugi suurusega poordvordeline. Eriti
raskeks tegi elu see asjaolu, et suvine temperatuur oli seal iile
30 kraadi, konditsioneerist vois aga vaid und néha, isegi akende
avamine oli keeruline.

Aktuse peamiseks osaks on harilikult iirituse peaorganisaatori,
presidendi ja muidu vaimse isa, John E. Jaynei kéne, kus pannakse
meile siidamele iiksteisega suhelda, mitte pabistada hirmus heade
tulemuste pérast ja vorreldakse IMC ning IMO erisusi. Siis esinevad
kohalikud oma kiidu- ja muude juttudega, ning vanad olijad saavad
seda oma eelnevate kogemustega vorrelda. Makedoonias toimusid
kohalike kdned millegipérast 14bi tolgi (ja Jaynei kone tolgiti ka
tagasi), kelleks oli piisavalt taibukas neiu, suutes kolmandat korda
IMO otsa komistades, selle ka &ra tolkida.

Voistlus ise on nagu matemaatikavoistlused ikka, tegeletakse
lahendamisega ja suurt muud téhele ei pandagi. Makedoonias
sattusime jille viletsa jahutussiisteemi otsa ja ma olen seniajani
kindel, et ma oleksin konditsioneeri olemasolu korral suutnud palju
paremaid punkte saada. Ulesandeid on muide seal igasuguseid.
Kummalgi péeval lahendatakse kuus iilesannet, millest umbes
kolmandik on praktiliselt lihtsalt igaiihe jaoks mingi punktisumma
garanteerimiseks, teine kolmandik on umbkaudu harilikud raskema
raskusastme iilesanded ja 16pus tulevad toelised péhklid. Mina
vist kiill ei ole viimastest iihtki dra lahendanud, néidislahendused
votavad harilikult enda alla paar-kolm véiikeses kirjas téiskribitud
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lehekiilge.

Vaistlusjirgses masenduses/joovastuses, aga kindlasti vésimu-
ses, toimub lopuks ka ekskursioon kuhugi linnast vilja. Rumeenias
oli peamiseks atraktsiooniks matkarada kergelt mégises looduses.
Mul 6nnestus isegi ithest kaunis jarsust méenolvast iiles ronida ja
tuleb tunnistada, et vaade sealt oli kiill kena. Aga kahjuks ei olnud
see just korgeim tipp ldhitimbruse. Ning vast eredaima mulje jatsid
tee ddrtes lopmatult laiuvad pollud ja istandused.

Ekskursioon ei ole muidugi niisama nalja péarast. Kuni osavotjad
Iobutsevad, peavad nendega kaasa tulnud tegelema lahenduste
parandamisega. Jérgmisel péeval toimub siis veel kaunis nirvesdov
apellatsiooniprotsess, mis tavaliselt demonstreerib, et ega paranda-
jad lithikese ajaga viga head t66d &ra teha ei suuda. Punktisummad
muudkui kasvavad ja kahanevad.

Seevastu Makedoonias kéisime iithes péarlipiiligiga tegelevas lin-
nakeses, uurisime ldhedalasuvat kloostrit, mille ees tegutses tiiesti
arvestatav, turistidele huvi pakkuda véivate esemete turg. Lin-
nakeses endas oli meeldejéddvaim vast mitte just koige otsesemalt
parlitega seonduv objekt — digeusklik kirik, milles muhameedlikud
vallutajad olid ohutuse kaalutlustel ikoonidel silmad peast eemal-
danud.

Kui kéik tehtav on juba &ra tehtud, siis kogunetakse kusagile
pidulikumasse kohta ja hakatakse tulemusi vélja kuulutama. Dip-
lomite jagamisega kitsi ei olda, enamus saab umbes vordselt kas
esimese, teise, kolmanda koha auhinna voi dramérkiva diplomi.
Loépupoole, lootusetumate jaoks on varuks paar niisama osavétudip-
lomit ja parimate vahel jagatakse &ra kolm Grand First Prize’i ning
itks Grand-Grand First Prize. Traditsiooniliselt on iirituse suur-
sponsoriks Wolfram Research (ehk Makers of Mathematica), seega
alates umbes poolte kolmanda koha auhindade jagamise juures
antakse vilja ka mitmesugust matemaatilist vara karbikestes. Kui
mones lauas juhtub istuma tugeva riigi voistkond, siis voib sinna
algeline karbipiiramiidike kerkida. Aramérkimist viirib siinjuures
Iraani voistkond, kes alati oma auhinnasaajaid innukalt (seejuures
ka lauluga) toetanud on.
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Sellega on olulised asjatoimetused lébi, tuleb veel viimane
pidulik s6omaaeg maha pidada, potentsiaalselt saab veel tantsidagi
ja jargmisel hommikul ootab &rasoit.

Kokkuvottes voiks 6elda, et oliimpiaadil osalemine oli huvitav
kogemus. Sain rikkamaks teadmistelt nii Kesk-Euroopa geograafia,
iilikoolitasemel iilesannete stressiolukorras lahendamise kui ka teiste
endasuguste iiliopilastega tutvumise osas. Olulisim ongi vast neist
see viimane — teiste samaealiste ja huvilistega kokkupuutumine,
tutvumine ja ka matemaatiliste oskuste vordlemine.



Viitekirjade kaitsmine

Doktoritood
Tartu Ulikool

TANEL KAART — doctor philosophiae matemaatilise statistika eri-
alal. The reliability of linear mixed models in genetic studies. Ju-
hendaja dots. Tonu Mols (Tartu Ulikool). Oponendid: prof. Dietrich
von Rosen (Rootsi Pollumajandusiilikool) ja prof. Anita Dobek
(Poznani Pollumajandusiilikool, Poola). Kaitstud 11.01.2006.

KADRE TORN — doctor philosophiae matemaatika erialal. Shear
and bending response of inelastic structures to dynamic loads.
Juhendaja prof. Jaan Lellep (Tartu Ulikool). Oponendid: prof.
Janis Brauns (L#ti Pollumajandusiilikool) ja prof. Jakob Koo (Eesti
Maaiilikool). Kaitstud 09.05.2006.

KRISTEL MIKKOR — doctor philosophiae matemaatika erialal. Uni-
form factorization for compact subsets of Banach spaces of ope-
rators. Juhendaja prof. Eve Oja (Tartu Ulikool). Oponendid:
prof. Anne Tali (Tallinna Ulikool) ja uurija-professor Hans-Olav
Johannes Tylli (Soome Akadeemia). Kaitstud 20.06.2006.

DARJA SAVELJEVA — doctor philosophiae matemaatika erialal.
Quadratic and cubic spline collocation for Volterra integral equa-
tions. Juhendaja dots. Peeter Oja (Tartu Ulikool). Oponendid:
prof. Jaan Janno (Tallinna Tehnikaiilikool) ja vanemteadur Ewald
Quak (SINTEF ICT, Oslo). Kaitstud 20.06.2006.

KRisTO HEERO — doctor philosophiae informaatika erialal. Path
planning and learning strategies for mobile robots in dynamic
partially unknown environments. Juhendajad vanemteadur Maarja
Kruusmaa (Tartu Ulikool) ja dots. Jan Villemson (Tartu Ulikool).
Oponent: prof. Paolo Fiorini (Verona Ulikool, Itaalia). Kaitstud
19.06.2006.

ANNELY MURK — doctor philosophiae matemaatika erialal. Opti-
mization of inelastic plates with cracks. Juhendaja prof. Jaan Lel-
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lep (Tartu Ulikool). Oponent: prof. Vitauts Tamuzs (Liti Ulikool).
Kaitstud 19.06.2006.

ANNEMAI RAIDJOE — doctor philosophiae matemaatika erialal.
Sequence spaces defined by modulus functions and superposition
operators. Juhendaja dots. Enno Kolk (Tartu Ulikool). Oponendid:
prof. Anne Tali (Tallinna Ulikool) ja prof. Hans-Olav Johannes Tylli
(Helsingi Ulikool). Kaitstud 21.09.2006.

OLGA PANOVA — doctor philosophiae matemaatika erialal. Real Gel-
fand-Mazur algebras. Juhendaja prof. Mati Abel (Tartu Ulikool).
Oponendid: dots. Jorma Arhippainen (Oulu Ulikool) ja dots.
Aleksander Monakov (Tallinna Ulikool). Kaitstud 21.09.2006.

HARMEL NESTRA — doctor philosophiae informaatika erialal. Itera-
tively defined transfinite trace semantics and program slicing with
respect to them. Juhendaja dots. Varmo Vene (Tartu Ulikool).
Oponendid: prof. Helmut Seidl (Miincheni Tehnikaiilikool) ja va-
nemteadur Tarmo Uustalu (Tallinna Tehnikaiilikool, Kiiberneetika
Instituut). Kaitstud 13.10.2006.

Tallinna Tehnikaiilikool

ALAR LEIBAK — loodusteaduste doktor. Voronoi teooria aditiiv-
ne dldistus tdiuslikele ruutvormidele tle algebraliste arvkorpuste.
Juhendajad dots. Paul Tammela (Tallinna Ulikool) ja prof. Pee-
ter Puusemp (Tallinna Tehnikaiilikool). Oponendid: Dr. Renaud
Coulangeon (Bordeaux Ulikool, Prantsusmaa) ja dots. Ellen Redi
(Tallinna Ulikool). Kaitstud 08.12.2006.
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Magistritood
Tartu Ulikool

ANNA BILEVA — kutsemagister rakendusstatistika erialal. Mitme-
ne vordlemine protseduuriga MULTTES. Juhendaja dots. Anne-
Mai Parring (Tartu Ulikool). Oponent: lektor Mare Vihi (Tartu
Ulikool). Kaitstud 10.02.2006.

VESAL VOJDANI-GHAMSARI — magister scientiarum informaatika
erialal. Mitmeloimeliste C-programmide kraasimine analiisaatoriga
Goblin. Juhendaja dots. Varmo Vene (Tartu Ulikool). Oponent:
teadur Hérmel Nestra (Tartu Ulikool). Kaitstud 10.02.2006.

EMiLia KASPER — magister scientiarum informaatika erialal. Com-
plexity analysis of hardware-assisted attacks on A5/1. Juhendaja
prof. Helger Lipmaa (Tartu Ulikool). Oponent: prof. Ahto Buldas
(Tartu Ulikool). Kaitstud 17.04.2006.

MAKSIM IVANOV — magister scientiarum matemaatika erialal.
Kolmnurgaga seotud lotkude geomeetria pohitulemused ja nende
toestusmeetodid. Juhendaja dots. Elts Abel (Tartu Ulikool). Opo-
nent: dots. Tiit Lepmann (Tartu Ulikool). Kaitstud 14.06.2006.

HELLE HALLIK — magister scientiarum matemaatika erialal. Mono-
toonsust sdilitav histopoleerimine. Juhendajad dots. Malle Fischer
(Tartu Ulikool) ja dots. Peeter Oja (Tartu Ulikool). Oponent: fiiiis.-
mat. knd. Ivar-Igor Saarniit (Tartu Ulikool). Kaitstud 14.06.2006.

T1INA KRAAV — magister scientiarum matemaatika erialal. Praoga
varda stabiilsus. Juhendaja prof. Jaan Lellep (Tartu Ulikool). Opo-
nent: dots. Sander Hannus (Tartu Ulikool). Kaitstud 14.06.2006.

ANDRES TEDER — magister scientiarum informaatika erialal. The
problem sets of Java Micro Edition Technology. Juhendaja prof.
Jiiri Kiho (Tartu Ulikool). Oponent: tehnoloogiajuht Veljo Otsason
(Mobi Solutions). Kaitstud 15.06.2006.

JURI REIMAND — magister scientiarum informaatika erialal. Gee-
niontoloogiate kaevandamise programm GOSt. Juhendaja vanem-
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teadur Jaak Vilo (Tartu Ulikool). Oponent: prof. Per Kraulis (Tartu
Ulikool). Kaitstud 15.06.2006.

MIHHAIL JUHKAM — magister scientiarum matemaatilise statistika
erialal. Populations with large number of classes: models and
estimation of sample coverage and sample size. Juhendaja prof.
Kalev Pirna (Tartu Ulikool). Oponent: teadur Meelis Kérik (Tartu
Ulikool). Kaitstud 15.06.2006.

ANU VILU - kutsemagister finants- ja kindlustusmatemaatika
erialal. Kaotatud eluaastate mudelid Festi andmetel. Juhendaja
emeriitprofessor Ene-Margit Tiit (Tartu Ulikool). Oponent: lektor
Mare Vihi (Tartu Ulikool). Kaitstud 15.06.2006.

INDREK ZOLK — magister scientiarum matemaatika erialal. Banac-
hi ruumi kommuteeruv aproksimatsiooniomadus. Juhendaja prof.
Eve Oja (Tartu Ulikool). Oponent: lektor Mirt Poldvere (Tartu
Ulikool). Kaitstud 20.06.2006.

INGRID VESSIN — magister scientiarum matemaatika erialal. Moo-
dulfunktsioonidega mddratud jadaruumid ja tugev summeeruvus.
Juhendaja dots. Virge Soomer (Tartu Ulikool). Oponent: dots. Leiki
Loone (Tartu Ulikool). Kaitstud 15.09.2006.

KRisTO KAARMANN — magister scientiarum informaatika eri-
alal. Haplotype inference using overlapping segments. Juhendaja
prof. Jaak Vilo (Tartu Ulikool) ja doktorant Sven Laur (Tar-
tu Ulikool). Oponendid: prof. Eero Vainikko (Tartu Ulikool) ja
statistik-geneetik Tanel Kaart (Tartu Ulikool). Kaitstud 15.09.2006.

Vilismaal kaitstud magistritood

PuaA-PIRET EoMo1s — Master of Science biostatistika erialal.
Sexual dysfunction and antiretroviral therapy. Juhendajad R. Co-
lebuners (Troopilise Meditsiini Instituut) ja A. Laenen (Hasselti
Ulikool, Belgia). Kaitstud Hasselti Ulikoolis (Belgia).

TEELE TAMME — Master of Science biostatistika erialal. Finding the
missing links in pneumonic plague epidemics: who infected whom?
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Juhendajad N. Hens (Hasselti Ulikool, Belgia) ja J. Wallinga
(Riiklik Rahva Tervise ja Keskkonna Instituut, Holland). Kaitstud
Hasselti Ulikoolis (Belgia).

Tallinna Ulikool

SERGEI SUMIN — magister scientiarum matemaatika erialal. Geo-
meetriliste objektide stimmeetriad. Juhendaja dots. Paul Tammela
(Tallinna Ulikool). Openent: fiiiis.-mat. kand. Rein Kolde. Kaitstud
12.06.2006.

Tallinna Tehnikaiilikool

MERVI SEPP — loodusteaduste magister. Mittestatsionaarsete kohe-
rentsete optiliste lainete levi karakteristikud Kerri mittelineaarsu-
sega kihilises keskkonnas. Juhendaja vanemteadur Pearu Peterson
(TTU Kiiberneetika Instituut). Oponent: vanemteadur Jaan Kalda
(TTU Kiiberneetika Instituut). Kaitstud 02.06.2006.

Lits REBANE — loodusteaduste magister. Valguse orbitaalse podrde-
momendi rakendused optiliste kujutiste analiiisil. Juhendaja va-
nemteadur Pearu Peterson (TTU Kiiberneetika Instituut). Opo-
nent: vanemteadur Jaan Kalda (TTU Kiiberneetika Instituut).
Kaitstud 02.06.2006.

MERLE RANDRUUT — loodusteaduste magister. Lainelevi model-
leerimine mikrostruktuuriga materjalides. Juhendaja professor Jiiri
Engelbrecht (TTU Kiiberneetika Instituut). Oponent: vanemteadur
Arvi Ravasoo (TTU Kiiberneetika Instituut). Kaitstud 02.06.2006.

KeErT TAMM - loodusteaduste magister. Deformatsioonilainete
interaktsioonid mikrostruktuursetes tahkides. Juhendaja professor
Andrus Salupere (TTU Kiiberneetika Instituut). Oponent: pro-
fessor Jiiri Engelbrecht (TTU Kiiberneetika Instituut). Kaitstud
02.06.2006.

MIHHAIL BEREZOVSKI — loodusteaduste magister. FElastse laine-
levi numbriline simulatsioon kihilises mittelineaarses keskkonnas.
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Juhendaja prof. Jiiri Engelbrecht (TTU Kiiberneetika Instituut).
Oponent: teadur Andres Braunbriick (TTU Kiiberneetika Insti-
tuut). Kaitstud 02.06.2006.

TANEL PEETS — loodusteaduste magister. Dispersioon mikrost-
ruktuursetes materjalides. Juhendaja prof. Jiiri Engelbrecht (TTU
Kiiberneetika Instituut). Oponent: vanemteadur Arkadi Berezovski
(TTU Kiiberneetika Instituut). Kaitstud 02.06.2006.

Mabis LAAS — loodusteaduste magister. Akivise silmuse tldistatud
Lie vorrandid ja nende integreeruvustingimused. Juhendaja prof.
Eugen Paal (TTU matemaatikainstituut). Oponent: dotsent Liivi
Kluge (TTU matemaatikainstituut). Kaitstud 02.06.2006.

JANEK TABUN — loodusteaduste magister. Mittelineaarsete juhti-
misstiisteemide identifitseeritavus arvutialgebra siisteemiga Mathe-
matica. Juhendaja juhtivteadur Ulle Kotta (TTU Kiiberneetika Ins-
tituut). Oponent: dots. Mati Viljas (TTU matemaatikainstituut).
Kaitstud 02.06.2006.

EDITH SOOSAAR — loodusteaduste magister. Upwelling filamentide
numbriline modelleerimine Soome lahes. Juhendaja vanemteadur
Urmas Raudsepp (TTU meresiisteemide instituut). Oponent: juh-
tivteadur Jaan Laanemets (TTU meresiisteemide instituut). Kaits-
tud 06.06.2006.

SVETLANA VASSILJEVA — loodusteaduste magister. Tuule generee-
ritud barokliinne veevahetus Pakri lahes. Juhendaja vanemteadur
Urmas Raudsepp (TTU meresiisteemide instituut). Oponent: va-
nemteadur Aleksander Toompuu (TTU meresiisteemide instituut).
Kaitstud 06.06.2006.

ANNIKA KRIISA — loodusteaduste magister. Kahedimensionaalse
magnetilise ihendi Na5RbCu4(As04)4Cl2 uurimine TMR spektros-
koobiga. Juhendaja: vanemteadur Raivo Stern (Keemilise ja Bio-
loogilise Fiitisika Instituut). Oponent: vanemteadur Urmas Nagel
(Keemilise ja Bioloogilise Fiiiisika Instituut). Kaitstud 06.06.2006.
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Tartu Ulikooli matemaatika-informaatikateaduskond

Bakalaureusedpe (4 a)
Matemaatika

1. Veiko Lehto

Bakalaureusedpe (3 a)

Matemaatika

1. Oliver Ait

2. Mari-Liis Kadak

3. Lennart Kitt

4. Oleg Kosik — cum laude

Matemaatiline statistika

. Kadri Kanarbik
. Kati Kukk

. Reeni Kuus

. Aldo Misak

. Heleri Narusk

. Elis Paas

S T W N~

Opetajakoolitus

. Viktoria Deputat

. Kiilli Jesmin

. Katrin Jogi

. Erli Kontkar

. Tatjana Kornejeva
Katre Paabo

. Peep Po6ldmaa

. Allan Randlepp

. Raivo Reinart
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7.
8.
9.

. Inga Mehide

. Aleksei Lissitsin —

cum laude

. Peeter Puusemp
. Ago-FErik Riet

Helerin Rannala
Maria Sarv
Marek Tooming

10. Karolin Toompere

11.
12.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

Merili Umbleja
Natalja Vassiljeva

Diana Rozkova
Hiie Taniloo
Epp Tiitsu
Kristel Tuisk
Tanel Targla
Kerli Vahi
Marianna Vares
Irina Vesi
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Tallinna Ulikooli matemaatika osakond

Magistriope (342)

Matemaatikaopetaja
1. Anna Dmitrijeva 3. Anna Surmai
2. Inna Gusseva 4. Jelena Sussareva

Bakalaureusedpe (5 a)

Gilimnaasiumi matemaatikadpetaja (lisaeriala informaatika)

1. Kadri Limberg 5. Anna Tarakanova —

2. Natalja Maksimova cum laude
3. Kerli Raudsepp 6. Ljubov Tolmatsova

4. Kati Raak 7. Piret Vaargas

Diplomidpe (4 a)
Pohikooli matemaatikaopetaja (lisaeriala informaatika)

1. Maarika Kivi 3. Ave Riiilison
2. Kristi Kons 4. Riina Soon
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Bakalaureusedpe (3 a)

Matemaatika
1. Juri Belikov — cum laude 15. Kai Mikk
2. Alesja Borissova 16. Kadri Nool
3. Jelena Dmitrijeva 17. Gerly Ottender
4. Olga Fatfudinova 18. Ivar Raav
5. Marina Filippova 19. Anneli Raju
6. Andrei Frolov 20. Monika Raudsik
7. Kétlin Kalde — cum laude 21. Rene Sadam
8. Vadim Kaparin 22. Sirje Saula
9. Galina Kazban 23. Jekaterina Simonova
10. Jekaterina Kleidov 24. Merike Teekivi
11. Oxana Krylova 25. Janno Tults
12. Viktoria LevitSeva 26. Katrin Vabson
13. Kadri Lill 27. Marika Akke

14. Helli Looke — cum laude
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Tallinna Tehnikaiilikool

Bakalaureusedpe (3 a)

Tehniline fiiiisika2’

1. Henri Alas 6. Madis Parn

2. Ardo Illaste 7. Péivo Simson — cum laude
3. Tanel Joon 8. Kristjan Tammik

4. Rainer Mark 9. Rivo Uiboupin

5. Dag Nurm 10. Rait Valksaare

20Tallinna Tehnikaiilikoolis Gpetatakse tehnilise fiiiisika eriala bakalaureu-
sedppes vordses mahus nii matemaatikat kui ka fiiiisikat. Magistrioppes valitakse
juba kas matemaatika, fiitisika v6i mehaanika suund.



Juubelid

ULo LEPIK — 85 (siindinud 11. juulil 1921 Tartus)

ULo Kaasik — 80 (siindinud 9. novembril 1926 Tallinnas)
TAMARA SORMUS — 80 (siindinud 29. novembril 1926 Tartus)
ENDEL JURIMAE — 75 (siindinud 22. veebruaril 1931 Rae vallas)
ENDEL RUUSTAL — 75 (siindinud 24. juulil 1931 Térvas)

NORA VESKE — 75 (siindinud 26. veebruaril 1931 Rakveres)

VOLDEMAR ARRO — 70 (siindinud 12. oktoobril 1936 Venemaal,
Leningradi oblastis, Kingissepas)

ANDRES JAEGER — 70 (siindinud 29. augustil 1936 Tartus)
T1u JOaG1 - 70 (stindinud 9. juunil 1936 Véandras)
Evi MITT - 70 (siindinud 4. jaanuaril 1936 Laheda vallas)

VIKTOR ORLOV — 70 (stindinud 24. oktoobril 1936 Tartumaal,
Alatskivi vallas, Nina kiilas)

MAIDO RAHULA — 70 (stindinud 20. mail 1936 Kéreveres)
MARGUS TONNOV — 70 (stindinud 25. aprillil 1936 Pangodi vallas)
HEINO TURNPU — 70 (stindinud 5. juunil 1936 Hiiumaal)

Hevct UUDELEPP — 70 (stindinud 10. juunil 1936 Jérvamaal)
OT1TO KARMA — 65 (siindinud 18. mail 1941 Tallinnas)

JURI KIRS — 65 (siindinud 17. novembril 1941 Tallinnas)

ENnNO KOLK - 65 (siindinud 6. septembril 1941 Rongus)

ELMAR SAKKOV — 65 (stindinud 9. juunil 1941 Maisakiilas)

IVAR TAMMERAID — 65 (siindinud 25. septembril 1941 Tallinnas)
HELKI HAAVASALU — 60 (stindinud 27. novembril 1946 Koorastes)

ALEKSANDER PIROZENKO — 60 (siindinud 30. juunil 1946 Vene-
maal, Volgogradi oblastis, Dubovka linnas)
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VALENTINA SITINA — 60 (siindinud 4. mértsil 1946 Tallinnas)
PEEP MIIDLA — 55 (siindinud 11. juunil 1941 Tartus)
VIKTOR ABRAMOV — 50 (stindinud 29. novembril 1956 Tallinnas)

SVETLANA BABITSENKO — 50 (siindinud 6. novembril 1956 Tallin-
nas)



EMS 2006. a. tegevuse kroonika

e Uldkoosolek toimus 11. mirtsil Tallinna Vanalinna Hari-
duskolleegiumi Muusikamajas. Koosolekul valiti uus seltsi
juhatus koosseisus: Mati Abel, Kalle Kaarli, Raul Kangro,
Katrin Kokk, Valdis Laan, Toivo Leiger, Tiit Lepmann, Peeter
Puusemp, Ellen Redi, Tonu Ténso. Seltsi presidendiks valiti
uuesti Kalle Kaarli. Valiti ka revisjonikomisjon koosseisus
Leiki Loone, Frederik Vichmann ja Jiiri Lippus. Uuteks
aulitkmeteks valiti Rein Kolde, Aavo Lind, Ene Tiit ja
Gennadi Vainikko.

e Juhatuse koosolekud toimusid 15.02.2006, 28.05.2006 ja
04.10.2006.

e Matemaatikapdevad, konverentsid
1. Uldkoosolekuga iihendatult peeti 11. mirtsil EMS KMU
talvepéev.
2. 10. Eesti Matemaatika Pievad toimusid Jénedal 26.-28.
juunil.
3. Selts osales rahvusvahelise konverentsi Matemaatika 6pe-

tamine ja selle perspektiivid, mis toimus 12.-13. mail
Tartus, korraldamisel.

e Kirjastustegevus. Ilmusid jargmised triikised:

1. EMS aastaraamat 2005, toimetas Peeter Puusemp.

2. Elts Abel, Mati Abel, Ulevirumaalised matemaatika-
voistlused.

3. Matemaatika 6petamine ja selle perspektiivid. 7. rahvus-
vaheline konverents 12.-13. mai 2006. Artiklite kogumik.
Toimetasid Elts Abel jt.

4. Koolimatemaatika XXXIII, toimetasid Elts Abel ja Lea
Lepmann.

5. Korgem matemaatika. Harjutusiilesanded. (kordustriikk)
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6. Acta et Commentationes Universitatis Tartuensis, nr.
10.
e Loengud. Toimusid avalikud loengud: Tallinnas

— 26. aprillil MATI ABEL “Visioon matemaatika arengust
kéesoleva sajandil”,

— 14. detsembril PEETER OJA “Splainidega projektsiooni-
meetodid Volterra integraalvorrandite lahendamisel”

ning Tartus

— 12. aprillil TARMO UusTALU “Tiiiibisiisteemid — suur
ithendav teooria”.



