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Osa I
Vektoralgebra, sirged ja tasandid



Sissejuhatus

naliiiitilise geomeetria uurimisobjektiks on geomeetriliste kujundite, eelkoige
A joonte ja pindade, omadused, mida uuritakse ruumikoordinaatidest soltuvate
vorrandite abil. Algebra rakendamisel geomeetriliste omaduste uurimisel on pikk
ajalugu. Juba Vana-Babiiloonia matemaatikud lahendasid taisnurksete kolmnurka-
dega seotud iilesandeid, leides 16ikude pikkusi arvuliste ruutvorrandite juurtena.
Tugeva touke algebra kasutamisele geomeetrias andsid F. Viete'i (1540-1603) t66d,
milles ta arendas stimboolset ja arvulist algebrat. Analiititilise geomeetria rajaja-
teks peetakse aga véljapaistvaid prantsuse matemaatikuid R. Descartes’i (1596
1650) ja P. Fermat’d (1601-1665).

Koordinaadisiisteemid ja ruumi dimensioon

Analiititilise geomeetria meetodi vundamendiks on koordinaadisiisteemi moiste.
Koordinaate tunti juba antiikajal; néiteks geograafilisi pikkus- ja laiuskraade ka-
sutati Maa pinnal punktide asukoha méaaramiseks. Sarnast siisteemi kasutasid va-
naaja astronoomid téhtede asukoha kirjeldamiseks taevasfairil. Descartes ja Fer-
mat naitasid, et koordinaadimeetod kombineerituna Viete’i arendatud siimboolse
algebraga on voimas ja efektiivne matemaatiline vahend geomeetriliste objektide
omaduste uurimiseks.

Matemaatiliselt médrab koordinaadisiisteem injektiivse (ehk iiksiihese) kuju-
tuse, mis seab ruumi igale punktile vastavusse reaalarvudest koosneva jarjestatud
n-enniku, kus n > 1 on téisarv. Arvu n nimetatakse ruumi dimensiooniks. Kées-
olevas kursuses késitleme {themdotmelist ruumi (sirget, n = 1), kahemdootmelist
ruumi (tasandit, n = 2) ja kolmemdootmelist ruumi (n = 3).

Koordinaadisiisteem voib holmata kas kogu ruumi (globaalne koordinaadisiis-
teem) voi ainult osa sellest (lokaalne koordinaadisiisteem). Selles loengukursuses
kasutame peamiselt ristkoordinaadisiisteeme, mis konstrueeritakse ortonormeeri-
tud reeperi abil. Lisaks ristkoordinaatidele leiavad analiititilises geomeetrias raken-
dust ka koverjoonelised koordinaadisiisteemid, néiteks polaarkoordinaadid tasandil
ning sfadrilised koordinaadid kolmemootmelises ruumis. Kolmandas peatiikis an-
name neist siisteemidest iilevaate ja esitame valemid, mis seovad ristkoordinaate
koverjooneliste koordinaatidega.

Vektorarvutus kui analiiiitilise geomeetria tooriist

Tanapéevases analiiiitilise geomeetria késitluses on kesksel kohal vektorarvutus,
mistottu on kiesoleva kursuse iiheks pohimoisteks vektor. Koolimatemaatikast on
vektor opilastele tuttav kui suunatud 16ik. Selles kursuses nimetame suunatud 16iku



seotud vektoriks, rohutades, et see on oma otspunktide kaudu seotud konkreetsete
ruumipunktidega.

Vottes lahtepunktiks seotud vektori, defineerime vordsed seotud vektorid ning
seejarel vaba vektori kui vordsete seotud vektorite ekvivalentsiklassi. Vaba vektori
moiste méngib kursuses fundamentaalset rolli. Terminoloogia lihtsustamiseks ja-
tame sageli sona “vaba” &ra ja radgime lihtsalt vektorist. Naitlikult voib seda ette
kujutada nii: igas ruumipunktis on méaratud samasuunaline ja sama pikkusega
seotud vektor (suunatud 16ik). Nihutades iga ruumipunkti piki vastavat vektorit,
saame kogu ruumi nihke etteantud suunas ja etteantud kauguse vorra. Seega voib
vektorit intuitiivselt kdsitada ruumi nihkena.

Vektorite hulgal on defineeritud kaks algebralist tehet: vektorite liitmine ja
korrutamine reaalarvuga. Neile definitsioonidele tuginedes toestame olulised al-
gebralised omadused, nagu kommutatiivsus, assotsiatiivsus ja distributiivsus. Neist
omadustest jareldub, et vektorid moodustavad vektorruumi iile reaalarvude kor-
puse.

Jéargnevalt defineerime vektorite skalaarkorrutise ja uurime selle omadusi. Ska-
laarkorrutis — vektorite pikkuste ja nendevahelise nurga koosinuse korrutis — on
tuntud juba kooligeomeetriast. Meie eesmérgiks on tuletada valem, mis avaldab
skalaarkorrutise vektorite ristkoordinaatide kaudu. Skalaarkorrutise eriline tahtsus
seisneb selle seotuses eukleidilise vektorruumi moistega.

Viies peatiikk on piihendatud vektorkorrutisele. Vektorkorrutis on algebrali-
ne tehe vektorruumi sees, mis seab igale kahele vektorile vastavusse uue vektori.
Sellel on kaks olulist omadust: kaldsiimmeetrilisus ja Jacobi samasuse rahuldami-
ne. Selles peatiikis tuletame vektorkorrutise arvutamise valemi ristkoordinaatides
ning toestame valemi kahekordse vektorkorrutise avaldamiseks vektorite ja nende
skalaarkorrutiste kaudu. Kuues peatiikk keskendub vektorite segakorrutisele.

Sirged ja tasandid

Peatiikid 7 ja 8 késitlevad analiiiitilise geomeetria pohikiisimust: sirgete ja tasandi-
te geomeetriliste omaduste uurimist algebraliste vorrandite abil. Selleks kasutame
laialdaselt eelnevalt opitud vektoralgebrat. Naitame, millised geomeetrilised and-
med maéaédravad sirge voi tasandi iiheselt ja kuidas nende pohjal koostada vastavad
vorrandid.

Alustame vektorvorranditest, mille eeliseks on soltumatus koordinaadisiistee-
mist. Seejérel eeldame, et ruumis on ortonormeeritud reeperi abil fikseeritud rist-
koordinaadid, ja esitame saadud vektorvorrandid koordinaatkujul. Tasandil asuva
sirge pohivorranditeks on iildvorrand, kanooniline vorrand ja parameetriline vor-
rand. Ruumisirge korral on nendeks kanooniline ja parameetriline vorrand, tasandi
puhul aga iildvorrand ja parameetriline vorrand.



Eukleidiline geomeetria ja Hilberti aksiomaatika

Sissejuhatuse 1opetuseks peatume ruumi geomeetria olemusel. On ilmne, et ana-
liiiitilise geomeetria arendamiseks peame tegema eeldusi ruumi geomeetriliste oma-
duste kohta. Meie késitlus toetub eukleidilisele geomeetriale, 1ahtudes kahe- voi
kolmemootmelisest eukleidilisest ruumist. Selle geomeetria kirjeldamiseks kasuta-
me aksiomaatilist ldhenemist.

Kiesolevas konspektis eeldame, et ruumis kehtivad koik D. Hilberti teoses!
esitatud aksioomid. Me ei esita kogu silisteemi, vaid anname iilevaate selle struk-
tuurist ja toome vélja analiititilise geomeetria seisukohalt olulisemad aksioomid.
Hilberti aksiomaatika médratlemata pohimoisted on punkt, sirge ja tasand. Sa-
muti on méaratlemata kuuluvussuhe, vahelsus ja kongruentsussuhe. Neid seoseid
kirjeldavad viide riithma jagatud aksioomid.

I riithm: Kuuluvusaksioomid
Markus: Allpool eeldame alati, et rddkides mitmest punktist, sirgest voi tasandist,
on need omavahel erinevad. Kui punkt P kuulub sirgele | voi tasandile X, ttleme,
et P asub sirgel | (tasandil \) voi et sirge | (tasand \) ldbib punkti P.

Gy) Suvalist kaht punkti P ja @ ldbib sirge .
G,) Suvalist kaht punkti P ja @) l&bib koige rohkem tiks sirge.

Gs) Igal sirgel asub vahemalt kaks punkti. Leidub vdhemalt kolm punkti, mis ei
asu samal sirgel.

Gs4) Suvalist kolme punkti P, @), R, mis ei asu samal sirgel, labib tasand \. Igal
tasandil asub vihemalt iiks punkt.

Gs) Suvalist kolme punkti, mis ei asu samal sirgel, labib koige rohkem iiks tasand.

Gs) Kui sirge | kaks punkti asuvad tasandil A, siis asuvad tasandil A koik sirge [
punktid. Sel juhul {itleme, et sirge [ asub tasandil A.

G7) Kui kahel tasandil on ithine punkt, siis on neil vihemalt veel iiks tithispunkt.

Gg) Leidub vdhemalt neli punkti, mis ei asu tihel ja samal tasandil.

II riihm: Jarjestusaksioomid ja vahelsus
Jarjestusaksioomidena tuntakse nelja aksioomi, mis defineerivad punktide jarjes-
tuse sirgel ja voimaldavad sisse tuua loigu moiste. Kui punkte P ja () labib ainus
sirge [, nimetatakse neist kahest punktist koosnevat siisteemi loiguks PQ voi QP.
Otspunktide vahele jadvaid sirge | punkte nimetatakse 16igu sisepunktideks. See

!David Hilbert “The Foundations of Geometry” — https://www.gutenberg.org/ebooks /17384



aksioomide rithm voimaldab defineerida ka sirgel asuvast punktist O lahtuva pool-
sirge ehk kiire kui sirge punktide hulga, mis asuvad punktist O samal pool.

III riihm: Kongruentsusaksioomid
Maaratlevad loikude vordsuse, nédidates, et kongruentsussuhe on ekvivalentsussuhe
(refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne).

IV ja V rithm: Paralleelsus- ja pidevusaksioomid
Neljas rithm sisaldab Eukleidese paralleelsete sirgete aksioomi ning viies riithm
Archimedese ja sirge téielikkuse aksioome.

Aksioomide siisteem voimaldab defineerida ka nurga. Tasandil A asuvast punk-
tist O ldhtuva kahe erineval sirgel paikneva kiire k& ja m silisteemi nimetatakse
nurgaks, téhistusega Z(k, m) voi Z(m, k). Kiired on nurga haarad ja punkt O on
tipp. Kokkulangevate kiirte korral on tegemist nullnurgaga /(k, k), vastassuunalis-
te kiirte korral aga sirgnurgaga.

Hilberti aksioomidest tuletatakse hulk vaiteid, mille tapsed toestused leiab ees-
pool viidatud monograafiast “The Foundations of Geometry”. Muuhulgas saab ak-
sioomide toel igale 16igule P() vastavusse seada pikkuse |PQ| — positiivse reaal-
arvu, eeldades fikseeritud pikkusiihikut. Punktiks kidunud l6igu pikkus on null
ja vordsetel loikudel on sama pikkus. Samuti saab igale nurgale vastavusse seada
arvvadrtuse (radiaanides) vahemikus 0 kuni 7, mis m6odab lithimat podret iihe
haara kattumiseni teisega ja mida téhistatakse Z(k,m).

Oluline on mérkida, et Hilberti aksiomaatikale rajatud eukleidiline geomeetria
ja Descartes’i analiiiitiline geomeetria on ekvivalentsed. Téanapéevase aksiomaati-
lise késitluse, mis on algebraline ja tugineb afiinse ruumi moistele, esitas Hermann
Weyl (kisitletakse paragrahvis 9).



1 Tehted vektoritega

Uks analiiiitilise geomeetria tdhtsamaid moisteid on vektori moiste. See on lugeja-
le tuttav juba koolimatemaatika alggeomeetriast. Enne kui anname vektori téapse
definitsiooni, teeme moned iildisemad markused geomeetrilise ruumi kohta, milles
vektorid asuvad. Eeldame, et ruum on eukleidiline, selles kehtivad koik sissejuhatu-
ses kirjeldatud Hilberti aksioomid ning nendest tulenevad viited. Sellest jareldub
kaks olulist omadust, mida edaspidi kasutame. Esiteks, iga loigu korral on méaéara-
tud selle pikkus ehk mittenegatiivne arv, kusjuures see arv on null parajasti siis,
kui 16igu otspunktid langevad kokku (st 16ik taandub punktiks). Teiseks on iga ka-
he {ihest ja samast punktist lahtuva kiire korral maératud nendevaheline nurk ¢.
Tapsuse huvides eeldame, et nurgad moodetakse radiaanides. Kéesolevas kursuses
moistame nurga all seda nurka, mis tekib iihe kiire poéramisel lithimat teed pidi
teisega kokkulangemiseni. Sellest definitsioonist tuleneb, et nurk rahuldab vorra-
tust 0 < ¢ < 7.

1.1 Vektori moiste

Tahistame eukleidilist ruumi tdhega &. Olgu P ja @ selle ruumi kaks punkti,
mis médravad 16igu P(Q). Kui sellele 16igule on antud suund punktist P punkti
@, nimetame loiku seotud vektoriks ja téhistame seda kui P@). Seega on seotud
vektori tahises esimesel kohal alguspunkt ning teisel kohal 16pp-punkt. Voime 6el-
da, et seotud vektor on eukleidilise ruumi punktide jarjestatud paar, kus punktide
jarjestus méarab loigu suuna. Koigi eukleidilise ruumi & seotud vektorite hulka
tahistame 7.

Loigul PQ on olemas ka teine, esimesega vastassuunaline suund — suund punk-
tist @ punkti P. Seega saame moodustada ka teise seotud vektori ()P, mis erineb
seotud vektorist P() oma suuna poolest. Seotud vektorit () P nimetame seotud vek-
tori ]@ vastandvektoriks. Juhul, kui punktid P ja ) langevad kokku, nimetame
seotud vektorit PP nullvektoriks, soltumata sellest, milline on punkt P.

Oluline 16igu omadus on selle pikkus. Seotud vektori pikkuseks loeme teda méa-
ratleva 16igu pikkuse ja t&histame seda kui |PQ)|. Seega kehtib \]@| > 0, kusjuures
vektori pikkus on null parajasti nullvektori korral. Lisaks tuleneb vastandvektori
Q? definitsioonist, et |]ﬁ| = |Q?|

Seotud vektoreid nimetatakse kollineaarseteks, kui nad asuvad kas iihel ja sa-
mal sirgel voi paralleelsetel sirgetel. Kui @ ja SR on kollineaarsed, tédhistame
seda jargmiselt: PQ) || SR. Kaht kollineaarset seotud vektorit nimetame samasuu-
nalisteks (tdhistame PQ) 11 SR), kui neil on sama suund, ning vastassuunalisteks

(tdhistame ]?Cﬁ ™ S*}%), kui nende suunad on vastupidised. On ilmne, et seotud



vektor ja talle vastav vastandvektor on vastassuunalised. Kuna nullvektoril puudub
suund, loetakse see kollineaarseks mistahes seotud vektoriga.

Veel iiks tahtis moiste on seotud vektorite komplanaarsus. Seotud vektoreid ni-
metatakse komplanaarseteks, kui leidub tasand, millega nad on paralleelsed. Eri-
juhul, kui komplanaarsete seotud vektorite alguspunktid {ihtivad, tdhendab komp-
lanaarsus seda, et nad asuvad iihel ja samal tasandil. On ilmne, et seotud vektorite
komplanaarsusest saab rdakida ainult kolmemootmelises ruumis.

Joonis 1: Vektorite komplanaarsus

Uheks keskseks moisteks vektorarvutuses on vordsete seotud vektorite definit-
sioon.

Definitsioon 1. Kaht seotud vektorit ]@ ja ﬁ nimetatakse vordseteks, kui
taidetud on jargmised tingimused:

PG SR ja |PQ|=|SE].

See tdhendab, et seotud vektorid on samasuunalised ja vordse pikkusega. Asjaolu,
et need seotud vektorid on vordsed tahistatakse PQ) = SR.

Rangelt vottes ei ole iilaltoodud definitsioon rakendatav seotud nullvektorite
korral, kuna nullvektoril puudub suund. Sel juhul postuleerime lihtsalt, et koik seo-
tud nullvektorid on omavahel vordsed. See ei ole vastuolus eespool antud vektorite
vordsuse definitsiooniga, kuna koik nullvektorid on pikkusega null.

Maérgime, et seotud vektorite vordsus erineb lugejale tuttavast arvude vord-
susest. Kaks vordset arvu on sisuliselt iiks ja sama arv. Vektorite puhul see aga nii
ei ole: kaks vordset seotud vektorit ei ole iildjuhul iiks ja sama vektor, kuna iihe
alguspunkt voib erineda teise alguspunktist. Seega on meil olemas hulk omavahel
vordseid seotuid vektoreid. Just seda vordsete seotud vektorite hulka kasutatakse
abstraktse ehk vaba vektori moiste sisseviimiseks. Seega on meie jargmiseks ees-
maérgiks anda vaba vektori definitsioon ning selleks vajame selliseid hulgateoreetilisi
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moisteid nagu ekvivalentsiseos, ekvivalentsiklassid ja nende moned omadused, mis
esitatakse ilma toestuseta.

Olgu A mingi hulk. Alamhulka R C A x A nimetatakse binaarseks seoseks
hulgal A. Kui elementide paar (z,y) € A x A kuulub alamhulka R, siis 6eldakse,
et elemendid x,y on seoses R ning seda tahistatakse kujul z R y. Meie eesmaér-
kide jaoks on koige olulisem binaarne seos, mida nimetatakse ekvivalentsiseoseks.
Binaarset seost p hulgal A nimetatakse ekvivalentsiseoseks, kui iga z,y,z € A
korral on taidetud jargmised tingimused:

e refleksiivsus - x pz, s.t. iga hulga A element x on seoses p iseendaga,
e siimmeetrilisus - kui x py, siis y px,
e transitiivsus - kui z py jaypz, siis x p 2.

Olgu x hulga A suvaline element ja p ekvivalentsiseos hulgal A. Koik hulga A
elemendid, mis on elemendiga = seoses p, moodustavad hulga A alamhulga, mida
tahistame [z]. Seega [z] = {y € A: ypz} ja [x] C A. Alamhulka [z] nimetatakse
elemendi = ekvivalentsiklassiks. Iga elementi y ekvivalentsiklassist [z] nimeta-
takse selle ekvivalentsiklassi esindajaks. Koigi ekvivalentsiklasside hulka nime-
tatakse hulga A faktorhulgaks ekvivalentsiseose p jirgi ning seda téhistatakse
A/p. Seega on faktorhulga A/p elementideks ekvivalentsiklassid. Ekvivalentsiklas-
sidel on kaks olulist omadust, mille esitame ilma toestuseta.

e Kaks ekvivalentsiklassi kas langevad kokku, st koosnevad samadest elemen-
tidest, voi neil ei ole iihiseid elemente.

e Koigi ekvivalentsiklasside iihend, vaadelduna hulga .4 alamhulkadena, on
vordne hulgaga A.

P66rdume niitid tagasi eukleidilise ruumi & seotud vektorite juurde. Oleme seo-
tud vektorite hulgal # defineerinud vordsete seotud vektorite moiste (Definitsioon
1). Seotud vektorite vordsuse moistel on oluline omadus. Kui Pﬁ on seotud vektor
ja R on eukleidilise ruumi & suvaline punkt, siis saab punktis R konstrueerida
seotud vektori ﬁ , mis on vordne seotud vektoriga PQ).

Tegemist on geomeetrilise viitega, mida saab toestada Hilberti aksioomide abil.
Toepoolest, olgu [ sirge, millel asub seotud vektor }@ Kui punkt R ei asu sirgel
[, siis paralleelsete sirgete aksioomi (IV) kohaselt leidub tépselt iiks sirge ', mis
ldbib punkti R ja on paralleelne sirgega [. Kasutades niitid kongruentsuse aksioomi
(IT1;), médrame sirgel I’ punkti S nii, et 16ik RS oleks kongruentne l6iguga PQ
ning punkt S asuks punktist R lahtuval kiirel selliselt, et seotud vektori ]ﬁ suund
langeks kokku seotud vektori 1765 suunaga. Siis on seotud vektor ]?S’ vordne seotud
vektoriga P() ja viide on toestatud.
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Juhul kui punkt R asub sirgel [, rakendame kohe kongruentsuse aksioomi (III;).
Kui algne seotud vektor on nullvektor ﬁ, siis votame punktis R seotud nullvek-

tori ﬁ Edaspidi iitleme, et seotud vektor }ﬁ on saadud seotud vektori 1@
paralleelliikke teel punktist P punkti R.

Seotud vektorite vordsus on binaarne seos hulgal # . Téahistame seda binaarset
seost stimboliga v. Seega

v={(PO,RS) e # x # : PO = RS).

On lihtne veenduda, et v on ekvivalentsiseos, st seotud vektorite vordsus méaérab
ekvivalentsiseose seotud vektorite hulgal # . Seega saame faktorhulga # /v, mida
tahistame siimboliga ¥/, st ¥ = # /v. Selle hulga elementideks on vordsete seotud
vektorite ekvivalentsiklassid. Hulga 7" elemente nimetame vabadeks vektori-

teks. Seega on vaba vektor vordsete seotud vektorite ekvivalentsiklass. Olgu P
suvaline seotud vektor. Vektoriga ﬁ) vordsete seotud vektorite ekvivalentsiklassi
tahistame [l@] Seega [1?65] on vaba vektor ja kehtib

[PQ) = {RS € # : RS = PG}.

Koik seotud nullvektorid on omavahel vordsed. Seetottu moodustavad nad _ekviva-
lentsiklassi, mida nimetame nullvektoriks ja téhistame 0. Seega 0 = [PP].

Kuidas konstrueerida vaba vektorit, kui on antud seotud vektor ]@? Seda
konstruktsiooni saab teostada eespool kirjeldatud seotud vektori paralleelliikke
abil. Kasutades seotud vektori P() paralleelliiket, konstrueerime eukleidilise ruu-
mi & igas punktis R seotud vektori RS, mis on vordne seotud vektoriga Fﬁ
Koigi selliste seotud vektorite kogum moodustab ekvivalentsiklassi ehk vaba vek-
tori, mille méarab seotud vektor P(). Seega, kui on antud vaba vektor [@], siis
madrab see igas punktis R iiheselt maaratud seotud vektori }ﬁ . Hulgateoreetilises
terminoloogias nimetatakse seotud vektorit ﬁ ekvivalentsiklassi [@] esindajaks
punktis R. Kasutame edaspidi geomeetrilist terminoloogiat ning iitleme, et seotud
vektor RS saadakse vaba vektori [PQ)] rakendamisel punktist R.

Edaspidi laheme sageli iile vabalt vektorilt [P‘C))] seotud vektorile ﬁ , rakenda-
des vaba vektori [@] punktist R. Pohjus on selles, et seotud vektoritega on lihtsam
ja néitlikum tootada. Siiski peame seejuures néitama, et arvutuste lopptulemus ei
soltu punkti R valikust.

Oluline on mérkida, et vaba vektori puhul kaotavad tdhenduse sellised mois-
ted nagu vektori alguspunkt ja lopp-punkt. Seetottu tédhistame edaspidi vabasid
vektoreid ladina téhestiku véaikeste tihtedega, st a, g, ..., Z,y. Kuna vaba vektor
on olemuselt hulk (suunatud sirgloikude ekvivalentsiklass), tuleb vabade vektori-
te vordsust moista hulkade kokkulangemisena. Toepoolest, vaba vektor on koigi
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omavahel vordsete seotud vektorite hulk. Seega, kui kirjutame a = l;, peame sil-
mas, et kaks hulka on vordsed, st samaaegselt kehtivad tingimused a C b ja bCa.
Teisisonu, kui seotud vektor P() saadakse vaba vektori @ rakendamisel suvalisest
punktist P, siis peame néitama, et P() € Z;, ja vastupidi: kui ]ﬁ on vektor 5, mis
on rakendatud suvalisest punktist R, siis tuleb naidata, et RS € a.

Seotud vektorite puhul on olulised sellised moisted nagu seotud vektori pikkus,
seotud vektori suund, seotud vektorite vaheline nurk, vastandvektor, seotud vek-
torite kollineaarsus ja seotud vektorite komplanaarsus. Koiki neid moisteid saab
laiendada ka eelnevalt defineeritud vabadele vektoritele. Olgu @ vaba vektor ja P
eukleidilise ruumi suvaline punkt. Rakendades vaba vektorit @ punktist P, saame
seotud vektori PQ). Seega kehtib @ = [PQ)]. Defineerime vaba vektori @ pikkuse
kui reaalarvu, mis on vordne seotud vektori ]@ pikkusega. Téhistame vaba vek-
tori @ pikkust stimboliga |@|. Seega definitsiooni kohaselt kehtib |@| = |]@| On
ilmne, et vaba vektori @ pikkus ei soltu ekvivalentsiklasssi [F@] esindaja valikust.
Analoogiliselt nimetame vaba vektori @ suunaks seotud vektori @ suunda.

Vastandvektori moistet saab samuti laiendada vabadele vektoritele. Olgu @ =
[@] vaba vektor. Tuletame meelde, et seotud vektori Pﬁ vastandvektoriks ni-
metatakse seotud vektorit Q? Moodustame vaba vektori [Q?], mida tahistame
—a ja nimetame vaba vektori @ vastandvektoriks. Seega, kui @ = [PQ)], siis
~@=[QP).

Olgu d,b kaks vaba vektorit. Valime suvaliselt kaks eukleidilise ruumi punk-
ti P, S ning rakendame vektori @ punktist P ja vektori b punktist S. Sel viisil
saadud seotud vektoreid tahistame PQ), SR. Vabu vektoreid d, b nimetatakse kol-

lineaarseteks, kui seotud vektorid ]?Cﬁ,ﬁ on kollineaarsed. O£1 ilmne, et see
definitsioon ei soltu punktide P, S valikust. Vabade vektorite @, b kollineaarsust
tahistame stimboliga @ || b. Seega kehtib

i|lb« PQ | SE.

On ilmne, et kui vabad vektorid 6,5 on kollineaarsed, siis rakendades neid sa-
mast punktist P, saame seotud vektorid ]@, ﬁ, mis asuvad iihel ja samal sirgel.
Kui seotud vektorid P() ja SR on samasuunalised, nimetame vabu vektoreid d,g
samasuunalisteks ning kirjutame a 11 b. Analoogiliselt méaératletakse vastas-
suunalised vabad vektorid, mida tdhistame a T b. Kuna nullvektoril 0 puudub
suund, loeme selle kollineaarseks iga vaba vektoriga. Soovitame lugejal veenduda,
et iilaltoodud definitsioonid ei soltu punkti P valikust.

Kahe vaba vektori vordsuse vajalik ja piisav geomeetriline tingimus on sama
kujuga nagu kahe seotud vektori vordsuse tingimus, st kaks vaba vektorit @, b on
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vordsed parajasti siis, kui neil on vordsed pikkused ja nad on samasuunalised, st
d=b<|a =1b, atth. (1.1)

Poorame tahelepanu sellele, et seotud vektorite korral on vordsuse tingimus defi-
nitsioon, samas kui vabade vektorite korral on vordsuse tingimus matemaatiline
vaide, mis tuleb toestada. Piirdume selle tingimuse vajalikkuse toestamisega, pii-
savuse toestuse jatame lugejale harjutuseks.

Olgu a = b. Niitame, et sellest jareldub |d| = |l;’|7 @t b. Olgu P suvaline punkt
ja @ seotud vektor, mis on ekvivalentsiklassi @ esindaja. Olgu R teine suvaline
punkt ning seotud vektor RS on ekvivalentsiklassi b esindaja, st RS € b. Kuna
ekvivalentsiklassid d, b langevad kokku hulkadena, siis eeldusest f% € a jareldub

1@ € b. Seega kuuluvad seotud vektorid PQ ja RS samasse ekvivalentsiklassi g,
millest jareldub, et need on vordsed seotud vektorid, st neil on vordsed pikkused ja
nad on samasuunalised. Kuna punktid P, R olid valitud suvaliselt, jareldub sellest,
et |@ = [b], @11 b.

Lopetame paragrahvi kahe vektori vahelise nurga moistega. Olgu antud kaks
nullvektorist erinevat vektorit a, b. Rakendame molemad suvaliselt valitud punktist
P. Olgu a = [@], b= [ﬁ] Vektorite @ ja b vaheliseks nurgaks nimetatakse

viiksemat kahest nurgast, mille haaradeks on seotud vektorid ]@ ja P_}% Nurka
tahistatakse Z(d,b). Utleme, et vektorid @ ja b on ortogonaalsed ehk iiks vektor on
teisega risti, kui nendevaheline nurk on vordne 7 /2.

S

ST

P

Joonis 2: Kahe vektori vaheline nurk

Seega kasutame edaspidi kahte tiiiipi vektoreid, st seotud vektoreid ja vabu vek-
toreid. Terminoloogia lihtsustamiseks jatame sageli sonad “seotud” ja ‘“vaba” ara
ning kirjutame lihtsalt vektor. See ei tekita segadust, kuna kontekstist on selge,
millist tiitipi vektorist on jutt. Kui vektori algus- ja lopp-punktid on antud, st kir-
jutatakse P(), siis on tegemist seotud vektoriga. Kui neid punkte ei ole antud, siis
on tegemist vaba vektoriga. Vaba vektorit ei ole voimalik joonisel kujutada, kuna
tegemist on 16pmatu hulga omavahel vordsete seotud vektoritega. Siiski tahistame
joonistel suunatud 16ike, st seotud vektoreid, vabade vektorite siimbolitega a, l;, e
Seda tuleb moista nii, et joonisel on kujutatud seotud vektor, mis on saadud vas-
tava vaba vektori, néiteks @, rakendamisel punktist P.
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Kaesoleva paragrahvi lopetuseks on otstarbekas sonastada meie poolt iiles ehi-
tatud geomeetrilise struktuuri pohilised komponendid hulgateoreetilistes termini-
tes, st hulkade ja kujutuste keeles. Koigepealt mérgime, et meil on kaks hulka &
ja 7, kus & on eukleidilise ruumi punktide hulk ja 7" on vabade vektorite hulk.
Need kaks hulka on omavahel seotud kahe olulise kujutuse abil. Esiteks Hilberti
aksiomaatikale tuginedes saame igale eukleidilise ruumi & jarjestatud punktipaa-
rile (P, Q) vastavusse seada iiheselt maaratud vaba vektori @ = [PQ)] € ¥'. Seega
saame esimese kujutuse & x & — 7.

Teisest kiiljest, kui on antud vaba vektor @ € ¥ ja punkt P eukleidilises ruumis
&, saame rakendada vaba vektorit @ punktist P ja saada seotud vektori ]@ Seega
saame veel tihe olulise kujutuse & x ¥ — &, kus (P,ad) — Q. Sageli kirjutatakse
seda kujutust kujul (P, @) — P+d = . Seega tdhendab téhis P+ d seotud vektori
16pp-punkti, mis saadakse vaba vektori @ rakendamisel punktist P. On ilmne, et

e kui P+d=Q,siisd = [P‘é],
e P+0=P.
Vektorite hulka 7 koos kujutustega
EXEYV, EXYV =&

nimetame eukleidilise ruumi & afiinseks struktuuriks. See afiinne struktuur on alu-
seks analiititilise geomeetria kaasaegsele aksiomaatilisele iilesehitusele, mille t66tas
valja Hermann Weyl.

1.2 Vektorite liitmine

Analiititilise geomeetria aluseks on kaasaegse algebra moistete ja meetodite raken-
damine eukleidilise ruumi geomeetriliste objektide uurimiseks. Méargime, et eel-
mises paragrahvis késitlesime hulki, st punktide hulka voi vektorite hulka. Sona
“hulk” viitab sellele, et puuduvad tédiendavad struktuurid, mis voimaldaksid néi-
teks teostada hulga elementidega algebralisi tehteid.

Kaesoleva paragrahvi eesmérk on konstrueerida esimene algebraline tehe va-
bade vektorite hulgal, mida nimetatakse vektorite liitmiseks. Tuletame meelde, et
algebraliseks tehteks hulgal nimetatakse reeglit, mis seab igale selle hulga elemen-
tide jarjestatud paarile vastavusse iiheselt maaratud sama hulga elemendi.

Olgu a, b vektorid eukleidilises ruumis &.

Definitsioon 2 (Vabavektorite summa). Rakendame vektori @ suvaliselt valitud
punktist P ja tdhistame saadud vektori kui @ Seejérel rakendame vektori b punk-
tist @ ja tdhistame saadud vektori kui Cﬁ% Vektorite a ja b summaks nimetatakse
vektorit ¢ = []?é] ja kirjutatakse @ + b = €.
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— — —
PO=PQ, Qk=QR = APQR~APQ'R = Phk— PR

P@—G—Cﬁ:P?ZP/R)/:P/Q/—G—Q/R/

Joonis 3: Vektorite liitmine

Vaatleme seda definitsiooni ldhemalt. Juhime téhelepanu sellele, et esimese
lildetava vektori lopp-punkt langeb kokku teise liidetava vektori alguspunktiga.
Seega moodustavad punktid P, (), R iildjuhul kolmnurga tipud, mistottu eeltoodud
vektorite liitmise definitsiooni nimetatakse sageli kolmnurga reegliks.

Nagu eespool margitud, defineerime vabade vektorite liitmise seotud vektorite
abil ning selleks fikseerime suvalise punkti P. Selleks, et vabade vektorite liitmise
definitsioon oleks korrektne, peame néitama, et liitmise tulemus ei soltu alguspunk-
ti P valikust. Teisisonu, valides teise alguspunkti P’, jouame liitmise tulemusena
sama vaba vektorini ¢. See on kujutatud joonisel 3.

Toepoolest, kolmnurk APQR on kongruentne kolmnurgaga AP'Q'R’, kuna
kiilje PQ pikkus on vordne kiilje P'Q)" pikkusega, need asuvad paralleelsetel sirgetel
ning sama kehtib ka kiilgede QR ja @)’ R’ kohta. Sellest jareldub, et kiilgede PR ja
P'R’ pikkused on vordsed, need asuvad paralleelsetel sirgetel ning suund punktist
P punkti R langeb kokku suunaga punktist P’ punkti R’, st seotud vektorid P

ja P'R' on vordsed. See tdhendab, et need kaks seotud vektorit kuuluvad samasse
ekvivalentsiklassi, st méaravad iihe ja sama vaba vektori C.

Vektorite liitmise definitsioonist néeme, et tegemist on toepoolest algebralise
tehtega vabade vektorite hulgal 7', kuna see on reegel, mis seab igale Jarjestatud
vektorite paarile (d, b) € ¥ x ¥ vastavusse iiheselt magratud vektori a+b =€ ¥
Meie jargmiseks eesmérgiks on uurida vektorite liitmise algebralisi ja geomeetrilisi
omadusi.

Uurime, kuidas vektorite liitmine on seotud eukleidilise ruumi & afiinse struk-
tuuriga. Eelmise paragrahvi 16pus defineerisime kujutuse (P,d@) — P + @, mille
aluseks on vaba vektori rakendamine punktist.
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Lause 1. Olgu P eukleidilise ruumi punkt ja c?,l; vabad vektorid. Kehtib
(P+a@)+b=P+(@+b). (1.2)

Toestus. Vaatleme joonisel 3 vasakpoolset kolmnurka. On ilmne, et kehtivad vord-
sused

P+i=Q, Q+b=R, P+é=R.
Arvestades, et @= @ + b, saame nendest vordsustest valemi (1.2). Edaspidi nime-

tame valemit (1.2) afiinse struktuuri kolmnurga omaduseks. ]

Toome vilja vektorite liitmise moned olulised geomeetrilised omadused.

o Kui Vektogi b eiole kolhneaarsed sns asub vektor @+ b samas tasandis
kus @ ja b. Seega on vektorid @, b a + b alati komplanaarsed.

%
e Kui vektorid @ ja b on kollineaarsed, siis on ka nende summa a+ b

kollineaarne vektoritega a ja b.

Néitame, millised algebralised omadused kehtivad vektorite liitmisel.

1. Vektorite liitmine on kommutatiivne, see tahendab, et suvaliste vektorite
korral kehtib
- =
T+ =0+7d

S a R

P a Q
Joonis 4: Roopkiiliku reegel vektorite liitmisel

Kommutatiivsuse toestus on toodud JOOI]lSEl} 4. Sellel naltab kolmnurk tippu-
dega P,Q, R, kuidas toimub liitmine @ + b . Summa b + @ leidmiseks jir-
gime kolmnurga reeglit. Koigepealt rakendame vektori b punktist P, saades
vektori P.S, mis on vordne vektoriga QQR. Seejarel rakendame vektori a
punktist S. Kuna rakendatav vektor peab olema vordne vektoriga ]@, lan-
geb selle 16pp-punkt kokku punktiga R. Seega on summa b + d vordne

17



sama Vektorlga ﬁ mls on summa @ + b On ilmne, et nelinurk
PQRS on vektoritele @ ja b ehitatud roopkiilik (eeldusel, et need vekto-
rid on rakendatud thest ja samast punktist). See illustreerib nn réopkiliku
reeglit. Selle reegli kasutamisel peavad liidetavad vektorid olema rakendatud
samast punktist. Neile ehitatakse roopkiilik ning selle diagonaal PR annab-
ki liitmise tulemuse. Méargime, et kahe vektori liitmisel ei ole sisulist vahet,
kumba reeglit kasutada. Kui aga liidetavaid on iile kahe, on kolmnurga reegel
marksa lihtsam.

_>
2. Vektorite liitmine on assotsiatitone, st kolme vektori E), b ,7 korral kehtib

(T+0)+ 7=+ (0 +7)

oL

SIi
+
S
+
O

S

a

Joonis 5: Liitmise assotsiatiivsus

Assotsiatiivsuse toestuse idee on kujutatud Joomsel 5. Kui rakendada jarjes-
tlkku kohnnurga reeglit summa (@ + 7 ) + ¢ leidmiseks, saame vektoritest
a, b @ koosneva murdJoone Selle algus- ja lopp-punkti ihendav vektor
ongi summa ( a + T ) 4+ . Jooniselt niieme, et ka teise jérjestuse korral, st

arvutades @ + ( b + ?), viib kolmnurga reegel tapselt sama murdjooneni.
Molemal juhul saame iihe ja sama vektori, mis toestab assotsiatiivsuse.

3. Suvalise vektori @ korral kehtib @ + O (tuleneb nullvektori definit-
sioonist ja liitmise reeglist).

4. Suvalise vektori @ korral kehtib @ + (= @) = 0 (tuleneb vastandvektori
definitsioonist ja liitmise reeglist).
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Vektorlte lahutamine ei ole 1 1seselsev tehe, vaid see defineeritakse liitmise kaudu.

—

Vektori b lahutamist vektorist @ tihistame @ — b ja defineerime valemiga

T b =a+(-b),

— —
kus — b on vektori b vastandvektor.

S
=

S

S
|
Sl

S
S

Joonis 6: Uhe vektori lahutamine teisest.

_>
J oonisel 6 on naidatud graaﬁliselt kuidas toimub vektori 6 lahutamine vekto-
rist @. Joonis naitab, et vahe @ — b leidmiseks tuleb molemad vektorid rakendada

uhlsest punktist P. Seejarel ihendab vektor S@ vektori b lopp-punkti S vektori
lopp punktiga @), andeski tulemuseks vahe:

7 - =350

1.3 Vektori korrutamine arvuga

Teiseks algebraliseks tehteks vektoritega on vektori korrutamine reaalarvuga. See
on tehe, mis seab paarile (a, 7) vastavusse iiheselt médratud vektori o @. Tule-
tame meelde, et vektor on (vordsete vektorite tdpsuseni) iiheselt maaratud, kui on

teada tema suund ja pikkus.

Definitsioon 3. Vektori @ korrutiseks reaalarvuga o nimetatakse vektorit ad,

mis on maaratud jargmiste tingimustega:
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1. Vektori a@ pikkus on vordne vektori a pikkuse ja arvu a absoluutvadrtuse
korrutisega, st

_>
@ @[ = |o] [ T|.
2. Kui a > 0, on vektor ad samasuunaline vektoriga 7, st
ad M d
Kui a < 0, on vektor ad vastassuunaline, st
ad L@
Margime, et juhul kui o = 0, on korrutis definitsiooni esimesest punktist lahtuvalt
_> -
alati nullvektor 0 (0@ = 0).

5/’

-0

A

Joonis 7: Vektori korrutamine reaalarvuga erinevate kordajate korral.

Toome vilja vektori korrutamise olulisimad omadused. Kuna need on kergesti
toestatavad, jatame osad toestused lugejale.

1. Vektori korrutamine arvuga on assotsiatiivne, st (af8)@ = a(87a). Selleks
tuleb naidata, et vektorid on vordse pikkusega ja samasuunalised. Kehtib

(aB)@| = [aB| [ @] = |a| B8] ],
ja
a(8)| = |o| |87 | = |a 18] [@].

Seega on pikkused vordsed. Suuna puhul vaatleme kolme juhtu:
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a) Molemad arvud on positiivsed (a > 0,8 > 0). Siis @ > 0 ja suund ei
muutu vorreldes vektoriga d. Sama juhtub ka jarjest korrutades, seega

(Ozﬁ)E) ™~ Oz(ﬁﬁ), mis tdhendab, et vektorid on vordsed.

b) Uks arv on positiivne, teine negatiivne (nt a > 0,3 < 0). Siis aff <
0, mis p6dérab suuna. Ka 67 poorab suuna, ja edasine korrutamine
positiivse a-ga seda enam ei muuda. Molemad jadvad vastassuunaliseks,
mistottu (af) @ = a(8Q).

¢) Mélemad arvud on negatiivsed (o < 0,8 < 0). Siis a8 > 0 ja vektor
(Ozﬂ)ﬁ on samasuunaline. Esmalt negatiivse arvuga korrutades suund
poordub, jargnev negatiivse arvuga korrutamine poérab suuna algsesse
asendisse tagasi. Jarelikult (a8)@ = a(87).

2. Vektori korrutamine arvuga on distributiivne vektorite liitmise suhtes: a(ﬂ)—l—
— . =
b)=ad+ab.

U aa T

ab

ad S

Joonis &: Distributiivsus

Toestame selle omadust juhul, kui @ > 0 (juhul & < 0 on téestus analoo-
giline). Jooniselt 8 ndeme, et vektorid a(d + b) ja a'd + a b on sama-
suunaliseii}. Jaab iile néigiata pikkuste vordsus. Definitsioonist jareldub, et
la(d + b)| = a|d + b| (kuna a > 0). Kuna kolmnurgad PQV ja PST
0@ +ab| _ |a@]|
N N T+ | Kl
Seega |ad +a b | = | @ + b |, mis tdestab pikkuste vordsuse. Jirelikult
on vektorid vordsed.

on sarnased (vektoreid on skaleeritud faktoriga «), siis = a.

3. Vektori korrutamine arvuga on distributiivne arvude liitmise suhtes:

(a+B8)d=ad+p7d.
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Viite toestuse jatame lugejale.

4. Vektori korrutamine arvuga iiks ei muuda vektorit: 1- @ = @. Viite toestuse
jatame lugejale.

Tuletame meelde, et vektori @ vastandvektorit téhistatakse stimboliga —77

kus miinusmaérk tahistab suuna péoramist. Kui péérame suuna kaks korda, saame

tagasi algse vektori: —(— @) = @. Vektori korrutamine arvuga voimaldab meil

vastandvektorit ka algebraliselt viljendada: —d = (—1)7. Vektor ja vastandvek-

tor on vordse pikkusega. Arvuga —1 korrutamine ei muuda pikkust, vaid péorab

suuna, mistottu —a = (—1)@ toepoolest kehtib.
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2 Baas, reeper, koordinaadid

Kaesolev peatiikk on piihendatud koordinaadisiisteemi moistele ruumis, mis on
analtiiitilise geomeetria alusstruktuur. Koordinaadisiisteemi defineerimine voimal-
dab seada igale ruumipunktile vastavusse iihese reaalarvude paari voi kolmiku (voi
tildisemalt arvjada), mis madrab punkti asukoha. Selline ldhenemine loob voimalu-
se uurida geomeetrilisi objekte — nagu sirgeid, tasandeid ja pindu — algebraliste
meetodite abil.

Nii maarab koordinaadisiisteem ruumi punktide kujutuse jarjestatud n reaalar-
vust koosnevate jadade hulka, st hulka R™, kus piirdume juhtudega n = 2 (tasand)
jan =3 (ruum). Koordinaadisiisteem voib katta kogu ruumi, st ta seab ruumi iga-
le punktile P vastavusse reaalarvude jada (z1, s, ...,%,), seega on meil kujutus
P (21,29, ...,2,), mille mdéramispiirkonnaks on kogu ruum. Sel juhul réégitak-
se globaalsest koordinaadisiisteemist. Koordinaadisiisteem voib aga olla méaéaratud
mitte kogu ruumis, vaid ainult selle osas. Sel juhul rasgitakse lokaalsest koordinaa-
dististeemist. Tahistame koordinaadisiisteemi méaaramispiirkonna siimboliga 4, st
see on nende ruumi punktide hulk, mille jaoks on selles koordinaadisiisteemis koor-
dinaadid méadratud. Tavaliselt valitakse U nii, et see oleks lahtine piirkond, st rajata
hulk. Seega vo6ib koordinaadisiisteemi vaadelda kujutusena P +— (zq, 22, ..., 2,),
kus punkt P kuulub lahtisse piirkonda & ja (x1,29,...,2,) € R™. See kujutus
peab olema iiksiihene ehk, nagu hulgateoorias deldakse, injektiivne, st piirkonna 4
erinevatele punktidele peavad vastama erinevad jadad hulgast R". Selles seisneb-
ki koordinaadisiisteemi moiste olemus. Teiseks noudeks on selle kujutuse pidevus.
Kujundlikult tdhendab see, et ruumi ,ldhedased”“ punktid ldhevad selle kujutuse
korral iile reaalarvude ,ldhedasteks” jadadeks. Neid moisteid, st punktide ,ldhe-
dust® ja pidevust, uuritakse matemaatika harus, mida nimetatakse topoloogiaks,
ning kiesolevas kursuses me neid ei késitle.

Olgu ruumis antud koordinaadisiisteem, st iiksiihene kujutus

U—=R" P (x1,29,...,7,),

kus P on ruumi lahtisse piirkonda { kuuluv punkt. Olgu (21, Zs, ..., Z,) punkti
@ € i koordinaadid. Valime punkti @) i-nda koordinaadi, st z;. Hoides punkti @)
iilejaanud koordinaadid muutumatuna, muudame koordinaadi z; vadrtust piisavalt
vaikeses vahemikus z; — 6 < T; < x; + 6, kus 0 on mingi reaalarv. Tekkinud punk-
tide hulk koos vastavate koordinaatidega moodustab ruumis osa mingist joonest.
Seda joont nimetatakse antud koordinaadisiisteemi i-ndaks koordinaatjooneks,
mis ldbib punkti ). Seega ldbib ruumi iga punkti n koordinaatjoont. Analoogi-
liselt maaratletakse antud koordinaadisiisteemi koordinaatpinna moiste. Selleks
valitakse punkti kaks koordinaati, iilejadnud koordinaadid fikseeritakse ning nen-
de kahe véartusi muudetakse piisavalt viikestes vahemikes. Saadud punktide hulk
moodustab ruumis pinna osa, mida nimetatakse koordinaatpinnaks. On ilmne, et
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koordinaatpindadest saab radkida ainult kolmemdootmelises ruumis (voi korgema
modtmega ruumis).

Kui koordinaadisiisteemi koordinaatjooned on sirged, nimetatakse koordinaadi-
siisteemi sirgjooneliseks. Kui aga koordinaatjooned on koverad, nimetatakse koor-
dinaadisiisteemi koverjooneliseks.

Koordinaadisiisteemi saab ruumis maéaéarata mitmel erineval viisil. Kaasaegse
geomeetria iiheks aluspohimotteks on véide, et ruumis ei ole olemas eelistatud
koordinaadisiisteemi, millel oleks mone teise koordinaadisiisteemi ees eeliseid. Koik
koordinaadisiisteemid on vordvaarsed ning iihe voi teise koordinaadisiisteemi ka-
sutamine soltub iiksnes lahendatavate geomeetriliste iilesannete iseloomust.

Monede geomeetria kiisimuste uurimisel osutub otstarbekaks minna iihelt koor-
dinaadisiisteemilt {ile teisele. See tdhendab, et ruumis on antud kaks koordinaadi-
stisteemi. Olgu punktil P tihes koordinaadististeemis koordinaadid (xy, za, . .., z,)
ja teises (24, ), ..., x}). Valemeid, mis véljendavad punkti ithed koordinaadid teis-
te kaudu, nimetatakse lihest koordinaadisiisteemist teise ililemineku valemiteks.
Sellest on pohjalikumalt kirjutatud peatiikis 8.

Kasitlust alustame sirgjoonelistest koordinaadisiisteemidest, mille konstrueeri-
miseks on koige otstarbekam kasutada vektoralgebrat. Selleks defineerime esmalt
baasi ja reeperi (koordinaadistiku) mdisted.

Lisaks sirgjoonelistele siisteemidele kasitleme ka olulisemaid koverjoonelisi koor-
dinaadisiisteeme:

e polaarkoordinaadid tasandil (2.7),

e sfidrilised koordinaadid ruumis (2.8).

2.1 Baas

Eelmises peatiikis defineerisime kaks vektoritega tehtavat algebralist tehet: vekto-
rite liitmise ja vektorite korrutamise reaalarvuga. Neid tehteid jarjestikku raken-
dades saame moodustada avaldisi kujul:

a1y + asas + ...+ akc?k,

kus aq, g, ..., ap on reaalarvud ja dq,ds, ..., d, on vektorid. Sellist avaldist ni-
metatakse vektorite dy, ds, . . ., dy lineaarkombinatsiooniks ning arve aq, as, . ..,
selle lineaarkombinatsiooni kordajateks.

Kui vektor @ on esitatav kujul

a= 041&’1+0425L’2+...+ozk&’k,

siis Oeldakse, et vektor a on arendatud vektorite d,ds, ..., d jargi ehk vektor @
on esitatud nende vektorite lineaarkombinatsioonina.
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Kui vektorid ay, ds, . . ., d; on kollineaarsed, siis ka nende lineaarkombinatsioon
on nendega kollineaarne. Samamoodi, kui vektorid on komplanaarsed, siis ka nende
mistahes lineaarkombinatsioon on komplanaarne samade vektoritega.

Eelmises peatiikis késitletud vektorite liitmise ja arvuga korrutamise omadu-
sed (kommutatiivsus, distributiivsus jne) voimaldavad lineaarkombinatsioone tei-
sendada sarnaselt tavalistele algebralistele avaldistele. See tdhendab, et vektorvor-
randites voib avada sulge, koondada sarnaseid liikmeid ning viia litkmeid vorrandi
ithelt poolelt teisele, muutes nende marki.

Definitsioon 4. Baasiks sirgel nimetatakse selle sirge suvalist nullvektorist eri-
nevat vektorit € # 0.

Definitsioon 5. Baasiks tasandil nimetatakse kahte antud tasandil asuvat mitte-
kollineaarset vektorit {e7, &}, mida vaadeldakse kindlas jarjekorras.

Definitsioon 6. Baasiks ruumis nimetatakse kolme mittekomplanaarset vektorit
{€}, &, €3}, mida vaadeldakse samuti kindlas jarjekorras.

Baasi moodustavaid vektoreid nimetatakse baasivektoriteks ning neid téhis-
tatakse siimboliga €, millele lisatakse jarjekorranumbrit néitav alaindeks.

e Sirge baas koosneb iihest nullvektorist erinevast vektorist, mida tahistatakse
lihtsalt €.

e Tuasandi baas koosneb kahest kindlas jarjekorras antud mittekollineaarsest
vektorist €] ja €, kusjuures peab kehtima tingimus € }f 5.

e Ruumi baas koosneb kolmest mittekomplanaarsest vektorist €7, €5 ja €5.

Baasi ennast téhistatakse pannes baasivektorid loogelistesse sulgudesse. Néi-
teks ruumi baas téhistatakse kujul {€7, €5, é€3}.

2.2 Vektori koordinaadid

Toestame jargnevalt teoreemid, mis annavad meile eeskirja etteantud baasivekto-
rite abil vastavalt sirge, tasandi ja ruumi vektorite esitamiseks.

Teoreem 1. Olgu {€} baas sirgel ja a selle sirgega paralleelne vektor. Siis on vektor
a theselt esitatav kujul @ = o€, kus a on reaalarv.

Téestus. Vastavalt sirge baasi definitsioonile on & # 0, mistottu ka pikkus |€] > 0.
Kuna vektor @ on paralleelne antud sirgega, on ta vektoriga € kollineaarne (@ || €).
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Méarame kordaja « jargmiselt:

51

C kui@atte,

oy

=

EL kui @ 1| €.
Néitame, et kehtib vektorvordus @ = a€. Selleks kontrollime vektorite pikkuste

vordsust ja suundade iihtivust:

oy

1. Pikkus. Arvutame vektori a€é pikkuse:

@ a
|aa=ra|-ré1=\i— Ja =14 g a

€] €]

Vektorite pikkused on vordsed.

2. Suund. Definitsiooni kohaselt on vektor ae kollineaarne vektoriga € ning
seega ka vektoriga d. Kordaja a miérgi valik tagab, et vektorid a€ ja @ on
alati samasuunalised:

e kui a > 0, siis a€ 11 € ning kuna a 11 €, siis a€ 11 a;
e kui o < 0, siis a€' 1] € ning kuna @ 1| €, siis ae 11 d.
Kuna vektorite pikkused ja suunad iihtivad, siis on vektorid definitsiooni ko-
haselt vordsed @ = ae.
Jaab veel toestada, et leitud vektori @ esitus @ = a € on ithene. Toestame seda

vastuviite abil. Oletame, et leidub veel iiks arv o’ # «, mille korral kehtib vordus
a = o' €. Sel juhul véime vordsusest @ = « € lahutada vorduse @ = o/ €. Saame

(a—a')é=0.
Kuna o — o’ # 0, jareldub sellest, et € = 0. See on aga vastuolus sirge baasivektori
tingimusega. Seega on esituse d = « € ithesus toestatud. O

Teoreem 2. Olgu {€1,é} baas tasandil. Siis on iga selle tasandiga paralleelne
vektor a tiheselt esitatav kujul @ = a1€7 + o€y, kus aq, as on reaalarvud.

Q R

ST
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Joonis 9: Tasandi baas

Toestus. Margime esmalt, et baasivektorid €, €; on definitsiooni kohaselt mitte-
kollineaarsed, mistottu kumbki neist ei saa olla nullvektor (€}, & # 0). Kuna vektor
a on tasandiga paralleelne, on vektorid €7, €5 ja d komplanaarsed.

Rakendame koik kolm vektorit tasandi suvalisest punktist P ning olgu @ = ]ﬁ
Seejarel asuvad vektorid iihel ja samal tasandil ning neil on iihine alguspunkt.

Joonestame lébi vektori @ 16pp-punkti R sirge, mis on paralleelne vektoriga é.
Tahistame selle sirge ning punkti P ja vektorit € ldbiva sirge 16ikepunkti tdhega
S. Tehtud konstruktsioon vastab vektori @ projekteerimisele vektori €] sihile
paralleelselt vektoriga €. Vektorit ﬁ nimetatakse vektori @ projektsioonivektoriks
ning tahistatakse Prg, a.

Vektori @ projektsioon vektori €7 sihile on defineeritud jargmiselt:

. {|Prgld'|, kui Prg d 11 €, 2.1)

pr_’ a = — . — —
“ —|Prgd|, kui Prgd | é.

Analoogiliselt joonestame labi punkti R sirge, mis on paralleelne vektoriga e,
ning leiame selle 16ikepunkti () sirgega, mis labib punkti P vektori €5 suunas.
On ilmne, et vektor PQ) on vektori a projektsioonivektor vektori € sihile. Seega
Prza = 1@ ja

R L e 22
—|Prg,d|, kui Prg,d 1| é.
Vektorite liitmise reegli pohjal (vt joonis 9) ndeme, et:
a= P? + Pﬁ = Prg16+ PI‘@&. (23)

Kuna Prgzd || € ja Prz,d || €, siis Teoreemi 1 pohjal eksisteerivad iiheselt
médratud kordajad aq, s € R nii, et:

Prglc_i = Oé151 ja PI‘é’QC_L' = Ozgéé,

kusjuures kordajad avalduvad suhetena:

ISI

prea o Pra,
9 =

a1 =

E (2.4)

1

|_'| '

2

Asendades need avaldised vorrandisse (2.3), saamegi vektori @ arendada tasandi
baasivektorite jargi
a= Oz151 + 04252.
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Teoreem 3. Olgu {€}, €5, €3} ruumi baas. Siis on ruumi iga vektor @ theselt esi-
tatav kujul @ = a1€] + €5 + ases, kus ay, as, ag on reaalarvud.

—

€3 R

Joonis 10: Ruumi baas

Toestus. Ruumilise juhu toestuse geomeetriline konstruktsioon on esitatud joonisel
10. Rakendame baasivektorid €7, €5, €3 ning vektori @ ruumi suvalisest punktist P.

Projekteerime vektori @ 1opp-punkti R tasandile, mille méaéravad baasivektorid
€1 ja €y, paralleelselt kolmanda baasivektoriga €3. Téahistame saadud projektsioo-
nipunkti tdhega (). Vektorkolmnurga reegli kohaselt kehtib seos

G=PQ+ QR. (2.5)

Kuna vektorid €7, €5 ja F@ paiknevad iihes ja samas tasandis, on nad komplanaar-
sed. Méargime, et vektorid €; ja € ei saa olla kollineaarsed, sest sel juhul oleksid
kolm vektorit €7, €5 ja €3 komplanaarsed, mis on vastuolus baasi tingimusega. J&-
relikult méaravad vektorid €] ja e; tasandi ning neid voib késitleda selle tasandi
baasivektoritena. Teoreemi 2 pohjal saab tasandi vektori ﬁ) avaldada baasivek-
torite kaudu.

P(§ = 04151 + 06252.

Vektor Cﬁ on konstruktsiooni tottu kollineaarne vektoriga €3, mistottu Teo-
reemi 1 pohjal QR = «as€3. Asendades need avaldised vorrandisse (2.5), saame
vektori @ arenduse

a= 05151 + 06252 + &353. (26)

Sarnaselt tasandi juhuga on kordajad «; méaratud vektori projektsioonidega.
Ruumi kontekstis tdhendab néiteks pr; @ vektori @ projektsiooni sirgele €; paral-
leelselt tasandiga, mille moodustavad €5 ja 5. Kordajad avalduvad jargmiselt:

rsa T d T~ d
s Oégzp62|7 Oég:p?’. (27)

Q= -
| €3]

e

€5
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Niitame, et kordajad «; on méaaratud iiheselt. Oletame vastuviiteliselt, et vek-
toril @ leidub teinegi esitus samal baasil

6 = 04,151 —f- 06,262 + Oééé}),.
Lahutades sellest vorrandist varem saadud avaldise (2.6), saame
(o) — 1)@ + (o — )& + (af — a3)@3 = 0. (2.8)

Kui vahemalt iiks vahedest ei vordu nulliga, eeldame iildsust kitsendamata
néiteks o) — ay # 0, saaksime vektori €] avaldada iilejadanud baasivektorite kaudu

, —

/
S Oy — 0o, a3 — Qg
€1 = —— €2 — —; €3.

See tdhendaks, et vektor €; on vektorite €5 ja €3 lineaarkombinatsioon, mis muu-
daks siisteemi {€}, €, €3} komplanaarseks. See on aga vastuolus baasi definitsioo-
niga, mis nouab mittekomplanaarsust. Jarelikult peavad koik kordajate vahed vor-
duma nulliga ehk a; = o iga i € {1, 2, 3} korral. O

Toestatud teoreem on analiiiitilises geomeetrias fundamentaalse téhtsusega.
See niitab, et suvalist vektorit on voimalik avaldada baasivektorite kaudu ning selle
avaldise kordajad on iiheselt méédratud. Neid baasivektorite lineaarkombinatsiooni
kordajaid nimetatakse vektori koordinaatideks antud baasil.

Kui {€} on ithedimensionaalse eukleidilise ruumi (sirge) baas ja @ on selle ruumi
suvaline vektor, siis

a= 1€,
kus reaalarvu x nimetatakse sirge vektori koordinaadiks. Kui {€},é>} on kahe-
mootmelise eukleidilise ruumi (tasand) baas ja @ on selle ruumi suvaline vektor,
siis
a= 17151 + 17252,
kus reaalarve xq,xo nimetatakse vektori koordinaatideks ning mérgitakse kujul
a= (1‘1, $2).

Analoogiliselt, kui {€, €3, €3} on kolmemodtmelise eukleidilise ruumi baas, siis

ruumi suvalise vektori @ korral kehtib esitus

a= 33151 + $2€2 + 1'353,
kus kordajad x, x9, x3 on vektori koordinaadid ruumis. Seda asjaolu tahistatakse
a= (x1,x9,x3).

Analiiiitilise geomeetria aluseks on koordinaatide meetod. Igale vektorile vas-
tab tiheselt méaaratud jarjestatud reaalarvude jada. Koordinaatide arv soltub ruumi
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mootmest. Vektor on geomeetriline objekt, tema koordinaadid aga arvud. Seega
voimaldab analiiiitilise geomeetria koordinaatide meetod uurida sirgete ja tasan-
dite geomeetrilisi omadusi algebraliste meetoditega, opereerides koordinaatidega,
st arvudega.

Eelmises paragrahvis nagime, et vektori koordinaadid méaéaratakse baasi ja vek-
tori projekteerimise abil baasivektorite sihtidele. Olgu eukleidilises ruumis valitud
baas {€1, €, ...,€,}. Siin peame silmas, et n omandab vdartused 2 ja 3, mis vas-
tavad vastavalt tasandile ja kolmemootmelisele ruumile. Olgu @ ruumi suvaline
vektor, st @ € V. Projekteerimine seab sellele vektorile vastavusse projektsiooni-
vektori Prg, @ € V ja projektsiooni pr;, @ € R. Hulkade teooria seisukohalt méérab
projekteerimine kaks kujutust

Prg :aeV—PrgacV, prg, :d €V pryd € R (2.9)

€

Lause 2. (Projekteerimise Zmeaarsus) Kujutused (2 9) omavad lineaarsuse oma-
dust, st suvalise vektori € # 0, suvaliste vektorite @, b ja reaalarvu o korral kehtib

Pra(d + g) = Prsd + Prgl;, Prz(ad) = aPra,
pre@+b) = pra + prb, pre(ad) = apra.

Joonis 11: Projekteerimise lineaarsus

Toestus. Toestame kujutuse Prz lineaarsuse omaduse vektorite liitmise suhtes.
Jooniselt (11) ndeme, et kehtib

Pro(d + b) = ProAC — AC' = AB + B'C' — Praii + Prab,

Analoogiliselt toestatakse kujutuse Prz lineaarsus vektorite korrutamise reaalar-
vudega suhtes ning kujutuse pr; lineaarsus. O]
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Kujutuse pr; lineaarsusest jarelduvad valemid vektorite summa koordinaatide ning
vektorite reaalarvudega korrutiste koordinaatide arvutamiseks.

Lause 3. (Vektorite summa ja arvuga korrutise koordinaatide arvutamine) Olgu

ruumis antud baas {€1, €y, ..., e,} (n = 2,3) ja kahe vektori d, b koordinaadid selles
baasis
a=(x1,29,...,2,), gz(yl,yz,...,yn).
Kehtib
64—5:(ml—l—yl,xg—i—yg,...,xn—i—yn), (2.10)
ad = (ax1, ATy, ..., Qx,).

Téestus. Arvutame vektorite @ + b summa koordinaadid. Valemite (2.7) kohaselt
on vektori @ + b i-s koordinaat vordne

pre, (@ + D)
i

il

Niitid kasutame kujutuse pr,, lineaarsust (Lause 2)

prg, (@ + b) _ pred . pre.b
€| el |

~ - = Tt Y
61“
Analoogiliselt tuletatakse valem vektori koordinaatide arvutamiseks selle korruta-
misel reaalarvuga. []

2.3 Ristbaas

Eelmistes punktides kasitlesime eukleidilise ruumi suvalisi baase, esitamata neile
mingeid tdiendavaid noudeid. Ainsaks noudeks oli baasi tingimus, st baasivektorite
mittekollineaarsus kahemootmelise eukleidilise ruumi (tasandi) korral ning baasi-
vektorite mittekomplanaarsus kolmemootmelise eukleidilise ruumi korral. Vektori
koordinaadid baasis mééaratlesime iihe vektori projekteerimise abil teise vektori
sihile. Projekteerimine maééaratleti aga geomeetriliselt ning me ei tuletanud selle
arvutamiseks analiititilisi valemeid. Méargime, et projekteerimise omaduste, néi-
teks selle lineaarsuse, toestus tugines projekteerimise geomeetrilisele definitsioo-
nile. Analiiiitilised valemid projekteerimise kirjeldamiseks saame siiski tuletada,
kui esitame baasile tdiendavad nouded. Praktiliste arvutuste seisukohalt on koige
otstarbekamad ortonormeeritud baasid ehk ristbaasid.
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Definitsioon 7. Kahemootmelise eukleidilise ruumi (tasandi) baasi {7, &} nime-
tatakse ortonormeeritud baasiks ehk ristbaasiks, kui baasivektorid on iihikvektorid
ja omavahel ortogonaalsed, st

& =&l=1, & Laé.

Analoogiliselt nimetatakse kolmemootmelise eukleidilise ruumi baasi ortonormee-
ritud baasiks ehk ristbaasiks, kui baasivektorid on iihikvektorid ja paarikaupa or-
togonaalsed, st

le1] =lea| = |e5] =1, e Léy, e Les, é;Le.
Vektori koordinaate ristbaasis nimetatakse ristkoordinaatideks.

Mérgime, et kahe vektori ortonormeeritus tasandil tdhendab automaatselt ba-
asi tingimuse taidetust, st kui kaks vektorit on {ihikvektorid ja omavahel risti, siis
ei saa nad olla kollineaarsed. Analoogiline viide kehtib ka kolmemootmelise ruumi
korral.

e R
. a |
()] :

¢ 1
O el S

Joonis 12: Tasandi ortonormeeritud baas

Jooniselt 12 on néha, et tasandi ristbaasi korral seisneb vektori @ projekteerimine
baasivektorite €7, €y sihtidele selles, et punktist R langetatakse ristsirged baasi-
vektorite €7, €, madratud sirgetele, mis ldbivad punkti O. Sellist projekteerimist
nimetatakse ristprojekteerimiseks. Kéesolevas paragrahvis peame projekteerimise
all silmas ristprojekteerimist. Seega kehtib

Prod = 0S, Prs,d— 00

Kuna ortonormeeritud baasi baasivektorid on iihikvektorid, siis on vektori a rist-
koordinaadid vordsed selle vektori projektsioonidega baasivektorite sihtidele, st

I = preg a, Ty = Prg,a.
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Tasandi ortonormeeritud baasi korral saame tuletada vektori ristkoordinaatide
analiiiitilised valemid, avaldades need eukleidilise geomeetria fundamentaalsete
suuruste, st vektori pikkuse ja nurkade trigonomeetriliste funktsioonide kaudu.
Tasandi vektori @ sihikoosinusteks nimetatakse suurusi cos Z(@, €1) ja cos Z(d, €).

Teoreem 4. (Tasandi vektori ristkoordinaadid) Olgu xq,xs vektori d koordinaadid
tasandi ortonormeeritud baasis {€y,€>}. Siis

x1 = |d| cos Z(d,ér), xo = |d| cos Z(d, éy),

ehk
a = |d|(cos £(a@, &) €1 + cos £(d, &) &) (2.11)

Toestus. Toestame viite kahe juhtumi jaoks: kui punkt R asub kas esimeses vee-
randis (joonis 12) voi teises veerandis (joonis 13). Ulejésinud kaks juhtu, st kolmas
ja neljas veerand, toestatakse analoogiliselt.

Oletame, et punkt R asub esimeses veerandis. Jooniselt 12 on néha, et kolm-
nurgad AOQR ja AOSR on téaisnurksed ja O? ™ 51,@ T €. Sel juhul on
vektori @ projektsioon baasivektori € sihile vordne vektori O? pikkusega. Kuna
kolmnurk AOSR on téisnurkne, saame kergesti

T = Pryd = \O?] = |d| cos Z(d,éy).

Analoogiliselt
Ty = Pry,d = |Oﬁ] = |d| cos £(d, ).

—

Mérgime, et sel juhul on mélemad nurgad Z(d,e}) ja Z(d,é,;) teravnurgad ning
nende koosinused on positiivsed.

Joonis 13: Tasandi ortonormeeritud baas
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Oletame niiiid, et punkt R asub teises veerandis, nagu on kujutatud joonisel 13.
Sel juhul Prz ad = OS 1 €7 ning vektori @ projektsioon vektori €7 sihile on vektori

(?5 pikkus negatiivse mérgiga. Taisnurkse kolmnurga AORS pohjal saame
Ty = Py d = —|O?| = —|d| cos = —|d| cos(m — ¢) = |d| cos ¢ = |d| cos £(@, é}).
Eelmise valemi tuletamisel kasutasime trigonomeetrias tuntud valemit

cos(a — ) = cosaccos B + sin asin 3,

ning seoseid cosm = —1 ja sinm = 0. Nagu eelmiselgi juhul, kui punkt R asus
esimeses veerandis, on vektorite @ ja €; vaheline nurk teravnurk. Seetottu

— 00| = || cos £(@, ).

Ulejééinud kaks juhtu, st kui punkt R asub kolmandas veerandis (mdlemad nurgad
Z(a,e) ja Z(d,éy) on niirinurgad) ning kui punkt R asub neljandas veerandis
(nurk Z(d, €7) on teravnurk, nurk Z(@, €>) on niirinurk), jitame lugejale iseseisvaks
lahendamiseks. O

Toestatud teoreem on eukleidilise tasandigeomeetria jaoks viga oluline. See-
tottu teeme moned olulised méarkused, mis puudutavad toestatud teoreemi.

_Esiteks jareldub toestatud teoreemist, et kui on antud kaks tasandi vektorit
a, b kusjuures a # O siis saab vektori b ortogonaalprojektsiooni vektori @ sihile

esitada kujul o B
przb = |b| cos Z(d,b). (2.12)

Teine mérkus puudutab vektori @ pikkust. Jooniselt 12 ndeme, et kehtib vordus
7+ 43 = (prad)? + (prd)? = |03 + 0GP,

Kuna |Cﬁ| = |ﬁ| ja kolmnurk AOSR on taisnurkne, siis Pythagorase teoreemi
jargi on kaatetite ruutude summa vordne hiipotenuusi ruuduga, so

0812 + 0GP = |OR? = |al*

Jarelikult avaldub vektori pikkus ristkoordinaatides valemiga

@] = +1/a? + a3, (2.13)

kus plussmark juure ees rohutab, et votame positiivse vaartuse, kuna tegemist on
vektori pikkusega. Tuletasime selle valemi tdisnurkse kolmnurga abil selleks, et
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lugeja moistaks selle valemi geomeetrilist tdhendust. See seisneb selles, et koordi-
naatides pikkuste arvutamise aluseks on eukleidilise geomeetria fundamentaalne
teoreem, so Pythagorase teoreem.

Kui @ on iihikvektor, siis valemist 2.11 jareldub, et

a = cos Z(d,ey) € + cos Z(d,€y) €.
Teiselt poolt jareldub pikkuse valemist (2.13), et sel juhul on koordinaatide ruutude
summa vordne arvuga 1, so

2
cos® Z(a@,é)) + cos® £(d@, &) = Z cos® Z(d,e;) = 1. (2.14)
i=1

See valem néitab, et tasandi vektori sihikoosinuste vahel kehtib seos, millest jérel-
dub, et need ei ole soltumatud suurused.

Joonis 14: Ruumi ortonormeeritud baas

Vaatleme niitid kolmemootmelise ruumi juhtu. Eeldame, et kolmemootmelises vek-
torruumis V3 on antud ortonormeeritud baas {€}, ¢, €3}. Olgu antud vektor a.
Analoogiliselt tasandi juhuga vaatleme nurki, mida vektor @ moodustab baasivek-
toritega. Joonisel 14 on need nurgad téhistatud stimbolitega «, 3,7, st



Nende nurkade koosinuseid nimetatakse vektori @ sihikoosinusteks. Samuti nagu
tasandi puhul on vektori @ ristprojektsioonid baasivektorite sihtidele vordsed vek-
tori koordinaatidega 1, 2, 3 ortonormeeritud baasis {€, €, €3}, st

— —

Ty = prgla, To = prgQa, Tr3 = prg?)a.

Teoreem 5. (Ruumivektori ristkoordinaadid) Olgu x1, xo, x5 vektori d koordinaa-
did ortonormeeritud baasis {€1, €, €3}. Siis

xy = |d| cos Z(d,€1), xo=|d| cosZ(d,ey), x3=|d| cosZ(d,és),
ehk
a=|d| cosZ(a,ey)ey + |a| cos Z(d,er) e+ |d| cos Z(d,és) és. (2.15)

Selle teoreemi toestus on analoogiline teoreemi 4 toestusega, st kui paigutada
koik neli vektorit a, e, s, €3 suvalisse ruumi punkti O, siis langetame punktist
P ristsirged sirgetele, mis ldbivad punkti O baasivektorite €1, €5, €3 sihtides, ning
avaldame saadud taisnurksete kolmnurkade kaatetid hiipotenuusi ja vastava nurga
koosinuse kaudu.

[lmselgelt kehtib valem (2.12) iihe vektori b ristpro jektsiooni kohta teise vektori
a 0 sihile ka ruumivektorite puhul. Ruumivektori pikkuse valem ristkoordinaa-
tides on analoogiline valemiga (2.13) ja selle kuju on

|d@| = 4/ a3 + 23 + 3.

Analoogiliselt tasandi puhul esitatud arutlusele on lihtne ndidata, et ruumivektori
sihikoosinused ei ole soltumatud ning nende vahel kehtib seos

cos® £ (@, €) + cos® Z(@, éy) + cos® Z(a, &) = 1.

Maérgime &ra téhtsa asjaolu, et valemid (2.11), (2.15) on sama struktuuriga,
erinedes ainult liidetavate arvu poolest, mis soltub ruumi dimensioonist. Seetottu
on otstarbekas kisitleda neid kahte valemit iildisema valemi erijuhtudena

n
i=Y |l cos £(d,é) e,
=1

kus n = 2,3. Analoogiliselt voib vektori pikkuse ja sihikoosinuste vahelise seose
kirjutada kujul

n

1/2 n
|d| = <fo) : Zcos2 Z(d, e;) =1.
i=1

=1
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2.4 Tasandi orientatsioon

Eelmises paragrahvis nidgime, et tasandi vektori sihikoosinused ei ole soltumatud.
Rohutame, et sihikoosinustest ja ristkoordinaatidest radkides eeldame ka kéesole-
vas paragrahvis — nagu eelmiseski — et baas {€, €} on ortonormeeritud. Ilmselt
peitub selle pohjus selles, et nurgad, mille vektor moodustab baasivektoritega, ei
ole soltumatud, vaid nende vahel kehtib teatav seos. Juhul, kui vektori lopp-punkt
asub esimeses veerandis, on sellel seosel kuju
L@, &) + (@, &) = g

Teistes veerandites on see seos kiill teistsugune, kuid igal juhul saab iihe nurga
avaldada teise kaudu. Geomeetrias piilitakse voimaluse korral kasutada soltuma-
tuid parameetreid. See muudab késitluse selgemaks ja arusaadavamaks. Kéesoleval
juhul saavutatakse see lileminekuga vektoritevaheliselt nurgalt tasandi orienteeri-
tud nurgale.

+ —
positiivne orientatsioon negatiivne orientatsioon

Joonis 15: Tasandi orientatsioon

Vaatleme tasandil suvalise raadiusega ringjoont, mille keskpunkt on tasandi su-
valises punktis (vt joonis 15). Valime ringjoonel suvalise punkti, hakkame sellest
punktist mooda ringjoont liitkuma ning teeme ringjoonele téaisringi peale, joudes
tagasi lahtepunkti. Ilmselt on ringjoone selliseks ldbimiseks kaks voimalust: liiku-
da kas vastupéeva voi paripdeva. Uhe neist ringjoone libimise suundadest vali-
mist nimetatakse tasandi orientatsiooniks. Méaératluse iihesuse huvides nimetame
vastupaeva liikumisele vastavat tasandi orientatsiooni positiivseks ning péaripaeva
liikkumisele vastavat orientatsiooni negatiivseks. Kéesolevas paragrahvis eeldame,
et tasandil on valitud positiivne orientatsioon.

Definitsioon 8. Olgu tasandil antud suvaline baas {¢},¢&}. Oeldakse, et baas
on tasandi orientatsiooniga kooskolas, kui vektori €7 péoramine vektorini €5 liihi-
mat teed mooda toimub vastupédeva. Siin eeldame, et molemad baasivektorid on
paigutatud tasandi samasse punkti.
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Joonis 16: Tasandi orientatsiooniga kooskolas olev baas

Kéesolevas punktis on koik vaadeldavad baasid ortonormeeritud ja tasandi orien-
tatsiooniga kooskolas. Olgu antud tasandi vektor a. Rakendame selle ja baasivek-
torid alguspunktile O, nagu on naidatud joonisel 12.

Definitsioon 9. Siis nimetatakse esimese baasivektori €) ja vektori @ vaheliseks
orienteeritud nurgaks nurka, mis saadakse vektori €; poéramisel tasandi posi-
tilvses suunas (vastupédeva) kuni selle kokkulangemiseni vektoriga d.

Tahistame vektorite €] ja @ vahelist orienteeritud nurka siimboliga €. Orientee-
ritud nurga definitsioonist jareldub, et see on méaératud tapsusega 2m. Madratluse
tihesuse huvides eeldame, et § € [0,27). Siis saame nurgad Z(d,é;) ja Z(d,és)
avaldada orienteeritud nurga 6 kaudu jargmiselt:

L(a,ey) = 0, Z(d,eéy) = g — 6 (esimene veerand),
L(a,ey) = 0, Z(d,ey)=0-— g (teine veerand),
L(a,ey) = 2n—0, Z(a,é) =6-— g (kolmas veerand),

5
Z(a,ey) = 2m—0, Z(a,e) = ; — 0 (neljas veerand).

Jatame lugejale iseseisvaks harjutuseks veenduda, et nendest seostest jareldub
cos Z(d, €y) = cosB, cosZ(d,és) = sinb.

Niiiid saame valemi (2.11) kirjutada orienteeritud nurga abil jargmiselt:

d = |d| (cos@é| +sinf éy). (2.16)
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2.5 Vektorite lineaarne soltuvus ja soltumatus

Kéesolevas paragrahvis késitleme vektorite lineaarse soltuvuse ja soltumatuse mois-
tet. See moiste méngib olulist rolli lineaaralgebras, vektorruumide teoorias ja
lineaarvorrandisiisteemide teoorias. Selgitame vélja vektorite lineaarse soltuvuse
moiste geomeetrilise tdhenduse eukleidilise tasandi ja kolmemootmelise ruumi kor-
ral.

Olgu a,,do,...,d,, kus k > 1, vektorruumi V" vektorite hulk, kus n = 2
(tasand) voi n = 3 (kolmemdootmeline ruum).

Definitsioon 10. Vektoreid d;, ds, ..., d, nimetatakse lineaarselt soltuvateks,
kui leiduvad reaalarvud aq, a, . . ., ag, mis ei ole koik korraga vordsed nulliga, nii et
vektorite dy, ds, . . ., d; lineaarkombinatsioon kordajatega aq, as, ..., a; on vordne
nullvektoriga, st

04161+a262+...+ak6k:6, a%+a§+...+ai>0.
Vektoreid @y, ds, . . ., dr nimetatakse lineaarselt soltumatuteks, kui vorrandist
a151+a2d’2+...+akc?k:6,
(kus kordajaid aq, aw, ..., o kisitletakse tundmatutena) jareldub, et
o=y =...=qa=0.

Vektorite lineaarse soltuvuse (soltumatuse) mdiste on algebraline maiste, kuna
selle aluseks on vektoritega tehtavad algebralised tehted, st vektorite liitmine ja
nende korrutamine reaalarvudega. Naitame, et vektorite lineaarse soltuvuse mois-
te on samavédrne vektorite kollineaarsuse geomeetrilise moistega ning vektorite
komplanaarsuse moistega.

Teoreem 6. Kaks vektorit on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kut nad on kolli-
neaarsed.

Toestus. Tahistame vektorid @i, ds. Kui molemad vektorid on nullvektorid, st
d, = @ = 0, siis on nad lineaarselt sdltuvad. Toepoolest, korrutades nullvek-
toreid suvaliste nullist erinevate arvudega ja liites saadud korrutised, saame null-
vektori ning definitsiooni 10 kohaselt on vektorid lineaarselt soltuvad. Teiselt poolt
on nullvektor kollineaarne iga teise vektoriga. Jarelikult on kaks nullvektorit kol-
lineaarsed. Seega on lineaarse soltuvuse ja kollineaarsuse moistete samavadrsus
juhul, kui molemad vektorid on nullvektorid, toestatud.

Oletame niiiid, et vahemalt {iks vektoritest, néiteks d;, ei ole nullvektor. Naita-
me, et vektorite lineaarsest soltuvusest jareldub nende kollineaarsus. Kuna vektorid
on lineaarselt soltuvad, siis

(65} C_I:1 + Qo (3:2 = 6, (217)
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kus arvud aq, as ei ole korraga vordsed nulliga, st vihemalt iiks neist erineb nullist.
Néitame, et as ei saa olla null. Oletame vastuvaiteliselt, et ay = 0. Siis jareldub
valemist (2.17), et a; @ = 0. Eelduse kohaselt @, # 0, jarelikult oy = 0. See on
vastuolus eeldusega, et arvud aq, as ei ole korraga vordsed nulliga. Seega ay # 0.
Vorrandist (2.17) saame niitid avaldada vektori @y vektori @; kaudu jargmiselt:

- ay

a9 — —— a.

(25
Seega on vektor dy vektori @; reaalarvuga korrutis. Vektori arvuga korrutamise
definitsioonist (vt paragrahvi 1.3) jéreldub, et vektorid @, d» on kollineaarsed.
Néitame niiiid, et vektorite kollineaarsusest jareldub nende lineaarne soltuvus.

Olgu vektorid @, dy kollineaarsed. Kui nad moélemad on nullvektorid, siis, nagu
toestuse esimeses osas naidati, on nad lineaarselt soltuvad. Seega voime iildisust
kitsendamata eeldada, et iliks neist, néiteks d;, ei ole nullvektor. Vektorite kolli-
neaarsusest jareldub

(2.18)

Siit jareldub, et

kus

ning mark valitakse soltuvalt vektorite ay,ds sihtidest. Seega oleme saanud vek-
torite @y, ds lineaarse kombinatsiooni, milles koik kordajad ei ole vordsed nulliga
(vektori dy kordaja on vordne iihega). Jarelikult on vektorid @, @, lineaarselt sol-
tuvad. Teoreem on toestatud. O

Midrkus 1. Toestatud teoreemi kehtivus ei soltu ruumi mootmest. Teiste sonadega
kehtib see teoreem nii tthemodtmelises eukleidilises ruumis (sirgel), kahemootme-
lises eukleidilises ruumis (tasandil) kui ka kolmemdotmelises eukleidilises ruumis.
Sirge korral on toestatud teoreemi viide triviaalne, sest sirge mis tahes kaks vek-
torit on kollineaarsed (ja lineaarselt soltuvad).

Teoreem 6 annab kahe vektori kollineaarsuse tarviliku ja piisava tingimuse: kaks
vektorit on kollineaarsed parajasti siis, kui leidub nende vektorite mittetriviaalne
lineaarne kombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga. Sellisel kujul sonastatud
tingimuse eeliseks on asjaolu, et selles ei kasutata mingit koordinaadisiisteemi, st
ruumi baasi. Kasutatakse ainult geomeetriliselt invariantseid (baasi valikust soltu-
matuid) moisteid: vektori moistet ja algebralisi tehteid vektoritega. Méargime, et

40



see on iiks tdnapéeva geomeetria pohiprintsiipe: kasutada meetodeid ja struktuure,
mis ei soltu koordinaadisiisteemi valikust.

Praktilistes arvutustes on aga mugavam tootada vektorite koordinaatidega.
Seetottu tekib loomulik kiisimus, milline on eespool toodud tingimuse analoog
juhul, kui baas on valitud ja vektorite koordinaadid selles baasis on teada.

Vastame sellele kiisimusele tasandi korral. Olgu antud tasandi mingi baas {€}, €}
(me ei eelda, et see on ortonormeeritud) ja kaks tasandi vektorit a;, dy, kus

Gy =T €1+ T26, Gy = Y1 €+ Y2 ey, (2.19)
st x1, z9 on vektori @; koordinaadid ning ¥,y on vektori dy koordinaadid.

Lause 4. Tasandi vektorid d,,ds ei ole kollineaarsed parajasti siis, kui nende vek-
torite koordinaatidest moodustatud maatriksi determinant ei ole vordne nulliga,
st

1 U1
T2 Y2

|A|: =21y — T2y1 # 0.

Toestus. Vektorid @, dy ei ole kollineaarsed (on lineaarselt soltumatud) parajasti
siis, kui vektorvorrandist
(0%} 61 “+ Qo 52 = O, (220)
jareldub, et
a1 = Qg = 0.
Asendame vektorvorrandi (2.20) vasakusse poolde avaldised (2.19) ja kirjutame
saadud vektorvorrandi kujul

(x10q0 +y10) €1 + (201 + Y2 ) €3 = 0.

Kuna baasivektorid on lineaarselt soltumatud (mittekollineaarsed), siis jareldub
siit, et
r1ar+ Yo =0,

Toap + yYs g = 0.

Saadud seoseid késitleme kahe vorrandiga lineaarvorrandisiisteemina, mille tund-
matuteks on oy, oy, eeldades, et vektorite d; = (21, x2), @2 = (y1, y2) koordinaadid
on antud. Saadud vorrandisiisteem on homogeenne lineaarvorrandisiisteem (vor-
randite paremad pooled on vordsed nulliga). Sellisel vorrandisiisteemil on alati
triviaalne lahend a; = as = 0 ning lineaarvorrandisiisteemide teoorias toestatak-
se, et see lahend on ainus parajasti siis, kui stisteemi peadeterminant ei ole vordne
nulliga, st

T1 W

|A|: :$1y2—9€2?/17£0-
X2 2

Seega on lause toestatud. O]
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Jareldus 1. Kaks tasandi vektorit on kollineaarsed parajasti siis, kui nende vek-
torite mingis baasis antud koordinaatidest moodustatud maatriksi determinant on
vordne nulliga.

Vaatleme niitid kolme vektori komplanaarsuse ja nende lineaarse soltuvuse va-
helist seost. Kuna komplanaarsuse moistel on tdhendus ainult kolmemootmelises
eukleidilises ruumis, siis eeldame edaspidi, et vaadeldavad vektorid on ruumivek-
torid. Enne kui sonastame kolmemootmelise ruumi vektorite lineaarset soltuvust
késitleva teoreemi, méargime moned vektorite lineaarse soltuvuse elementaarsed
omadused, mida kasutame toestuses. Nende omaduste toestused on lihtsad ning
jatame need lugejale iseseisvateks harjutusteks.

LS1. Kui vektorite @y, ds, ..., d, hulk sisaldab nullvektorit, siis on need vektorid
lineaarselt soltuvad.

LS2. Kui vektorite dy, ds, . . ., d; hulk sisaldab lineaarselt soltuvate vektorite alam-
hulka, siis on ka kogu vektorite dy, ds, . .., d; hulk lineaarselt soltuv.

Teoreem 7. Kolm kolmemootmelise eukleidilise ruumsi vektorit on lineaarselt sol-
tuvad parajasti siis, kui nad on komplanaarsed.

Toestus. Néitame, et kolme vektori dy, ds, d3 lineaarsest soltuvusest jareldub nen-
de komplanaarsus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et koik kolm vektorit
ai, ds, as ei ole nullvektorid. Toepoolest, kui vihemalt iiks neist on nullvektor, siis
on vektorid komplanaarsed. Samuti voime korvale jatta juhu, kui moni kaks neist
on kollineaarsed, sest ka sel juhul on koik kolm vektorit komplanaarsed.

Vektorite lineaarne soltuvus tdhendab, et leiduvad kolm arvu o, as, aiz, mis ei
ole koik korraga vordsed nulliga, nii et kehtib vordus

04161—1—042624—04363:0.

Olgu a3 # 0. Siis saame vektori a3 avaldada vektorite a;, ds kaudu jargmiselt:

- ay Qg
a3 = —— a1 — — Q2.
e%! Qg
Saadud vordusest jareldub, et vektor ds on vektorite d;,d, lineaarne kombinat-
sioon. See tahendab, et koik kolm vektorit on komplanaarsed. Toepoolest, vektori-
te summa on vektor, mis paikneb nende vektorite poolt moodustatud réopkiiliku
diagonaalil (vt paragrahvi 1.2). Kuid vektorite poolt moodustatud roopkiilik, seal-
hulgas selle diagonaal, paikneb samas tasandis, kus asuvad vektorid ise. Seega on
teoreemi esimene osa toestatud.
Oletame niiiid, et vektorid @y, ds, d3 on komplanaarsed, ja toestame, et sellest

eeldusest jareldub vektorite lineaarne soltuvus. Voime véilja jatta juhu, kui ks
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vektoritest on nullvektor, sest sel juhul on meie véide kergesti toestatav. Toepoo-
lest, kui iiks vektoritest on nullvektor, siis on koik kolm vektorit komplanaarsed.
Samal ajal on nad ka lineaarselt soltuvad (omadus LS1).

Samuti voime vélja jatta juhu, kui kaks vektorit kolmest on kollineaarsed. Toe-
poolest, sel juhul on koik kolm vektorit komplanaarsed. Kuid nad on ka lineaarselt
soltuvad, mis jareldub teoreemist 6 ja omadusest LS2.

Seega voime ildisust kitsendamata eeldada, et vektorid dy,ds, @3 on kompla-
naarsed, kuid tkski kaks neist ei ole kollineaarsed. Kuna vektorid a;,d, ei ole
kollineaarsed, siis méaravad nad suvalisse ruumi punkti paigutatuna tasandi. Ilm-
selt voime siisteemi {d;, @y} kiisitleda selle tasandi baasina. Komplanaarsuse tottu
asub vektor ds samas tasandis ning teoreemi 2 kohaselt saab seda vektorit avaldada
baasivektorite kaudu:

63 = 1'15:1 + $262.

Kirjutame selle vorduse kujul
1’10_:1 + :E2El:2 - 63 = 6

Saime kolme vektori @, ds, d3 mittetriviaalse lineaarse kombinatsiooni (vektori ds
kordaja on —1), mis on vordne nullvektoriga. Jarelikult on vektorid @y, s, as li-
neaarselt soltuvad. [l

Vektorite lineaarse soltumatuse ja baasi moisted on koige otsesemalt seotud
ruumi mootme moistega. Alustame kahemootmelisest eukleidilisest ruumist, st ta-
sandist. Toestatud teoreemidest jareldub, et tasandi mis tahes kolm vektorit on
alati lineaarselt soltuvad. Teiselt poolt on tasandi kaks mittekollineaarset vekto-
rit lineaarselt soltumatud. Seega on kaks suurim voimalik lineaarselt soltumatute
vektorite arv tasandil.

Ruumi lineaarselt soltumatute vektorite maksimaalset arvu nimetatakse selle
ruumi mootmeks ning neid vektoreid endid nimetatakse ruumi baasiks. Siigav
tulemus, mille toestus on kiillaltki keeruline, on teoreem, mille kohaselt sisaldavad
koik ruumi baasid ithepalju vektoreid (nende arv on vordne ruumi mootmega).
Seetottu nimetatakse tasandit kahemootmeliseks eukleidiliseks ruumiks.

Jatame lugejale iseseisvalt toestada (kasutades kéesolevas paragrahvis toesta-
tud teoreeme), et kolmemootmelise ruumi mis tahes neli vektorit on lineaarselt
soltuvad. Seega on kolmemootmelises eukleidilises ruumis lineaarselt soltumatu-
te vektorite maksimaalne arv kolm ning just seetottu radgime kolmemootmelisest
ruumist.

2.6 Reeper, koordinaadisiisteem

Sirgjoonelise koordinaadisiisteemi konstrueerimiseks tasandil voi ruumis voetakse
kasutusele reeperi moiste.
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Tasandi reeper koosneb punktist O ja tasandi baasist {€},€>} ning seda té-
histatakse {O; e}, €>}. Reeper médrab tasandi sirgjoonelise koordinaadisiisteemi
jargmiselt: 1abi punkti O tommatakse kaks sirget nii, et esimese sirge sihivektoriks
on €] ja teise sirge sihivektoriks €. Esimest sirget nimetatakse abstsissteljeks
(x-telg) ja teist ordinaatteljeks (y-telg). Telgede positiivsed suunad iihtivad vas-
tavate baasivektorite suundadega.

Olgu P tasandi suvaline punkt. Vektorit 7= O? nimetatakse punkti P koha-
vektoriks. Vastavalt baasi omadustele on kohavektor iiheselt esitatav kujul:

= ZE151 + ngéé.

Kordajaid x1,rs nimetatakse punkti P koordinaatideks ning neid maérgitakse
kujul P(zq,x9).

Geomeetriliselt vastavad punkti koordinaadid tema kohavektori projektsioo-
nidele baasivektorite sihtidele. Kui baasivektoriteks on valitud iihikvektorid, see
tahendab || = |&| = 1, siis on punkti koordinaadid vordsed kohavektori projekt-
sioonidega vastavatele telgedele.

Koordinaadisiisteem ruumis konstrueeritakse analoogiliselt. Ruumi reeper
{O; €1, e, e3} koosneb algpunktist O ja ruumi baasist {é7, e, €3}. Labi reeperi
alguspunkti O kulgevaid sirgeid baasivektorite €7, €5, €3 suundades nimetatakse
koordinaattelgedeks:

e ¢} suunaline sirge — abstsisstelg (z-telg),
e ¢, suunaline sirge — ordinaattelg (y-telg),
e ¢3 suunaline sirge — aplikaattelg (z-telg).

Ruumipunkti P koordinaadid (xi, x5, x3) saadakse tema kohavektori 77 = O7>7
arendisest ruumi baasil:
= 17151 + ZL’Q@E + ZE3€3.

Vektori ja punkti koordinaatide seos

Olgu antud punktid P(z1, %2, x3) ja Q(y1,y2,ys3). Vektori @ = ]@ leidmiseks
rakendame vektorite lahutamise eeskirja kohavektorite kaudu:

]@:O‘é—ﬁ: (Y1 — 21,2 — T2, y3 — T3).

Seega, vektori koordinaatide leidmiseks tuleb 16pp-punkti koordinaatidest lahu-
tada alguspunkti vastavad koordinaadid. Vastupidi, kui me rakendame vektori
d = (a1, az, ag) punktist P(xq,z9, x3), siis 1opp-punkti ¢ koordinaadid on:

Q(z1 + a1, xa + az, 3 + as).
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2.7 Polaarkoordinaadid

Tasandil on iiheks enimkasutatavaks koverjooneliseks koordinaadisiisteemiks po-
laarkoordinaadisiisteem. Selle konstrueerimiseks fikseerime tasandil punkti O, mi-
da nimetame pooluseks ja mis on polaarkoordinaadisiisteemi alguspunkt. Seejérel
viime labi pooluse O kiire, mida nimetame polaarteljeks, ning valime sellel kiirel
ithiksihivektori €, mis méarab polaartelje positiivse suuna.

Olgu P tasandi suvaline punkt. Punkti P polaarkoordinaatide leidmiseks moo-
dustame kohavektori OP. Selle kohavektori pikkust téhistame siimboliga r, st
r = \07>7| Arv r on punkti P esimene koordinaat polaarkoordinaatides. Teisi-
sonu on punkti P esimeseks koordinaadiks selle kaugus poolusest O. Punkti P
teiseks koordinaadiks on orienteeritud nurk, mida loetakse polaartelje positiivsest
suunast (mille méérab tihikvektor €) vastupdeva 16iguni O P. Seda nurka tdhistame
siimboliga .

Seega on punkti P polaarkoordinaatideks arvupaar (r, ). Arvu r nimetatak-
se punkti P polaarraadiuseks ning nurka ¢ punkti P polaarnurgaks. Asjaolu, et
arvupaar (r, ) on punkti P polaarkoordinaadid, tdhistame kirjutades need arvud
punkti taha sulgudes kujul P(r, ¢).

P(r, o)

~ polaartelg

Joonis 17: Polaarkoordinaadid tasandil

Mérgime ara polaarkoordinaadisiisteemi iihe isedrasuse. Kui punkti esimene
koordinaat on null, st punkt langeb kokku poolusega O, siis nurk ¢ ei ole rangelt
vottes médratud. Polaarkoordinaatide muutumispiirkonnaks valitakse

D={(r,p) ER*:0<r<o0, 0<p<2r}.

Praktilistel kaalutlustel lepitakse tavaliselt kokku, et kui r = 0, siis ¢ = 0.
Eeldades, et tasandil on antud polaarkoordinaadisiisteem eespool kirjeldatud
viisil, maératleme niitid tasandil ristkoordinaadid. Ristkoordinaatide alguspunk-
tiks valime pooluse O. Seega langeb polaarkoordinaadisiisteemi alguspunkt kokku
ristkoordinaatide alguspunktiga.
Ristkoordinaatide esimeseks baasivektoriks €; valime iihikvektori €. Ristkoordi-
naatide teiseks baasivektoriks valime {ihikvektori €5, mis on risti vektoriga €] ning
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suunatud nii, et poore vektorilt €7 vektorile & toimub vastu péaeva (positiivses
suunas).

On ilmne, et vektorite paar {€}, €} moodustab tasandi ortonormeeritud baasi.
Seega on tasandil madratud ristkoordinaadisiisteem. Kui vastavaid koordinaate
tahistada stimbolitega x, y, siis saab need polaarkoordinaatide r, ¢ kaudu avaldada
jargmiselt:

T = 1 COoS P, (2.21)
Yy = rsinp. '

Esitatud valemeid nimetatakse polaarkoordinaatidelt ristkoordinaatidele iilemine-
ku valemiteks, sest punkti polaarkoordinaate teades saame need asendada valemi-
tesse (2.21) ja arvutada punkti ristkoordinaadid. Paneme téhele, et hulgateoreeti-
liselt méidravad valemid (2.21) kujutuse D — R?\ {(0,0)}, mis on iiks-iihene ning
pealekujutus ehk bijektsioon. Seega on kujutus (2.21) péoratav.

Seega on tasandil méaratud kaks koordinaadisiisteemi, st ristkoordinaadid (z, y)
ja polaarkoordinaadid (r, ¢). Oleme leidnud valemid, mis avaldavad ristkoordinaa-
did polaarkoordinaatide kaudu. Nagu kéiesoleva peatiiki alguses rohutatud, on koik
koordinaadisiisteemid vordvéarsed ning iihe voi teise kasutamine soltub lahenda-
tavate iilesannete iseloomust. Sellest jéreldub, et meil peavad olema ka valemid,
mis viljendavad polaarkoordinaate ristkoordinaatide kaudu. Teisisonu tuleb meil
leida kujutuse (2.21) péordkujutus.

Selleks kasutame ilmseid seoseid

r=a*+y
o .y (2.22)
COS P = ———— sin ¢ =

Neid seoseid saab polaarkoordinaatide suhtes korrektselt lahendada, kui keh-
testada ristkoordinaatide muutumispiirkonnale teatav piirang. Nouame, et

2?4+ y% > 0.

See tahendab, et jatame véalja pooluse O ehk ristkoordinaatide alguspunkti, mis
on ainus punkt, mille korral molemad koordinaadid x ja y on samaaegselt vordsed
nulliga, ning mille jaoks nurk ¢ pole iiheselt maaratud. Niitid saame seosed (2.22)
polaarkoordinaatide suhtes lahendada. Polaarraadiuse » médrab esimene seos iihe-
selt. Polaarnurga ¢ korral koosinusest tiksi ei piisa, kuna l6igus [0, 27) vastavad
iihele ja samale koosinuse vaartusele kaks nurka, ¢ ja 27 — ¢; 6ige haru valime

siinuse sing = \/mgTyQ maérgi ehk koordinaadi y méargi jargi. Nonda avaldame
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polaarkoordinaadid ristkoordinaatide kaudu:

4
r=\/z?+y?
x
arccos ————, kui y > 0,
/112 +y2

¥ = x .

21 — arccos ——=, kui y < 0.

2 4+ y?

\

2.8 Sfaarilised koordinaadid

Kolmemootmelises ruumis on iiheks enimkasutatavaks koverjooneliseks koordinaa-
dististeemiks sfaariline koordinaadisiisteem. Sfadrilise koordinaadisiisteemi konst-
rueerimiseks fikseerime punkti O, mis on sfiarilise koordinaadisiisteemi alguspunk-
tiks. Seejarel viime 1dbi punkti O tasandi II ning fikseerime selle tasandi {ihiknor-
maalvektori N. Lisaks viime l&bi punkti O sirge L C II ja valime sellel sirgel
tthiksihivektori €, mis méérab sirge L positiivse suuna.

P

/ P’ AN

Joonis 18: Sfiaariline koordinaadisiisteem

Olgu P ruumi suvaline punkt. Punkti P sfaariliste koordinaatide leidmiseks
ithendame selle koordinaatide alguspunktiga O ning moodustame selle kohavekto-
ri OP. Selle kohavektori pikkust téhistame stimboliga r, st r = |ﬁ |. Arv r on
punkti P esimene koordinaat sfaérilises koordinaadisiisteemis. Teisisonu on punkti
P esimeseks koordinaadiks selle kaugus sfdarilise koordinaadisiisteemi alguspunk-
tist O. Tasandi IT normaalvektori Nz ja punkti P kohavektori ﬁ’ vaheline nurk 6
on punkti P teine koordinaat sfadrilises koordinaadisiisteemis.
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Punkti P kolmanda koordinaadi leidmiseks vaatleme punkti P ristprojektsiooni
tasandile IT, mida tdhistame stimboliga P’. Siis on punkti P kolmandaks koordinaa-
diks orienteeritud nurk, mida loetakse sirge L positiivsest suunast (mille méarab
tihikvektor €) vastu péeva loiguni OP’. Seda nurka tahistame siimboliga .

Seega on punkti P sfidrilisteks koordinaatideks arvukolmik (r,6, ). Nurka 6
nimetatakse punkti P polaarnurgaks ning nurka ¢ punkti P asimuutnurgaks.

Mérgime ara moned sfaarilise koordinaadisiisteemi isedrasused. Kui punkti esi-
mene koordinaat on null, st punkt langeb kokku sfdéarilise koordinaadisiisteemi
alguspunktiga O, siis nurgad 6 ja ¢ ei ole rangelt vottes méaédratud. Analoogiliselt
ei ole nurk ¢ masdratud nende ruumi punktide jaoks, mis asuvad sirgel, mis ldbib
alguspunkti O ja on risti tasandiga II; sellise punkti korral on nurga 6 vaartus kas
0 voi m. Sfaariliste koordinaatide muutumispiirkonnaks valitakse

D={(rb,p)eR:0<r<oo, 0<f<m 0<p<2n}

Praktilistel kaalutlustel lepitakse tavaliselt kokku, et kui » = 0, siis § = ¢ = 0,
ning kui 7 > 0 ja =0 voi 0 = m, siis ¢ = 0.

Eeldades, et ruumis on antud sfaériline koordinaadisiisteem eespool kirjeldatud
viisil, méaratleme niitid ruumis ristkoordinaadid. Ristkoordinaatide alguspunktiks
valime punkti O. Seega langeb sfaérilise koordinaadisiisteemi alguspunkt kokku
ristkoordinaatide alguspunktiga.

Ristkoordinaatide esimeseks baasivektoriks €] valime iithikvektori €. Ristkoor-
dinaatide teiseks baasivektoriks valime tihikvektori €3, mis asub tasandil II, on
risti vektoriga €7 ning vektorite kolmik {€éj, €5, ﬁ} on paremakée orientatsiooniga.

Lopuks votame ristkoordinaatide kolmandaks baasivektoriks €3 vektori ﬁ

On ilmne, et vektorite kolmik {é7, €3, €3} moodustab kolmemootmelise ruumi
ortonormeeritud baasi. Seega on ruumis maaratud ristkoordinaadisiisteem. Kui
vastavaid koordinaate tahistada stimbolitega x, ¥, z, siis saab need sfdériliste koor-
dinaatide r, 8, ¢ kaudu avaldada jargmiselt:

T =1 cosp sinf,
y =1 sin sinf, (2.23)

z =1 cosb.

Esitatud valemeid nimetatakse sageli sfaarilistelt koordinaatidelt ristkoordinaati-
dele tilemineku valemiteks, sest punkti sfiddrilisi koordinaate teades saame need
asendada valemitesse (2.23) ja arvutada punkti ristkoordinaadid. Paneme tdhe-
le, et hulgateoreetiliselt madravad valemid (2.23) kujutuse D — R*\ {(0,0,2) :
z € R}, mis on iiks-ithene ning pealekujutus ehk bijektsioon. Véljajaetud hulk
{(0,0,2) : z € R} on parajasti z-telg, st sirge, mis ldbib alguspunkti O ja on risti
tasandiga II. Seega on kujutus (2.23) pooratav.
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Seega on kolmemootmelises ruumis maédratud kaks koordinaadisiisteemi, st rist-
koordinaadid (z,y, z) ja sfadrilised koordinaadid (r,#, ¢). Oleme leidnud valemid,
mis avalduvad ristkoordinaadid sféariliste koordinaatide kaudu. Siinkohal tuleb ro-
hutada tiht niilidisaegse geomeetria véiga olulist pohimotet, mis seisneb selles, et
ruumis ei ole olemas eelistatud koordinaadisiisteemi, millel oleks teiste siisteemide-
ga vorreldes mingid eelised. Seega on koik koordinaadisiisteemid vordvaérsed ning
ithe voi teise koordinaadisiisteemi kasutamine soltub lahendatavate geomeetrilis-
te llesannete iseloomust. Sellest jareldub, et meil peavad olema ka valemid, mis
valjendavad sfadrilised koordinaadid ristkoordinaatide kaudu. Teisisonu tuleb meil
leida kujutus, mis on péérdkujutus kujutusele (2.23).

Selleks kasutame ilmseid seoseid

r=/r2+y%+ 22,

z
cosf = —, (2.24)

Neid seoseid saab sfairiliste koordinaatide suhtes korrektselt lahendada, kui
kehtestada ristkoordinaatide muutumispiirkonnale teatavad piirangud. Nouame,
et

2%+ 4 > 0.
See tdhendab, et jatame valja koik need ruumi punktid, mille korral molemad koor-
dinaadid x ja y on samaaegselt vordsed nulliga. Koik sellised punktid paiknevad
sirgel, mis ldbib alguspunkti O ja on risti tasandiga II, st ristkoordinaadisiisteemi
z-teljel. Niiiid saame seosed (2.24) sfadriliste koordinaatide suhtes lahendada. Po-
laarnurga ¢ méérab tingimus cos @ = 2 iiheselt, sest ¢ € (0, 7) ja koosinus on 16igul
[0, 7] rangelt kahanev. Asimuutnurga ¢ korral koosinusest iiksi ei piisa, kuna 16igus
0, 27) vastavad iihele ja samale koosinuse vaartusele kaks nurka, ¢ ja 27w — ; dige

haru valime siinuse sin ¢ = 32/ = mérgi ehk koordinaadi y mérgi jargi. Nonda
Te+y

avaldame sfaarilised koordinaadid ristkoordinaatide kaudu:

(1 — /x2+y2—|—z2,

0 = arccos ——=——,
/:v2+y2+z2

x
arccos ———, kui y > 0,
Va2 + y?
¥ = T )
2m — arccos ——, kui y < 0.
\ 22 + y?
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3 Skalaarkorrutis

Eelmistes peatiikkides késitlesime vektorite lineaarseid tehteid: vektorite liitmist
ja reaalarvuga korrutamist. Need tehted voimaldasid meil kirjeldada geomeetrilisi
struktuure ning uurida vektorite kollineaarsust ja komplanaarsust. Siiski ei piisa
vaid nendest tehetest meetriliste probleemide lahendamiseks — néiteks vektorite
pikkuste voi nendevaheliste nurkade leidmiseks. Selles peatiikis defineerime uue
algebralise tehte, skalaarkorrutise, mis seab igale kahele vektorile vastavusse reaal-
arvu (skalaari). Skalaarkorrutis méngib analiiiitilises geomeetrias fundamentaalset
rolli, kuna see loob silla vektorite algebraliste omaduste ja ruumi eukleidilise geo-
meetria — pikkused, nurgad ja ristumine — vahel.

3.1 Skalaarkorrutise definitsioon

Olgu antud kaks nullvektorist erinevat vektorit a, b _€> V™. Rakendame vektorid
aja b dihest ja samast punktist O ning olgu @ = OA ja b = O? Vektorite @
ja b vaheline nurk on nurk, mis tekib vektori OA podramisel iimber punkti O
liihemat teed pidi kokkulangemiseni vektoriga O %Teisisénu, kahest nurgast,
mille moodustavad kiired O A ja OB, loeme vektorite OA ja @ vaheliseks nurgaks
selle, mis ei {ileta nurka m. Vektorite @ ja b vahelist nurka tihistame v = /(d, 5),
kusjuures 0 < ¢ < 7.

Kui ¢ = siis Geldakse, et vektorid @ ja b on teineteisega risti ehk orto-

%
gonaalsed, mida tdhistatakse @ L b. Nullvektorit loetakse risti olevaks mistahes
vektoriga.

Definitsioon 11. Vektorite @ ja b skalaarkorrutiseks nimetatakse reaalarvu

(3.1)

< @,b >=|al||b| cos £(a,b).

-

kus |@| ja |b] on vektorite pikkused ning ¢ = Z(@, b) nende vektorite vaheline nurk.

ST

1b] cos ¢

Joonis 19: Skalaarkorrutise geomeetriline sisu. Komponent \5] cos ¢ kujutab endast
vektori b projektsiooni vektori a sihile.
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3.2 Skalaarkorrutise omadused

Loetleme skalaarkorrutise olulisemad omadused:

—

Teoreem 8 (Skalaarkorrutise omadused). Suvaliste vektorite ab,é ja suvaliste
arvude a, 5 € R korral kehtivad jargmised omadused:

S

QL

1. Kommutatiivsus: < d, b>=< >,

Y

2.

A\

a,d >=|a|* > 0, kusjuures < @,a >= 0 parajasti siis, kui @ = 0.

0.

3. a L l;pamjast@' stis, kui < @, b >
4. Lineaarsus: < ad + ﬁg,5>: a<dac>+p< g,5>.
5. Kui {O; &1, é} on tasandi ristreeper, siis kehtivad vordused:
< €1,€61 >=< €y, >=1, <&, >=0. (3.2)
Kui {O; €1, ey, 3} on ruumi ristreeper, siis kehtivad vordused:

< €],€] >=< €y, €y >=< €3,€3 >= 1, 53

<51,€2 >=< 52,63 >=< 51,53 >=0. ( ' )
Toestus. Esimene ja teine omadus tulenevad otseselt skalaarkorrutise definitsioo-
nist.

Toestame kolmanda omaduse. Tarvilikkuse toestamiseks eeldame, et vektorid
aja b on risti. Tahame néidata, et sel juhul on nende skalaarkorrutis null. Mee-
nutame, et nullvektor on risti suvalise vektoriga. Kui iiks nendest vektoritest on
nullvektor, siis skalaarkorrutis vordub nulliga definitsiooni kohaselt (sest nullvek-
tori pikkus on null). Oletame, et @ # 0 ja b # 0. Siis £(, b) = 7 (ristuvad vektorid)
ja skalaarkorrutise definitsiooni kohaselt saame, et

<a@,b>=|a||b] Cosg =0,

sest cos% =0.

Piisavuse toestame jérgmiselt. Eeldame, et vektorite a ja b skalaarkorrutis on
null. Niitame, et need vektorid on risti. Kirjutame vélja skalaarkorrutise definit-
siooni:

< @,b >=|al||b| cos £(a,b) = 0.

Kolme reaalarvu korrutis on null parajasti siis, kui vihemalt iiks neist on null. Kui
vektori @ voi vektori b pikkus on null, siis on tegemist nullvektoriga, mis on risti
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suvalise vektoriga. Kui |@| # 0 ja |b] # 0, siis cos Z(a@,b) = 0, millest jireldub, et
£(a@,b) = % ehk vektorid on risti.

Toestame neljanda omaduse. Kui vektor ¢ on nullvektor, siis teoreemi neljas
viiide on ilmne. Seetdttu eeldame, et @ 0. Konstrueerime ortogonaalse baasi —
tasandi juhul {€], &} ja ruumi juhul {é}, &, €3} —, vottes esimeseks baasivekto-
riks ¢, st &; = ¢ Ulejadinud baasivektorid valime nii, et nad oleksid ortogonaalsed
vektoriga €] ning ruumis ka omavahel ortogonaalsed. Edaspidine arutlus kasu-
tab iiksnes esimese koordinaadi leidmist, mistottu kasitleme molemat juhtu iihise
arutlusega. Arvutame vektori avd + Bb esimese koordinaadi selles baasis. Selleks

kasutame eelmise paragrahvi valemit (2.7), st

prg, (d + f3 l_;)

€1

Markame, et baasivektorite paarikaupa ortogonaalsuse tottu on projektsioon orto-
gonaalne. Seega
prg (d + D) = |acd + B b| cos g,

kus ¢ on nurk vektorite a @+ (3 b ja € vahel. Niisiis saame projektsiooni avaldada
skalaarkorrutise kaudu jargmiselt:

. - <ad+ 5,€>
pra (@@ + B) = b &

1]
Vektori aad + b esimene koordinaat on niiiid esitatav kujul:

L, <oadtfbé >
b e ?

Sarnaselt arvutame vektorite @, b esimese koordinaadi. Saame:

<d e > <bé >
e 7 le?

Eelmise paragrahvi valemi (2.10) kohaselt tuleb vektorite liitmisel ja arvudega
korrutamisel sooritada samad tehteid nende koordinaatidega. Sellest jareldub, et

<ad+ Bbé > <ad.é > <bé& >
> 12 - > 12 B — 2
€] €1 |€1]

Korrutades molemad pooled arvuga |€;]? ja asendades €, vektoriga ¢, saame:

<ad+pbc>=a<ac>+p<bc>.
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3.3 Skalaarkorrutis koordinaatides

Teoreemi 8 teisest omadusest jareldub, et vektori pikkuse voime arvutada, kasuta-
des valemit |d| = /< @, d >. Viimase omaduse vordused voime kirjutada kompakt-
semal kujul, kui defineerime kahe alaindeksiga suuruse (nn Kroneckeri siimbol):

i —
by=4 ot (3.5)
0 kui ¢ # 7.

Sellega saame kirjutada viimase omaduse vordused kujul < €;, €; >= d;;, kusjuures
tasandi ristreeperi korral jooksevad indeksid 4, j hulgas {1,2} ja ruumi ristreeperi
korral hulgas {1, 2, 3}.

Tuletame meelde, et ortonormeeritud baasi korral avaldub iga vektor baasivek-
torite lineaarkombinatsioonina, mille kordajateks on vektori projektsioonid baasi-
vektorite sihtidele. Ruumis, kui {€}, &, €3} on ortonormeeritud baas, kehtib valem:

7= |Flcos Z(F, 1) - €1 + |F] cos L(F, €) - €y + |F] cos Z(F, €3) - €3.
Analoogiliselt tasandil, kui {é7, €} on ortonormeeritud baas, siis kehtib:
7= |Flcos Z(F, 1) - €1 + |F] cos Z(F, ) - €.

Paneme téhele, et || cos Z(7, €;) =< 7, €; > iga i korral. Seega voib molemal juhul
vektori esitada kujul

n
F=) <7&>&,
=1

kus n = 2 tasandi ja n = 3 ruumi juhul. Jarelikult avalduvad vektori koordinaadid
ortonormeeritud baasi suhtes skalaarkorrutise abil jargmiselt:

e tasandil, kui 7 = (z,y):
r=<T€ > y=<Te > (3.6)

e ruumis, kui 7= (z,y, 2):

—

T=<T,E >, yY=<T,e> 2z=<T_e3>. (3.7)
Olgu edaspidi antud ristreeper — tasandil kujul {O;é7, &} voi ruumis kujul

{O; €1, €5, €3} — ning selle suhtes kaks vektorit, mille koordinaate nimetame rist-
koordinaatideks.
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Teoreem 9 (Skalaarkorrutise arvutusvalem koordinaatides). Kahe vektori ska-
laarkorrutis on wvordne vastavate ristkoordinaatide korrutiste summaga: tasandi
vektorite ™y = (x1,y1) ja 72 = (29, y2) korral kehtib

< T, Ty >= T1%2 + Y142, (3.8)
ning ruumi vektorite ¥y = (x1,y1, 21) ja 7y = (T2, Y2, 22) korral
< T, Ty >= T1%9 + Y1Ya + 2122 (3.9)

Toestus. Toestame ruumilise juhu; tasandi juhu toestus on téaiesti analoogiline,
jattes kolmanda koordinaadiga seotud liikmed vélja. Ténu koordinaatide definit-
sioonile kehtib vordus 7 = x1€] + y1€5 + 21€3. Kasutades skalaarkorrutise lineaar-
sust ja kommutatiivsust, leiame:

< FI,FQ > =< Ilgl —|—y1€2 +Zl€3,FQ >

Y 2 o (3.10)
=21 <Tr9,e1 > +Y; <Tg, e > +21 < Tg9,€3 >.

Eespool téestatud valemist (3.7) jareldub, et < 75,€] >= 9, < Th,€5 >= Yo ja
< Ty, €3 >= z3. Seega on vordus (3.9) toestatud. O

Toestatud teoreemist jéareldub, et vektori pikkus avaldub ristkoordinaatides
jargmiselt:

e tasandil, kui 7= (z,y):
= Vol (3.11)

e ruumis, kui 7= (z,y, 2):
7] = Va2 +y? + 22 (3.12)

Kahe vektori vahelise nurga koosinuse arvutame jargmiste valemite abil:
e tasandil, kui 7 = (z1,y1) ja 75 = (22, y2):

T1T2 + 1Yo

cos (1, 7)) = ; (3.13)
V3 + 33+
e ruumis, kui 7} = (xlaylazl) ja = ($2;y272’2)1
cos £ (1, 7)) = Tibe + Yiye & (3.14)

Vit + i+ 2V s+ 2
Kahe punkti vahelise kauguse arvutame:
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e tasandil, kui P(z1,y1) ja Q(z2,y2):

PQ| = PG| = /(2 — 21 + (s — 1) (3.15)

e ruumis, kui P<5U1,y1,2’1) ja Q(%:?D,ZQ):

PQI = 1PQ| = /(w2 — 1) + (92— 92)° + (22 — 20)°. (3.16)

NB! Valemid (3.11), (3.12), (3.13), (3.14), (3.15) ja (3.16) kehtivad ainult rist-

koordinaatides!
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4 Vektorkorrutis

Eelmises peatiikis tutvusime skalaarkorrutisega, mis seab kahele vektorile vasta-
vusse reaalarvu. Ruumigeomeetrias ja filitisikas on aga sageli tarvis konstrueerida
vektorit, mis oleks risti kahe etteantud vektoriga. Selleks defineerime uue algebra-
lise tehte — wvektorkorrutise. Erinevalt skalaarkorrutisest on vektorkorrutise tule-
museks uus vektor. Selles peatiikis uurime vektorkorrutise definitsiooni, selle geo-
meetrilist tdhendust ja algebralisi omadusi ning tuletame valemi vektorkorrutise
arvutamiseks ristkoordinaatides.

4.1 Vektorkorrutise definitsioon ja omadused

Vektorkorrutamine on algebraline operatsioon, mis seab kahele ruumivektorile vas-
tavusse kolmanda vektori. Enne, kui saame anda vektorkorrutise definitsiooni, va-
jame moningaid abimoisteid.

Definitsioon 12. Olgu d, b, ¢ € V3 ruumivektorid. Fikseerime ruumis punkti O

—

ning valime punktid A, B, C selliselt, et @ = O—1>4, b = O? ja ¢ = (ﬁ (ehk
rakendame vektorid @, 5,5 punktist O). Me nimetame kolmikut {6, 5, 5} komp-
lanaarseks, kui loigud OA, OB ja OC asuvad iihel ja samal tasandil. Vastasel
korral iitleme, et kolmik 1 @, 5, ¢ ¢ on mittekomplanaarne.

Definitsioon 13. Olgu a, 5,5 € V3 mittekomplanaarsed ruumivektorid. Kolmi-
kut {c?, b, 5} nimetatakse parema kie kolmikuks (vasaku kie kolmikuks),

—
kui punktist C' vaadelduna toimub vektori OA poore lithimat teed pidi vektori-

ni OB kellaosuti litkumise suunale vastupidises suunas ehk vastupéeva (kellaosuti
liikumise suunas ehk péripédeva).

A

Joonis 20: Parema kie kolmik {6, 5, E}
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Paneme tédhele, et suunates parema kde nimetis- ja keskmise sorme vastavalt
vektorite @ ja b suunas, nditab parema kie poial meile vektori ¢ suunda juhul, kui

kolmik {6, 57 5} moodustab parema kée kolmiku.

Analoogiliselt, suunates vasaku kie nimetis- ja keskmise sorme @ ning b suunas,
osutab vasaku kie poial ¢ suunas, kui {(i, b, E} on vasaku kée kolmik.

C

B

Joonis 21: Vasaku kie kolmik {EL’, l;, E}

Definitsioon 14 (Vektorkorrutis). Ruumivektorite a, b € V? vektorkorrutiseks
nimetatakse vektorit @ x b € V3, mis on méiratud kolme tingimusega:

—

1. (pikkus) |@ x b| = |a@]|b| sin £(@, b),
2. (siht) @x b Lajadaxblb,
3. (suund) kui vektorid @ ja b on mittekollineaarsed, siis {EL’, b, i@ x l;} on parema

kde kolmik.

Paneme téahele, et vektori @ x b suuna méaédramiseks saame kasutada parema
kée reeglit.

axb -

b

. R a
bxa=—axb

Joonis 22: Vektorkorrutis
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Definitsiooni esimesest tingimusest ndeme, et kui @ = 0, siis |d x Z;| = 0. Selge,
et ainus vektor, mille pikkus on 0, on nullvektor ehk @ x b = (. Niisiis nullvektori
vektorkorrutis mistahes vektoriga on taaskord nullvektor. Osutub, et tegelikult
kehtib isegi tugevam seos.

Teoreem 10 (Kollineaarsuse tarvilik ja piisav tingimus). Vektorid Z,i§ € V3 on
kollineaarsed parajasti siis, kui & X i = 0.

Toestus. Eeldame esiteks, et vektorid # ja ¢ on kollineaarsed, st Z || ¢. Siis
Z(Z,y) = 0 voi Z(Z,7) = 7 ja molemal juhul sin Z(Z,7) = 0. Siis aga |Z x y] =
1Z| - |§] - 0 =0 ehk & x 77 = 0.

Teisalt, kui Z x § = 0, siis vektorkorrutise definitsiooni 14 tingimuse 1 jérgi on
kas |Z| = 0, |y] = 0 voi sin Z(Z, ) = 0. Selge, et esimese kahe variandi korral on
iiks vektoritest nullvektor ja seega kollineaarsuse tingimus on taidetud. Kolmanda
tingimuse korral Z(Z, %) = 0 voi Z(Z, ) = 7 ehk vektorid Z ja ¢ on kollineaarsed.

0

Jareldus 2. Mistahes ruumivektori T € V3 korral  x & = 0.

A

ST

S

B

Joonis 23: Vektoritele a ja b ehitatud roopkiilik

Olgu vektorid @, b € V3 mittekollineaarsed vektorid. Fikseerime punkti O ning
leiame punktid A ja B nii, et @ = O—1>4 ja b = O? Konstrueerides roopkiiliku,
mille l&hiskiilgedeks on 16igud O A ja OB, iitleme, et saadud ré6pkiilik on ehitatud
vektoritele @ ning b.

Teoreem 11 (Roopkiiliku pindala). Kui @, 7 € V* on mittekollineaarsed vektorid,
stis vektoritele Z, 1 ehitatud roopkiliku pindala on vordne servavektorite vektorkor-
rutise & X v pikkusega, st

S =17 xy.

Toestus. Olgu ¢ mittekollineaarsete vektorite Z, 7 € V3 vaheline nurk. Ehitame
nendele vektoritele roopkiiliku OABC (vt joonis 24). Teame, et ro6pkiiliku OABC
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Joonis 24: Vektoritele & ja i ehitatud roopkiiliku pindala

pindala S on vordne réopkiiliku aluse OA pikkuse ja korguse h korrutisega
S = |OAlh.

Kuna |OA| = |Z|, siis S = |Z]h. Kolmnurk AOH B on téisnurkne ning h = |BH|,
seega
h =|BH| = |OB]|sin ¢ = |y sin ¢.

Kokkuvottes oleme saanud
$ = |lh = [#[g]sin g = & x 1.
O]

Eelnevas nédgime, et vektorkorrutise pikkuse geomeetriline tdhendus on r66p-
kiiliku pindala. Kuid lisaks geomeetrilistele rakendustele on vektorkorrutis ka ma-
temaatiline tehe, millel on kindlad algebralised omadused. Nende omaduste tund-
mine on oluline, et vektorkorrutisega efektiivselt arvutusi teostada, ilma et peaks
iga kord geomeetrilist tolgendust rakendama.

Lause 5 (Vektorkorrutise algebralised omadused). Olgu Z, 7,7 € V* ruumivekto-
rid ning o, B € R arvud. Vektorite vektorkorrutamisel on jirgmised algebralised
omadused:

—

1. ¥ Xy = —y X &, vektorkorrutis on kaldsiimmeetriline,

2. (aZ + BY) x Z = aZ X Z+ By x Z, vektorkorrutis on lineaarne.

Toestus. Toestame ainult esimese omaduse, teine omadus jadb iseseisvaks tilesan-
deks. Esiteks mérgime, et kui vektorid 7 ja ¢ on kollineaarsed, siis teoreemist 10
jareldub, et vektorkorrutised 7 X ¢/ ja ¢/ X & on nullvektorid, seega omadus kehtib.
Eeldame niiiid, et vektorid on mittekollineaarsed, st Z }f ¢. Peame néitama, et vek-
torid ¥ x ¥ ja —y x & on vordsed vektorid, st peame néitama, et nende pikkused
on vordsed ja nad on samasuunalised.
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a) Pikkus. Teoreemis 11 toestasime, et vektorite vektorkorrutise pikkus on
vordne nendele vektoritele ehitatud réopkiiliku pindalaga. On ilmne, et vek-
toritele ¥ ja ¢ ning vektoritele ¢ ja @ ehitatud roopkiilikud iihtivad, st te-
gemist on iihe ja sama réopkiilikuga. Jérelikult vektorite T x i ja —y X &
pikkused on vordsed.

b) Siht. Vektorkorrutise definitsiooni kohaselt on vektorid # x ¥ ja ¢ x & risti
vektoritega 7 ning . Seega kehtib Z x ¢/ || % Z ehk vektorid on kollineaarsed.

¢) Suund. Parema kée reeglist (vt joonis 20) jareldub, et vektorid Zx 3/ ja ¢y x &
on vastassuunalised.

Jarelikult kehtib ¥ x y = —¢ x Z. O

Vektorkorrutise algebralisi omadusi kasutades saame sageli olulisel méaral ar-
vutuskaike lihtsustada.
Niide 1. Olgu antud vektorid @b, kus |@| = 1, |b| = 2 ning Z(a,b) = 2. Leiame
(23 + b) x (@ + 2b)|2. Kasutades vektorkorrutise lineaarsuse omadust, teisendame
jargmaselt:

(204 b) X (@+2b) = 2@ x @+ 4@ X b+ b x @+ 2b x b.

Niitid arvestame, et vektorkorrutis on kaldsiimmeetriline:

2 X @4 4d X b+ (—@ x b) +2b x b =2d x @+ 3@ X b+ 2b X b,
Seejirel kasutame jireldust 2, mis iitleb, et suvalise vektori korral kehtib @ x & = 0.
Seega

QiXa+3axb+2xb=0+3axb+0=23axb.
Jarelikult

2
- - - - 2
(2 + b) x (@ + 2b)|* = |3a@ x b]* = 9|a|?|b|* sin® ?ﬁ =9-1-4 (?) =27.

Skalaarkorrutis ja vektorkorrutis annavad meile kaks erinevat algebralist tehet,
mille tulemused kannavad eri geomeetrilist tdhendust: esimene seob omavahel vek-
torite pikkused ja nendevahelise nurga koosinuse, teine aga sama nurga siinuse.
Pole seega iillatav, et need kaks korrutist on omavahel tihedalt seotud. Jérgnev
teoreem fikseerib selle seose iihe lihtsa ja kompaktse samasusena.

Teoreem 12. Suvaliste vektorite @, b € V3 korral kehtib samasus
@ x b = |@?|b)*— < @ b >2 . (4.1)
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Toestus. Tahistame ¢ = Z(d,b). Skalaarkorrutise definitsiooni jargi

-

<@,b>*= (|a||b] cos ) = |@|?[b]? cos® .

Vektorkorrutise definitsiooni 14 tingimusest 1 saame, arvestades et sinp > 0 iga
¢ € [0, 7] korral,

L7 ST e N2 1= 2(72
@ x b = (|d||b| sinp)” = |@|*|b|* sin® .

Liites need vordused ja kasutades trigonomeetria pohisamasust sin? o+ cos? p = 1,
J g 2 2
saame
@ x b]*+ < @b >"= |a]’|b]* (sin® ¢ + cos® ) = |a@|?[b]?,
millest jareldub véide vahetult. [

Saadud samasuse otseseks tagajirjeks on iiks matemaatika fundamentaalse-
maid vorratusi — Cauchy-Schwarzi vorratus — mis seob omavahel kahe vektori
skalaarkorrutise ja nende pikkused.

Jireldus 3 (Cauchy-Schwarzi vorratus). Suvaliste vektorite @,b € V* korral kehtib
vorratus . .
| <d,b>|<|alpl, (4.2)

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui vektorid @ ja b on kollineaarsed.

Toestus. Teoreemist 12 jareldub, et
< a@,b>*=[aP|b” — |a@ x b* < |al*[bP?,

sest |@ x b2 > 0. Mdlemast poolest ruutjuure votmisel saame | < @,b > | < |al|b].
Vordus kehtib parajasti siis, kui |@xb| = 0, mis teoreemi 10 kohaselt on samavéérne
vektorite @ ja b kollineaarsusega. O

Vektorkorrutamine on algebraline tehe, st vektorkorrutamine seab igale paarile
(Z,y) vastavusse itheselt méadratud vektori & x y. Eelnevalt toestasime, et vektor-
korrutamine on mittekommutatiivne. Teame, et algebralise tehte iiheks tahtsamaks
omaduseks on assotsiatiivsus. Kas vektorkorrutamisel on assotsiatiivsuse omadus,
st kas kehtib

(ZXY)xZ=Tx(Yx2)?
Osutub, et vastus on eitav: vektorkorrutamine ei ole assotsiatiivne. Selle nége-
miseks piisab iihest vastunditest. Olgu a ja b mittekollineaarsed vektorid ning vo-
tame ¥ =y =d ja 7 = b. Jirelduse 2 pohjal on @ x @ = 0, mistottu

(@xad)xb=0xb=0.
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Teiselt poolt on vektorid a ja b mittekollineaarsed, seega teoreemi 10 kohaselt
axb +# 0. Vektorkorrutise definitsiooni 14 jargl on @ x b L a, kusjuures mit-
tekollineaarsuse tottu a # 0. Seega on @ ja @ x b kaks nullvektorist erinevat ning
teineteisega risti olevat vektorit. Jarelikult ei ole nad omavahel kollineaarsed. Sama

teoreemi pohjal saame
ax (axb)#0.

Jarelikult
(@x @) xb+#dx(dxb),
st sulgude asukoht on kahekordses vektorkorrutises oluline.

Rohutame, et see ei tdhenda, nagu erineksid vorduse pooled iga vektorikolmiku
korral — néiteks kollineaarsete vektorite korral on molemad pooled nullvektorid.
Assotsiatiivsus tdhendaks aga vorduse kehtimist koigi vektorite korral, ja just seda
omadust vektorkorrutamisel ei ole.

4.2 Vektorkorrutis koordinaatides

Jargnevas uurime, kuidas saab vektorkorrutise arvutada, kui ruumis on antud rist-
koordinaadid. Selleks eeldame, et ruumis on antud ristreeper {O; €7, €3, €3}. Kuna
vektorkorrutamise korral on oluline ka vektorite orientatsioon, siis eeldame jarg-
nevas, et koik reeperid on parema kie ristreeperid.

Teoreem 13 (Vektorkorrutise arvutusvalem ristkoordinaatides). Olgu meil pare-
ma kde ristreeper {O; €1, €5, €3} ning

U= (xluyhzl) ja W= ($2,y2722)
suvalised vektorid. Siis vektorkorrutise U X W koordinaadid avalduvad
U X W= (Y122 — Y221, T221 — T122, T1Y2 — TaY1) - (4.3)

Toestus. Viite toestamiseks arvutame esmalt vektorkorrutised €7 X €5, €3 X €3,
€3 X €1. Paneme téhele, et

&1 x é3] = |e}||e§|sinz —1-1-sint=1.
2 2

Vektorkorrutise definitsiooni 14 jargi on vektorkorrutis €7 x €5 risti vektoritega €;
ja €3, st €1 X €5 L €1 ning €] X €5 L é5. Seega peab kehtima €7 x €3 || €3. Edasi,
rakendades definitsiooni kolmandat punkti, mis mé&arab vektorkorrutise suuna,
teame, et kolmik {é7, €3, €7 x €3} moodustab parema kie kolmiku ning jarelikult
€1 X e3 T e3. Kuivord vektorite pikkused on samuti vordsed, siis oleme naidanud,
et

€1 X €3 = €3.
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Analoogiliselt saame naidata (iseseisvalt veenduda!), et

—

€3 X €3 =€1 ja €3 X € = €.

Vektorkorrutise kaldsiimmeetrilisuse pohjal

— — —

€y X €1 = —€3, €3 X €5 = —€7,

A

1 X €3 = —é,.

Selle abil saame kirja panna baasivektorite korrutamistabeli:

e1 X e =0, €1 X eg = eg, €1 X e3 = —ea,
€3 X €1 = —€3, €5 X 3 =0, €y X €3 = €1,
€3 X €1 = €3, €3 X €5 = —€1, e3xe3=0.

Saadud korrutamistabeli ning vektorkorrutise lineaarsuse ja kaldsiimmeetrilisuse
kaudu saame arvutada otsitava vektorkorrutise v x w ristkoordinaatides. Kuna
vektorite ¥ ja @ koordinaadid on vastavalt (z1,y1,21) ja (xa,ys, 22), siis nende
vektorite esitus baasivektorite lineaarkombinatsioonidena on

—

U=uz1€ + 1162+ 2z1€3 ja W= x3€] + Y23 + 22€3.

Saame:
U X W= (2161 + Y163 + 21€3) X (2261 + Y263 + 20€3) =

= 2179 (€1 X €1) + 21y (€1 X €3) + 112 (€1 X €3) +
Y172 (€3 X €1) + y1y2 (€3 X €3) + Y122 (€3 X €3) +
219 (€3 X €1) + 212 (€3 X 62) + z129 (€3 X €3) =

=z1y2 (€1 X €3) + 122 (€1 X €3
Y122 (€2 X €1) + y122 (€3 ¥ 63)
219 (€3 X €7) —|— 2199 (€3 X €3) =

++

(?lez - y221) (6’3 X 63)
(z109 — 20771) (€3 X €1) =
= (

T1Y2 — Y1%2) €3 + (Y122 — Yo21) €1 + (2122 — 2221) €3.

Niisiis koordinaatides

—

UXW= (9122 — Y221, 212 — 22T1, X1Y2 — Z/1562) .
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Toestuses panime muuhulgas kirja ka baasivektorite vektorkorrutamise tabeli.
Meenutame, et ristreeperi baasivektorite e, €5, €3 skalaarkorrutiste valem on

< €, e >= 62']‘,

kusi,j € {1,2,3} ja d;; on Kroneckeri siimbol. Osutub, et ristreeperi baasivektorite
paarikaupa vektorkorrutised on samuti voimalik kompaktselt iihe valemiga kirja
panna. Selleks kasutatakse Levi-Civita siimbolit:

1,  kui (4,5,k) on (1,2,3), (2,3,1) vdi (3,1,2),
eir =< —1, kui (i,5,k) on (3,2,1), (2,1,3) véi (1,3,2),

0, kui vihemalt kaks indeksit on vordsed.

Siis on ristreeperi baasivektorite vektorkorrutiste tabel esitatud valemiga

3

€ X e = E €ijk Ck-

k=1

Lisaks paneme téhele, et teoreemis esitatud valem (4.3) on voimalik samuti
monevorra kompaktsemalt kirja panna. Kui arvestame, et teist jarku ruutmaatriksi
A determinanti tdhistatakse

aix; a2
ag1 A22

Al =

= A11G22 — A120G21,

siis saame valemi
U X W = (Y122 — Yo21, Ta21 — T122, T1Y2 — T2Y1)

kirjutada kujul

T X 10 = Y1 o2 |71 A [T W1
- 9 9
Y2 22 T2 Zo| T2 Y2
vOi
- - 1 21| - 1 21| - X1 1| —
U X W= y €2 + y es.
Y2 22 Lo 22 T2 Y2

Arvestades saadud valemeid ja teoreemi 10. kollineaarsuse tarvilikkuse ja pii-
savuse kohta, oleme toestanud jargmise véite.

Teoreem 14. Kaks vektorit ¥ = (x1,y1,21) ja W = (x2,Ya, 22) on kollineaarsed
parajasti siis, kui

T x
Ty 22

Y1 o2
Y2 22

1 U
T2 Y2

=0.
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Meenutame, et kolmandat jarku ruutmaatriksi A determinandi arvutamiseks
saame kasutada valemit

11 Aaiz2 i3
|A| = |A21 Q22 Q23| =
a31 a3z Aas3
= Q11022033 + Q12023031 + G13021032

— Q13022031 — A12021033 — A11A230A32.

Kasutades éra teist jarku determinandi arvutuseeskirja, saame selle kirja panna
kujul:

Al = Q22 A23 a1 Q23 a1 Q22
| | = a11 — a2 + ais .
a32 azyp ass azy asg
Arvestades ka eelnevalt toestatud valemit
- - 1 21| - T 21| - X1 1| —
v X W= y €a + 4 €3,
Y2 22 To 22 T2 Y2

saame kompaktse valemi vektorkorrutise arvutamiseks koordinaatides, mis tugineb
kolmandat jérku ruutmaatriksi determinandi arvutamisele:

€1 €5 €3
UX W= T Y1 21 -
T2 Y2 Z2

4.3 Kahekordne vektorkorrutis

Varasemalt juba nagime, et sulgude paigutamine kahekordse vektorkorrutise juu-
res on oluline ehk teisisonu ei ole vektorkorrutise korral assotsiatiivsuse tingimus

taidetud. Ent on siiski moned omadused, mis ka kahekordse vektorkorrutise juures
kehtivad.

Teoreem 15 (Kahekordne vektorkorrutis). Suvaliste vektorite d, 5, ¢ korral kehtib
valem

(@xb)x=<ac>b—<be>a.
Toestus. On selge, et kui vihemalt iiks vektoritest a, l;, ¢ on nullvektor, siis valem
kehtib. Niisiis iildsust kitsendamata eeldame, et @ # 0, b # 0 ja @ # 0. Valime
ruumi parema kée ristreeperi {O; €7, €3, €3} nii, et €1 11 ¢. Siis ¢ = |clé] ja jarelikult
¢=(]¢,0,0). Olgu

a=(r1,91,21) Ja 5:(962,?/2,22)-
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Leiame vektorkorrutise d@ x b, kasutades vektorkorrutise arvutusvalemit koordinaa-

tides:
axb= ( >

Sama valemi teistkordsel rakendamisel saame:

Teisalt paneme téhele, et koordinaatides avaldub < @, ¢ > b— < b, ¢ > a jargmiselt:

T =
T2 22

1 U
T2 Y2

Y1 =
Yz 22

y )

1 z
T Z2

1 U
T2 Y2

)

@xaxazm(a

< 675> g_ < 575> a= |51371($2a92, 22) - |E]I’2({E1,y1, Zl) -

= |a (0>x1y2 — L2Y1, X122 — IQZl) .
Niisiis (@ x l;) X C=<da,c> h— < l;, ¢ > d, nagu tarvis. H
Toestatud teoreemist jareldub vahetult klassikaline samasus, mis kannab Carl
Gustav Jacobi nime ning méngib olulist rolli mitmel pool matemaatikas ja teoree-
tilises fiitisikas, sealhulgas Lie algebrate teooria alusena.

Teoreem 16 (Jacobi samasus). Suvaliste vektorite @,b,¢ € V3 korral kehtib sa-
masus

-

(@xb)xc+(bxd) xda+ (E@xad)xb=0. (4.4)

Toestus. Eelmises teoreemis toestatud valemis vektorite jarjestust tsiikliliselt muu-
tes saame kolm vordust:

(@xb)xé=<d,>b—<b,c>d,
(bx?d)xd=<bad>c—<ca>b,
(Exad)xb=<déb>da—<ab>c

Liidame vastavate vorduste vasakud ja paremad pooled ning koondame paremal

pool esinevad kuus liiget vektorite a, b ja ¢ jargi:
(<&b>—<bE>)a+ (<ae>—<&da>)b+ (<ba>—<adb>)e

Skalaarkorrutise kommutatiivsuse tottu (vt teoreem 8, 1. omadus) on igas sulu-
paaris olev vahe null. Jarelikult

-,

(@xb) X+ (bxd) xa+ (Exa) xb=0.
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5 Vektorite segakorrutis

Varasemates peatiikkides oleme juba tutvunud kahe vektori korrutistega: skalaar-
korrutis andis tulemuseks arvu, mis kirjeldas vektorite omavahelist nurka ja pik-
kusi, ning vektorkorrutis andis tulemuseks uue vektori, mis oli risti molema algse
vektoriga ja mille pikkus vordus nende moodustatud réopkiiliku pindalaga. Jarg-
nevas vaatleme veel iiht vektorite korrutist, ent seekord on korrutatavaid vektoreid
kolm. Segakorrutamine on matemaatiline tehe, mis iihendab endas nii skalaar- kui
ka vektorkorrutise, andes tulemuseks iithe arvu. Kuid see arv pole suvaline, vaid
kannab endas olulist geomeetrilist tdhendust. Kolme vektori @, b ja ¢ segakorrutise
absoluutvaartus vordub nimelt réoptahuka ruumalaga, mis on moodustatud nende
kolme vektori poolt. Segakorrutis on niisiis otsekui laiendus vektorkorrutisele, mis
aitas meil leida roopkiiliku pindala. Segakorrutis pakub meile voimsa vahendi ruu-
miliste kujundite ja nende omaduste analiilisimiseks. Jargmistes alapeatiikkides
opime tundma selle arvutamise meetodeid, geomeetrilist interpretatsiooni ja prak-
tilisi rakendusi, niiteks vektorite komplanaarsuse (iihel tasapinnal paiknemise)
tuvastamisel.

5.1 Segakorrutise definitsioon ja geomeetriline tidhendus

Definitsioon 15. Ruumivektorite Z, 7/, 7 € V* segakorrutiseks nimetatakse reaal-
arvu
(Z,9,2) =< Z,yxZ>. (5.1)

Néitame niitid, et kasutades segakorrutise definitsiooni, on voimalik arvutada
kolmele vektorile ehitatud rodptahuka ruumala.

Teoreem 17 (Rooptahuka ruumala). Olgu vektorid 7,4, Z € V* mittekomplanaar-
sed. Segakorrutise (Z,v,2) absoluutvddrtus on vordne vektoritele T,v,Z ehitatud

rooptahuka ruumalaga ehk
V= 1(#7.9). (5.2

Vektorite segakorrutis on posititune, kui {Z,y,Z} on parema ke kolmik, ning ne-
gatiivne, kui {Z,9,Z} on vasaku kie kolmik.

Toestus. Rooptahuka ruumala V' on vordne r66ptahuka pohja pindala ning korguse
korrutisega. Seega
V = SOBEC . h

Kasutades teoreemi 11 r66pkiiliku pindala kohta, teame, et ro6pkiiliku OBEC
pindala on vordne teda moodustavate vektorite vektorkorrutise absoluutvaartuse-
ga:

Soprc = |§ x Z|.
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Joonis 25: Rooptahuka OABC ruumala

Jooniselt 25 nédeme, et réoptahuka korguse h = |DA| pikkuse saame leida
trigonomeetria abil:
h = |Z|| cos b,

kus 6 on nurk vektori 7 ja vektorkorrutise i x 2’ vahel. Kokkuvottes

V = Sopec - h = |y x Z||Z|| cos 8] = |Z||§ x Z]|| cos 0|
=|<ZyxzZ>|=|Zy,2)

Jareldus 4. Vektoritele 7,1, 7 € V3 ehitatud tetraeedri ruumala on

Eelneva teoreemi alusel on meil voimas tooriist rooptahuka ruumala leidmiseks.
Tuletame meelde, et réoptahuka ruumala on null ainult siis, kui selle korgus on
null. Selleks peab vektorite 3 ja 2z poolt moodustatud aluspind ning vektori &
16pp-punktis asuv tipp asetsema iihel ja samal tasandil. See tdhendab, et koik
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kolm vektorit — Z, i ja 2 — on samal tasapinnal. Selliseid vektoreid nimetatak-
se komplanaarseteks vektoriteks. Seega, kui segakorrutise (Z, ¥, 2) vaartus osutub
nulliks, peab ka vastava ro6ptahuka ruumala olema null. See on aga voimalik ainult
juhul, kui vektorid 7, / ja Z" asuvad samal tasapinnal.

Teoreem 18 (Komplanaarsuse piisav ja tarvilik tingimus). Vektorite Z,,Z € V3
segakorrutis vordub nulliga parajasti siis, kui need vektorid on komplanaarsed.

Toestus. Téhistame vektorite Z ja ¢x 2’ vahelise nurga 6 = Z(Z, y/x Z) ning vektorite
¥ ja Z vahelise nurga ¢ = Z(y, Z). Viite toestamiseks meenutame, et kolm vektorit
on komplanaarsed, kui vihemalt kaks neist on kollineaarsed (vt alapeatiikk 1.1).

—

Tarvilikkus. Olgu (Z,v,2) = 0. Seega |Z||y X Z]cosf = 0 ja jérelikult kehtib {iks
kolmest véitest:

1. |7 =0,
2. |y x 2zl =0, voi
3. cosf =0.

Ilmselt esimese ja teise voimaluse korral on vektorid komplanaarsed, kuna kaks
neist on kollineaarsed. Kui aga cos = 0, siis 6 on téisnurk ehk L ¢ x 2. Viimane
aga tdhendabki, et vektorid on komplanaarsed.

Piisavus. Eeldame, et vektorid Z, 7/ ja 2 on komplanaarsed. Sel juhul az+ Sy+~2 =
0, kus vihemalt iiks kordajatest o, 3,7 € R on nullist erinev. Vaatleme koigepealt
juhtu 8 # 0. Avaldame

V1%, us o = ——, 71 = ——.
B B

Leiame (Z,9,2) =< &,y x Z >. Paneme téhele, et vorduse paremal pool esinev
vektorkorrutis on

_I_

37: Oélf

ng:(alf—i—'ylE)XZ:alfo—l—’ylZXZ:alfo

Kuivord 7 | & x 2| siis skalaarkorrutis < &,y x Z >= 0 ja kokkuvottes oleme
niidanud, et (Z,7,2) = 0.

Juhtu v # 0 késitletakse samamoodi: avaldame vektori 2 {ilejaénud kahe kaudu,
misjarel i X 2z osutub vektoriga i x ¥ kollineaarseks ja skalaarkorrutis vektoriga
Z on jélle null. Kui aga a # 0, siis avaldame ¥ = 514 + 712 ning skalaarkorrutise
lineaarsuse pohjal

ST YXZ>= <Y, YyXxZ>47 < Z,yx zZ2>=0,

sest vektorkorrutis ¢ x 2z’ on risti nii vektoriga ¢ kui ka vektoriga z. Kuna eelduse
kohaselt on vihemalt {iks kordajatest nullist erinev, on koik voimalikud juhud labi
vaadatud. O
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Jareldus 6. Kui seqakorrutises on vihemalt kaks vektorit kollineaarsed, siis sega-
korrutis vordub nulliga.

5.2 Segakorrutise omadused

Lause 6 (Segakorrutise omadused). Segakorrutisel on jirgmised algebralised oma-
dused:

1. Suwaliste vektorite T, Z € V3 korral kehtib
(57 _)) Z) - <_»7 57 f) = (57 f?ﬁ) = _(_’7 f) Z) = _(fu 57 g) - _(27 _’7 f)

2. Segakorrutis on lineaarne iga argumendi suhtes, st iga o, 8 € R korral keh-
tivad vordused

(i + 573, 4, Z) = (21,4, Z) + B(22, 4, %),

—

+ B(x
(7, a1 + By, 2) = (@, 41, 2) + B(T, 93, 2),

Toestus. 1. omaduse toestamiseks margime, et segakorrutise absoluutvéiartus on
vordne rooptahuka ruumalaga ning jarelikult ta ei soltu vektorite jarjestusest. Tei-
sisonu, kui vektorid segakorrutises timber paigutada, siis segakorrutise absoluut-
vaartus sellest ei muutu.

Lisaks paneme tédhele, et vektorite tsiikliline permutatsioon ei muuda kolmiku
{Z, 9, Z} orientatsiooni, samas kui mittetsiikliline permutatsioon muudab kolmiku
orientatsiooni. Seega lause punktis 1. toodud vordused kehtivad.

2. omadus. Lineaarsus esimese argumendi suhtes jareldub vahetult segakorru-
tise definitsioonist ja skalaarkorrutise lineaarsusest (vt teoreem 8, 4. omadus):

(az] + a5, 7, 2) = < ag) + fas, Y X Z>= a <2, X Z> 40 < 25, X 2>,

mis definitsiooni kohaselt ongi (27,7, 2) + B(23, 7, 2).

Lineaarsus tlejadnud kahe argumendi suhtes jareldub siit 1. omaduse abil: vii-
me vaadeldava argumendi tsiiklilise permutatsiooniga esimesele kohale, rakendame
asja toestatut ja toome tulemuse samamoodi tagasi. Naiteks teise argumendi korral

(@, 91, 2)+6(Z, 13, 2).

(%, ayi+Bys, 2) = (ayi+Bys, 2, %) = a(yi, 7, ©)+8(4s, 2, 7)
Kolmanda argumendi juhtum on analoogiline. O]

Toestatud omadused voimaldavad meil tuletada veel iihe olulise vektoralgebra
samasuse, mis seob omavahel kahe vektorkorrutise skalaarkorrutise nende moodus-
tavate vektorite paarikaupa skalaarkorrutistega.
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Teoreem 19 (Lagrange’i samasus). Suvaliste vektorite @, b, c,d € V? korral kehtib
samasus

—

<dxbixd>= (5.3)

Toestus. Kasutades segakorrutise definitsiooni ja tstiklilisust ning kahekordse vek-
torkorrutise valemit, saame:

<axbcéxd>=(adxbcd) =

5.3 Segakorrutis koordinaatides

Siiani oleme segakorrutise moistet kasutanud n-6 geomeetriliselt, vaadeldes selle
seoseid rooptahuka ruumalaga ja vektorite komplanaarsusega. Kuid matemaatilis-
te operatsioonide juures on tihti mugavam ja praktilisem kasutada koordinaatsiis-
teemi. Jargnevas uurime, kuidas arvutada segakorrutist, kui vektorid on antud
koordinaatide kaudu. Nagu selgub, annab ka segakorrutise tehe meile kompaktse
ja elegantse valemi, mis seob kokku koik kolm vektori komponenti iiheks arvuks.
Nagu eelmises peatiikis, on ka siin oluline vektorite orientatsioon, mistottu eeldame
jargnevas, et ruumis on antud parema kie ristreeper {O; €3,63,¢€3}.

Teoreem 20 (Segakorrutise arvutusvalem koordinaatides). Olgu {O; €7, €é3,¢€3}
parema kde ristreeper. Vektorite

a1 = r1€1 + y1ex + z1€3,
Gz = To€1 + Y2e2 + 22€3,

a3 = T3€1 + Y36z + 2363

segakorrutis on vordne koordinaatidest moodustatud 3. jarku determinandiga

T 1 oz
(a1,a2,a3) = |T2 Y2 22|.
T3 Yz =3
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Toestus. Leiame esmalt baasivektorite €1, €5, €3 segakorrutise (€7, €3, €3). Selleks
mérgime, et eelmises peatiikis tuletatud baasivektorite korrutamistabeli kohaselt
kehtib parema kée ristreeperis €5 x €3 = €7 ning jarelikult

(€1,63,€3) =< €1,€3 X €3 >=<€1,€1 >= 1.

Eelnevat vordust ning segakorrutise lineaarsust arvesse vottes saame arvutada vek-
torite ay, as, a3 segakorrutise koordinaatides:

(a1, a3, a3) = (2161 4 Y16 + 2163, 1261 + Y265 + 22€3, T3€1 + Y363 + 23€3) =
= 1123 (€1, €3, €3) + Y12273 (€3, €3, €1) + 2172y3 (€3, €1, €3) +
21223 (€3, €3, €1) + Y1223 (€3, €1, €3) + T122y3 (€1, €3, €3) =
= (T1y223 + Y1223 + 2172Y3) (€1, €2, €3) +
(21Y2x3 + V12223 + T120y3) (€3, €3,€1) =
= (21y223 + Y1223 + 2122Y3) (€1, €2, €3) —
(219273 + Y17223 + T122Y3) (€1, €2, €3) =
= (T1Y223 + Y1223 + 21T2Y3 — 21Y2T3 — Y1T223 — T122y3) (€1, €2,€3) =

= (T1Y223 + T3Y122 + Taysz1 — T3Yaz1 — Toy123 — T1Y322) (€1, €3, €3) =

1 Y1 2 T Y1 21
= |T2 Y2 Z2 (61,62763) = |T2 Y2 Z22|.
xr3 Ys <3 T3 Ys Zz3

]

Naide 2. Olgu tetraeedri tippude koordinaadid A(2,1,—1), B(3,0,2), C(5,1,1)
ja D(0,—1,3). Leiame tipu C' kauguse pohjast ABD, kasutades segakorrutist (vt
joonis 26).

Ilmselt on otsitav kaugus vordne tetraeedri (voi vastava réoptahuka) korqusega
tipust C' réoptahuka pohjale ABD. Tdahistame selle korguse siimboliga h. Korguse

h saame leida valemist h = %, kus S on vektoritele AB ja AD ehitatud réopkiiliku

pindala. Niisits
(AB, AD, AC)|
AL x AD)|

Tippude koordinaatide jirgi saame kiljevektorid 1@ = (3,0,2), 1@ (1,-1,3),
AD = (=2, —2,4), mille pohjal

h:

1 1 3
(AB,AD,AC) = |2 —2 4|=—2.
2



B
A

Joonis 26: Tetraceder ABC'D ning tipu C' kaugus h pohjast ABD. Punkt H on
korguse jalam tasandil ABD.

Jarelikult V = |(£,E,ﬁ)| = | — 2| = 2. Analoogiliselt
-1 3 1 3 1 -1
AD x AD = ('_2 4',— ‘_2 4H_2 —QD = (2,-10,—4),
mullest

AB x AD| = /22 + (—10)2 + (—4)% = /120 = 2/30.

Seega tipu C' kaugus pohjast ABD on h = #@ = \/L:To'

Kahest eelnevast teoreemist jéreldub vahetult teoreem, mis annab piisava ja
tarviliku tingimuse kolme vektori komplanaarsuse méaramiseks koordinaatides.

Teoreem 21 (Vektorite komplanaarsus). Kolm vektorit a; = (x1,y1,21), a3 =
(2, Yo, 20) ja a3 = (x3,Ys3, 23) on komplanaarsed parajasti siis, kui nende vektorite
koordinaatidest moodustatud determinant on vordne nulliga:

rr Y oz

Ty Yo 22| =0.
T3 Y3 Zz3
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6 Sirge vorrandid

Selles ja jargmises peatiikis tegeleme sirgete ja tasandite vorranditega. Sirge voi
tasandi vorrandi koostamiseks kasutame vektoreid ja tehteid vektoritega, st ka-
sutame vektorite liitmist, korrutamist arvudega, skalaarkorrutist, vektorkorrutist,
segakorrutist.

Sirge voi tasandi koige fundamentaalsem vorrand on selline, kus kasutame ai-
nult vektoreid ja tehteid nendega, st me ei kasuta reeperit voi koordinaadisiisteemi.
Sellist vorrandit nimetatakse sirge voi tasandi vektorvorrandiks.

Kui sirge vorrandis esineb reaalarvuline parameeter (muutuv reaalarv) nii, et
selle parameetri igale vaartusele vastab sirge iiks ja ainult iiks punkt, siis vorrandit
nimetatakse parameetriliseks vorrandiks. Kui sirge voi tasandi vektorvorrand on
koostatud ja uuritud, siis ruumi varustame reeperiga (koordinaadisiisteemiga) ja
leiame vektorvorrandi kuju koordinaatides.

Sirge on iitheselt médratud jargmiste geomeetriliste andmetega:

e sirge punkt A,
e sirge sihivektor §+ 0.

Need andmed mééravad sirge iiheselt. Kanname sihivektori s punktist A ning
tahistame lopp-punkti B, st E = §; kuna § # 0, on B # A. Hilberti aksioomide
(G1 ja G5 pohjal 1abib kaht erinevat punkti A ja B parajasti iiks sirge — see ongi
otsitav sirge sihivektoriga s.

Joonis 27: Sirge vektorvorrandi tuletamine

Tuletame niitid sirge vektorvorrandi geomeetriliselt, kasutades tehteid vektori-
tega (vt joonis 27). Olgu [ sirge, A selle sirge fikseeritud punkt ning § sirgega [
paralleelne vektor (sihivektor). Olgu X sirge [ suvaline punkt. T#éhistame punktide
A ja X kohavektoreid vastavalt 7o = O—1>4 ning ¥ = 073 . Slis 7 —71) = B . Viimase
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vektori kohta teame, et AX || §ehk 7¥—7g || 5. Rakendame kollineaarsete vektorite
tarviliku ja piisava tingimuse, saame et leidub ¢ € R selline, et 7—ry = t5. Vektorit
S nimetatakse sirge sihivektoriks. Kokkuvottes

=71y + t5. (6.1)

Mairkus: Vastavus ¢t € R <+ X € [ (reaalarv <> sirge punkt) on iiksiihene,
seega voime vaadelda parameetri ¢ sirge [ punktide koordinaatidena.

Definitsioon 16. Vorrandit (6.1) nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvor-
randiks. Margime, et sirge vektorvorrandi kuju ei soltu ruumi dimensioonist.

Kui ruumis on antud kaks sirget [, ls sihivektoritega vastavalt §; ja Sb, siis
nende sirgete vaheliseks nurgaks nimetame nurka /(37, 83). Niitid on lihtne leida
nurka kahe etteantud sirge vahel skalaarkorrutise abil

< §1,§2 >

cos £(51,8) = =)

6.1 Sirge vorrand ruumis

Olgu sirge antud jargmiste andmetega:
e sirge punkt A(xg, 3o, 20),
e sihivektor §= (s1, s9, 53).

Kirjutame sirge parameetrilise vektorvorrandi kolmemootmelise ruumi koordinaa-
tides. Selleks fikseerime ruumi E? reeperit R = {O; e}, €, €3} (siin me ei eelda,
et R on ristreeper). Olgu sirge vorrandis (6.1) esinevate vektorite koordinaadid
jargmised

= (x,y,2), To=(%0,Y%0,20), §=(s1,52,83).

Niiiid on lihtne néha, et sirge parameetriline vektorvorrand on
(z,9,2) = (%0, Yo, 20) + (51, 82, 83) = (0 + s1t, Yo + Sat, 20 + 831)

ehk
T = Ty + 51t
Yy =1yo+sat . (6.2)
z = zp+ s3t

Seda vorrandit nimetame edaspidi sirge parameetriliseks vorrandiks koordinaatides.
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Eeldusel, et sirge sihivektori koordinaadid on nullist erinevad, st s; # 0, so # 0
ja s3 # 0 saame avaldada vorrandist (6.2), et
T —=Tp Y—Y < X0

t p— pr— p—
S1 52 S3

Vorrandit
fE—xozy—yo:Z—Zo (63)

S1 52 53

nimetatakse sirge kanooniliseks vorrandiks.

Eelnevalt oleme eeldanud, et koik sirge sihivektori koordinaadid on nullist eri-
nevad. On ilmne, et suvalise sirge sihivektor on nullvektorist erinev, § # 0, st
koik tema koordinaadid ei saa korraga vorduda nulliga. Laiendame sirge kanooni-
lise vorrandi kasutamist ka juhule, kus sihivektori moned koordinaadid on nullid.
Néiteks, kui mone sirge sihivektor on kujul § = (s1,52,0) (s1,52 € R\ {0}), siis
kirjutusviis

T—Zo Y—Y 22— %0

’
S1 S92 0

tahendab olukorda, kus sirge vorrand on ekvivalentne jargmise vorrandisiisteemiga

T—T0 _ Y=Yo
51 s2
Z =20

Sarnaselt voib késitleda iilejaanud voimalusi.

6.2 Sirge vorrand tasandil

Olgu sirge antud jargmiste andmetega:
e sirge punkt A(xg, o),
e sihivektor §= (s1, s2).

Analoogselt eelmisele alampeatiikile kahemootmelises ruumis E? (ehk tasandil)
saab tuletada sirge parameetriline vorrand koordinaatides:

T = xg+ s1t

oo (6.4)
Y = Yo+ sat

Sirge kanooniline vorrand néeb vélja jargmiselt:

x_x():y_yo (65)

S1 52
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Seda saab tuletada sarnaselt vorrandile (6.3).

Uurime sirge vorrandit tasandil ldhemalt. Kui eeldame, et vorrandis (6.4) s; #
0, siis saame avaldada siisteemi esimesest vorrandist t = % ning asendades teisse
vorrandi saame, et

y—ygzs—Q(m—xo) voi y=kx +b, (6.6)
S1

kus k£ = ‘;—f ja b := yo — 2%, Samamoodi nagu koolimatemaatikas nimetame

kordajat k sirge tousuks. Juhime téhelepanu, et sirge vorrand (6.6) omab motet
ainult tasandil ning ainult eeldusel s; # 0 (st. see vorrand ei kata juhtu x = zg).

Meenutame, et tasandiline sirge [ on iiheselt méaratud jargmiste geomeetriliste
andmetega:

e sirge punkt A €[,
e sirge normaalvektor ﬁ

Tasandilise sirge normaalvektoriks nimetatakse vektorit ﬁ £ (0, mis on risti sirge
mistahes sihivektoriga. N

Fikseerime tasandi mingi punkti O. Olgu 7y = OA punkti A kohavektor ning
7=0X , kus X € [ on sirge suvaline (muutuv) punkt. Kui N on sirge | normaal-
vektor, siis kehtib 7 — 7 L N. Jarelikult (vt teoreem 8, 3. omadus)

<7 =Ty, N >=o0. (6.7)

Vorrandit (6.7) nimetatakse tasandilise sirge vektorvorrandiks normaalvektori kau-
du.

Uurime selle vorrandi kuju koordinaatides. Esiteks, kasutades skalaarkorrutise
lineaarsust saame esitada seda vorrandit kujul < 7 > 4+C = 0, kus C =
— < 7, ﬁ >. Fikseerime tasandi ristreeper R = {O; ¢}, &}, olgu selles reeperis
7= (z,y) ja N = (A, B). Siis eespool kirjutatud vorrandi (6.7) kuju koordinaatides
on

Ax+ By+C =0. (6.8)

Vorrandit (6.8) nimetatakse tasandilise sirge tldvorrandiks.

Alapeatiiki lopuks vaatleme juhtu, kui tasandiline sirge [ ei ole kummagi baasi-
vektoriga paralleelne ega ldbi koordinaatide alguspunkti. Sel juhul 16ikab sirge [
nii abstsiss- kui ordinaattelge, kusjuures kumbki loikepunkt ei lange kokku algus-
punktiga. Olgu vastavad 16ikepunktid z-teljel P(a,0) ja y-teljel Q(0,b), kus a # 0
ja b # 0. Siis vektor § = @ = (—a,b) sobib sirge [ sihivektoriks ning kasutades
vorrandit (6.5) (vottes §= (—a,b) ja punkti P(a,0)) leiame, et sirge | vorrand on
r—a _y Y Yy

b

= —x+1<:>$+—1
b a a b

—a
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Vorrandit r oy
—+==1 6.9
> (6.9)
nimetatakse sirge | vorrandiks telglotkudes, sest sellest saame leida sirge [ loike-

punktid telgedega (nn telgldigud). Uldvérrandi (6.8) keeles tihendavad eeltoodud

eeldused, et koik kolm kordajat on nullist erinevad, ning sel juhul a = —% ja
b=-¢.
B

Ulejésinud tasandiliste sirgete korral telgldikude vorrandit ei ole. Neid on kahte
liiki. Kui sirge on iihe baasivektoriga paralleelne, siis ta loikab ainult teist telge
ning tema vorrand on kujul

y=>b (kuill| é) voi x=a (kull| é).

Kui aga sirge labib koordinaatide alguspunkti, siis on moélemad telgloigud nullid
ehk a = b = 0, mistottu vorrand (6.9) kaotab motte. Sellise sirge iildvorrandis on
vabaliige null ja vorrand on kujul Ax + By = 0.

6.3 Punkti kaugus sirgeni

Peatiiki 1opetuseks vaatleme iiht geomeetria iilesannet, kus on antud:
e sirge [ (punkt A €[ ja sihivektor ),
e ruumi punkt P.

On vaja leida punkti P kaugus d = d(P, 1) sirgest [.

P

d

Al I

A s
Joonis 28: Punkti P kaugus sirgest [

Lahendame iilesande vektorkujul. Olgu §'sirge [ sihivektor, A mingi sirge punkt.
Kauguse d leidmiseks kasutame vektorkorrutise roopkiiliku pindala omadust (teo-
reem 11; rohutame, et vektorkorrutist saame kasutada ainult kolmemootmelises

ruumis). Vaatleme ro6pkiilikut, mis on ehitatud vektoritele S, AP (vt. joonis 28).
Naeme, et kaugus d on vordne selle réopkiiliku korgusega

g |§><1E>’|
51
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Vektori ﬁ saab avaldada punktide A, P kohavektorite kaudu kui ﬁ =7 —Tp.
Saame, et punkti P kauguse d sirgeni [ arvutusvalem vektorkujul on

L lEx (=)l
E

Kirjutame vilja seda valemit ristkoordinaatides. Olgu {O; €}, €3, €3} ruumi ristree-
per, §= (s1, S, s3) sihivektori koordinaadid, A(z4, Ya, 2a) ja P(xp, yp, z,) puntkide
A ja P koordinaadid vastavalt. Valem (6.10) koordinaatides votab kuju

52 S3 S1 S3 S1 So

d\/ypya Zp_za -Ip_xa Zp_za xp_xa yp_ya . (611)

V8T + sk + 83

(6.10)

2 2 2

Lahendame sama iilesannet tasandil. Olgu {O;é}, &} tasandi ristreeper. Ta-
hame leida punkti P(z,,y,) kaugus sirgeni [. Olgu sirge antud tldvorrandiga
l:Ax+ By + C =0, ehk ﬁ = (A, B) on selle sirge normaalvektor. Olgu punkt
A(Z4,Yq) sirge [ mingi punkt.

Selleks, et kasutada valemit (6.10) tdiendame formaalselt reeperit vektoriga €3
selliselt, et {O; €}, €, €3} oleks kolmemootmelise ruumi E? ristreeper. Uues reeperis
meil on uued punktide koordinaadid A(z4,Ya,0), P(zp,yp, 0), seega 7 — 14 = (x, —
Ta,Yp — Ya, 0). Sirge [ sihivektoriks valime vektorit s = (—B, A,0) (veenduge, et
see vektor on risti vektoriga ﬁ = (A4, B,0), mistottu see sobib vaadeldava sirge
sihivektoriks). Niiiid saame arvutada (1)

§x (r—19) = (0,0, —Ax, — By, — C).

Seega valemi (6.10) voi (6.11) abil leiame

_ /02402 + (Aw, + By, + C)2 _ |Az, + By, + C|

d
JE B Nyew:

(6.12)
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7 Tasandi vorrandid

Selles peatiikis vaatleme kolmemootmelist Eukleidilist ruumi E3. Peatiiki uurimis-
objekt on tasand ning pohiline eesmérk on kirjeldada ja uurida tasandit vorrandite
abil mingis fikseeritud reeperis. Tasand on iiheselt maaratud, kui on antud:

e tasandi punkt A ,
e kaks mittekollineaarset vektorit 77, 7.

Leidub parajasti iiks selline tasand B, mis ldbib punkti A ja on paralleelne vekto-
ritega 77, 75. Vektorid 7, 75 moodustavad tasandi rihi.

Pohjendame seda véidet. Rakendame vektorid 77 ja 75 punktist A ning téhis-
tame lopp-punktid vastavalt B ja C, st AB = 1} ja AC' = 5. Kuna 77 ja 75 on
mittekollineaarsed, ei asu punktid A, B,C iihel sirgel — vastasel korral oleksid
vektorid 1@ ja z@ kollineaarsed. Hilberti aksioomi (G4 pohjal 1dbib kolme mitte-
kollineaarset punkti A, B, C' tasand ning aksioomi G5 pohjal on see tasand tihene.
Aksioomi G tottu asuvad sirged AB ja AC sellel tasandil, mistottu tasand on
paralleelne vektoritega 7, 75. Seega punkt A koos mittekollineaarsete vektoritega
71, Ty médrab parajasti iihe tasandi B.

7.1 Tasandi parameetrilised vorrandid

Tuletame tasandi B parameetrilist vektorvorrandit nende andmetega. Olgu X
suvaline tasandi punkt ja 7 selle punkti kohavektor. Olgu 7, punkti A kohavektor.

On ilmne, et vektor ¥ — 7y = AX on tasandi vektor. Seega
T—ry = ury + vrs,

kus u,v € R on iiheselt médaratud parameetrid. Tasandi B parameetriliseks vek-
torvorrandiks nimetatakse vorrandit

=7y + ury + vrs. (7.1)
Fikseerime ruumi mingi reeper R = {O; €1, €3, €3 }. Kui A(zo, yo, 20), X (x,y, 2),

™ = (z1,¥1,21), Ta = (Z2,Ys, 22), siis tasandi parameetriline vektorvorrand on
samavaarne vorrandisiisteemiga

T = X+ UuTy + vxg
y=vo+uy +vy: - (7.2)
2 = 2Zop+ Uz + V2
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Vorrandististeemi (7.2) nimetatakse tasandi parameetriliseks vorrandiks. Seda voi-
me kirjutada ka kujul

(u,v) = (2o + uxy + vT2, Yo + uyr + VY2, 20 + Uz + V22).

Tasandi parameetrilised vorrandid olid tuletatud tingimusel, et on antud tasandi
B punkt A ja selle rihivektorid 77, 73. Kolmikut {A; 7,75} voib vaadelda tasandi
B reeperina. Sel juhul parameetrid u,v on tasandi punktide koordinaadid.

7.2 Tasandi ilmutamata vorrandid

Kolmemodtmelises ruumis E? leidub parajasti iiks tasand B, mis libib etteantud
punkti A ja mis on risti etteantud vektoriga N. Vektorit ﬁ nimetatakse tasandi
B normaalvektoriks. Tuletame tasandi vektorvorrandi, kui on antud selle tasandi
mingi punkt A ja normaalvektor ﬁ

Olgu 7" suvalise tasandi punkti X € B kohavektor ja 7 punkti A kohavektor.
Normaalvektori definitsioonist jareldub, et 7" — 7y = B 1 ﬁ Jarelikult

< 7" — T, N >=0. (7.3)

Vorrandit (7.3) nimetatakse tasandi vektorvorrandiks normaalvektori kaudu.

Paneme téhele, et kui on antud tasandi B riht {7, 7}, siis selle tasandi nor-
maalvektoriks saab votta rihivektorite vektorkorrutist 7 x 75. Toepoolest vektor-
korrutis on risti nii vektoriga 77, kui ka vektoriga 5. Jarelikult ta on risti tasandi
mistahes vektoriga (veenduge selles vorrandi (7.1) abil). Seega tasandi suvalise
punkti X korral kehtib

(7" — 710,71, 7) = 0. (7.4)

Vorrandit (7.4) nimetatakse tasandi vektorvorrandiks rihi kaudu.
Fikseerime ruumi mingi ristreeper R = {O;é}, e, e3}. Olgu selles reeperis
punkti A kohavektori koordinaadid 7y = (x¢,¥o0,20) ja tasandi normaalvektori

koordinaadid ﬁ = (A, B, (). Vattes tasandi suvalise punkti X kohavektori koordi-
naatideks 7 = (z,y, z) saame tasandi vektorvorrandist normaalvektori kaudu (7.3)
jargmist vorrandit

Az — z0) + B(y — yo) + C(2 — ) = 0.
Leitud vorrandit saab kirjutada kujul
Az + By+Cz+ D =0, (7.5)

kus D := —Axy — Byg — C'z. Vorrandit (7.5) nimetatakse tasandi dldvorrandiks.
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Kui ruumi kolm punkti P, @), R ei asu iihisel sirgel, siis need punktid méaravad
tasandit, st leidub parajasti liks tasand, mis ldbib vastavaid punkte. Leiame selle
tasandi tildvorrandi, kui on antud nende punktide ristkoordinaadid P(xz, yo, 20),
Q(z1,y1,21), R(x2,Yys,22). Tasandi ildvorrandi koostamiseks kasutame tasandi
vektorvorrandit rihi kaudu (7.4). Kuna P, @), R on tasandi punktid, siis vekto-

rid 7 = P@ ja ry = P*}% on paralleelsed otsitava tasandiga. Eelduse kohaselt
punktid P, @), R ei asu iihel sirgel, jarelikult vektorid 7 ja 75 ei ole kollineaarsed.
Seega vektorid {r, 7} moodustavad tasandi rihi. Tasandi alguspunktiks votame
punkti P ja selle kohavektorit téhistame 7. Suvalise tasandi punkti X(x,y, z)
kohavektorit tdhistame tavapéraselt 7. On lihtne leida, et

o=($—l“0,y—y072—20),
1= (961 — Z0,Y1 — Yo, 21 —Zo)a

2 = (902 — Z0,Y2 — Yo, 22 — ZO)-

=1

F—

=

=il

Vektorvorrandi (7.4) vasakpool on kolme vektori segakorrutis, mida oskame lei-
da ristkoordinaatides kui kolmandat jarku determinanti (vt teoreem (20)). Seega
tasandi tildvorrand on

r—xo Y—Y <—%
T1—To Y1 — Y 21— 20| =0.
To —To Y2 —Yo <2 — 20

7.3  Uleminek iihelt vorrandilt teisele

Eelnevalt oleme selgitanud, kuidas teostada tileminek tasandi parameetrilisest vor-
randist (7.2) tildvorrandile. Nimelt peame leidma tasandi rihivektorite 7, 7% koor-
dinaadid, siis vektor 7 X 7 sobib tasandi normaalvektoriks ning vorrand (7.4)
lahtikirjutatuna annab tasandi tildvorrandti.

Niitid nditame, kuidas teostada iileminekut tasandi B iildvorrandist (7.5) ta-
sandi parameetrilistele vorranditele. Olgu Az + By + Cz + D = 0 tasandi B
iildvorrand. Parameetrilise vorrandi koostamiseks peame leidam selle tasandi iihte
punkti ja kaks mittekollineaaret vektorit (tasandi riht). Tasandi punktide koor-
dinaadid rahuldavad vorrandit Az + By + Cz + D = 0, seega peame leida selle
lahend.

Kuna tasandi normaalvektor ﬁ = (A, B,C) on nullvektorist erinev, siis vihe-
malt iiks selle vektori koordinaat ei vordu nulliga. Uldisust kitsendamata eeldame,
et A #0 (kui B # 0 voi C' # 0 arutleme analoogselt). Olgu A # 0. Leiame tasandi
punkti, mille korral y = z = 0. Saame tasandi vorrandis Ax + D = 0, kust saame
avaldada, et x = —%. Seega punkt P(—%, 0,0) on tasandi punkt. Leiame tasandi
kaks mittekollineaarset vektorit. Tasandi B mistahes vektor @ = (o, s, a3) on
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risti selle normaalvektoriga N = (A, B, () ehk kehtib vordus (vt teoreem 8)
AOél + BOZQ + 0013 =0. (76)

See tahelepanek on tipris kasulik tasandite uurimisel ruumis. Tegelikult just selliselt
leitakse tasandi riht, kui on antud tasandi iildvorrand. Sonastame selle tulemuse
eraldi lausena:

Lause 7. Olgu tasandi B dldvorrand Ax + By + Cz + D = 0. Kaks mittekolli-
neaarset vektorit ™y = (B, B2, f3) ja 72 = (71,72,73) moodustavad tasandi B rihi
parajasti siis, kui nende koordinaadid rahuldavad vorrandit (7.6), st

A61+B62+0/83:O ]a A’71+B’72+C’)/3:0

Téestus. Olgu @ = (aq,as,a3) suvaline vektor. Skalaarkorrutise arvutusvalemi
pohjal ristkoordinaatides (vt teoreem 9) kehtib

<d, ﬁ >= Aoy + Bay + Cas,

seega rahuldavad vektori @ koordinaadid vorrandit (7.6) parajasti siis, kui @ L N
(vt teoreem 8, 3. omadus).

Néitame niitid, et vektor on normaalvektoriga ﬁ risti parajasti siis, kui ta
on tasandiga B paralleelne. Rakendame vektori @ tasandi B suvalisest punktist
Py ning tahistame saadud seotud vektori lopp-punkti X, st @ = fﬁk . Tasandi
vektorvorrand normaalvektori kaudu (7.3) titleb, et @ L N kehtib parajasti siis,
kui punkt X asub tasandil 8. Viimane saab nii olla siis ja ainult siis, kui vektor @
on tasandiga ‘B paralleelne.

Niisiis on vorrandi (7.6) lahenditeks parajasti tasandiga B paralleelsete vek-
torite koordinaadid. Kuna tasandi riht on definitsiooni kohaselt suvaline paar ta-
sandiga paralleelseid mittekollineaarseid vektoreid, on viide toestatud molemas
suunas. [

Eeldusel A # 0 leiame, et
B C

] = ——0gy — —(Q3

A A

Arve as, a3 voime vaadelda kui lahendi parameetrieid. Seega vottes nt a, =
1, a3 = 0 ja as = 0, a3 = 1 leiame kaks tasandi B mittekollineaarset vektorit
o= (—%,1,0) ja Ty = (—%,0,1). Vottes kokku tasandi punkti P(—%,0,0) ja
kaks mittekollineaarset vektorit i = (—%, 1,0), % = (—%, 0, 1) on lihtne koostada
selle tasandi parameetrilised vorrandid (7.2)

83



Ulejésinud juthumite késitlemist jitame lugejale harjutuseks.

7.4 Tasandite vastastikune asend. Tasandite loikesirge

Kolmemodtmelises Eukleidilises ruumis E? suvalise kahe tasandi B, 8, korral on
kolm voimalust: need tasandid kas 16ikuvad (sel juhul saame kétte tasandite 16i-
kesirge) voi on paralleelsed (%8, || B2) voi iihtivad (98, = B,). Kusjuures olukorda,
kui kaks tasandit iihtivat, saab teatud mottes vaadelda tasandite paralleelsuse eri-
juhuna (st voib Gelda, et iga tasand on paralleelne iseendaga). Jirgmine teoreem
annab tarvilikku ja piisava tingimuse sellele, et kaks tasandid oleksid paralleelsed.

Teoreem 22. Olgu antud kaks tasandit

Bi: Aix+Biy+Ciz+ D1 =0, ja Bsy:Axx+ Boy+ Coz+ Dy = 0.
Need tasandid on paralleelsed (B, || B2) parajasti siis, kui leidub selline reaalarv
e Ay = NAy, By =ADB;, (%= \C,. (7.7)
Need tasandid tihtivad parajasti siis, kui lisaks vordustele (7.7) kehtib vordus Dy =
AD;.
Toestus. Tarvilikkus: Olgu tasandid B,, B, paralleelsed. Siis nende tasandite nor-

maalvektorid on kollineaarsed, N || Na. Seega leidub selline reaalarv A, et ﬁz =

)\ﬁl. Siit jarelduvad vordused (7.7).

Olgu tasandid B4, B, iihtivad. Siis need tasandid on ilmselt paralleelsed ja tdnu
eelmisele tulemusele teise tasandi B vorrand on kujul A(Ajz+ Byy+Ci2)+ Dy = 0.
Olgu P € B, = B, nende iihtivate tasandite punkt koordinaatidega P(xo, yo, 20),
ehk kehtivad vordused

Ajxzog+ Biyo + Cizo+ D1 =0,  A(Ai1xo + Biyo + Ciz) + Dy = 0.

Nendest vordustest jareldub, et A\(—D;) + Dy ehk Dy = AD;.
Piisavus: Kehtigu vordused (7.7) (praegu me ei eelda, et Dy = AD;). Eespool
toestatud lausest (7) jareldub, et tasandite rihivektorid rahuldavad vorrandit

A2a1+BgOé2+CQ()é3 =0 < )\(Ala1+31042+01063) =0 < AlOé1+BlOé2+010é3 =0

Seega kui on leitud iihe tasandi rihivektorid, siis nad on ka teise tasandi rihivek-
torid. Seega tasandid on paralleelsed.
Kehtigu vordused (7.7) ja Dy = AD; mingi reaalarvu A korral. Siis suvalise
ruumi punkti P(zg, yo, 20) korral
Aswg + Boyo + Cozog + Dy =0 < ANAjxg + AByo + AChizo + AD1 =0
< MA1zg+ Biyo+ Crzo+ D1) =0
& Ayxg+ Biyo+ Cizo+ D1 =0
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ehk P on tasandi B, punkt parajasti siis, kui P on tasandi 8; punkt. Jarelikult
need tasandid iihtivad. O

Tasandite B4, B, paralleelsuse tingimuse (7.7) voime kirjutada nende normaal-

vektorite ﬁl, ﬁg abil kujul ﬁl X Ny = 0. Arvutades koordinaatides leiame, et
kaks tasandit on paralleelsed parajasti siis, kui

‘Bl Cy _’Al Cy _‘Al B

By Col ~ Ay Gy ~ |4y By ~°

Kui tasandid ei ole paralleelsed (ega iihti), siis nad l6ikuvad ja kahe tasandi
16ikejoon on sirge. Kui loikuvate tasandite vorrandid on Ajz+ Biy+Ciz+ Dy =0
ja Aox + Boy + Coz + Dy = 0, siis nende loikesirge punktid peavad rahuldama
vorrandisiisteemi

(7.8)

{A11}+Bly+012+D1 =0

A2I+Bgy+CQZ+D2:O

Joonis 29: Kahe tasandi *B; ja B, loikesirge S. Loikesirge sihivektoriks sobib ta-
sandite normaalvektorite vektorkorrutis §= N; X Ns.

Vorrandististeemi (7.8) nimetatakse kahe tasandi loikesirge vorrandiks. Kui soo-
vime esitada selle sirge vorrandit kanoonilisel kujul, siis meil on vaja leida selle sirge
mingi punkt P ja sihivektor §. Esiteks leiame sirge sihivektori. Tuletame meelde,

et vektorid ﬁl = (A}, B, () ja ﬁg = (A, By, C5) on fikseeritud tasandite nor-
maalvektorid, st koik esimese tasandi vektorid on risti vektoriga N, ja koik teise
tasandi vektorid on risti vektoriga ﬁQ. Loikesirge sihivektor § osutub vektoriks,
mis asub nii esimesel kui teisel tasandﬂﬁ'éirelikult §1 Nyjas L ﬁz. Siit jérel-

dub, et normaalvektorite vektorkorrutis NV x ﬁg on kollineaarne 16ikesirge suvalise
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sihivektoriga s. Seega vektor ﬁl X ﬁg ise sobib sobib loikesirge sihivektoriks. So-
nastame selle tulemuse eraldi lausena:

Lause 8. Olgu sirge kahe tasandi loikesirge, st selle punktide koordinaadid rahul-
davad vorrandisiisteems

A1$+Bly+clz+D1:0
A2I+B2y+CQZ+D2:O

Vektor
B, C;

By Oy

A O
Ay Oy

A1 Bl
AQ BZ

J

~

on loikesirge sthivektor.

)

Y

Toestus. Selle lause toestuse idee on kirjeldatud eespool. Arvutused ja muud de-
tailid jatame lugejale harjutuseks. O]

Niitid leiame 16ikesirge (7.8) mingi punkti. Sisuliselt peame leidma vorrandisiis-
teemi (7.8) mingi lahendit, milleks on mitu erinevat viisi. Anname iithe véimaliku
eeskirja selle punkti leidmiseks. Eelduse kohaselt tasandid ei ole paralleelselt, seega

kehtib

2 2

By, O Tla, ¢ Tla, By 7O

ehk viahemalt iiks nendest teist jarku determinantidest ei vordu nulliga. Eeldame,
et

‘Bl 012+‘A1 Cy A, B

Al B1
AQ BQ
tilejadnud juhtumid voib késitleda analoogselt. Antud juhul fikseerime vorrandistis-

teemis (7.8) muutuja z mingi véértuse, nt z = 0. Siis vorrandisiisteem lihtsustub
kujule

40,

All’ + Bly = _Dh

Asx + Boy = —Ds,
kusjuures lisaeelduse kohaselt selle siisteemi peadeterminant on nullist erinev. J&-
relikult sellel siisteemil leidub lahend ja see on iihene. Olgu selle siisteemi lahend

X0, Yo, siis punkt P(xg,yo,0) on sirge (7.8) punkt. Teades 16ikesirge sihivektorit §
ja punkti P saame koostada selle sirge kanoonilist vorrandit.
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7.5 Punkti kaugus tasandini

Olgu antud tasandi B vektorvorrand (7"—70, 71, 72) = 0 ja ruumi mingi punkt M ¢
B kohavektoriga K. Leiame punkti M kauguse d := d(M,*B) tasandini B. Selleks
moodustame vektoritele I — To, T1, T2 ehitatud réooptahuka. Selle ré6ptahuka pohi
on vektoritele 7, 75 ehitatud roopkiilik. Kaugus d on vordne ré6ptahuka korgusega.
Korguse leidmiseks kasutame valemit

d=—,
S

kus V' on vaadeldava rooptahuka ruumala ja S on selle pohja (réopkiiliku) pindala.
Rooptahuka ruumala V' on vordne vektorite R — 7, 71, 75 segakorrutise absoluut-
vidrtusega (vt teoreem (17)) ja roopkiiliku pindala S on vordne vektorite 7, 7%
vektorkorrutise pikkusega (vt teoreem (11)). Seega

—

|(R - 7?‘07 Fl? 7?2)’

”Fl X 7:‘2’

d:

(7.9)

Eelnevas oleme néinud, et vektorkorrutis 7; x 75 on tasandi normaalvektor, té-
histame ﬁ = 7 X 7. Kasutades normaalvektorit saame valemit (7.9) kirjutada
kujul

d:|<R_’%’ﬁ>| (7.10)

Fikseerime ruumi ristreeperit {O;é, €3, €5}. Olgu selles reeperis normaalvektori

koordinaadid ﬁ = (A, B,C) ja punkti M koordinaadid M (x1,¥y1,21), st R =
(21,41, 21). Leiame skalaarkorrutise omaduste abil

<R—F0,ﬁ>:<é,ﬁ>—<FQ,Nk>:AI‘1+By1+CZl+D,

kus D = — < 1, Nk >. Seega kauguse arvutusvalem on

. |A{L‘1 + By1 + 021 + D|
ooy :ren

Juhime lugeja tdhelepanu sellele, et antud juhul vorrand Az + By + Cz+ D =0
on tasandi B iildvorrand.

d

(7.11)
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8 Koordinaatide ja ruumi teisendused

Eukleidilise geomeetria oluliseks aspektiks on ruumi teisenduse moiste. Tuleta-
me meelde, et mingi hulga teisenduseks nimetatakse selle kujutust iseendasse, s.t
reeglit, mis seab hulga igale elemendile {iheselt vastavusse sama hulga elemendi.
Kaéesolevas peatiikis vaatleme Eukleidilise ruumi & ja sellega assotsieeritud vek-
torruumi ¥ teisendusi.

Koigepealt vaatleme vektorruumi 7 teisendusi. Olgu £ : 7™ — ¥ vektorruu-
mi teisendus. Teisendust £ nimetatakse lineaarteisenduseks, kui sellel on lineaar-
suse omadus, s.t suvaliste vektorite a, beyn ja suvaliste arvude «a, 8 € R korral
kehtib . .

{(ad+ pb) =ag(@)+ BE(0).

Edaspidi vaatleme ainult lineaarteisendusi, mistottu jitame sona ,lineaarne sageli
ara ja raagime teisendusest, pidades silmas lineaarteisendust.

Lineaarteisenduse oluliseks karakteristikuks on selle maatriks. Olgu {¢;}7_; vek-
torruumi ¥ baas ja & @ ¥" — ¥ lineaarteisendus. Defineerime teisenduse &
maatriksi A = (oy;) baasis {€;}]-, valemiga

j=1

Seega, valides vektorruumis ¥ baasi, saame igale vektorruumi lineaarteisendusele
vastavusse seada n-jarku ruutmaatriksi. Seda maatriksit voib vaadelda lineaartei-
senduse esitusena vektorruumi baasiga méaaratud koordinaadististeemis.

Olgu a vektor, mille koordinaadid baasis {€;}!" ; on (z1,2,...,2,), s.t

n
i=1

Leiame, kuidas vektori {(@) = > _7_, ¥; €; koordinaadid avalduvad vektori @ koor-
dinaatide kaudu. Saame

n
E Z; el = E = E Z; E Qg €J = E Qj; Tj €.
= =1

ij=1

Seega
n
Ty = E Qi L.
=1

Vektorruumi lineaarteisendused séilitavad selle lineaarse struktuuri. Meie vaat-
leme aga Eukleidilist ruumi, mis tdhendab tédiendava struktuuri, nimelt skalaar-
korrutise olemasolu. Ruumi Eukleidilist struktuuri séilitavad teisendused méngivad
geomeetrias olulist rolli.
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Definitsioon 17. Vektorruumi ortogonaalseks teisenduseks & : 7™ — #™ nime-
tatakse lineaarteisendust, millel on omadus

-,

(€(@).£(0)) = (@.b),
kus a, b on ruumi ¥ suvalised vektorid.

Vaatleme suvalist baasi {€;}!" ; ja seame sellele vastavusse n-jarku maatriksi,
mis sisaldab kogu 1nformat81oon1 ruumi Eukleidilise struktuuri kohta. Votame ka-
sutusele tdhistuse o0;; = (€;,€;) ja moodustame n-jirku ruutmaatriksi S = (o).
See maatriks on baasivektorite skalaarkorrutiste maatriks ja seda nimetatakse Gra-
mi maatriksiks. Oluline on mérkida, et iga ortonormeeritud baasi Grami maatriks
on ithikmaatriks /.

Teoreem 23. (Grami maatriksi teisendus) Olgu {€;}1, vektorruumi ¥ baas, &
ruumi ¥ ortogonaalne teisendus ning A = (ov;) 0rtogonaalse teisenduse & maat-
riks baasis {€;}_,. Siis kehtib vordus

S=ATSA. (8.2)
Toestus. Skalaarkorrutise lineaarsuse tottu saame
n n
<€(‘§i)a£<€j)> = <Z Qi €k, ZOQJ' el Z Ol ekael Q= Z Qi Okl Q5.
k=1 =1 k=1 k=1

Teisenduse ortogonaalsuse tottu kehtib vordus

Jarelikult

n
Oij = E Qi Ol Q5.

k=1

Olgu &;; transponeeritud maatriksi AT elemendid, siis Q;j = ay;. Jarelikult voime
eespool saadud valemi transponeeritud maatriksi elementide abil kirjutada kujul

n
i = E Qi Ol Q-

k=1

ehk maatrikskujul
S=ATSA. (8.3)
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Definitsioon 18. Ortogonaalse teisenduse maatriksit ortonormeeritud baasis ni-
metatakse ortogonaalseks maatriksiks. n-jarku ortogonaalsete maatriksite hulka
tahistatakse O,,.

Vorrandist (8.2) jareldub, et ortogonaalne maatriks rahuldab tingimust
AT A=1. (8.4)

Seega
O, ={AcMat, : ATA=1}.

Lause 9. Ortogonaalse maatriksi determinant on kas 1 voi -1.

Toestus. Toestus pohineb determinandi kahel omadusel, mida toestatakse maat-
riksarvutuses.

e Kahe n-jarku maatriksi korrutise determinant vordub nende maatriksite de-
terminantide korrutisega |A B| = |A| | B].

e Maatriksi transponeerimine ei muuda selle determinanti |A”| = | AJ.

Neid omadusi rakendades saame ortogonaalsuse tingimuse (8.2) vasaku poole de-
terminandi teisendada kujule

AT A = |AT]|A] = AP
Paremal pool on tihikmaatriks ja selle determinant on 1. Jarelikult
AP =1,
millest jareldub lause vaide. O]

n-jarku ortogonaalsete maatriksite hulka, mille determinant on 1, tdhistame
SO,,. Seega
SO, ={AecCGL,: ATA=1, |A| =1}

Vaatleme ortogonaalse maatriksi A = («;;) struktuuri, kus A on tileminekumaat-
riks ortonormeeritud baasilt {€;}" ; ortonormeeritud baasile {€/}! ;. Tuletame
meelde, et baasivektori €/ koordinaadid (au;, ag;, . . ., ;) baasis {€;}7; moodus-
tavad maatriksi A i-nda veeru. Kuna baasivektor €] on iihikvektor, siis tema pik-
kus ja pikkuse ruut on vordsed iihega. Ortonormeeritud baasis arvutatakse vektori
pikkuse ruut tema koordinaatide ruutude summana. Jarelikult iga ¢ = 1,2,...,n

korral .
Z %2,2, - 1. (8.5)
j=1
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Lisaks on kaks baasivektorit € ja €}, kus i # j, ortogonaalsed. Seega on nen-
de skalaarkorrutis 0. Kahe vektori skalaarkorrutis ortonormeeritud baasis vordub
nende samanimeliste koordinaatide korrutiste summaga, s.t esimeste, teiste jne
koordinaatide korrutiste summaga. Jéarelikult iga indeksipaari ¢ # j korral

Z Qi Oy = 0. (86)
k=1

Ei ole raske veenduda, et tingimused (8.5), (8.6) on samavéérsed maatriksi orto-
gonaalsuse tingimusega (8.2).

8.1 Uleminek iihelt reeperilt teisele

Ruumi teisendusi saab kasutada iileminekuks iihelt baasilt teisele voi iihelt ree-
perilt teisele. Teisisonu voime ruumi teisendusi kasutada uue koordinaadisiisteemi
konstrueerimiseks. Olgu antud baas {€;} , ja lineaarteisendus & : ™ — #". Vaat-
leme vektorite peret {£(€}1),£(€2),...,£(€,)}. Vektorruumi lineaarteisendust £ ni-
metatakse requlaarteisenduseks, kui see teisendab vektorruumi baasi sama ruumi
baasiks. Jarelikult siilitab regulaarne lineaarteisendus vektorite lineaarse soltu-
matuse. Edaspidi eeldame alati, et vaadeldavad lineaarteisendused on regulaarsed.
Maérgime, et vektorruumi regulaarset lineaarteisendust nimetatakse ka automor-
fismiks. Saab toestada, et lineaarteisendus on regulaarne parajasti siis, kui tema
maatriksi determinant suvalises baasis erineb nullist.

Olgu A = («y;) teisenduse { maatriks baasis {€;}/-,. Téhistame €/ = £(é&;).
Vektorite pere {€/} , on vektorruumi #™ baas. Teisenduse maatriksi definitsiooni
jargi

=1

Seega niitab lineaarteisenduse maatriks, kuidas teisenduse ¢ abil saadud baasi
{€/}7_, vektorid avalduvad ldhtebaasi {€;}! , vektorite kaudu. Sel juhul nimeta-
takse maatriksit A dleminekumaatriksiks tihelt baasilt teisele. Ei ole raske veen-
duda, et kui & on ortogonaalne teisendus, siis teisendab & ortonormeeritud baasi
ortonormeeritud baasiks.

Vaatleme niiiid vektori koordinaatide teisendamist iihe baasi asendamisel tei-
sega. See tiahendab, et meil on kaks baasi {€;}; ja {€/}!", ning tileminekut tihelt
baasilt teisele kirjeldab valem (8.7). Lisaks on antud mingi vektor @, mille koor-

dinaadid baasis {€;}", on (x1,x9,...,2,) ja baasis {€/}", on (x],z5, ..., 2).
Kehtib
n n n n n
- A~ / — / —
=1 j=1 =1 =1 \j=1
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Jarelikult

i=1

n n n

— Vi —
E T;€; = E E Q5 .Tj €;.
=1 j=1

Sellest vektorvordusest jareldub vastavate koordinaatide vordsus

j=1

See ongi vektori koordinaatide teisendusvalem tileminekul iihelt baasilt teisele.
Kirjutame vélja saadud Eukleidilise ruumi koordinaatide teisenduse valemi ta-
sandi ja kolmemootmelise ruumi jaoks. Esitame need valemid koos iihelt baasilt
teisele lilemineku valemitega, et lugeja moistaks, et iileminek teisele baasile toob
kaasa vektori koordinaatide teisenduse. Tasandi korral saame
51/ = 041151 + @2152, 1 = 011 35'1 + 12 $,2

(8.9)

—/ — — !/ /
€y = (12€1 + Qip9€3, To = Qg1 T + Qo Tg,

kus 1, x2 on vektori koordinaadid baasis {€}, é&; }, aga 2/, 2, on sama vektori koor-
dinaadid baasis {€7, €5 }. Kolmemootmelises ruumis on vastavad valemid kujul

—/ — — — ! ! !/

€1 = 011€1 + 9162 + 31€3, 1 = 01124 + 19 Lo + Qg3 X3

—/ — — — ! / !

€y = (X¥12€71 —+ 99€y + (39€3, Ty = Qg1 T4 + Qo9 Ty + Qo3 T, (810)
—/ — — — ! ! !/

€3 = (V13€] + (2362 + (¥33€3, T3 = Q31 T + Q32 Ty + Q33 T3.

Léheme niiiid iile iihelt reeperilt teisele iilemineku kiisimuse juurde. Reeper koos-
neb kahest osast: baasist {€;}7; ja alguspunktist O. Oleme juba uurinud, kuidas
baas teiseneb, ning teame, et kogu informatsioon baasi teisenduse kohta sisaldub
tileminekumaatriksis A. Olgu {€/}", vektorruumi baas, mis on saadud baasist
{€;}_, tleminekumaatriksi A abil. Vaatleme baasi {€/}!, uue reeperi baasina.
Olgu O’ uue reeperi alguspunkt ja

3

! —
00" = C; €.
i=1
Olgu P Eukleidilise ruumi punkt, mille koordinaadid reeperis {O; €1, €5, ..., é,} on
(21,9, ..., x,) ning reeperis {O'; &/, €y, ... €} on (2,2}, ..., 2]). Siis avalduvad

iihed koordinaadid teiste kaudu jargmiselt

j=1
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Uhelt reeperilt teisele iilemineku erijuhuks on lihtereeperi alguspunkti O nihuta-
mine teise punkti O, kusjuures baasivektorid ei muutu. Sel juhul on iilemineku-
maatriks tihikmaatriks A = I ja Eukleidilise ruumi punkti koordinaatide teisen-
dusvalemid on kujul

Kirjutame saadud Eukleidilise ruumi punkti koordinaatide teisendusvalemi (8.11)
valja tasandi ja kolmemootmelise ruumi jaoks. Esitame need valemid koos iihelt
baasilt teisele lilemineku valemitega, et lugeja moistaks, et iileminek teisele baasile
toob kaasa punkti koordinaatide teisenduse. Tasandi korral saame

51/ = 061151 + 062152, 1 = 01 LUll + 19 SL’IZ +

—/ — — / / (812)
€9 = (V12€1 + 99€9, T2 = Qa1 X4 + Qoo Ty -+ Co,

kus 21, xo on punkti koordinaadid reeperis {O; e}, é>}, aga x], 2, on sama punkti
=/

koordinaadid reeperis {O’; €/, €; }. Kolmemodtmelises ruumis on vastavad valemid
kujul

—/ — — — / ! !

€, = 011€1 + o169 + Q31€3, T = 0112 + 9 Lo —+ a3 X +

—/ — — — / ! !

€y = (V12€] + Qix2€2 + (32€3, Tg = Qo1 T] + Qag Ty + Qa3 T3 + C2,(8.13)
—/ — — — / / /

€3 = (X13€; + o392 + (i33€3, XT3 = Q31 T4 + a3 Ty + o33 X3 + cs3.

8.2 Valemite maatrikskuju

Uhelt ruumi baasilt teisele {ilemineku valemite ja koordinaatide teisendusvalemi-
tega tootamisel on mugav kasutada maatriksarvutust. Seda nagime juba eelmises
paragrahvis, kus votsime kasutusele iihelt baasilt teisele iilemineku maatriksi (?7).
Koigi n-jarku ruutmaatriksite hulka tahistame siimboliga Mat,, ja kasutame varem
kasutusele voetud kompaktset kirjaviisi A = («;;), kus indeksid ¢, j votavad taisar-
vulisi viidrtusi 1-st kuni n-ni. Uhikmaatriksit tihistame siimboliga 1. Kui A = (ay;)
on n-jéirku maatriks, siis tema transponeeritud maatriksit tihistame AT = (a;;),
kus &;; = aj;. Tuletame meelde, et maatrikseid saab liita ja korrutada reaalarvu-
dega. Olgu A = (ayj), B = (B;;) kaks n-jarku ruutmaatriksit, s.t A, B € Mat,.
Maatriksite liitmine ja reaalarvuga korrutamine méaératakse valemitega

A+ B = (aij + Biy), VA= (Nay), AeR.

Veel iiks oluline tehe maatriksitega on nende korrutamine. Olgu antud iilemine-
kumaatriks A = (a;;) baasilt {€;} baasile {€/}. Eelmise paragrahvi 1o6pus saadi

vektori koordinaatide teisendusvalem (8.8). Kirjutame koordinaatide x1, xo, ..., =,
avaldamise koordinaatide 2/, x5, ...,z kaudu maatriksi A abil siimboolselt kujul
(v1,T9, ..., 2p) N (), 2l .. 2)),
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kus nool tdhendab, et koordinaadid x1, xs, . . . , x,, avalduvad koordinaatide z/, x5, . .
kaudu maatriksi A abil valemi (8.8) jargi. Olgu niitid antud veel iiks iilemineku-
maatriks B = (f3;;) baasilt {€/} baasile {€/"}. Kui tdhistada vektori koordinaadid

baasis {€/'} stimbolitega z/,z}, ..., a/, siis saame veel ithe koordinaatide teisen-
duse
I 1\ B "o,n 1"
(), 2h, ... x) = (], z5,...,2,),
kus

3

¥ =Y By (8.14)

J=1

Seega on meil jarjestikused koordinaatide teisendused

A . 1\ B noon "
(X1, 29, .. xn) = (2], 25, .. ., x)) — (2], X5, ..., 2)).
Tekib loomulik kiisimus: kuidas avalduvad koordinaadid x1, x», ..., z, koordinaa-
tide 25, ... a2 kaudu? Sellele kiisimusele vastamiseks asendame valemis (8.8)

koordinaadid z valemi (8.14) parema poolega. Saame

k=1 1 j=1

j=1 k=
Saadud valemist jareldub, et koordinaadid 1, x», ..., x, avalduvad koordinaatide
xf,xlh, ... 2l kaudu n-jarku ruutmaatriksi abil, mille i-nda rea ja k-nda veeru

loikepunktis olev element on
n
Z @ij Bk
j=1

Téhistame selle maatriksi ja tema elemendid kujul C' = (;;). Siis
j=1

Maatriksit C' = (7;1), mille elemendid avalduvad maatriksite A = (a;;), B = (Bjx)
elementide kaudu valemi (8.16) jérgi, nimetatakse maatriksite A, B korrutiseks
ja seda kirjutatakse kujul C' = A B. Maatriksite korrutamise valemit (8.16) saab
laiendada ristkiilikmaatriksitele (ridade arv ei vordu veergude arvuga), kui esimese
maatriksi A veergude arv vordub teise maatriksi B ridade arvuga. Ei ole raske
veenduda, et maatriks C' on iileminekumaatriks baasilt {é;} baasile {€/"}, s.t

n
=/ —
€ = E Yki €k-
k=1
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Jatame selle lugejale iseseisvaks harjutuseks.

Niiiid kirjutame iihelt baasilt teisele iilemineku valemid ja koordinaatide tei-
sendusvalemid maatrikskujul. Sellisel kirjaviisil on mitu eelist. Esiteks muutuvad
valemid kompaktsemaks. Teiseks on paljusid arvutusi maatrikskujul lihtsam teha.
Moodustame kaks maatriksit: baasivektoritest reamaatriksi ja vektori koordinaa-
tidest veerumaatriksi

gl
c=(a & - @), o= . (8.17)
-
Siis saab vektori @, mille koordinaadid baasis {€;}; on xi,xo,...,x,, baasilt

{€;}"_; baasile {€&/}_; iilemineku valemi (??) iileminekumaatriksi A abil ning koor-
dinaatide teisendusvalemi (??) kirjutada maatrikskujul jargmiselt

d=cx, ¢ =cA, x=A2,

kus €’ on baasivektoritest € moodustatud reamaatriks ja 2’ on vektori @ koordi-
naatidest 2 baasis {€/}" ; moodustatud veerumaatriks.

Saadud maatriksvalemitega saab teha algebralisi teisendusi, avaldades iihed
maatrikssuurused teiste kaudu. Seejuures tuleb arvestada, et maatriksite korruta-
mine on assotsiatiivne, kuid {ildjuhul mitte kommutatiivne, s.t AB # B A, kus
A, B on kaks maatriksit. Seetottu tuleb maatriksvorduse molema poole korru-
tamisel mingi maatriksiga naidata, kummalt poolt me vordust selle maatriksiga
korrutame, paremalt voi vasakult. Uhtede maatriksite avaldamiseks teiste kau-
du vajame péérdmaatriksit. Olgu A = (a4;) € GL,, s.t maatriks A on n-jarku
regulaarne maatriks. Siis tdhistatakse tema poordmaatriksit A=! ja see leitakse
tingimusest AA™! = A=Y A = I, kus I on n-jirku iihikmaatriks. Maatriksarvu-
tuses naidatakse, et poordmaatriks on n-jarku ruutmaatriks ja selle elemendid on
kujul

All A21 e Anl

_ 1 Ag Agy -+ Apo
A 1 == m . . . . 5 (818)

Aln A2n e Ann

kus A;; = (1) M;; ja M;; on maatriksist A i-nda rea ja j-nda veeru eemalda-
misel saadud alammaatriksi determinant, kusjuures eemaldatud rea ja veeru 16i-
kepunktis asub element «;;. Tuletame meelde, et maatriksarvutuses nimetatakse
A;j elemendi a; algebraliseks tdiendiks ning M;; elemendi o;; tédiendusmiinoriks.

Niilid saame avaldada reamaatriksi e reamaatriksi e’ kaudu. Korrutades vorduse
¢/ = e A molemad pooled paremalt poordmaatriksiga A~!, saame

dAA =A™ = dT=cA' = =cA "
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Oleme korduvalt rohutanud, et vektor on geomeetriline objekt, mis ei soltu baasi,
s.t ruumi koordinaadisiisteemi valikust. Teisisonu on vektor tihelt baasilt teisele
iileminekul invariantne ehk baasi vahetuse suhtes invariantne. Niitid saame seda
néidata algebraliselt. Olgu antud vektor @, mille koordinaadid baasis {€;}?_; on
x1,To, ..., Ty,. Siis voime maatrikskujul kirjutada @ = e x. Naitame, et avaldis

exr = T1€] + Toly + ... + 2,6, (8.19)

on baasi vahetuse suhtes invariantne. Selle all motleme, et teises baasis {€/}; on
vektoril teised koordinaadid z%, kuid avaldis

A A A ! =/
er =Te +Tyey +...+7

on vordne avaldisega (8.19), s.t avaldis (8.19) ei muutu. Olgu baas {€/}!" ; saadud
baasist {€;}", iileminekumaatriksi A abil. Siis e = ¢’ A7, z = Ax’. Asendame
need valemid avaldisse (8.19). Saame

ex=e A VAL = T2 =€

Sellega on avaldise (8.19) invariantsus toestatud.

8.3 Tasandi teisendused

Vaatleme tasandi vektorite teisenduste olulisi tiilipe. Olgu O tasandi mingi punkt
ja @ tasandi suvaline vektor, s.t @ € V2. Eeldame, et tasandil on valitud orientat-
sioon ,vastupédeva“. Defineerime tasandi vektorite teisenduse p, : V* — V? geo-
meetriliselt jargmiselt: rakendame vektori @ punkti O, seejarel poorame saadud
seotud vektorit punkti O iimber positiivses suunas (vastupéeva) nurga ¢ € [0, 27|
vorra ning moodustame vabavektori, mida tahistame p,(@). Seega saame tasandi
vektorite teisenduse p, : @ € V? — p,(d) € V?, mida nimetatakse pisrdeks nurga
 vorra. Poordel on jargmised omadused:

R;. Vektorruumi V? teisendus, mida nimetatakse poordeks nurga ¢ vorra, ei soltu
punkti O valikust.

RQ. Po = Por = Id.
Rs3. Poore nurga ¢ vorra on vektorruumi V? ortogonaalne teisendus.

Definitsioon 19. Téisnurkset péoret p,/» nimetatakse tasandi kompleksstruktuu-
riks ja tahistatakse J = pr/a.
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Ei ole raske veenduda, et J? = —Id, ning siin nieme analoogiat imaginaariihikuga
i, millel on omadus > = —1. Olgu tasandil antud positiivselt orienteeritud ortonor-
meeritud baas {é7, &} ja vektor @, mille koordinaadid baasis {€7, €2} on (x1, z3).
Siis J(CY) = (-LL’Q,JIl) ehk

J((i) = —T9 51 + 2 52. (820)

Jatame selle valemi tuletamise iseseisvaks harjutuseks.

Niiiid on meie eesméark parametriseerida teist jiarku spetsiaalsete ortogonaalsete
maatriksite hulk SO,. Teisisonu tuleb valida parameetrid nii, et nende parameetrite
muutumispiirkonna igale vaartuste komplektile vastaks iiks ja ainult iiks teist jarku
spetsiaalne ortogonaalne maatriks.

Teoreem 24. Tasandi piorde p,, kus ¢ € [0,21), maatriks ortonormeeritud baasis
{€1,é} on kujul
A (CF)SQO —singp) .
sinp  cosp

Téestus. Olgu antud tasandi poore p,, kus ¢ € [0, 27). Vaatleme tasandi suvalist
ortonormeeritud baasi {€}, €>}, mille orientatsioon on kooskolas tasandi orientat-
siooniga. Poorame esimest baasivektorit €; positiivses suunas nurga ¢ vorra ja
saame vektori p,(€}), mida tahistame €}. Ilmselt on vektor € {ihikvektor. Raken-
dades valemit (2.16), voime vektori €/ kirjutada kujul

€] = cos €] + sin p €. (8.21)
Vektori €5 defineerime valemiga &, = J(€/). Rakendades valemit (8.20), saame

e, = J(€]) = —sinp €| + cos ¢ é. (8.22)
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Ei ole raske veenduda, et baas {€/,é,} on positiivselt orienteeritud ortonormeeri-
tud baas. Valemitest (8.21), (8.22) jéreldub, et tileminekumaatriks baasilt {€7, €5}

baasile {é7, €5} on kujul
A (cose — sin ¢
~\sinp cosp )’

See maatriks on ortogonaalne, sest molemad baasid on ortonormeeritud. Maatriksi
A ortogonaalsuses voib veenduda ka tingimuse (8.2) otsese kontrollimisega. Lisaks
on lihtne veenduda, et |A| = 1. Seega A € SO,. O

Veel iiheks teisenduseks, mis séilitab baasi ortonormeerituse, on peegeldus. Pee-
geldust voib kirjeldada jargmiselt. Koigepealt valime tasandil sirge, mille tdhistame
L. Olgu s sirge L sihivektor. Eeldame, et see on normeeritud, st § on ithikvektor
|5] = 1. Olgu @ mingi tasandi vektor. Paigutame selle vektori alguspunkti suvalis-
se punkti @ sirgel £ ning selle 16pp-punkti tdhistame P, st a = Cﬁ% Tahistame
punkti P ortogonaalprojektsiooni sirgele £ tdhega P’. Niiiid pikendame 16iku PP’
punktist P’ edasi sama pikkusega. Saadud punkti tdhistame R. Siis vektorit Cﬁ
nimetatakse vektori Q)P peegelduseks sirge £ suhtes. Vektorit Cﬁ saab avaldada
jargmiselt

QR = 2(@,5) 5— a, (8.23)

kus (@, s) on vektorite skalaarkorrutis. Olgu antud ortonormeeritud reeper R =
{O; €1, €5} jasirge £, mis 14bib alguspunkti O ning mille sihivektoriks on iithikvek-
tor §. Moodustame uue reeperi R’ = {O; €/, €5}, mille baasivektorid on baasivek-
torite €7, €5 peegeldused sirge £ suhtes. Siis

(8.24)

Ei ole raske veenduda, et baas €], €; on ortonormeeritud. Me ei hakka vélja kirju-
tama tlileminekumaatriksi ega koordinaatide teisenduse valemeid peegelduse korral
sirge L suhtes, sest need valemid on mahukad ja edaspidi meil neid vaja ei ldhe.
Vaatleme erijuhtu, kus sirge £ on alguspunktist O ldhtuvate baasivektorite €7, €5
vahelise nurga poolitaja. Siis

V2, V2

5= Dl + €
ning asendades selle vektori valemisse (8.24), saame €] = &5, = é;. Vastav
koordinaatide teisendus on
— y/
_ x,i (8.25)



Seega koordinaadisiisteemi peegeldus esimese veerandi nurgapoolitaja suhtes taan-
dub koordinaattelgede timbernimetamisele, st z-telg muutub y'-teljeks ja vastupidi.

Joonis 30: Vektori peegeldamine sirge suhtes
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9 Weyli aksiomaatika

Aksiomaatilist ldhenemist matemaatilise teooria iilesehitamisele rakendati esma-
kordselt geomeetrias ning sellest ajast alates on geomeetria olnud range ja kor-
rektse teooria iilesehituse eeskujuks teistele matemaatika valdkondadele. Esimese
geomeetriliste aksioomide siisteemi kirjeldas Eukleides oma kuulsas monograafias
,Elemendid®“, mis oli paljude sajandite jooksul geomeetriat oppijate kisiraamatu-
ks. Jargmise sammu aksiomaatilise meetodi arengus tegi silmapaistev matemaatik
David Hilbert, kes esitas oma aksioomide siisteemi.

Aksioomaatilise ldhenemise aluseks on pohimoéisted ehk defineerimata moisted.
Eukleidese ja Hilberti aksiomaatikas on sellisteks moisteteks punkt, sirge ja tasand.
Seejarel koostatakse aksioomide siisteem, st viidete kogum, mis ei vaja toestamist.
Pohimoistete abil defineeritakse uued moisted ning kasutades aksioomide siisteemi
ja matemaatilist loogikat, toestatakse nende kohta mitmesuguseid matemaatilisi
vaiteid, st lauseid ja teoreeme. Kui aksioomide siisteemist on matemaatilise loogika
abil voimalik tuletada kaks teineteisele vasturaikivat vaidet, nimetatakse sellist
aksioomide siisteemi vastuoluliseks. Seega esitatakse aksioomide siisteemile oluline
noue: see peab olema vastuoludeta.

Kahekiimnendal sajandil hakkas matemaatikas olulist rolli méngima vektorar-
vutus, mille areng viis vektor- ehk lineaarruumide teooriani. Sellega seoses pakkus
silmapaistev matemaatik Hermann Weyl vilja uue aksiomaatilise ldhenemise ruu-
mi kontseptsioonile ja selle geomeetria iilesehitamisele. Tema aksiomaatilise ldhe-
nemise aluseks on vektori moiste, mitte sirge ja tasandi moisted, nagu Eukleidese
ja Hilberti aksiomaatikas. Kéaesolevas paragrahvis esitame Hermann Weyli euklei-
dilise ruumi aksioomide siisteemi.

Hermann Weyli aksiomaatikas on pohimoisteteks punkt ja vektor. Koigi punk-
tide hulka tdhistame E ning koigi vektorite hulka tdhistame V. Eeldatakse, et need
kaks hulka on mittetiihjad, s.t. E sisaldab vahemalt iihte punkti ja V' sisaldab vi-
hemalt iihte vektorit. Lisaks méangib Hermann Weyli aksiomaatikas olulist rolli
reaalarvude hulk R. Reaalarvude hulgal on defineeritud liitmine ja korrutamine,
mille suhtes R on korpus. Hulga E elemente, st punkte, tdhistame ladina tdhes-
tiku suurte tdhtedega A, B, P, (@, .... Vektoreid, st hulga V' elemente, tdhistame
ladina téhestiku viikeste tdhtedega, mille kohal on nool, st a, l;, U, T, ... Reaalarve
tahistame kreeka téhestiku vaikeste tdhtedega o, 5, p, v, . . ..

9.1 Vektorruum

Hermann Weyli esimese aksioomide rithma voib lithidalt sonastada jargmiselt: vek-
torite hulk V' on n-mootmeline vektorruum iile reaalarvude korpuse R, kus n on
positiivne tdisarv, mida nimetatakse ruumi dimensiooniks. Seega on vektorite hul-
gal V defineeritud vektorite liitmine ja nende korrutamine reaalarvudega. See té-
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hendab, et suvalise kahe vektori @, b € V korral on defineeritud vektor @+ b € vV,
mida nimetatakse vektorite summaks. Suvalise arvu o € R ja suvalise vektori
a € V korral on defineeritud vektor ad € V, mida nimetatakse vektori ja arvu
korrutiseks.

Definitsioon 20. Suvaliste vektorite ja reaalarvude korral kehtivad jargmised
vektorruumi aksioomid:

(Vi) @+b=b+a,

(Vo) @+b)+E=a+(b+a),

(Vs) vektorite hulgas V leidub vektor 0 omadusega @ + 0 = @,
(Vi)

V4) suvalise vektori @ € V' korral leidub vektor, mida nimetatakse vastandvekto-

riks, nii et @+ (—@) = 0,
(V5) (aB)d = o(Ba),
(Vs) a(@+b) = ad + ab,
(Vz) (a+ B)d = ad + jd,
(Vs) 1
(Va)

a=ada,

o

Vy) hulgas V' leidub n lineaarselt soltumatut vektorit, kuid iga n + 1 vektorit on

lineaarselt soltuvad.

Aksioomi (Vy) nimetatakse dimensiooni aksioomiks. Positiivset téisarvu n ni-
metatakse vektorruumi V' dimensiooniks ning seda téhistatakse dim V.

9.2 FEukleidiline ruum

Teine aksioomide riithm méaérab seose punktihulga F ja vektorruumi V' vahel. Need
aksioomid voib sonastada jargmiselt:

(W1) on antud kujutus £ x E — V| mis seab igale jérjestatud punktipaarile
(P,Q) € E x E vastavusse iitheselt médratud vektori @ = PQ) € V,

(W5) on antud kujutus
(Pd)e ExXV—»Q=P+adcE,

mis seab igale paarile (P, d), kus P on punkt ja @ on vektor, vastavusse
iiheselt madratud punkti Q = P + @ € F, mille korral kehtib

PG = a,
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(W3) suvaliste punktide ja vektorite korral kehtib vordsus

(P+a@)+b=P+(@+b).

Aksioomi (W¥3) nimetatakse kolmnurga aksioomiks.

Kolmas aksioomide riihm voimaldab defineerida sellised olulised eukleidilise
geomeetria moisted nagu loikude pikkused ja nurgad. See aksioomide rithm on
jargmine:

—, —.

@Qmmkawmm@)GVXVhﬂi>€R
(Ez)
(Es) (d@.b) = @@,
(Es)

E4) (@, d) > 0, kusjuures (@, @) = 0 parajasti siis, kui @ = 0.

Punktihulka F, mis rahuldab iilaltoodud aksioome, nimetatakse n-mootmeliseks
eukleidiliseks ruumiks. V nimetatakse n-mootmeliseks vektorruumiks, mis on as-
sotsieeritud n-mootmelise eukleidilise ruumiga F. Edaspidi késitleme kas kahe-
mootmelist eukleidilist ruumi (n = 2) voi kolmemootmelist eukleidilist ruumi
(n = 3).

Vektori @ pikkus eukleidilises ruumis on mittenegatiivne reaalarv, mida téhis-
tatakse |d|, ning see méératakse valemiga

|al = ++v/(d, d).

Aksioomist (E4) jareldub, et vektori pikkus on null parajasti siis, kui vektor on
nullvektor. Kahe punkti P, () vahelist kaugust eukleidilises ruumis E téhistatakse

|PQ| ning see defineeritakse kui vektori }ﬁ pikkus, st |PQ| = |P@|
Vektorite @b vaheline nurk cukleidilises ruumis téihistatakse Z(a,b) ning see
defineeritakse valemiga

cos Z(d,b) =

Olgu P € FE eukleidilise ruumi punkt ja @ € V nullvektorist erinev vektor.
Sirgeks, mis labib punkti P sihivektoriga @, nimetatakse punktihulka L eukleidilises
ruumis F, mis on defineeritud valemiga

L={P+td:teR}.
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Osa 11
Ellips, huperbool, parabool
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10 Teist jarku joonte klassifikatsioon

Selles paragrahvis késitleme tasandi jooni ning eeldame, et tasand on varustatud
ortonormeeritud reeperiga {O; €1, >}, st ristreeperiga. Vastava ristkoordinaadisiis-
teemi koordinaate tdhistame z,y.

10.1 Teist jarku joone iildvorrand

Kahe muutuja x,y teise astme poliinoomiks nimetatakse algebralist avaldist
F(x,y) = Az® + 2By + Cy*+ 2Dz + 2Ey + F,

kus A, B,C, D, E, F on reaalarvud ning kordajatest A, B, C' vihemalt iiks on nul-
list erinev. Teist jdarku joone vorrandiks tasandil nimetatakse vorrandit F'(z,y) =
0, st

Ax* +2Bxy+ Cy* +2Dx +2Ey + F = 0. (10.1)

Vorrandi (10.1) lahendihulka, kui see pole tiihi, nimetatakse teist jarku jooneks.
Seega teist jarku joon on tasandi alamhulk, kuhu kuuluvad koik punktid sellised, et
nende koordinaadid z,y rahuldavad teist jarku joone vorrandit (10.1). Kasutades
maatriksarvutust, saame teist jarku joone vorrandi esitada kujul

(z y) (é lg,) (g) + 2Dz +2Ey+ F =0, (10.2)
A B D x

(xy 1)[B C E)|y]=0 (10.3)
D E F 1

Seega on kasulik moodustada teist jarku joone vorrandi kordajatest kaks maatriksit

A B D
M:(é g) M=|B C E]. (10.4)
D E F

Maatriks M on siimmeetriline teist jirku ruutmaatriks ja see on moodustatud
teist jirku joone vorrandi ruutliikmete kordajatest. Maatriks M on siimmeetriline
kolmandat jarku ruutmaatriks ja sellesse kuuluvad koik teist jirku joone vorrandi
koefitsiendid ja vabaliige. Méargime, et maatriks M on maatriksi M alammaatriks.
Seetottu nimetatakse maatriksit M teist jirku joone vorrandi laiendatud maatrik-
siks.

On ilmne, et teist jarku joone vorrandi kuju (10.1) soltub koordinaadisiisteemi
valikust, st reeperi {O; €7, €5} valikust. Kui asendada tiks koordinaadististeem x, y
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teisega ., 1, siis teist jarku joone vorrand ehk vasakul pool seisev teise astme polii-
noom F'(x,y) muutub. Oluline on aga mérkida, et joone jark seejuures ei muutu,
st teise astme poliinoom kujuneb teise astme poliinoomiks. See jareldub eelmises
paragrahvis leitud koordinaatide teisenduse valemitest ning sellest, et tasandi iihe
baasi iileminekumaatriks teise baasi on podratav. Olgu uutes koordinaatides teist
jarku joone vorrand kujul

A'# 4+ 2B 3+ C' > +2D'5 + 2E'§ + F' = 0. (10.5)

Kaesoleva paragrahvi eesméark on néidata, et sobivalt valitud koordinaatide teisen-
dusega saab teist jarku joone vorrandi kuju oluliselt lihtsustada. Uurides seejérel
lihtsustatud vorrandit, jouame teist jarku joonte vorrandite téaieliku klassifikatsioo-
nini.

10.2 Ruutosa lihtsustamine poorde abil

Lemma 1. Leidub koordinaadisiisteemi poore nii, et uutes koordinaatides Z,1 ei
esine teist jarku joone vorrandis korrutist iy, st B’ = 0.

Téestus. Uldsust kitsendamata voime eeldada, et B # 0. Téepoolest, kui B = 0,
siis véide juba kehtib ja pole vaja midagi toestada. Toestamiseks leiame, kuidas
teisendub kordaja B koordinaattelgede p&oramisel mingi nurga ¢ vorra (koordi-
naatide alguspunkt jadb paigale). Seejérel néitame, et vorrandil B’ = 0 leidub ala-
ti lahend, kui tundmatuks votta koordinaadisiisteemi poordenurk ¢. Méargime, et
koordinaaditeisenduse lineaarsuse tottu teisenduvad koordinaadisiisteemi poorde
korral eraldi vorrandi ruutosa A x? + 2B xy + C y* ning lineaarosa koos vabaliik-
mega 2Dx + 2Ey + F. Koordinaattelgede pooramisega koordinaatide alguspunkti
{imber nurga ¢ vorra liheme koordinaatidelt z, y iile koordinaatidele Z, . Ulemine-
kumaatriksit tdhistame S. Siis maatrikskujul koordnaadid teisenduvad jargmiselt

()=s(3). s=(nz ome). (10.6)
Y Y sing  cosp

Kordaja B teisenduse valemi leidmiseks kasutame ruutosa teisendamist. Kirjutame
vorrandi ruutosa vanades ja uutes koordinaatides maatrikskujul

G e E D w

Asendades valemi (10.6) valemisse (10.7), saame

A" B"\ [ cosp sinp) (A B\ (cosg —singp (10.8)
B C'")] \—singp cosp)\B C) \sinp cosyp |’ '
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Sellest jareldub
B’ = B (cos® ¢ —sin® @) + (C — A)sin p cos p
1
= B cos 2¢p + 5(6’ — A)sin 2. (10.9)

Vordsustades saadud valemi paremal poolel oleva avaldise nulliga, saame vorrandi
poordenurga leidmiseks

1
B cos 2¢ + §(C — A)sin 2p = 0. (10.10)

Saadud vorrandis voib olla kas A = C voi A # C. Esimesel juhul, kui A = C,
teine liige vordub nulliga ning vorrand votab kuju B cos 2¢ = 0. Sellel vorrandil on
lahend ¢ = 7/4, st poorates koordinaadististeemi nurga 7 /4 vorra, saame soovitud
tulemuse B’ = 0. Teisel juhul, kui A # C', otsime lahendit vahemikus —7/4 < ¢ <
7 /4. Sellel vahemikul funktsioon cos2¢ on vahemiku igas punktis nullist erinev.
Jagades vorrandi (10.10) molemad pooled funktsiooniga cos 2¢, saame

tan 2 2B
an2p = ——.
A-C

Vahemikus —7/4 < ¢ < w/4 on vorrandil lahend

1 2B
= —ar 0t .
PT MM

Seega on vaide toestatud. m

10.3 Reeperi paralleeliike

Uurime, kuidas teisendub teist jarku joone vorrand koordinaadisiisteemi paralleel-
liikke korral. Tuletame meelde, et paralleelliikke korral muutub reeperi alguspunkt
O — O, kuid reeperi baasivektorid ei muutu, st €/ = é},€; = €. Seega sel ju-
hul on iileminekumaatriks ihikmaatriks, st S = I. Paralleelliikke korral avalduvad
“vanad” koordinaadid z,y “uute” koordinaatide Z,y kaudu valemitega

r=2I+u,

y=y+v,
kus (u,v) on uue alguspunkti O’ koordinaadid “vanas” koordinaadisiisteemis. Koor-
dinaatide teisendusvalemid kirjutame maatrikskujul

(®:(®+CQ’@yﬁ4f@+@v% (10.11)
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kus u, v on uue koordinaadisiisteemi alguspunkti koordinaadid. Valemite kuju kom-
paktsemaks muutmiseks votame kasutusele téahistused

= (g) fr= (z) U= (Z) N=(D E), N=(D' E'). (10.12)
Neid tahistusi kasutades saame valemid (10.11) kirjutada kujul
R=R+U, R'=R"+U".

Lemma 1 toestuses leidsime valemi (10.22), mille jargi teisendub teist jarku joone
vorrandi pohimaatriks M:
M =ST"MS, (10.13)

kus S on iileminekumaatriks. Sellest valemist jareldub, et juhul kui iilemineku-
maatriks on iihikmaatriks, siis teist jarku joone vorrandi ruutosa ja pohimaatriks
M ei muutu. Seega koordinaadisiisteemi paralleelliike ei muuda teist jirku joone
vorrandi ruutosa. Meie eesméark on leida, millise valemi jargi teisendub teist jarku
joone vorrandi lineaarliikmed koordinaadisiisteemi paralleelliikke korral.
Selleks kirjutame teist jarku joone vorrandi uusi tahistusi (10.12) kasutades
maatrikskujul
RPMR+2NR+F =0. (10.14)

Niiiid teeme selles vorrandis asenduse R = R + U
(R"+U"YM(R+U)+2N(R+U)+F =0. (10.15)
Sulgude avamisel, st maatrikskorrutamise distributiivsust kasutades, saame
RMR+R"MU+U"MR+2NR+U"MU+2NU+F=0. (10.16)

Selles vorrandis on vasakpoole esimene liige teist jarku joone vorrandi ruutosa,
teine, kolmas ja neljas liige moodustavad lineaarosa ning kolme viimase litkme
summa on vabaliige. Teisendame vorrandi lineaarosa nii, et saaksime leida, kuidas
uued kordajad D', E' koordinaatides (Z, ) avalduvad esialgse vorrandi kordajate
kaudu koordinaatides (z,y). Koigepealt mérkame, et maatrikskorrutis RT M U on
skalaar, st arv. Seetottu ei muuda selle transponeerimine midagi, st péarast trans-
poneerimist saame esialgse avaldisega vordse avaldise. Arvestades maatriksi M
stimmeetrilisust, st omadust M7 = M, saame

R'MU=(R"MU)" =U" MR.

Jarelikult saab teist jarku joone vorrandi lineaarosa uutes koordinaatides kirjutada
kujul . . . .
RTMU+U"MR+2NR=2({U"M+ N)R.
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Uute kordajate D', E' abil kirjutatud vérrandi lineaarosa on kujul 2 N’ R. Vérreldes
seda avaldist eespool saadud avaldisega, jouame jareldusele

N =U"M+ N, (N)'=MU" + N". (10.17)

Seega saab valemi (10.17) kirjutada kujul

D’ A B\ [(u D D' =Au+ Bv+ D
e ()5 00+ () 2
(V) 7)"\s c)\w) " \E) \peBurcvs

(10.18)
Saime valemi, mis néitab, kuidas teist jirku joone vorrandi lineaarosa kordajad
koordinaatides (Z,7) avalduvad teist jarku joone vorrandi lineaarosa kordajate
kaudu koordinaatides (z,y). Seda valemit kasutades leiame tingimused, mille kor-
ral teist jarku joone vorrandi lineaarosa kordajad koordinaatides (%, ) muutuvad
nulliks, st D' = E’ = 0. Valemist (10.18) jéreldub, et koordinaatides (Z,§) muu-
tuvad lineaarosa kordajad nulliks parajasti siis, kui uue koordinaatide alguspunkti
O’ koordinaadid (u,v) on jargmise vorrandististeemi lahendid:

Au+Bv+ D =0,

10.19
Bu+Cv+ E=0. ( )

Seega taandub kiisimus voimalusest lihtsustada teist jarku joone vorrandit lineaar-
liikmete korvaldamise teel vorrandisiisteemi (10.19) lahendite olemasolu kiisimu-
sele. Olgu teist jarku joone vorrandi pohimaatriksi M determinant tdhistatud ¢,
st 0 = |M|. Lisaks olgu

D B

5“:‘15 C

| 5UZ‘A D"

B E

Lineaarvorrandisiisteemide teooriast on teada jargmine tulemus:

e Kui ¢ # 0, siis siisteemil (10.19) on tépselt iiks lahend.

e Kui § = 0, kuid vahemalt iiks arvudest ¢,, 6, on nullist erinev, siis siisteemil
(10.19) lahendeid ei ole.

e Kui § =9, =4, =0, siis siisteemil (10.19) on 16pmata palju lahendeid.

Definitsioon 21. Kui teist jarku joone vorrandi ruutosa maatriksi determinant
on nullist erinev, st § # 0, siis nimetatakse teist jarku joont tsentraalseks ning
punkti, mille koordinaadid u,v on siisteemi (10.19) lahendiks, nimetatakse joone
keskpunktiks.

Kui koordinaadisiisteemi paralleelliikkega tuua alguspunkt teist jarku joone kesk-
punkti, siis uutes koordinaatides kirjutatud vorrand ei sisalda lineaarliikmeid D' =
E =0.
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10.4 Teist jarku joone vorrandi invariandid

Tanapdeva geomeetrias mangib olulist rolli invariandi moiste. Kéesolevas parag-
rahvis vaatleme teist jarku joone vorrandi invariante. Invariante kasutatakse teist
jarku joonte voi nende vorrandite klassifitseerimiseks. Olgu tasandil antud ristkoor-
dinaadisiisteem ja teist jarku joone vorrand. On ilmne, et selle vorrandi kordajad
soltuvad koordinaadisiisteemi valikust. Vorrandi invariandi all moistame vorrandi
kordajatest moodustatud algebralist avaldist, mille arvuline vaartus voi selle arvu-
lise védrtuse mérk (positiivne voi negatiivne) ei muutu iileminekul tasandi tihelt
ristkoordinaadisiisteemilt teisele. Kujundlikult 6eldes on vorrandi invariant pu-
hastatud koordinaadisiisteemi valikust tingitud juhuslikkuse “kestast” ning iseloo-
mustab joone geomeetrilist kuju. Vorrandi invariante kasutame teist jarku joonte
vorrandite klassifitseerimiseks. Toepoolest, kui kahe vorrandi invariandi vaartused
on erinevad, siis ei saa me iihegi koordinaadisiisteemi teisenduse abil iiht vorrandit
teiseks teisendada. Jarelikult kuuluvad nende vorranditega méaratud teist jarku
jooned erinevatesse klassidesse.
Olgu antud teist jarku joone vorrand

Ax* +2Bxy+ Cy* +2Dx +2Ey + F = 0. (10.20)

Seame sellele vorrandile vastavusse kolm vorrandi kordajatest moodustatud algeb-
ralist avaldist: o
c=TrM=A+C, 6 =|M|, A=|M| (10.21)

Tuletame meelde, et maatriksi peadiagonaali elementide summat, mida tédhistame
siimboliga ¢, nimetatakse maatriksi M jéljeks ja tdhistatakse Tr M.

Teoreem 25. Uleminekul tasandi tihelt ristkoordinaadisiisteemilt teisele ristkoor-
dinaadististeemile suuruste ¢, 0, A arvulised vddrtused ei muutu, st need on tasandi
uhelt ristkoordinaadisiisteemilt teisele tlemineku invariandid.

Toestus. Iga iileminek tasandi iihelt ristkoordinaadisiisteemilt teisele on reeperi
paralleelliikete (alguspunkti nihete) O — O’ ja baasi ortogonaalteisenduste

o 4 S VR
{0;é1,6}) = {0;¢],é5},

kus S on ortogonaalmaatriks, kompositsioon (jérjestikused teisendused) Vaatleme
eraldi reeperi paralleeliikke ja baasi ortogonaalteisenduse juhtu.

Reeperi paralleelliike. Olgu O — O’, kusjuures baas jadb muutumatuks
€, = €/,és = €, ning punkti O’ koordinaadid esialgses reeperis {O;é}, €} on
(u,v). Me juba teame, et reeperi paralleelliikke korral teist jarku joone vorrandi
pohimaatriks M ei muutu. Jarelikult ei muutu ka selle jilg ¢ ega determinant 9.

ditame, et ka laiendatud maatriksi M determinant ei muutu, st [M| = _,,kus
Nait t ka l datud triksi M det t tu, st |M M

109



M’ on laiendatud maatriks parast reeperi paralleelliiket. Laiendatud maatriksi M
kuju saab leida eelmises paragrahvis saadud valemite (?77), (10.18) abil. Nendest
jareldub, et

A B Au+ Bv+ D
M = B C Bu+Cv+ FE
Au+Bv+D Bu+Cv+ E Au?+2Buv + Cv?> +2Du+2Ev+ F

On lihtne ndha, et maatriksi M’ v&ib saada maatriksist M, liites kolmandale reale
kaks esimest rida, mis on korrutatud vastavalt arvudega u (esimene rida) ja v (teine
rida). Determinantide teooriast teame, et selline teisendus ei muuda maatriksi
determinanti. Jarelikult |M| = |M'| ja suuruse A véidrtus ei muutu.

Baasi ortogonaalteisendus. Vaatleme niiiid ristkoordinaatide teisenduse juh-
tu, mille korral reeperi alguspunkt ei muutu, kuid baas teisendub ortogonaalse {ile-
minekumaatriksi S abil. Lemma (1) toestuses tuletasime teist jarku joone vorrandi
pohimaatriksi teisendusvalemi

M =ST"MS. (10.22)

Kasutades maatriksi jélje omadust Tr(T'V) = Tr (V' T), kus T,V on suvalised
sama jarku ruutmaatriksid, ning iileminekumaatriksi ortogonaalsust, saame

TrM' =Tr (ST MS)=Tr(MSST)=Tr M.

Jarelikult suuruse ¢ véédrtus ei muutu. Kuna ortogonaalmaatriksi determinandi
ruut vordub tihega, saame valemist (10.22)

M| =[S M S| = [S]*|M] = |M]|.

Jarelikult suuruse ¢ védrtus ei muutu. Votame kasutusele ortogonaalteisenduse
laiendatud maatriksi plokkkujul

= S 0

=(01)

kus nullide all moeldakse kahest nullist koosnevaid plokke (esimeses reas paiknevad
need vertikaalselt ja teises reas horisontaalselt). On lihtne veenduda, et laiendatud
maatriks on ortogonaalmaatriks. Valemist (10.22) jéreldub, et teist jarku joone
vorrandi laiendatud maatriks teisendub valemi

M =535

jargi. Siit jareldub vahetult laiendatud maatriksi M determinandi invariantsus, st
A= A. m
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10.5 Elliptilist tiiiipi teist jarku jooned

Kaéesolevas ja jargmises paragrahvis vaatleme tsentraalsete teist jarku joonte klas-
sifikatsiooni, st eeldame, et § # 0. Eelmises paragrahvis néitasime, et J on teist
jarku joone vorrandi invariant, st selle vaartus ei muutu iileminekul {ihelt ristkoor-
dinaadisiisteemilt teisele. Jarelikult ei soltu tingimus d # 0 koordinaadisiisteemi
valikust. Seega, kui vaatleme tsentraalseid teist jarku jooni, st § # 0, siis on meil
kaks voimalust: kas 6 > 0, voi 6 < 0. Invariandi ¢ invariantsuse tottu ei ole tasandi
koordinaatide teisendamise teel voimalik teisendada teist jarku joont, mille korral
0 > 0, teist jarku jooneks, mille korral 6 < 0, ega vastupidi. See tédhendab, et
jagame tsentraalsete teist jarku joonte klassi kaheks mittelotkuvaks alamklassiks.

Definitsioon 22. Teist jarku joont nimetatakse elliptilist tiiiipi jooneks, kui § > 0,
ja hiiperboolset tiilipi jooneks, kui § < 0.

Kéesolevas paragrahvis klassifitseerime elliptilist tiiiipi teist jarku jooned. Olgu
(10.20) elliptilist tiilipi joone vorrand, st § > 0. Ristkoordinaadisiisteemi p6orde
abil viime selle kujule

AP+ C P +2DT+ 2B+ F =0. (10.23)

Seejarel korvaldame reeperi paralleelliikke abil lineaarliikmed, st viime vorrandi
(10.23) kujule

A"+ "+ F' =0. (10.24)
Meil on 6 = A”C"” > 0. Jarelikult on kordajatel A”, C"” sama maérk, st nad on kas
molemad positiivsed (A” > 0,C" > 0) voi molemad negatiivsed (A” < 0,C" < 0).
Seega on meil kokku kolm voimalust:

o [ #£ 0 ja F” mirk on vastupidine kordajate A”, C" maérgile. Teisendame
vorrandi (10.24) kujule

’ ’
:L.Q y2

_I_
F// F//
(-%) (&)
Kuna F” mérk on vastupidine kordajate A”, C” maérgile, siis
F// F//
>0 >0,

Defineerime arvud a, b arvude —F” /A", — F” /C" ruutjuurte positiivsete viér-

tustena, st
F// F//
a =+ —ﬁ, b = 4 —a

Niitid saab vorrandi (10.25) kirjutada kujul

=1. (10.25)

/

/2
S+ Z—z ~1. (10.26)
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o [ = 0 ja F” mirk on sama mis kordajatel A”, C"”. Eelmise punkti teisen-
dustega analoogiliste teisenduste abil saame vorrandi (10.24) viia kujule

2 :& | F F
_2+b_:_ , a_ A//’ b— O// (1027)

e F” = 0. Sel juhul saab vorrandi (10.24) viia kujule
2 +0Y =0, a=—+|A"], b=+/|C"|. (10.28)

Seda vorrandit rahuldab ainult iiks punkt, see on koordinaadisiisteemi algus-
punkt.

Vorrandites (10.26),(10.27) voime eeldada, et @ > b. Toepoolest, kui see nii ei
ole, teeme veel iihe koordinaadisiisteemi ortogonaalteisenduse = = v”, ¢ = 2’
(peegelduse esimese ja kolmanda veerandi nurgapoolitaja suhtes). Erijuhul a = b
on vorrand (10.26) koordinaatide alguspunktis asuva keskpunktiga ja raadiusega
a ringjoone vorrand. Seega késitleme ringjoont ellipsi erijuhuna.

Definitsioon 23. Teist jarku jooni, mille punktide koordinaadid rahuldavad vas-
tavalt vorrandeid (10.26), (10.27), (10.28), nimetatakse vastavalt ellipsiks, imagi-
naarseks ellipsiks ja kaheks imaginaarseks loikuvaks sirgeks. Vorrandeid (10.26),
(10.27), (10.28) nimetatakse vastavate joonte kanoonilisteks vorranditeks.

Seega saime elliptilist tiiiipi teist jarku joonte klassifikatsiooni. Tegime seda
koordinaadisiisteemi jarjestikuste teisenduste abil. Praktikas on teist jarku joone
tiitibi méaaramine koordinaadisiisteemi teisenduste ja teist jarku joone vorrandi
kanoonilisele kujule viimise teel to6mahukas tilesanne. Palju lihtsam on seda teha
invariantide abil. Koigi kolme elliptilist tiiiipi joone korral on teine invariant rangelt
positiivne ¢ > 0. Esimene ja kolmas invariant avalduvad vorrandi kordajate kaudu
jargmiselt: ¢ = A"+ C", A = A” C” F". Arvutades invariantide ¢, A mérgid ellipsi
korral, saame

A// C// F// 1S A S A

el R B I e

See tabel néitab, et invariantide mérgid muutuvad soltuvalt kordajate markidest,
kuid korrutisel ¢ A on alati miinusmérk. Seega, kui 6 > 0,¢ A < 0, siis on teist
jarku joon ellips.

Seega saab elliptilist tiilipi teist jarku joonte klassifikatsiooni esitada jargmise
tabelina:
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Joone nimetus Kanooniline vorrand 1) cA

2?2y

FEllips —+ 5 =1 d>0|¢A<O0
a’>  b?
22 P

Imaginaarne ellips — + i -1 0>0]c¢cA>0
a

Imaginaarsed sirged |  a*>2? +b*y>=0 |d6>0] A=0

10.6 Hiiperboolset tiiiipi teist jarku jooned

Kéesolevas paragrahvis eeldame, et 6 < 0, st vaatleme hiiperboolset tiilipi teist
jarku jooni. Eeldame, et teist jarku joone vorrand on koordinaattelgede poorde ja
koordinaatide alguspunkti paralleelliikke abil juba viidud kujule

A"+ C" P+ F' = 0. (10.29)
Kuna § = A” C" < 0, siis on kordajatel A”, C" erinevad mérgid.

1. F” # 0. Viies F” miinusmérgiga vorrandi paremale poolele ja jagades vor-
randi molemad pooled arvuga F”, saame vorrandi (10.29) kirjutada kujul

i.2 ?}2
— - = 1. (10.30)
A// C//

Voime eeldada, et selles vorrandis on kordajatel A”, F” erinevad mérgid. Toe-
poolest, kui see nii ei ole, st neil on sama maérk, siis nimetame koordinaadid
timber peegeldust teisendusena kasutades ning siis saab uue koordinaadi x
kordajaks C”, mille mérk on vastupidine A” margile ja seega ka F” maérgile.
Defineerime positiivsed arvud a, b valemitega

F// F/l
2 2
a = _ﬁ’ b* = E
Vorrandi (10.30) saab niitid kirjutada kujul

/2

/2
?
w1l (10.31)

2. F” = 0. Vorrandi (10.29) saab viia kujule a? 22 —b? 2 = 0, kus a®> = A", 1? =
C",a > 0,b > 0. Vasak pool on ruutude vahe ning seda saab esitada korru-

tisena
(az —by)(ax+by) =0. (10.32)
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Jarelikult koosneb teist jirku joon kahest loikuvast sirgest az — by = 0 ja
az + by = 0. Sirged 16ikuvad koordinaadisiisteemi alguspunktis.

Seega sisaldab hiiperboolset tiilipi teist jarku joonte klassifikatsioon ainult kahte
liiki jooni.

Definitsioon 24. Teist jarku joont, mille punktide koordinaadid rahuldavad vor-
randit (10.31), nimetatakse hiiperbooliks. Vorrandit (10.31) nimetatakse hiiperbooli

kanooniliseks vorrandiks. Teist jarku joont, mille punktide koordinaadid rahulda-
vad vorrandit (10.32), nimetatakse kaheks loikuvaks sirgeks.

Hiiperboolset tiitipi joonte klassifikatsiooni invariantide abil saab esitada jarg-
mise tabelina

Joone nimetus | Kanooniline vorrand 1) A
22 P

Hiiperbool — 5 =1 0<O0|A#£0
a b2

Loikuvad sirged a’z? — b2 =0 0<0|A=0

10.7 Paraboolset tiiiipi teist jarku jooned

Definitsioon 25. Teist jarku joont nimetatakse paraboolset tiilipi jooneks, kui
0 =0.

Kaesolevas paragrahvis leiame paraboolset tiiiipi teist jarku joonte klassifikat-
siooni. Olgu ¢ = 0, kuid vdhemalt iiks determinantidest d,,, 9, on nullist erinev.
Sel juhul siisteemil (10.19) lahendit pole, st me ei saa koordinaatide paralleelliik-
kega samaaegselt viia nulli D ja E. Jarelikult peame uurimist alustama vorrandist
(10.23). Tingimusest § = 0 jareldub, et ainult tiks koefitsientidest A’, C’ on vordne
nulliga, sest molemad ei saa olla nullid. Uldsust kitsendamata voime eeldada, et
A" =0,C" # 0 (vajaduse korral nimetame koordinaadid timber). Siis votab vorrand
(10.23) kuju

C'P4+2D's +2E'§+ F' = 0. (10.33)

Arvutame determinandid ,, 0, vorrandi (10.33) korral. Saame

A D
511: B E —\E E =D'C".

_‘D’ 0

‘D’ B’
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Kuna viahemalt iiks kahest determinandist peab olema nullist erinev, ent ¢, on
null, jareldame, et determinant 9, peab olema nullist erinev. Siit jareldub D’ # 0.
Kirjutame vorrandi (10.33) kujul

E/ ~ (E/)Q F/ (EI)Z

ay+W)+2D (:i"f‘

2D 2D’C’) -

Cl (g2_+_2

Esimene liige on téisruut. Seetottu saame eelmise vorrandi iimber kirjutada kujul

v B ., (B
C(y+5) +2D($+@—2D/0/)—

Tehes koordinaadisiisteemi paralleelliikke

/ 3 F (E/)2
NSV Yo el
/ P (10.34)
Yy = g + 5)
teisendame vorrandi kujule
C'y? +2D't = 0. (10.35)

Jagades molemad pooled kordajaga C’ ja viies teise lilkme vorrandi paremale
poolele, saame

’ 2D/ /
2 = — o & (10.36)
Kui D'/C" < 0, siis tdhistame p = —D'/C" > 0. Kui D'/C" > 0, péérame z-telje
vastassuunaliseks (koordinaadisiisteemi peegeldus y-telje suhtes) & = —z,y = ¢ ja
tahistame p = D’/C" > 0. Molemal juhul saame vorrandi
v =2p%, p>0. (10.37)

Definitsioon 26. Teist jarku joont, mida médrab vorrand (10.37), nimetatakse
parabooliks. Vorrandit (10.37) nimetatakse parabooli kanooniliseks vorrandiks.

Seega on paraboolset tiiiipi joonte klassifikatsiooni esimeseks teist jarku jooneks
parabool. Parabool on iiheselt méaaratud tabelis esitatud invariantide véartuste
kogumiga:

Joone nimetus | Kanooniline vorrand 1) A

Parabool y? = 2px,p >0 0=0|A#0
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Edasine teist jarku joonte klassifikatsioon sisaldab nii-6elda kodunud jooni, st pa-
ralleelseid sirgeid, imaginaarseid paralleelseid sirgeid ja kokkulangevaid sirgeid.
Nende teist jarku joonte korral 6 = A = 0. Seetottu ei piisa nende joonte erista-
miseks invariantide abil varem kasutusele voetud invariantidest ning selleks voe-
takse kasutusele veel iiks invariant. Me ei hakka nendesse tliksikasjadesse siivenema,
kuna nimetatud teist jarku jooned pakuvad viahem huvi kui eespool uuritud jooned.
Klassifitseerime need teist jarku jooned vorrandi teisenduste abil.

Olgu niiid 6 = 9, = 9, = 0. Nagu eelmises punktis, on tingimus 6 = 0
samavédrne tingimusega A’ = 0, C" # 0. Sellest jareldub 9, = 0. Viimane tingimus
d, = 0 toob kaasa D" = 0. Asendades koik selle vorrandisse (10.33), saame

C'P+2E §+F =0.

Jagades molemad pooled kordajaga C’ ja taiendes tdisruuduks, viime saadud vor-
randi kujule

E F’ E'\?
(7 + ( > = 0.

2
o te o
Tehes paralleelliikke © = 7,y = § + E'/C’ ja tihistades
F’ E'\2
F-z-(5)

viime vorrandi kujule

?}2 + F// — O.
Kui selles vorrandis F” < 0, siis saab vorrandi viia kujule 7?2 — a®> = 0, kus
a’> = —F" a > 0. Teist jirku joon, mida selline vorrand médrab, koosneb ka-
hest paralleelsest sirgest = —a,y = a. Sarnaselt, kui F” > 0, saab vorrandi

viia kujule 2 + a? = 0. Sellel vorrandil pole lahendeid reaaltasandil. Seetottu ni-
metatakse vastavat teist jarku joone vorrandit imaginaarsete paralleelsete sirgete
paariks. Lopuks, kui F” = 0, siis teist jirku joone vorrand on g? = 0. On ilmne,
et teist jarku joon, mida mé&arab selline vorrand, on x-telg. Kuna vasakul poolel
seisab y-koordinaadi ruut, siis ldbime justkui kaks korda z-telje. Seetottu nime-
tatakse teist jirku joont, mida midrab vorrand g? = 0, dhtivate sirgete paariks.
Sellega on teist jarku joonte vorrandite klassifikatsioon lopetatud.
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11 Ellips

Uks teist jarku joonte klassifitseerimisel saadud koveratest on ellips. Ellipsi vor-
randit kasutades uurime selle siimmeetriaid, geomeetrilist kuju ja geomeetrilisi
omadusi. Ellips on ovaalse kujuga, st seda voib vaadelda deformeeritud ringjoo-
nena. Ringjoone puhul on oluliseks punktiks selle keskpunkt. Analoogilist rolli
mangivad ellipsi puhul selle kaks fookust. Ellipsit kasutatakse sageli arhitektuuris
ja tehnikas. Paikesestisteemi ehitusest teame, et planeedid tiirlevad timber Paikese
mo6da orbiite, mis on ellipsid. Seejuures paikneb Péike ellipsi {ihes fookuses. Tuleb
mérkida, et Maa orbiit on kujult viga ldhedane ringjoonele, kuid rangelt vottes
on see ellips.

11.1 Kanooniline vorrand, ekstsentrilisus

Ellipsi definitsioon saadi eelmises paragrahvis teist jarku joonte vorrandite klassi-
fikatsiooni tulemusena. Ellips mééaratleti kanoonilise vorrandi abil

2 2

%+z—2:1,a26>0, (11.1)
mis saadi esialgse koordinaadisiisteemi teisenduste kaudu. Sellest jareldub, et ellipsi
vorrandil on kuju (11.1) vaid spetsiaalses koordinaadisiisteemis, mida nimetatakse
ellipsi kanooniliseks koordinaadisiisteemiks. Kéesolevas paragrahvis uurime, kui-
das geomeetriliselt konstrueeritakse ellipsi kanooniline koordinaadisiisteem. Ellipsi
geomeetriline kuju on néidatud joonisel 31. Uurime ellipsi kanoonilist vorrandit
ja geomeetrilist kuju. Joonisel 31 ndeme, et ellips 16ikab kanoonilise koordinaadi-
stisteemi koordinaattelgi jargmistes punktides: A(—a,0), B(a,0) (asuvad z-teljel),
C(0,b), D(0, —b) (asuvad y-teljel). Neid nelja punkti nimetatakse ellipsi tippudeks.
Sellest jareldub, et 16igu AB pikkus on 2a, st |AB| = 2a. Nii 16iku AB kui ka selle
pikkust, st arvu 2a, nimetatakse ellipsi suuremaks teljeks. Loike OA, OB ja arvu
a nimetatakse ellipsi suuremaks poolteljeks. Loiku DC' ja selle pikkust, st arvu 2b,
nimetatakse ellipsi vdiksemaks teljeks. Vastavalt nimetatakse 1oike OD, OC' ja nen-
de pikkusi, st arvu b, ellipsi vdtksemaks poolteljeks. Ellipsi teljed on selle olulised
karakteristikud.

Pole raske mérgata, et ellips on stimmeetriline koordinaattelgede suhtes. Olgu
P(xq, o) ellipsi punkt, st arvud zg, yo rahuldavad ellipsi vorrandit (11.1). On liht-
ne veenduda, et sel juhul kuuluvad ellipsile ka punktid Q(—zo, vo), R(xo, —yo), mis
saadakse punkti P peegeldamisel koordinaattelgede suhtes, st nende koordinaadid
rahuldavad ellipsi vorrandit (11.1). See tédhendab, et kanoonilises koordinaadisiis-
teemis on koordinaatteljed ellipsi simmeetriateljed. Lisaks on ellips siimmeetriline
ka koordinaadisiisteemi alguspunkti suhtes, st kui ellipsi punkt P(xzq,yo) peegel-
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D

Joonis 31: Ellips.

dada alguspunkti suhtes, siis saadakse punkt T'(—xg, —yo), mis on samuti ellipsi
punkt.

Definitsioon 27. Kui tasandi kover on mingi punkti O suhtes stimmeetriline,
siis nimetatakse punkti O kovera keskpunktiks ja koverat nimetatakse sel juhul
tsentraalseks.

Seega néeme, et ellipsi korral on tdidetud nii tsentraalsuse algebraline tingimus
0 # 0 kui ka eespool antud definitsioonis esitatud geomeetriline tingimus. Seega
on ellipsi keskpunkt kanoonilise koordinaadisiisteemi alguspunkt. Kui sirge labib
ellipsi keskpunkti ja loikab ellipsit punktides R, S, siis loiku RS nimetatakse ellipsi
diameetriks.

Lause 10. Ellipsi siimmeetriateljed on ellipsi kanoonilise koordinaadististeems tel-
jed, kusjuures ellipsi suurem telg patkneb x-teljel. Ellipsi keskpunkt on ellipsi ka-
noonilise koordinaadisiisteemi alguspunkt.

Kuna a > b, defineerime reaalarvu ¢ valemiga
c=+va*— b2 (11.2)

Punktid Fi(—c,0), Fy(c,0) asuvad abstsissteljel siimmeetriliselt koordinaatide al-
guspunkti suhtes. Neid punkte nimetatakse ellipsi fookusteks. Edaspidi nimetame
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punkti F} ellipsi vasakpoolseks fookuseks ja punkti Fy parempoolseks fookuseks.
Seega, kui iitleme, et ellips on antud, peame silmas, et on antud selle fookused ja
suurem pooltelg a. Nende andmetega on ellips iiheselt méaratud. Toepoolest, foo-
kustevahelise kauguse jagamisel kahega saame arvu c¢ ning ellipsi viiksema pool-
telje b arvutame valemi (11.2) jargi. Seega on olemas koik kanoonilise vorrandi
jaoks vajalikud andmed, st poolteljed a,b. Lause 10 kohaselt on ellipsi kanooni-
lise koordinaadisiisteemi abstsissteljeks ellipsi siimmeetriatelg, mis 1labib fookusi.
Kanoonilise koordinaadisiisteemi ordinaatteljeks on sirge, mis labib fookuste moo-
dustatud 16igu keskpunkti (ellipsi keskpunkti) ja on abstsissteljega risti. Mérgime,
et nimetatud koordinaattelgede positiivsed suunad voib valida suvaliselt, sest el-
lipsi kanooniline vorrand sellest ei soltu.

Definitsioon 28. Arve
c b?

E=—, P=—
a a

nimetatakse vastavalt ellipsi ekstsentrilisuseks ja fokaalparameetriks.

Uurime ellipsi geomeetrilise kuju soltuvust ekstsentrilisuse vaartusest. Ekst-
sentrilisuse definitsioonist jareldub, et 0 < & < 1. Kujutame ette, et ellipsi foo-
kused liiguvad iihesuguse kiirusega modda abstsisstelge ellipsi keskpunkti poole,
kuid ellipsi tipud A, B (mis asuvad abstsissteljel) jadvad paigale. See tahendab, et
ellipsi suurem telg 2a ei muutu, kuid arv ¢ viheneb. Kuna b? = a? — ¢, siis ellipsi
vaiksem telg suureneb, st ellipsi tipud D, C' (mis asuvad ordinaatteljel) eemaldu-
vad ellipsi keskpunktist. Tuletame meelde, et tipud A, B jaavad paigale. Jarelikult
hakkab ellips ordinaattelje sihis pikenema ja selle kuju liheneb koordinaatide algus-
punktis asuva keskpunktiga ning raadiusega a ringjoone kujule. Piirjuhul saame
¢ = 0,a = b,e = 0, mis vastab ringjoonele. Siit jireldame, et mida véiksem on
ellipsi ekstsentrilisus, seda ldhemal on selle geomeetriline kuju ringjoone kujule.
Ja vastupidi, mida ldhemal on ekstsentrilisuse vaartus arvule 1, seda piklikum on
ellips oma suurema telje sihis. On teada, et Paikesesiisteemi planeedid liiguvad
iimber Péikese elliptilistel orbiitidel. Maa orbiidi ekstsentrilisus on 0,0167, st Maa
orbiit on peaaegu ringjoon. Marsi orbiidi ekstsentrilisus on 0,094, st Marsi orbiit on
Maa omast piklikum. Edaspidi huvitab meid just ellips, mitte ringjoon. Seetottu
valistame edaspidi juhu a = b ja eeldame, et a > b, st 0 < e < 1.

11.2 Fokaalraadiused

Loike, mis iihendavad ellipsi punkti selle fookustega, nimetatakse fokaalraadius-
teks. Joonisel 31 on naidatud punkti P fokaalraadiused, so loigud Fi P, Fy P. Edas-
pidi nimetame nende 16ikude pikkusi r = |F} P|, 7 = |F2P| samuti fokaalraadius-
teks.
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Teoreem 26. Kui punkt P(x,y) on ellipsi punkt ja r1,ro on selle fokaalraadiused,
siis kehtivad valemid
T =a-+Exr, ro—=a—Ex.

Toestus. Kasutades kahe punkti vahelise kauguse valemit, leiame, et fokaalraadius
r1 avaldub jargmiselt:

=/ (z+c)? + 2 (11.3)
Punkt P asub ellipsil, jarelikult rahuldavad selle koordinaadid vorrandit (11.1).
Avaldame y?:

vV
ja asendame selle vorrandisse (11.3). Saame
212 2,2
ro= %@+¢P+W—~%}:\ﬂ?+&m+§+b%—;§
a a
2 _p2 2
= \/a s—a% +2cx +a? = \/C—2x2+2cx+a2
a a

= /(ex)? 4 2cx + a2 = \/(ex)? + 2acx + a® = a + ex.
Teise valemi toestus on analoogiline. ]

Teoreem 27. Olgu ellipsi suurem telg 2a, ellipsi fookused asugu punktides F, Fy
ning |F1Fy| = 2c. Punkt P on ellipsi punkt parajasti siis, kui selle fokaalraadiused
rahuldavad tingimust

|F1P| + |F2P| = 2a,

st fokaalraadiuste summa on vordne ellipsi suurema teljega.

Toestus. Jagame toestuse kaheks osaks.

Tarvilikkus. Margime, et teoreemi sonastuses ei radgita iihestki tasandi koordi-
naadististeemist. Koik suurused, st suurem telg, fokaalraadiused ja fookustevaheli-
ne kaugus, on invariantsed geomeetrilised suurused, mis ei soltu koordinaadisiistee-
mist. Tingimuse |F}P|+ |FoP| = 2a tarvilikkuse toestamiseks votame kasutuse-
le koordinaadisiisteemi ja teeme seejarel vajalikud arvutused. Koige sobivam on
ellipsi kanooniline koordinaadisiisteem. Eelmisest punktist teame, et kanoonilise
koordinaadisiisteemi abstsisstelg 1dbib ellipsi fookusi, ordinaattelg on abstsisstel-
jega risti ja labib loigu F} F5 keskpunkti, st ellipsi keskpunkti. Varustame tasandi
selle koordinaadisiisteemiga. Olgu ellipsi punkti P koordinaadid selles koordinaa-
disiisteemis (x,y). Siis rahuldavad need koordinaadid ellipsi kanoonilist vorrandit

2

2
%+%:Lb:#ﬁ_§>0 (11.4)
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Selles koordinaadisiisteemis kehtivad ka varem toestatud valemid, st vy = a +
exr, ry = a—e¢ex, kus 1y = |F1P|,ry = |F»P|. Nendest jareldub vahetult, et
L+ Ty = 2a.
Piisavus. Oletame, et punkti P korral kehtib vordus r; + ro = 2a. Néitame, et
leidub tasandi ristkoordinaadisiisteem, milles punkti P koordinaadid x,y rahul-
davad ellipsi kanoonilist vorrandit (11.4). Ristkoordinaadisiisteemi konstrueerime
jargmiselt:

e abstsissteljeks votame fookusi Fh, Fy labiva sirge, mille positiivse suuna maé-

rab vektor Fﬁ ,

e koordinaadisiisteemi alguspunktiks O votame loigu FiF5, keskpunkti,

e ordinaatteljeks votame sirge, mis ldbib punkti O ja on abstsissteljega risti.

Selles ristkoordinaadisiisteemis on punktide Fi, Fy koordinaadid vastavalt (—c,0),
(c,0) ja vorduse r; 4+ o = 2a voime kirjutada kujul

Vi(e+e)?+12+/(z— ) + 12 = 2a.

Viime teise liidetava vasakult poolelt paremale poolele

(x+c)?+y?>=2a—+/(x—c)®+y?
ning tostame molemad pooled ruutu. Saame
22 4 2cx + A+ y* = 4a® — dar/(z — )2 + 2 + 27 — 2cx + A + P
Koondades sarnased liikmed
%+20$+/+yzz4a2—4a\/m+/j—20x+ﬁz+yz,

saame
a® —cx = av/(z — ¢)? + 12

ehk

a? — cx = a\/a2 — 2cx + 2 + 12
Tostes molemad pooled ruutu, saame

a* — 2ca’x + a? = a’x? — 2ca’x + a*c + a*yt.

Koondades sarnased liikmed, saame
(a® — A)a? + a’y* = a* (a® — &2).
Olgu b* = a® — 2, b > 0. Eelmise vorrandi kirjutame kujul

1172 y2
2tE=h

ning sellega on toestus lopetatud. [l
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Toestatud teoreemis on antud tarvilik ja piisav tingimus selleks, et tasandi
punkt oleks ellipsi punkt. Nagu eespool juba mérgitud, ei sisalda see tingimus
viidet iihelegi tasandi koordinaadisiisteemile ning on sonastatud geomeetriliselt
invariantsetes terminites. Seetottu voime anda ellipsi geomeetrilise definitsiooni,
mis on samavéaérne eespool antud definitsiooniga ega sisalda vorrandeid ega koor-
dinaadisiisteeme.

Definitsioon 29. Fikseerime kaks positiivset reaalarvu a > 0,¢ > 0, kus a > c,
ja kaks erinevat tasandi punkti Fy, Fy nii, et |F}Fy| = 2c. Ellipsiks nimetatakse
siis tasandi punktide hulka, mille kauguste summa kahest antud punktist F}, Fy
on konstantne ja vordne arvuga 2a.

Ellipsi omadust r + ro = 2a kasutatakse praktilistes iilesannetes ellipsi konst-
rueerimiseks. Paberile mérgitakse kaks punkti (ellipsi fookused). Seejérel voetakse
mitteelastne niit voi painduv traat, mille pikkus on suurem kui margitud punktide
vaheline kaugus. Niidi otsad kinnitatakse naiteks noeltega margitud punktidesse.
Pliiatsi teraga tommatakse niit pingule nii, et see toetuks paberile ja niidi osad
mérgitud punktidest pliiatsi terani oleksid sirged. Kui niiiid pliiatsit paberil liigu-
tada, niiti lodvendamata, siis joonistab pliiatsi tera ellipsi.

Joonis 32: Ellipsi konstrueerimine niidi ja pliiatsi abil

11.3 Juhtsirged

Definitsioon 30. Ellipsi kanoonilises koordinaadisiisteemis nimetatakse sirgeid

ellipsi juhtsirgeteks.
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Teoreem 28. Olgu antud ellips

ZE2 y2
PER

ja selle punkt P(z,y). Kui d on punkti P(x,y) kaugus juhtsirgest v = a/e (x =
—a/e) ning r = |PFy| (r = |PFi|) on punkti P(z,y) parempoolne fokaalraadius
(vasakpoolne fokaalraadius), siis kehtib vordus

L.
d—.

=£

,
d
Téestus. Teoreemi 26 kohaselt avaldub fokaalraadius r = |F, P| jargmiselt:
r=a-—ex.

Punkti P kaugus d juhtsirgest x = a/e on d = a/e — x. Seega

r a—ex
- = =ec.
d ale—x

Kehtib ka vastupidine viide.
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Teoreem 29. Olgu tasandil antud sirge £, sellel mitteasuv punkt F ja arv 0 <
e < 1. Olgu P tasandi punkt, d punkti P kaugus sirgest £ ja r = |FP|, st r
on punktide F ja P vaheline kaugus. Tasandi punktide hulk, mille korral kehtib
tingimus

=, (11.5)

on ellips.

Toestus. Ellipsi definitsiooni kohaselt peame néitama, et tasandil leidub selline
ristkoordinaadisiisteem, milles hulga (11.5) iga punkti koordinaadid rahuldavad
ellipsi kanoonilist vorrandit. Olgu A punkti F' kaugus sirgest .Z. Enne ristkoordi-
naadisiisteemi konstrueerimist defineerime kolm positiivset reaalarvu

he he he?

a= b=

1_827 ma 02—1_52.

On lihtne veenduda, et nende arvude vahel kehtivad seosed

c
— =g, a®* = =0 a>b
a

Ristkoordinaadisiisteemi tasandil konstrueerime jargmiselt:

e abstsisstelg labib punkti F risti sirgega - ning abstsisstelje positiivne suund
on suunatud punktist F' sirge . poole,

e abstsissteljel madrame punkti O nii, et ]O? | = ¢ ja vektori OF suund langeb
kokku abstsisstelje positiivse suunaga,

e ordinaattelg on abstsissteljega risti ja 1dbib punkti O (positiivse suuna voib
valida suvaliselt).

Meie konstrueeritud koordinaadististeemis on punkti F' koordinaadid (¢, 0). Olgu
(x,y) punkti P koordinaadid selles koordinaadisiisteemis. Siis

r=|PF|=+/(x—c)?+y>

Punkti P kauguse sirgest .Z saame avaldada jargmiselt:

he? h a
+h—x= —r=-—z.
€

d:c—i-h—le_62 =

Asendades leitud avaldised r ja d valemisse (11.5), saame

V(=2 +y2=a—cu.
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Tostes selle vorrandi molemad pooled ruutu, saame
2+ Yyt =a’ e
Asendades sellesse vorrandisse

b2
Egzl—g, 02:a2—b2,

viime eelmise vorrandi ellipsi kanoonilisele kujule

2 P
St =L

Jéarelikult on tasandi punktide hulk, mille koordinaadid rahuldavad tingimust (11.5),

ellips. O

Teoreemidest (33), (29) jareldub, et tingimus

— =
d

on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et seda tingimust rahuldavate tasandi punk-

tide hulk oleks ellips. Jérelikult voime votta selle tingimuse ellipsi definitsiooni

aluseks. Mérgime, et see tingimus on geomeetriliselt invariantne, st ei soltu koor-

dinaadisiisteemi valikust.

Definitsioon 31. Olgu tasandil antud punkt F', seda punkti mitteldbiv sirge £
jaarv 0 < e < 1. Olgu P tasandi punkt, r selle kaugus punktist F' ja d selle kaugus
sirgest .Z. Tasandi punktide hulka, mis rahuldavad tingimust

T
Fiala

nimetatakse ellipsiks.

11.4 Parameetriline vorrand

Kéesolevas paragrahvis tuletame ellipsi parameetrilise vorrandi. Kéesoleva kons-
pekti esimeses osas vaadeldi sirgete ja tasandite parameetrilisi vorrandeid. Sirge
parameetriline vorrand maéaérab iiksiihese vastavuse reaalarvude hulga R ja sirge
punktide vahel, st igale sirge punktile vastab iiks ja ainult tiks reaalarv. Laiendades
seda moistet tasandi koveratele, moistetakse tasandi kovera parametriseerimise all
reeglit, mis seab igale hulka Z C R kuuluvale reaalarvule vastavusse kovera punkti.
Hulgateoreetilisest seisukohast nimetatakse kovera parametriseerimiseks kujutust
&7 — C, kus C on tasandi kovera punktide hulk. See definitsioon on muidugi
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liiga iildine ja vajab tépsustamist. Esiteks voib selles definitsioonis reaalarvude
hulk J olla lahtine intervall, poollahtine intervall voi kinnine 16ik. Lubatud on ka
Iopmatute hulkade kasutamine, néiteks [v, 00). Tavaliselt noutakse, et kujutus &
oleks bijektiivne.

Kui tasandil on antud ristkoordinaadisiisteem (O;z,y), siis kovera C suvalise
punkti £(¢) koordinaadid parametriseeringus & voib esitada kujul

§(t) = (f(2),9(t), teT, (11.6)

kus f(¢), g(t) on muutuja ¢ funktsioonid ning nende funktsioonide maaramispiir-
kond on reaalarvude hulk Z. Muutujat ¢ nimetatakse kovera C parameetriks ja
(11.6) nimetatakse selle kovera parameetriliseks vorrandiks.
Olgu antud ellips
2 2

T Y

) + 5] =1.
Konstrueerime kaks ringjoont keskpunktiga koordinaatide alguspunktis ja raadius-
tega b ja a. Seejarel tombame koordinaatide alguspunktist kiire, mis moodustab

abstsissteljega nurga ¢, nagu on néidatud joonisel 33. Olgu (z,y) ellipsil asuva

Y

Joonis 33: Ellipsi parameetriline vorrand
punkti M koordinaadid. Avaldame selle ellipsi punkti koordinaadid nurga ¢ kaudu.
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Meil on

{w = 0| = [0Q| cost = a cost, (1.7)

y=|MQ'|=|PP|=|OP|sint =bsint.

Veendume, et tasandi punkt koordinaatidega (a cost,b sint) on iga t vadrtuse
korral ellipsi punkt. Toepoolest

22 y*  (acost)? (bsint)? ) o
EjLﬁ: = + 72 =cos”t+sin“t = 1.

Defineerime kujutuse ¢ : [0,271) — &2 valemiga
£(t) = (a cost,b sint). (11.8)

See kujutus seab igale poolintervalli [0, 27) kuuluvale reaalarvule vastavusse ellipsi
punkti, mistottu (11.8) nimetatakse ellipsi parameetriliseks vorrandiks. Méargime,
et kujutus £ maarab bijektiivse vastavuse poolintervalli [0, 27) punktide ja ellipsi
punktide vahel.
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12 Hiiperbool

Selles peatiikis uurime hiiperbooli geomeetrilist kuju, siimmeetriaid ja omadusi.
Hiiperbooli vorrand saadi 10. peatiikis teist jarku joonte klassifitseerimise kdigus.
Hiiperbooli kanooniline vorrand on kujul

2 2

%—Z—Qzl, a>0,b>0. (12.1)
Arvud a, b nimetatakse hiiperbooli pooltelgedeks, kusjuures a on hiiperbooli reaal-
pooltelg ja b on imaginaarpooltelg. Me ndeme, et hiiperbooli kanooniline vorrand
erineb ellipsi kanoonilisest vorrandist ainult mérgi poolest vorrandi vasakul poo-
lel. Sellest hoolimata erinevad hiiperbooli geomeetrilised omadused oluliselt ellipsi
geomeetrilistest omadustest. Kuna ellipsi ja hiiperbooli vorrandid erinevad ainult
vasaku poole teise liikme ees oleva margi poolest, on teoreemide toestused viga
sarnased. Seetottu esitame need lithendatud kujul, kuna iiksikasjalikult on need

esitatud ellipsi késitlevas peatiikis.

12.1 Hiiperbooli struktuur ja siimmeetriad

Uurime hiiperbooli, mida méérab vorrand (12.1), geomeetrilist kuju. Lahendame
vorrandi 4% suhtes. Saame Y
b*(z* —a
Y = % (12.2)
Sellest vorrandist jiareldub, et kui 2% < a2, st vahemikus —a < x < a, ei ole vorran-
dil reaalarvulisi lahendeid. See tdhendab, et kahe ordinaatteljega paralleelse sirge
xr = —a,x = a vahel ei ole hiiperboolil punkte. Teisisonu, koik hiiperbooli punktid
asuvad véljaspool eespool mainitud riba. Kui z = +a, on vorrandil (12.2) ainus
lahend y = 0. Seega l6ikab hiiperbool abstsisstelge punktides (—a,0), (a,0). Neid
punkte nimetatakse hiiperbooli reaaltippudeks. Kui x = 0, siis vorrandil (12.2) ei
ole reaalarvulisi lahendeid. Jarelikult ei l1oika hiiperbool ordinaattelge. Seetottu ni-
metatakse punkte koordinaatidega (0, b) ja (0, —b) hiiperbooli imaginaartippudeks.
Punkte koordinaatidega (0,b) ja (0, —b) nimetatakse ka ebatippudeks.
Juhul, kui # < —a v6i & > a, on vorrandil (12.2) kaks lahendit

y = igm.
Sel juhul on meil neli hiiperbooli punkti abstsissidega x ja —x:
Pi(~a, V=), Pyfa, N ),
Qi(—=, —S\/W), Qa(z, —SM).
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On lihtne néha, et punktid P, P, ja ka punktid @)1, Q> on siimmeetrilised ordi-
naattelje suhtes. Samal ajal on punktid P, @; ning punktid P, ()2 stimmeetrilised
abstsisstelje suhtes. Niisiis jouame jéareldusele, et kogu hiiperbool asub véljaspool
riba, mis on piiratud sirgetega x = —a, r = a. Sealjuures on hiiperbool stimmeet-
riline koordinaattelgede suhtes. See tdhendab, et hiiperbooli kanoonilise koordi-
naadislisteemi teljed on tema stimmeetriateljed. Hiiperbool koosneb kahest osast,
mida nimetatakse tema harudeks. Hiiperbooli kuju on ndidatud joonisel 34. Tavali-

Joonis 34: Hiiperbool, selle tipud ja asiimptoodid.

selt uuritakse kovera geomeetrilist kuju sirgete parve abil. See tdhendab, et valime
mingi sirgete parve ja otsime nende sirgete loikepunkte koveraga. Antud juhul
kasutame koordinaadisiisteemi alguspunkti ldbivate kaldsirgete parve. Iga sellise
sirge vorrandi saab esitada kujul y = kx, kus k on sirge tous. Seega on sirge tous
k selle sirgete parve parameeter. Loikepunktide koordinaadid on vorrandisiisteemi

lahendid:

A |

{a2 v (12.3)
y = kx.

Lahendades selle vorrandisiisteemi 22 suhtes, saame

212
2 a‘h

Seega, kui b* — k%a? < 0, siis vorrandisiisteemil (12.3) ei ole lahendeid. Geomeet-
riliselt tahendab see, et sirged y = kx tousuga k < —b/a voi k > b/a ei 16ika
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hiiperbooli. Kui aga sirge tous jadb vahemikku —b/a < k < b/a, siis vastav sirge
loikab hiiperbooli kahes punktis

R < ab abk ) R ( ab abk )

"V -k Vi —k2a) P\ ViR — ka2 VIR —k2a)
Leitud koordinaadid néitavad, et punktid R;, R; on koordinaatide alguspunkti
suhtes stimmeetrilised. Sellest jareldub, et ka kogu hiiperbool on koordinaatide al-
guspunkti suhtes stimmeetriline. Jarelikult on koordinaatide alguspunkt hiiperboo-
li keskpunkt. Seega saab meie poolt varem kasutusele voetud joone tsentraalsuse
algebraline definitsioon (6 # 0) hiiperbooli korral geomeetrilise pohjenduse, sest
néitasime, et hiiperboolil on keskpunkt.

Yy

Loikamine sirgega y = kx
Joonis 35: Hiiperbooli astimptoodid

Uurides vorrandi (12.4) lahendite soltuvust tousust k, leidsime, et kui tous
rahuldab tingimust ? — k?a? < 0, siis vorrandil ei ole lahendit. Siiski tuleb siin
tapsustada. Kui on tdidetud tingimus b? — k%a? < 0, siis vorrandil ei ole reaalarvu-
lisi lahendeid, kuid see voib olla lahendatav kompleksarvude korpuses. Kui aga on
tédidetud vordsus b* — k?a? = 0, st k = +b/a, siis murru nimetaja muutub nulliks ja
vorrandil ei ole lahendit ei reaalarvude ega kompleksarvude korpuses. Niisiis mén-
givad kaks sirget tousuga k = +b/a olulist rolli hiiperbooli geomeetrilise struktuuri
uurimisel.

Definitsioon 32. Sirgeid
b b
y=-——-x, y=-2x
a a

nimetatakse hiiperbooli (12.1) astimptootideks.

130



Teoreem 30. Olgu antud hiiperbool

ZL'2 y2

pra T

ja olgu Ry(x,y), kus x > 0, y > 0, selle hiiperbooli punkt. Tihistame tihega d

punkti Ry kauguse astimptoodist

b
y=—=x.
a

Kui punkt Ry litgub médda hiiperbooli nii, et selle abstsiss kasvab pitramatult, st
T — 00, sits punkti Ry kaugus astimptoodist liheneb nullile, st

d— 0.

Joonis 36: Hiiperbooli haru ldhenemine astimptoodile

Toestus. Teoreemis késitletakse punkti kaugust sirgest. Tuletame meelde, et kui
tasandi sirge on antud {ildvorrandiga Az + By + C' = 0, siis punkti P(u,v) kaugus
sellest sirgest arvutatakse valemiga

g |Au + Bv + C|
= VEr B

Rakendades seda valemit hiiperbooli punktile R;(z,y) ja astimptoodile y = §x7
saame kauguse

g |bx — ayl

Ny
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Néitame, et punkti R; kaugenemisel modda hiiperbooli ldheneb kaugus d nulli-
le. Selleks on mugav kasutada hiiperbooli parema haru parameetrilist vorrandit.
Eelmises paragrahvis tutvustasime tasandi kovera parameetrilise vorrandi moistet.
Hiiperbooli parema haru parameetriline vorrand on kujul n : R — &2, kus

n(t) = (a cosht,b sinht), —oo <t < o0, (12.6)

kus cosh ¢ on hiiperboolne koosinus ja sinh ¢ on hiiperboolne siinus. Hiiperboolsed
funktsioonid on defineeritud valemitega

t —t t -t
cosht = e , sinht = — (12.7)
2 2
On lihtne veenduda, et hiiperboolsete funktsioonide korral kehtib samasus
cosh®t —sinh®t = 1. (12.8)

Selle samasuse abil saame néidata, et parameetriline vorrand (12.6) kirjeldab hii-
perbooli parema haru punkte. Toepoolest, asendades parameetrilise vorrandi hii-
perbooli kanoonilisse vorrandisse, saame samasuse

2?2 y®>  a®cosh’t b sinh®t

_ _ 2 h2 4
poia i e — 7 = cosh“t —sinh“t = 1.

Asendades parameetrilise vorrandi (12.6) kauguse valemisse (12.5), saame

ab ) abe™?
d = \/aQ—W| COSht — Slﬂht| = \/aQ—W (129)
Eksponentsiaalfunktsiooni omadusi arvestades saame
. ab R
e e
O

12.2 Hiiperbooli fookused ja ekstsentrilisus

Olgu ¢ = va? + b? > 0. Abstsissteljel asuvaid punkte F;(—c,0) ja Fy(c,0) nimeta-
takse hiiperbooli fookusteks. Kui P(x,y) on hiiperbooli punkt, siis 16ikude F P ja
F, P pikkusi nimetatakse punkti P(x,y) fokaalraadiusteks ning tahistatakse vas-
tavalt ry ja ro.

Definitsioon 33. Arve
c b?

E=—, P=—
a a

nimetatakse vastavalt hiiperbooli ekstsentrilisuseks ja fokaalparameetriks.
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Joonis 37: Hiiperbooli fookused ja fokaalraadiused

Ekstsentrilisuse definitsioonist jareldub, et hiiperbooli juhul € > 1.

Teoreem 31. Kui punkt P(x,y) asub hiiperbooli paremal harul, st x > a, siis
avalduvad tema fokaalraadiused valemitega

L =€Ex+a, Ty =Ecx —a. (12.10)

Kui punkt P(x,y) asub hiperbooli vasakul harul, st x < —a, siis avalduvad tema
fokaalraadiused valemitega

= —xr—a, Ty = —¢cx+a. (12.11)

Toestus. Toestame valemi ry = ex — a hiiperbooli parema haru punkti korral.
Kasutades kahe punkti vahelise kauguse valemit ja valemit (12.2), saame

22

b
ry = |ByP|l=+/(z—c)?+y?= 22— 2o+ 24 e — ]2

a?

c2x?
= ——2 ax+c2 b2 = Ve2a2 — 2eax + a2
= /( x—a)Q—ax—a

133



Taisruudust ruutjuure votmisel arvestasime, et hiiperbooli parema haru korral
kehtib vorratus ex — a > 0. Ulejadnud valemid toestatakse analoogiliselt. O

Hiiperbooli punkti fokaalraadiuste arvutamise valemid saab esitada kompakt-
semal kujul
ry = lex +al, ro=lex —al.

Sellisel kujul on valemid rakendatavad hiiperbooli iga punkti korral, st punkte ei
ole vaja eraldi késitleda hiiperbooli vasaku ja parema haru jérgi.

Tuletame meelde ellipsi tdhelepanuvadrset geomeetrilist omadust, mille koha-
selt ellipsi suvalise punkti fokaalraadiuste summa on konstantne ja vordne arvuga
2a, kus a on ellipsi suurem pooltelg. Analoogiline omadus kehtib ka hiiperboo-
li korral, st hiiperbooli suvalise punkti fokaalraadiuste vahe absoluutvairtus on
konstantne ja vordne arvuga 2a, kus a on hiiperbooli reaalpooltelg.

Teoreem 32. Olgu antud hiiperbool kanoonilise vorrandiga

2 2
r Y
a’>  b?
Punkt P(x,y) on selle hiiperbooli punkt parajasti siis, kui punkti P(x,y) fokaalraa-
diused 11, ry rahuldavad tingimust

|r1 — 2| = 2a. (12.12)

Toestus. Selle teoreemi toestus on analoogiline vastava teoreemi toestusega ellip-
si korral. Seetottu esitame selle lithendatud kujul. Tingimuse (12.12) tarvilikkus
jareldub eelmisest teoreemist. TGepoolest, kui P(x,y) on hiiperbooli parema haru
punkt, siis saame valemeid (12.10) kasutades

rNn—ro=¢cr+a—cx—+a=2a.
Hiiperbooli vasaku haru punkti korral saame
ro—T1=—<¢€Tx+a+ecxr+a=2a.

Uhendades need kaks juhtu iiheks, nieme, et hiiperbooli iga punkti korral kehtib
vordus
|r1 — o] = 2a.

Toestuse teises osas (tingimuse piisavus) eeldame, et on antud kaks punkti Fy # F
ja positiivne reaalarv a nii, et 2a < |F}Fy|. Punktide F} ja Fy vahelise kauguse
tahistame stimboliga 2¢. Siis a < c.

Vaatleme tasandi punktide hulka §), mille iga punkti kauguste vahe absoluut-
vaartus kahest antud punktist Fj, F5 on konstantne ja vordne arvuga 2a. Kui P
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on hulga $) suvaline punkt ja r = |FyP|, 1o = |FyP|, siis |r; — ra| = 2a. Meie

eesmirk on néidata, et tasandi punktide hulk $) on hiiperbool. Mérgime, et me ei

eelda tasandil mingi koordinaadisiisteemi. Kuna hiiperbool defineeriti kanoonilise

vorrandi abil, peame konstrueerima tasandil ristkoordinaadisiisteemi ja néitama,

et hulga $ iga punkti koordinaadid rahuldavad hiiperbooli kanoonilist vorrandit.
Ristkoordinaadisiisteemi konstrueerime jargmiselt:

e abstsissteljeks votame punkte Fi, Fy ldbiva sirge, mille positiivse suuna maé-
rab vektor Fj 1_32,

e koordinaadisiisteemi alguspunktiks O votame 16igu Fi F, keskpunkti,

e ordinaatteljeks votame sirge, mis labib punkti O ja on abstsissteljega risti.

Selles ristkoordinaadisiisteemis on punktide Fi, Fy koordinaadid vastavalt (—c,0),
(¢,0) ja vorduse |11 — 73] = 2a voime kirjutada kujul

V(@ +e)2+ 12— (z—c) +y? = 2a.

Viime teise liidetava vasakult poolelt paremale poolele

VETRE T =2 a - T

ning tostame molemad pooled ruutu. Saame

2?4+ 2cx + A 4+ y? = 4a® + dav/(x — )2 +y? + 2* — 2cx + A + P
Koondades sarnased liikmed
,Z/Z—i—Zcx—l—zz/—i-yZ:4a2+4a\/(x—c)2+y2 +,{Z—2cx+ﬁz+yz,

saame
cx —a® = av/(z — ¢)? + 12

ehk

cx —a? = a\/22 — 2cx + 2 + 92
Tostes molemad pooled ruutu, saame
at — 2ca’x + a? = a’a? — 2ca’x + d*P + a2y2.
Koondades sarnased liikmed, saame
(? — a®)a® — a*y? = a® (¢ — d?).

Olgu b* = ¢ — a?,b > 0. Eelmise vorrandi kirjutame kujul

2 2
x
2y
a? b2

ning sellega on toestus lopetatud. [l
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Toestatud teoreemist jareldub, et tingimus |r; — 3| = 2a on samavdirne hii-
perbooli kanoonilise vorrandi abil antud definitsiooniga. Seega voime hiiperbooli
defineerida jargmiselt:

Definitsioon 34. Fikseerime kaks positiivset reaalarvu a > 0,¢ > 0, kus a > ¢, ja
kaks erinevat tasandi punkti Fy, Fy nii, et |F} F5| = 2c. Hiiperbooliks nimetatakse
tasandi punktide hulka, mille iga punkti kauguste vahe absoluutvaartus kahest
antud punktist £}, F, on konstantne ja vordne arvuga 2a.

12.3 Hiiperbooli juhtsirged

Definitsioon 35. Hiiperbooli kanoonilises koordinaadisiisteemis nimetatakse sir-
geid

hiiperbooli juhtsirgeteks.

Teoreem 33. Olgu antud hiiperbool

2?2y
2w

ja selle punkt P(x,y). Kui d on punkti P(x,y) kaugus juhtsirgest x = a/e (v =

—a/e) ning r = |PFy| (r = |PFy|) on punkti P(z,y) parempoolne fokaalraadius

(vasakpoolne fokaalraadius), siis kehtib vordus

T
.

Téestus. Teoreemi 31 kohaselt avaldub fokaalraadius r = |F» P| jargmiselt:
T =E€eT — a.

Punkti P kaugus d juhtsirgest = a/e on d = x — a/e. Seega

r ET —a
= =E&.

d z—ale

Kehtib ka vastupidine véide.
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Joonis 38: Hiiperbooli juhtsirged

Teoreem 34. Olgu tasandil antud sirge £, sellel mitteasuv punkt F' ja arve > 1.
Olgu P tasandi punkt, d punkti P kaugus sirgest £ jar = |FP|, st r on punktide
F' ja P wvaheline kaugus. Tasandi punktide hulk, mille korral kehtib tingimus

—e, (12.13)

on hiiperbool.

Toestus. Hiiperbooli definitsiooni kohaselt peame néitama, et tasandil leidub sel-

line ristkoordinaadisiisteem, milles hulga (12.13) iga punkti koordinaadid rahul-

davad hiiperbooli kanoonilist vorrandit. Olgu h punkti F' kaugus sirgest .Z. Enne

ristkoordinaadisiisteemi konstrueerimist defineerime kolm positiivset reaalarvu
he he he?

= b= = —.
“ g2 —1’ 52—170 g2 —1

On lihtne veenduda, et nende arvude vahel kehtivad seosed
c

—=¢, A —ad* =0

a

Ristkoordinaadisiisteemi tasandil konstrueerime jargmiselt:
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e abstsisstelg labib punkti F' risti sirgega .2 ning abstsisstelje positiivne suund
on suunatud punktist F' sirge .Z poole,

e abstsissteljel maarame punkti O nii, et |O7 | = ¢ ja vektori O? suund langeb
kokku abstsisstelje positiivse suunaga,

e ordinaattelg on abstsissteljega risti ja 1abib punkti O (positiivse suuna vo6ib
valida suvaliselt).

Meie konstrueeritud koordinaadististeemis on punkti F' koordinaadid (¢, 0). Olgu
(x,y) punkti P koordinaadid selles koordinaadisiisteemis. Siis

r=|PF|=+/(x —c)®+ 9.

Punkti P kauguse sirgest .2 saame avaldada jargmiselt:

he? he h a
e2—1 -7 e2—-1 ¢ -

d=x—c+h=x—

Asendades leitud avaldised r ja d valemisse (12.13), saame
VE—FrE=a-cn
Tostes selle vorrandi molemad pooled ruutu, saame
4+ +yt =ad’ et

Asendades sellesse vorrandisse

2
62=1+—2, A =a®+ b,
a

viime eelmise vorrandi hiiperbooli kanoonilisele kujule

2?2
@ T

Jéarelikult on tasandi punktide hulk, mille koordinaadid rahuldavad tingimust (12.13),

hiiperbool. O

Definitsioon 36. Olgu tasandil antud punkt F', seda punkti mitteldbiv sirge .Z
ja arv € > 1. Olgu P tasandi punkt, r selle kaugus punktist F' ja d selle kaugus
sirgest .Z. Tasandi punktide hulka, mis rahuldavad tingimust

:8’

nimetatakse hiiperbooliks.
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13 Parabool

Kaesolevas peatiikis uurime parabooli geomeetrilist kuju, selle geomeetrilisi oma-
dusi ja stimmeetriaid. Parabooli definitsioon anti teist jéarku joonte klassifikatsiooni
kasitlevas peatiikis. Tuletame meelde, et seal naidati ka, et parabool ei ole tsent-
raalne joon, vaid sellel on lopmata palju keskpunkte ning koik need asuvad iihel
sirgel.

13.1 Parabooli simmeetriad

Teist jéarku joont nimetatakse parabooliks, kui tasandil leidub ristkoordinaadisiis-
teem, milles selle joone punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit y* = 2pz, kus
p on positiivne reaalarv, mida nimetatakse parabooli fokaalparameetriks. Vorrandit
y? = 2px nimetatakse parabooli kanooniliseks vorrandiks ja koordinaadisiisteemi,
milles parabooli vorrand on kujul y? = 2pz, nimetatakse parabooli kanooniliseks
koordinaadisiisteemiks.

Parabooli kanoonilisest vorrandist jareldub, et kanoonilistes koordinaatides pa-
rabool on siimmeetriline abstsisstelje suhtes. TGepoolest, kui punkt P(z,y) on pa-
rabooli punkt, st ta rahuldab vorrandit y? = 2pz, siis ka punkt P(z, —y) kuulub
paraboolile. Toepoolest (—y)? = y? = 2pz. Seega on abstsisstelg parabooli siim-
meetriatelg. Tuletame meelde, et kovera loikepunkte siimmeetriateljega nimeta-
takse kovera tippudeks. Parabool loikab abstsisstelge koordinaatide alguspunktis.
Toepoolest, kui y = 0, siis 2px = 0, kust jareldub x = 0. Seega asub parabooli
tipp kanoonilise koordinaadisiisteemi alguspunktis.

Liz=-t ordinaattelg

abstsisstelg
0 F(p/2,0)

1
1
1
1
1
-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Joonis 39: Parabool.
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13.2 Parabooli geomeetriline struktuur

Punkti F(p/2,0), mis asub abstsissteljel, nimetatakse parabooli fookuseks. Sirget
x = —p/2 nimetatakse parabooli juhtsirgeks.

Teoreem 35. Punkt P(z,y) kuulub paraboolile parajasti siis, kui r = d, kus r on
punkti P kaugus parabooli fookusest F' ja d on punkti P kaugus parabooli juhtsirgest.

Toestus. Tingimuse r = d tarvilikkuse toestamiseks eeldame, et tasandil on an-
tud ristkoordinaadisiisteem ja vorrand y? = 2pz, p > 0. Jirelikult on parabool
médratud kanoonilise vorrandiga ning koordinaadisiisteem on kanooniline. Naita-
me, et tasandi iga punkti P(x,y) korral, mille koordinaadid rahuldavad vorrandit
y? = 2px, kehtib vordus r = d. Kanoonilises koordinaadisiisteemis on fookuse
koordinaadid F(p/2,0). Seega

r=/(r—p/2)? + 42

Teiselt poolt

p
d= =,
x+2

Néitame, et need arvud on vordsed. Toepoolest,

2 2
r:\/(x—p/2)2—|—y2:\/xQ—px+%+y2=\/x2—px+%+2px

2
:\/xz—i—px—l—%:x%—g:d. (13.1)

Olgu niiiid tasandil antud sirge £ ja punkt F', mis ei asu sellel sirgel. Téhista-
me punkti F' kaugust sirgest £ tdhega p. Seame tasandile ristkoordinaadisiisteemi.
Abstsissteljeks votame sirge, mis ldbib punkti F' ja on risti sirgega L. Positiivseks
suunaks loeme suuna sirgest £ punkti F. Olgu A abstsisstelje ja sirge L loike-
punkt. Eelnevalt sisseviidud tdhistuse kohaselt kehtib |AF| = p. Koordinaatide
alguspunktiks valime 1oigu AF keskpunkti ja tdhistame O. Ordinaattelje valime
nii, et see labiks koordinaatide alguspunkti O ja oleks abstsissteljega risti, ning
suuname selle nii, et tasandi orientatsioon oleks positiivne. Selles koordinaadi-
stisteemis on punkti F' koordinaadid (p/2,0) ja sirge £ vorrandiks © = —p/2.
Naitame, et tasandi punktid, mis paiknevad vordsel kaugusel punktist F' ja sirgest
L, moodustavad parabooli, s.t. nende punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit
y? = 2px. Kirjutame tingimuse r = d koordinaatides

r=d = \J(z—2)2+yk=x+ (13.2)



Tostame vorrandi molemad pooled ruutu. Saame

2 2

-2y =@+2? = 2o+l rp =24+ B
2 2 4 4

Pirast vordsete liilkmete taandamist saame 32 = 2pz. Seega teoreem on toestatud.

O

Toestatud teoreem annab tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et tasandi
punkt kuuluks paraboolile. Margime, et see tingimus on sonastatud geomeetriliselt
invariantsetes terminites ega kasuta tasandil mingit koordinaadisiisteemi. Kasuta-
des toestatud teoreemi, voime anda parabooli definitsiooni, mis on samavaérne
eespool antud definitsiooniga.

Definitsioon 37. Olgu tasandil antud sirge ja punkt, mis ei asu sellel sirgel. Para-
booliks nimetatakse tasandi punktide hulka, mille punktid asuvad antud punktist
ja antud sirgest vordsel kaugusel.

Vottes kokku ellipsi, hiiperbooli ja parabooli geomeetriliste omaduste uurimise
tulemused, voime neid kirjeldada iihtse késitluse raames.

Teoreem 36. Olgu tasandil antud sirge £, punkt F', mis ei asu sellel sirgel, ja
reaalarv e > 0. Olgu P tasandi punkt, r selle kaugus punktist F' ja d selle kaugus
sirgest L. Siis on tasandi punktide hulk, mis rahuldab tingimust

r
d-_°

o kuie <1, ellips,
e kui e =1, parabool,
e kui e > 1, hiiperbool.

Toestatud teoreemist jéreldub valem parabooli punkti P(z,y) fokaalraadiuse
r arvutamiseks. Toepoolest, valemist r = d jareldub kergesti

p
—r+ =,
r=z+3

Parabooli kanoonilises vorrandis avaldub koordinaat x ilmutatud kujul koor-
dinaadi y kaudu. Seetottu saame parabooli koige lihtsama parametriseeringu, kui
valime parameetriks ¢ koordinaadi y, néiteks y = pt. Sel juhul saame

pt’

C(t) = (T,pt), —00 < t < 400.
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14 Vorrand polaarkoordinaatides

Selles peatiikis tuletame ellipsi, hiiperbooli ja parabooli vorrandi polaarkoordinaa-
tides. Selle vorrandi tédhelepanuvadrne omadus seisneb selles, et see on ellipsi, hii-
perbooli ja parabooli korral sama kujuga. Vorrandi iiheks parameetriks on vastava
kovera ekstsentrilisus. Ekstsentrilisuse vaéartuse jargi saab kindlaks teha, millise
koveraga on tegemist: kui ekstsentrilisus on viiksem kui iiks, on tegemist ellipsiga;
kui see on suurem kui iiks, hiiperbooliga; ning kui ekstsentrilisus on vordne iihega,
parabooliga.

14.1 Joone vorrand polaarkoordinaatides

Et méarata tasandil polaarkoordinaatide siisteem, valime punkti O, mis on koordi-
naatide alguspunkt. Seda punkti nimetatakse polaarkoordinaatide siisteemi poolu-
seks. Seejéarel valime poolusest lahtuva kiire, mida nimetatakse polaarteljeks. Niitid
on polaarkoordinaatide siisteem méaratud. Naitame, kuidas méaaratakse punkt P
polaarkoordinaadid selles siisteemis. Koigepealt ithendame punkti P poolusega O.
Loigu pikkust |OP| nimetatakse punkti P polaarraadiuseks ja see on punkti esi-
mene koordinaat polaarkoordinaatide stisteemis. Tahistame r = |OP|. Nurka, mis
saadakse poorates polaartelge vastupdeva kuni see iihtib 16iguga O P, nimetatak-
se punkti P polaarnurgaks ja tihistatakse . See on punkti P teine koordinaat
polaarkoordinaatide siisteemis. Polaarkoordinaate kirjutatakse punkti taha sulgu-
desse kujul P(r, p).

Kui maarata tasandil ristkoordinaatide siisteem x,y nii, et selle alguspunkt
asub polaarkoordinaatide pooluses, abstsisstelg on polaartelg ja ordinaattelg on
polaarteljega risti ning labib poolust, siis saab ristkoordinaadid x,y avaldada po-
laarkoordinaatide r, ¢ kaudu jargmiste valemitega:

T =Tcosp, y=rsinep. (14.1)

Kovera vorrand polaarkoordinaatides kirjutatakse kujul » = r(¢p), st antakse
polaarraadiuse funktsionaalne soltuvus polaarnurgast. Kui on teada kovera vor-
rand polaarkoordinaatides r = r(y), siis saame kirjutada selle parameetrilise vor-
randi ristkoordinaatides

alp) = (7’(90) cos ¢, 7(¢p) sin w)-

Selles parameetrilises vorrandis on parameetriks polaarnurk ¢. Diferentseerides
parameetri ¢ jargi, saame arvutada kovera puutujavektori ristkoordinaadid.
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14.2 Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli vorrand

Meie eesmark selles paragrahvis on tuletada ellipsi, hiiperbooli ja parabooli vorrand
polaarkoordinaatides. Koveraks votame ellipsi. Koigepealt tuleb konstrueerida po-
laarkoordinaatide siisteem. Téhele tuleb panna jargmist isedrasust: polaarkoordi-
naatide poolus asetatakse ellipsi vasakusse fookusesse F. Seega, erinevalt kanoo-
nilisest ristkoordinaatide siisteemist, mille algus asub ellipsi keskpunktis, asub po-
laarkoordinaatide poolus ellipsi vasakus fookuses. Polaarteljeks votame kiire, mis
lahtub poolusest Fi ja labib paremat fookust F,. Loigu F) F, keskpunkti ehk ellip-
si keskpunkti tdhistame tdhega O. Joonisel nditame ka ellipsi vasakut juhtsirget
ning téhistame punkti, kus see l6ikab ellipsi stimmeetriatelge (mis 1dbib fookuseid),
tdhega M. Olgu P(r, ) ellipsi suvaline punkt. Meie eesmérk on leida vorrand, mi-
da rahuldavad ainult ellipsi punktide polaarkoordinaadid. Olgu d kaugus punktist
P vasaku juhtsirgeni ja r punkti P vasakpoolne fokaalraadius. Tarvilik ja piisav
tingimus selleks, et punkt P kuuluks ellipsile, on vorrand
r

E =g, (142)

kus € on ellipsi ekstsentrilisus. Valitud polaarkoordinaatide siisteemis punkti P
vasak fokaalraadius iihtib punkti P polaarraadiusega. Seega tuleb leida, kuidas
kaugus juhtsirgest d on avaldatav polaarnurga ¢ ja polaarraadiuse r kaudu. Teame,
et kaugus ellipsi keskpunktist juhtsirge ja siimmeetriatelje loikepunktini, so 16igu
OM pikkus, on a/e, kus a on ellipsi suurem pooltelg. Kaugus ellipsi keskpunktist
fookuseni on c. Seega 1oigu OF} pikkus on c. Sellest jareldub, et 1oigu M F pikkus
on a
|MF1’ = — —C.
€

Olgu P punkti P ortogonaalprojektsioon ellipsi siimmeetriateljele, mis labib foo-
kuseid. Siis d = |[M P| = |[M Fy| + |F1 P|. Kuna |Fy P| = r cos ¢, saame

d:g—c+r COS (.
€

Asendades saadud avaldise vorrandisse (14.2), saame
r=a—€ecc+eEr cosy,

ehk _
a—ce (14.3)

r=—.
1—e€cosyp

On lihtne néidata, et murru lugejas olev avaldis on vordne ellipsi fokaalparameet-
riga p. Toepoolest,




J2 X (stimmeetriatelg)

Juhtsirge

Joonis 40: Ellipsi vorrand polaarkoordinaatides.

Seega saame ellipsi vorrandi polaarkoordinaatides

r=—2=r (14.4)
1 —¢ecosyp
Sarnaste arvutuste abil voib saada hiiperbooli vorrandi polaarkoordinaatides. Kui
asetada polaarkoordinaatide siisteemi poolus hiiperbooli paremasse fookusesse Fj
ja suunata polaartelg paremale mooda abstsisstelge, siis on hiiperbooli parema
haru vorrand polaarkoordinaatides kujul

p

r=—.
1—e€cosyp

Kui aga poolus asetada vasakusse fookusesse F} ja polaartelg suunata parema
fookuse F3 suunas, siis on hiiperbooli parema haru vorrand polaarkoordinaatides
kujul
_ P
r=—-"
gecosp—1

Ulesanded

1. Antud on hiiperbool. Polaarkoordinaatide siisteemi poolus asub hiiperbooli
paremas fookuses ja polaartelg on suunatud paremale méoda abstsisstelge.
Olgu P(r, ¢) hiiperbooli parema haru punkt ning r, ¢ selle polaarkoordinaa-
did. Ilma kasutamata hiiperbooli vorrandit polaarkoordinaatides, toestada
vorratus € cosp < 1.
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15 Loikumine sirgega, puutujad

15.1 Ellips

Kaesolevas paragrahvis vaatleme ellipsi 1oikumist sirgega. Vottes arvesse ellipsi
geomeetrilist kuju, jouame jareldusele, et suvalise sirge korral on kolm voimalust,
st sirge 1oikab ellipsit kahes punktis, sirgel ei ole ellipsiga iihiseid punkte voi sirgel
on ellipsiga iiks iihine punkt. Viimasel juhul nimetame sirget ellipsi puutujaks.
Seega voime sirge ja ellipsi loikumist vaadeldes elementaarsete vahenditega tuleta-
da ellipsi puutuja vorrandi. Peatiikis 16 kirjeldame iildisemat ja universaalsemat
lahenemist puutuja moistele kovera korral, mille aluseks on diferentsiaalarvutus.
Eeldame, et antud on ellips ja tasand on varustatud selle ellipsi kanoonilise
ristkoordinaadisiisteemiga. Olgu a, b ellipsi poolteljed, siis on selle vorrand kujul

22
) + 2= 1.

Olgu antud sirge y = kx + m. Meie eesmérk on uurida sirge ja ellipsi loikepunkte.

[lmselt on ellipsi ja sirge loikepunktide koordinaadid vorrandisiisteemi lahendid

I |
o, s

Asendame teise vorrandi esimesse ja kirjutame saadud vorrandi x suhtes ruutvor-
randi kujul
(a®k? +b*) 2% + 2a’kma + a®m? — a*b* = 0. (15.2)

Selle vorrandi lahendid on sirge ja ellipsi loikepunktide abstsissid. Kuna vorrand
(15.2) on ruutvorrand, soltuvad selle lahendid diskriminandist, st

e kui diskriminant on positiivne, on meil kaks reaalarvulist lahendit,
e kui diskriminant on null, on meil iiks lahend,
e kui diskriminant on negatiivne, reaalarvulisi lahendeid ei ole.

Geomeetriliselt on esimene voimalus samavidrne sellega, et sirge 16ikab ellipsit ka-
hes punktis. Kolmas voimalus on samavaédrne sellega, et sirge ei loika ellipsit, st
asub taielikult viljaspool ellipsit. Meie jaoks on koige huvitavam teine voimalus, st
juht, kui diskriminant on null. Geomeetriliselt vastab sellele olukord, kus sirgel on
ellipsiga iiks ithine punkt. Sel juhul nimetame sirget ellipsi puutujaks. Toepoolest,
olgu sirge y = kxr + m ja ellipsi loikepunkte kaks. Hakkame sirget paralleelselt
mingis suunas nihutama. See on samavéaérne sellega, et k jadb konstantseks, kuid
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m muutub. Mingist hetkest alates hakkavad sirge ja ellipsi 1oikepunktid teineteise-
le lahenema, liikudes méoda ellipsi kaart, ning piirjuhul {ihinevad {iheks punktiks.
Seda loikuva sirge piirasendit nimetame ellipsi puutujaks. See geomeetriline pilt on
algebraga hasti kooskolas. Toepoolest, kui diskriminant on null, kisitleme ruutvor-
randi ithte lahendit kaheks kokkulangevaks lahendiks (lahendi algebraline kordsus
on kaks).

Arvutame ruutvorrandi (15.2) diskriminandi
D = 4a’b? (k*a® + b* — m?).
Sellest jareldub

Lause 11. Olgu antud sirge vorrand y = kx + m ja ellipsi vorrand

2 2
%+%:L
Kus
o m? < k2a® + b2, siis sirge loikab ellipsit kahes punktis,
o m? = k2%a® + b2, siis sirge on ellipsi puutuja,

o m? > k%a? + b2, siis sirgel ei ole ellipsiga tihiseid punkte.

Q

Joonis 41: Kaks paralleelset puutujat ellipsile

Sellest lausest jareldub, et iga tousu k vaartuse korral on ellipsil kaks paralleel-
set puutujat. See on téepoolest nii (vt joonis 41).
Jargnevate arvutuste lihtsustamiseks votame kasutusele tahistuse

w = +Vk2a? + b2.
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Lahendades ruutvorrandi (15.2) tingimusel, et diskriminant on null, leiame puute-
punktide koordinaadid ja puutujate vorrandid

ka® b?
Pl(__av_)a y:kx+w7
w w
ka®> b2
Q1<_7__)7 y:kx_wv
w w
ka® b?
PQ(_aa_)7 yz—kx+w,
w w
ka?> b?
Qo(——,——), y=—kr —w.
w w

Nendes vorrandites eeldame, et £ > 0. Niiiid eeldame, et puutepunkti koordinaa-
did on antud. Olgu need koordinaadid (zg,yo), st selliste koordinaatidega punkt
asub ellipsil ehk teisisonu rahuldavad selle punkti koordinaadid ellipsi kanoonilist
vorrandit. Leiame ellipsi puutuja vorrandi punktis (zg,v0). Vaatleme punkti P
juhtu. Saame
k a? b?
To=——"" Yo= —-
w w
Lahendame selle vorrandisiisteemi tingimusel yy # 0:
b? b?
w=—, k= —%.
Yo a~Yo

Asendame leitud avaldised puutuja vorrandisse y = kx + w. Saame

b>zyx b_2

y=—-
a*yo Yo

Saadud vorrandi saab kergesti viia kujule

Lox Yol
R

1. (15.3)

Ulejééinud juhud viivad sama vorrandini. Vorrandit (15.3) nimetatakse ellipsi puu-
tuja vorrandiks puutepunktis (xo, o). Jatsime vélja juhu yo = 0, kuid see juht
vastab ellipsi abstsissteljel asuvatele tippudele. Geomeetriliselt on ilmne, et nende
tippude korral on ellipsi puutujad ordinaatteljega paralleelsed ja nende vorrandid
on x = *+a, mis vastab samuti leitud vorrandile.

Saadud vorrandite abil saab leida ellipsi puutujate vorrandeid mitmesugustes
iilesannetes.

Naide 3. Olgu antud ellips



ja punkt P(25/3,0). Leida punktist P ellipsile tommatud puutujate vorrandid. Vas-
tus esitada kujul Ax + By + C = 0.
Arvutame k*a® + b* = 25 k% + 16. Jarelikult on puutujate vorrandid kujul

kx —y £+ V25k% 4+ 16 = 0.

Vitme vasakus pooles oleva ruutjuure paremale poolele, tostame molemad pooled
ruutu ja kirjutame saadud vorrandi k suhtes ruutvorrandi kujul

(2% —25)k* — 2oy k +y* — 16 = 0.
Kuna punkt P asub puutujal, peavad selle koordinaadid saadud vorrandit rahulda-
ma. Asendades punkti P koordinaadid sellesse vorrandisse, saame

9 3
== k=4—.
% 5

Kui k = 3/5, saame kaks puutujat
3 3
- — 5=0, —x—y—5=0.
535 Y+ ; 5:0 Y

Neist teine libib punkti P. Analoogiliselt vaatleme juhtu k = —3/5. Seega on otsi-
tavate puutujate vorrandid

3r —5y —25=0, 3x+5y—25=0.

15.2 Hiiperbool

Vaatleme niiiid hiiperbooli puutujate leidmist. Meie ldhenemine puutujate vor-
randite leidmisele on samasugune nagu ellipsi korral. See tdhendab, et uurime
vorrandisiisteemi lahendeid, kus iiheks vorrandiks on sirge vorrand y = kx + m ja
teiseks hiiperbooli kanooniline vorrand. Selle siisteemi lahendid on hiiperbooli ja
sirge loikepunktide koordinaadid. Meid huvitab juht, kui siisteemil on ainult iiks
lahend. Sel juhul on sirge hiiperbooli puutuja.
Vaatleme vorrandisiisteemi
2 Y2
{a2 e (15.4)

y = kx +m.

Asendades teise vorrandi esimesse ja kirjutades saadud vorrandi tundmatu x suhtes
ruutvorrandi kujul, saame

(a®k?* — b%) 2% + 2a*kma + a*m?® + a*b* = 0. (15.5)
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Selle ruutvorrandi lahendid on hiiperbooli ja sirge 16ikepunktide abstsissid. Juhul,
kui sellel vorrandil on tiks lahend, st diskriminant on null, saame iihe lahendi (al-
gebralise kordsusega 2), mis geomeetriliselt tdhendab, et sirge puutub hiiperbooli.
Arvutades ruutvorrandi (15.5) diskriminandi, saame

D = a’b® (m* + b* — k*a?).
Lause 12. Sirge y = kx + m on hiperbooli

2 2
A
a> b
puutuja parajasti siis, kui kehtib tingimus
m? = a*k* — b*. (15.6)

Sellest lausest jareldub, et hiperbooli puutuja ei saa libida koordinaatide algus-
punkti. Toepoolest, oletame, et sirge y = kx + m on hiiperbooli puutuja ja ldbib
koordinaatide alguspunkti, st m = 0. Sel juhul peab kehtima tingimus a?k?—0? = 0,
st k = + b/a. See tdhendab, et sirge vorrand on kujul y = (£ b/a) =. Need on
aga hiiperbooli astimptootide vorrandid ning me oleme toestanud, et asiimptoodid
lahenevad hiiperboolile piiramatult, kuid ei 16ika seda kunagi, st neil ei ole hii-
perbooliga iihiseid punkte. Oleme joudnud vastuoluni. Jarelikult ei saa hiiperbooli
puutuja labida koordinaatide alguspunkti.

Vétame kasutusele positiivse reaalarvu w = ++v/a2k? — b2. Siis m = +w. Leiame
sirge ja hiiperbooli puutepunktide koordinaadid. Lahendades vorrandi (15.5) z
suhtes, leiame

a’km
T = —

(15.7)

w2
Edaspidi eeldame, et k on positiivne reaalarv, ning tdhistame puutuja tousu vasta-
valt puutuja asendile tasandil kas k voi —k. Kui puutepunkt asub esimeses veeran-
dis, st hiiperbooli parema haru tilemisel osal (z > 0,y > 0), siis jareldub hiiperbooli
kujust vahetult, et puutuja tous on positiivne, £ > 0. Samal ajal jareldub vale-
mist (15.7), et peab kehtima m < 0, st m = —w. Loplikult saame puutepunkti
koordinaadid ja puutuja vorrandi

Qk b2
Pl(a—,—), y=kr—w.
w w
Analoogiliselt
2/{3 b2
PZ(_CL_7__>7 y:kx—i—w,
w w
2]{3 b2
PS(_a_>_)7 y:—kx—w,
w w
Qk b2
P D) = kb
w w



Leiame niilid hiiperbooli puutuja vorrandi juhul, kui puutepunkti koordinaadid on
antud. Vaatleme ainult esimeses veerandis asuva puutepunkti juhtu; koik iilejadnud
juhud viivad sama tulemuseni. Olgu P(z¢,yo) puutepunkt. Siis

a’k b?

To=—" Yo= —-
w w

Lahendades selle vorrandisiisteemi k,w suhtes tingimusel yo # 0, leiame

b? b?
k= —on, w=—.
a~Yo Yo

Asendades saadud avaldised puutuja vorrandisse, saame

bzl’o b2
y:kx—w:—2 r— —.
@Yo Yo
Selle vorrandi saab kergesti viia kujule
Lo Yoy

Saadud vorrandit nimetatakse hiiperbooli puutuja vorrandiks punktis P(zg, yo).
Tuletasime selle vorrandi tingimusel y, # 0, kuid on lihtne veenduda, et niiiid
voime sellest piirangust loobuda, sest saadud vorrand annab oige tulemuse ka
juhul yg = 0. Toepoolest, kui yy = 0, siis saame hiiperbooli kaks abstsissteljel
asuvat reaaltippu, st punktid (—a, 0) ja (a,0), ning vorrand (15.8) omandab nendes
punktides kuju x = +a, mis vastab hiiperbooli puutujatele selle reaaltippudes.

15.3 Parabool

Parabooli puutujate leidmiseks vaatleme parabooli 16ikumist sirgega. Tuletame
meelde arvutuste iildist skeemi. Koostame vorrandisiisteemi, mille iiheks vorran-
diks on parabooli vorrand ja teiseks sirge vorrand y = kx+m. Margime, et see ldhe-
nemine on iildine ning parabooli vorrand ei pea tingimata olema kanooniline, kuid
kéesolevas paragrahvis vaatleme kanoonilise vorrandi juhtu. Lahendame eespool
nimetatud vorrandisiisteemi, asendades parabooli vorrandis muutuja y avaldisega
kx + m. Saadud vorrandi vasaku poole kirjutame muutuja x suhtes ruutvorran-
di kujul. Arvutame selle vorrandi diskriminandi ja vordsustame selle nulliga. Nii
saame tingimuse, mille korral sirge y = kx + m on parabooli puutuja.

Olgu parabool antud kanoonilise vorrandiga y? = 2px. Kirjutame vorrandisiis-
teemi, mille lahendid on parabooli ja sirge y = kx +m loikepunktide koordinaadid.
See siisteem on kujul

—k
{y B+ m, (15.9)

2 = 2px.
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Asendades esimese vorrandi teise vorrandisse ja kirjutades saadud vorrandi = suh-
tes ruutvorrandi kujul, saame

E*2? +2(km — p)x +m? = 0. (15.10)
Arvutame selle vorrandi diskriminandi
D = (km —p)?* — k*m? = p? — 2kmp. (15.11)
Diskriminant on null parajasti siis, kui kehtib tingimus
p = 2km. (15.12)

Lause 13. Sirge y = kx + m on parabooli y* = 2px puutuja parajasti siis, kui
p = 2km.

Leitud tingimusest jareldub, et juhul, kui y = kx 4+ m on parabooli puutuja
vorrand, ei saa sirge tous k ega vabaliige m olla null, st & # 0,m # 0. Lisaks
peavad fokaalparameetri p positiivsuse tottu sirge tous k ja vabaliige m puutuja
vorrandis olema sama miérgiga. Parabooli y? = 2px puutuja vorrand antud sirge
tousu k korral on kujul

p
=k — 15.13
y=ke+ o (15.13)
ja see puutuja puutub parabooli punktis
p P
P(—,>). 15.14

Sirgete perre vorranditega y = kx +m ei kuulu ordinaatteljega paralleelsed sirged.
Kuid sel juhul, nagu néitab parabooli kuju kanoonilises koordinaadisiisteemis, on
meil iiks puutuja, milleks on ordinaattelg ise ja mis puutub parabooli selle tipus.

Leiame parabooli puutuja vorrandi juhul, kui puutepunkt P(zo,yo) on antud.
Siis

R I
Korrutades puutuja vorrandi (15.13) molemad pooled arvuga p/k, saame
P D
ehk
Yoy = p(x + o). (15.15)
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Naide 4. Olgu antud ellipsi ja parabooli kanoonilised vorrandid

2
2=, =2

3
Leida ellipsi ja parabooli iihispuutujate vorrandid.

Olgu antud ellipsi ja parabooli tihispuutuja vorrand kujul y = kx + m. Teame,
et ellipsi korral peab kehtima tingimus m? = k*a®+b?, kus a,b on ellipsi poolteljed.
Kuna a = v/3,b = 1 on see tingimus kujul m?> = 3k* + 1. Parabooli korral peab
kehtima tingimus p = 2km, mis antud juhul on kujul 2km = 1 (p = 1). Kuna
otsitav puutuja on samaaegselt nii ellipsi kui ka parabooli puutuja, peavad molemad
eespool toodud tingimused kehtima samaaegselt. Seega saame vorrandisiisteems

{m2 —3k2 11,

1
mk:—2.

Avaldades teisest vorrandist m muutuja k keudu ja asendades saadud avaldise
esimesse vorrandisse, saame

1
— =3k*+1 12k + 4k — 1 = 0.
e 3ko+1 = + 0
Seda vorrandit lahendades letame
12 2414
12

Tlmselt sobib meile ainult iiks lahend k* = 1/6 ehk

1
k=+4+—.
V6
Stis
m = ﬁ e
Loplikult saame kahe thispuutuja vorrandid

1

r—V6y+3=0, 2+V6y+3=0.
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16 Puutujate vorrandid

Selles paragrahvis késitleme teist jarku joone puutuja kiisimust. Saame ellipsi,
hiiperbooli ja parabooli puutuja vorrandid.

16.1 Funktsiooni graafiku puutuja

Puutuja koverale tasandil on sirge. Seetottu meenutame, et sirge tasandil voib olla
méadratud iildvorrandi, parameetrilise vorrandi voi kanoonilise vorrandi abil. Need
vorrandid on jargmised:
Ax + By + C =0, (sirge iildvorrand), (16.1)
x=381t+x9, y=S2t+7p, (sirge parameetriline vorrand), (16.2)
T—Zo Y—Yo
S1 B sy

(sirge kanooniline vorrand). (16.3)

Vektor, mis on moodustatud sirge iildvorrandi kordajatest ﬁ = (A, B), on sir-
ge normaalvektor. Vektor § = (sq,s2) on sirge sihivektor ning punkt P(xg,yo)
asub sirgel. Muutuja ¢ nimetatakse kovera parameetriks ja see voib votta mistahes
reaalarvulisi vaartusi.

Tuletame meelde, et funktsiooni y = y(x) graafikuks nimetatakse tasandi punk-
tihulka (x,y(z)). Kui funktsioon y = y(x) on punktis z = x, diferentseeruv, siis
funktsiooni y = y(z) graafiku puutuja vorrand punktis x = g on

Y= Yo =Y (#)]a=r, (x = 20)- (16.4)

16.2 Parametriseeritud joone puutuja

Kover tasandil voib olla antud parameetrilise vorrandiga

a(t) = (z(t),y(1)),

kus ¢ on kovera parameeter, x(t), y(t) on muutujast ¢ séltuvad funktsioonid, mille
méadramispiirkond on I C R, kus [ on kas 16ik, poolloik voi vahemik. Tavaliselt eel-
datakse, et need funktsioonid on diferentseeruvad, st parameetri suvalise vaartuse ¢
korral eksisteerivad tuletised 2'(¢),y'(t) ja need on pidevad ¢ funktsioonid. Funkt-
sioonid z(t), y(t) midravad kujutuse o : I C R — R? Kujutust o nimetatakse
parametriseeritud jooneks tasandil.

Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli parameetrilised vorrandid on jargmised:

e(t) = (a cost,bsint), I=10,2m), (ellips pooltelgedega a,b),(16.5)

h(t) = (a cosht,bsinht), I =R, (hiiperbooli parem haru), (16.6)
t2

p(t) = (2—,15), I =R, (parabool). (16.7)
P
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Olgu tasandil kover, mis on antud parameetrilise vorrandiga «a(t) = (x(t), y(t)),
kus t € I C R. Vaatleme kovera puutuja kiisimust, kui puutepunktiks on kovera
punkt P(zo,v0), kus zg = z(to),y0 = y(to) ja to € I. Eeldame, et parameetri
vidrtuse ¢ = ¢y korral on funktsiooni x(¢) tuletis nullist erinev, st a'(t)|;—, # O.
Kuna funktsioon z(¢) on pidevalt diferentseeruv, siis poéordfunktsiooni teoreemi
kohaselt leidub punkti to imbrus (tg — d,to + d), kus ¢ on positiivne reaalarv, nii
et selles timbruses on funktsioon x(t) pooratav, st eksisteerib pooérdfunktsioon,
mida téhistame t = ¢(x). Lisaks avaldub péérdfunktsiooni tuletis algse funktsiooni

tuletise kaudu jargmiselt:
1
()= —| . (16.8)
.Z‘,(t) t=t(z)

Asendame poordfunktsiooni ¢ = t(x) kovera parameetrilisse vorrandisse «(t) =
(x(t),y(t)). Kasutades poordfunktsiooni omadust z(t(z)) = x, saame tasandi
punktihulga (z,y(t(z))). Uhest kiiljest on see kdvera a(t) punktihulk, sest ole-
me tegelikult teinud kovera timberparameetriseerimise, st ldinud iile parameetrilt ¢
parameetrile x. Ilmselt jaab kovera punktihulk imberparameetriseerimisel samaks.
Teisest kiiljest on punktihulk (z,y(¢(z))) funktsiooni y = y(t(x)) graafik. Seega
on kévera «(t) puutuja vorrand punktis P(zg, yo) kujul (16.4), st

Y= Yo = Y (t())|z=a (x — o). (16.9)

Kuna funktsioon y = (¢(z)) on liitfunktsioon, avaldub selle tuletis muutuja z jargi

jargmiselt:
dy(t(z)) _ dy(t) di(z)
de  dt dv
Kasutades poordfunktsiooni tuletise valemit (16.8) ja asendades (16.10) parema
poole puutuja vorrandisse (16.9), saame puutuja vorrandi kujul

(16.10)

— r—x d dx
Y — Yo 0 (ty) = d_gt/ , 2 (to) = o ) (16.11)
t=to t=to

y'(to) — a'(to)

Varreldes saadud vorrandit sirge kanoonilise vorrandiga (16.3), jouame jareldusele,
et vektor a'(ty),y'(ty) on kovera a(t) = (x(t),y(t)) puutuja suunavektor punktis

zo = z(to), yo = y(to).
Definitsioon 38. Olgu antud parameetriline kover «(t) = (z(t),y(t)). Vektorit

a'(t) = («/(t),y/(t)) nimetatakse kdvera a puutujavektoriks ehk kiirusvektoriks
punktis «(t).

Valemist (16.11) jéreldub, et parameetrilise kovera kiirusvektor on selle kovera
puutuja suunavektor. Seega, kui leiame diferentsieerimise teel parameetrilise ko-
vera kiirusvektori mingis punktis, saame kirjutada selle kovera puutuja vorrandi
tihes eespool toodud kujus (16.1), (16.2), (16.3).
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16.3 Ellipsi puutuja

Kasutades parameetrilise kovera kiirusvektori moistet, tuletame iildise vorrandi
ellipsi puutujale mingis selle punktis. Olgu antud ellipsi kanooniline vorrand

.’172 y2
StE=1

Selle ellipsi parameetriline vorrand on
e(t) = (a cost,bsint), 0<t<2m.

Olgu
xTg = a costy, Yo = b sint (16.12)

mone ellipsi punkti koordinaadid. Leiame ellipsi puutuja tildvorrandi selles punktis.
Arvutades tuletised selles punktis, saame ellipsi kiirusvektori

(o) = (—a sinto, b costo).

Kasutades valemeid (16.12), saame
sintg = @,costo = @.
b a
Asendades need vaartused kiirusvektori valemisse, saame
T (to) = (——2, =2, (16.13)

Et koostada puutuja iildvorrand, on meil vaja puutuja normaalvektorit, s.t. vek-
torit, mis on kiirusvektoriga risti. Saame puutuja normaalvektori, kui vahetame
kiirusvektori koordinaadid omavahel ja korrutame iihe neist arvuga —1. Tahis-
tame ellipsi puutuja normaalvektorit punktis, mis vastab parameetri vaartusele
t = to, kujul N (). Siis

Sellest jareldub, et ellipsi puutuja iildvorrand punktis P(z,yo) on

bZL‘[) ayo

7@—%) + %(?J—yo) =0.

Jagades vorrandi molemad pooled arvuga ab ja avades sulud, saame

0T WY _ T _ % _
a b2 a? b2



Kuna punkt P(z,yo) asub ellipsil, siis rahuldavad selle koordinaadid ellipsi ka-
noonilist vorrandit:
yo _
— + o 1.

Asendades selle vorduse eelmisse vorrandlsse, saame ellipsi puutuja iildvorrandi:

ToX Yoy
az b

=1. (16.14)

Teoreem 37. Olgu ellips antud kanoonilise vorrandiga

.%'2 y2

Olgu P(xo, o) ellipsi punkt. Siis on ellipsi puutuja vorrand punktis P(xo,yo) kujul

Lol Yol
PR

16.4 Hiiperbooli puutuja

Vaatleme niitid hiiperbooli puutuja kiisimust mingis tema punktis. Olgu hiiperbool
antud kanoonilise vorrandiga

AR

— —==1

a’>  b?
Olgu P(z0, yo) hiiperbooli parempoolse haru punkt. Méargime, et samad arvutused
vasakpoolse haru korral viivad samale tulemusele. Kuna P(xg, ) on hiiperbooli
punkt, siis selle koordinaadid rahuldavad hiiperbooli vorrandit, st kehtib vordsus

2 2

Lo Yo _

TR 1. (16.15)
Et leida hiiperbooli kiirusvektor punktis P(zg,yo), kasutame hiiperbooli parem-
poolse haru parametriseerimist

h(t) = (a cosht,b sinht).
Olgu punktile P(zo,yo) vastav parameetri vaéartus ¢ = to, st
xo = a coshty, yo= b sinht,.
Siis on kiirusvektor punktis ¢t = ¢y kujul

? (to) = (a sinhtg, b coshty).
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Avaldades kiirusvektori koordinaadid punkti P(xg, 3) koordinaatide kaudu, saame

—, ayo bxg
to) = (=2, =),

h ( 0) ( b ) a )

Normaalvektori saame, kui vahetame kiirusvektori koordinaadid ja korrutame iihe

neist arvuga —1. Seega on normaalvektor kujul

Jéarelikult on hiiperbooli puutuja vorrand punktis P(xq, yo)

bx a
— 0 — o) + %(y — ) = 0.

Jagades molemad pooled arvuga —ab ja avades sulud, saame vorrandi kujul

2 2
o  YoY Top Yo

a? b2 a? b
Arvestades, et kehtib vordsus (16.15), saame 16plikult

ToZx Yoy 1
@

Teoreem 38. Olgu hiiperbool antud oma kanoonilise vorrandiga

2 2
v
a’>  b?
Olgu P(z0,yo) hiperbooli punkt. Siis on hiperbooli puutuja vorrand punktis P(xo, yo)
kugul
ToZ Yoy 1
e

16.5 Parabooli puutuja

Jargmiseks tuletame parabooli puutuja vorrandi, kui parabool on antud kanoonili-
se vorrandiga y? = 2px. Parabooli puutuja vorrandi leidmiseks kasutame parabooli

parametrilist vorrandit
2

p(t) = (;—p,t),t ER.

Olgu P(z,yo), kus z¢ = ;—i, Yo = to, parabooli punkt. Leiame parabooli kiirusvek-
tori

— o
p (tO) - (p?l)'
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Siis on puutuja normaalvektor kujul
Yo
Nito) = (-1,%).
p
Parabooli puutuja vorrand on

Yo
(—=1)(z — 20) + E(Z/ — %) = 0.
Avades sulud ja arvestades, et y3 = 2px(, saame puutuja vorrandi kujul

Yoy = p(x + o).

Teoreem 39. Olgu parabool antud kanoonilise vorrandiga y* = 2px ja P(xo, yo)
parabooli punkt. Siis on parabooli puutuja vorrand punktis P(xo,yo) kujul

Yoy = p(x + x0).
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17 Puutujate geomeetrilised omadused

Selles paragrahvis toestame olulisi ellipsi, hiiperbooli ja parabooli puutujate oma-
dusi. Neid omadusi kasutatakse tehnikas ja arhitektuuris.

17.1 Ellipsi puutuja omadus

Teoreem 40. Ellipsi puutuja mistahes punktis moodustab vordsed nurgad ellipst
fokaalraadiustega.

Joonis 42: lFlpAl = AFQPAQ

Toestus. Olgu antud ellips, selle fookused Fi, F3, ellipsi punkt P ning selle fo-
kaalraadiused, mida tdhistame 7 (vasak fokaalraadius Fj P) ja o (parem fokaal-
raadius F»P). Punktis P tombame ellipsile puutuja. Selle moodustatud nurka
vasaku fokaalraadiusega tdhistame ¢; ning parema fokaalraadiusega ¢,. Seega
o = LF1PAy, ¢p9 = LF,PA,. Vaja on toestada, et ¢ = ¢s.

Joonisel ndeme, et nurgad ¢; ja ¢, on teravnurgad ning see viide kehtib iga
ellipsi punkti P korral. Seetottu, kui néditame, et sin ¢, = sin ¢9, jareldub sellest
nurkade vordsus ¢; = ¢».
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Tombame fookustest Fi, Fy ristsirged ellipsi puutujale ja tahistame ristsirgete
ja puutuja l6ikepunkte vastavalt Aj, Ay. Olgu dy = |F1A1|,dy = |F2As|, st dy, ds
on vastavalt fookuste F}, F, kaugused puutujast. Siis

: d . d
sin ¢ :—1, sm¢2:—2
1 T2

(17.1)

Et arvutada fookuste kaugused puutujast, seame ellipsile kanoonilise koordinaa-
dististeemi. Selles koordinaadisiisteemis on ellipsi fookustel F}, F, koordinaadid
(—c,0),(c,0). Olgu (xg,yo) ellipsi punkti P koordinaadid kanoonilises koordinaa-
dististeemis. Siis ellipsi puutuja punktis P vorrand on kujul

T Yoy _

@ T b

Kirjutame selle sirge iildvorrandi kujul
blzy x + a*yoy — a*b® = 0.
Siis vasaku fookuse Fij(—c,0) kaugus puutujast avaldub jargmiselt:

| = VPexg — a®b?|  [bPexg + a’b?|

@1 Q ’

kus @ = \/b*z2 + a*y?. Avaldise lugejas teisendame jargmiselt:

dy

b2cxg + a*b® = b2 a ¢ zo + a’b* = ab® exg + a’b* = ab® (a + ex).
a

Arvestades ellipsi vasaku fokaalraadiuse valemit r; = a + ez, saame

ab’r
dy = 5 L (17.2)

Eelmises valemis jéitsime absoluutvidrtuse mérgi éra, sest korrutis ab®r; on posi-
tiivne arv. Sarnased arvutused parema fookuse jaoks annavad:

ab®r
dy = 5 2 (17.3)

Asendades saadud kaugused d;, ds valemisse (17.1), saame

ab? ab?
sin ) = —, singy = —,
Q Q
ehk sin ¢; = sin ¢». Seega on teoreem toestatud. [
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Huvitav on maérkida, et ellipsi puutuja toestatud omadust kasutavad insenerid
tehnilistes konstruktsioonides. Oletame, et meil on ellips. Selle fookused asuvad
ellipsi stimmeetriateljel. P6orame ellipsi iimber selle siimmeetriatelje. Saame nii-
nimetatud pooérdpinna. Sel juhul nimetatakse seda poordellipsoidiks. Oletame, et
poordellipsoidi pind on valmistatud valgust peegeldavast materjalist. Asetame val-
gusallika poordellipsoidi iihte fookusesse, néiteks ellipsi fookusesse F}, ja jalgime,
kuidas valgusallikaga kiirgav valgus hakkab levima. Oletame, et valguskiir liigub
mooda sirget F} P, kus P on poordellipsoidi punkt. Valguskiir peegeldub punktis
P. Kuidas see edasi levib? Tuntud optikaseaduse kohaselt on langemisnurk vord-
ne peegeldumisnurgaga. Ellipsi puutuja toestatud omadusest jareldub aga, et pa-
rast peegeldumist levib valguskiir mooda punkti P parempoolset fokaalraadiust,
st mooda sirget PFy, ja jouab parempoolsesse fookusesse F,. Seega kogunevad
koik vasakpoolsest fookusest kiirguvad valguskiired pérast péordellipsoidi pinnalt
peegeldumist parempoolses fookuses, mis suurendab oluliselt valguse intensiivsust
parempoolses fookuses.

Joonis 43: Ellipsi peegeldusomadus

17.2 Hiiperbooli puutuja omadus

Teoreem 41. Hiiperbooli mistahes punkti puutuja on selle punkti fokaalraadiuste
vahelise nurga nurgapoolitaja.

Toestus. Olgu antud hiiperbool, mille fookused on tahistatud F}, F5. Olgu P hii-
perbooli parema haru punkt ja rq, 7y selle punkti fokaalraadiused. Tombame labi
punkti P hiiperboolile puutuja. Teoreem véidab, et puutuja on nurga ZF)PF,
nurgapoolitaja.
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Joonis 44: Puutuja punktis P on nurga ZF; PF, nurgapoolitaja.

C
D
AD S
B
AB
A

Joonis 45: Romb ja vektorid AB, AD ning diagonaal AC.

Meie toestus pohineb jargmisel geomeetrilisel viitel: rombi diagonaalid on rom-
bi sisemiste nurkade nurgapoolitajad. Olgu rombi tipud A, B,C, D. Siis kehtib

vektorvorrand AD + AB = AC (vt joonis 45). Jarelikult on vektorite AD ja AB
summa nurgapoolitaja sihivektor AC.
Toestuse skeem on jargmine. Moodustame vektorid ]7}?1,?]?2 Vektorid 1?1?1

ja Plj*g teisendame samasuunalisteks iihikvektoriteks, jagades nende koordinaadid
vastavate vektorite pikkustega. Tuletame meelde, et nende pikkused saame arvuta-
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da hiiperbooli fokaalraadiuste valemite abil. Seejarel lildame saadud iihikvektorid,
tulemuseks olev vektor on nurga ZF)PF, nurgapoolitaja sihivektor. Seejarel néi-
tame, et see vektor on kollineaarne puutuja sihivektoriga. Sellest jareldub teoreemi
vaide. Toepoolest, nurgapoolitaja ja puutuja labivad punkti P ja nende sihivekto-
rid on kollineaarsed. Jarelikult puutuja iihtib nurgapoolitajaga.

Varustame tasandit antud hiiperbooli kanoonilise koordinaadisiisteemiga. Olgu
(20, Yo) punkti P koordinaadid. Siis fookuste koordinaadid on Fi(—c,0), F5(c,0) ja

PF, = (—c — x0, —Y0), PF, = (¢ — 20, =),
\PF,| = cao + a, \PEy| = exo — a. (17.4)

Vastavad samasuunalised tihikvektorid on

—Cc—x — c—x —
g= () g (S ), (17.5)
Exg+a exg+a EXg— a EXg— Q

Teisendame vektori e koordinaadid jargmiselt:

—c—1x9 _ (—c—x)(ewg —a)  —cexy + ac — exf + axo

exg+a  (exo+a)(emg—a) e2x% — a? ’
o (=w)lezo—a) _ —exoyo + ayo

exo+a (exo+a)(exy — a) g2zt — a?

Sarnaselt teisendame teise vektori € koordinaadid kujule

c—xg  (c—mp)(exwg+a)  cexg+ ac—exf — axg

evg—a (exg—a)(ewo+a) g2zt — a? ’
4o (=wo)ezo+a) _ —exoyo — ayo

exg—a  (exg—a)(exo + a) g2zt —a®

Vektorite summa koordinaadid on

2
— = (2(ac—cex5) —2eT0Y0
ei + e = 9.2 _ 2 ' 2.2 _ 3]

Niiiid tuleb néidata, et saadud vektor on kollineaarne hiiperbooli puutuja sihivek-
toriga punktis P(z,yo), st vektoriga

— Yo o
Seega peame naitama, et korrutades vektori € + €3 sobiva nullist erineva arvuga,
saame vektori s . Koigepealt korrutame vektori e; + e arvuga (222 — a?)/2.
Saame vektori
2,2 2
e‘ry —a
OT(e_f +e3) = (ac — ex?, —exoy). (17.7)
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Seejarel teisendame saadud vektori esimese koordinaadi jargmiselt:

ac — 5:58 =ea® — 5:53 = g(a2 — xg) = g(az —a*(1+ @))

b2

ca2y?

=— w“ (17.8)
Seega vektor (17.7) on vordne vektoriga
ea?y?

(— = 2 —€x0y0>. (17.9)

Eeldades, et yo # 0, korrutame vektori (17.9) arvuga
1
ea?yo’

ja saame vektori s (17.6). Jérelikult nurgapoolitaja sihivektor on kollineaarne
puutuja sihivektoriga ja sellega teoreem on toestatud. Viimasel teisendusel jat-
sime valja punkti, kus yo = 0. Ilmselgelt on see hiiperbooli parema haru tipp.
Tipp-punktis fokaalraadiuste vaheline nurk on sirgnurk ja puutuja on risti abst-
sissteljega, st see on sirgnurga nurgapoolitaja. Seega kehtib teoreemi véide ka selles
punktis. ]

17.3 Parabooli puutuja omadus

Teoreem 42. Olgu tasandil antud parabool fookusega F. Olgu P parabooli suva-
line punkt. Tombame paraboolile puutuja punktis P ja tdhistame selle loikepunkti
parabooli simmeetriateljega tihega A. Siis |AF| = |FP|, st kolmnurk NAFP on
vordhaarne.

Toestus. Varustame tasandit antud parabooli kanoonilise koordinaadisiisteemiga.
Siis on parabooli vorrand kujul y? = 2px, kus p on parabooli fokaalparameeter.
Olgu (zo,y0) punkti P koordinaadid. Parabooli fookus on F'(p/2,0). Parabooli
puutuja vorrand punktis P(z,yo) on kanoonilises koordinaadisiisteemis kujul

Yoy = p(x + o).

Leiame punkti A koordinaadid, st puutuja ja z-telje 16ikepunkti koordinaadid. Sel-
les punktis on y = 0, ning puutuja vorrandist saame z = —xq. Seega on A(—xy,0).
Sellest jéreldub, et |AF| = xo + p/2. Arvutame ntiiid 16igu PF pikkuse

2

PrI= oD g = st o+ & o

R P> p
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Joonis 46: Puutuja paraboolile y? = 2px punktis P 16ikab siimmeetriatelge punktis

A; AAF P on vordhaarne (|AF| = |PFY).

Seega |AF| = |PF| ning kolmnurk AAFP on vordhaarne. Sellest jéreldub ka
nurkade vordsus
/PAF = ZAPF.

]

Insenerid kasutavad antennide loomisel parabooli puutuja omadust. Poorates
parabooli timber selle siimmeetriatelje, saame pinna, mida nimetatakse poordpa-
raboloidiks. Antenn on poordparaboloidi kujuga ja signaalide vastuvotja, néiteks
raadiosignaalide vastuvotja, asetatakse selle péordparaboloidi fookusesse. Kui raa-
diosignaalide allikas on viga kaugel kosmoses, néiteks teises galaktikas, voib eelda-
da, et raadiosignaalid liiguvad sirgjooneliselt paralleelselt péordparaboloidi siim-
meetriateljega. Poordparaboloidi pinnalt peegeldudes koondavad need parabooli
toestatud puutuja omaduse tottu podrdparaboloidi fookusesse ja jouavad signaa-
lide vastuvotjasse. Asjaolu, et raadiosignaalid koondavad fookusesse, voimendab
oluliselt kosmosest tulevaid signaale.

165



paralleelsed raadiolained

&
/\ peegeldunud kiired

stimmeetriatelg

vastuvotja / fookus

Joonis 47: Poordparaboloidi t66pohimote: paremalt tulevad paralleelsed raadiolai-
ned peegelduvad péordparaboloidi pinnalt ja koonduvad fookusesse, kus paikneb
vastuvotja.
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