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Aegruumi siimmeetria rithmas, Lorentzi rithmas SO(1, 3) on
neli punkti kinnitavat alamriihma, nende hulgas ajasarnased
translatsioonid SO(3) ja valgussarnased SO(2) x R?. Osutub
aga, et valgussarnaste translatsioonide alamriihmana on
otstarbekam kasutada joont kinnitavat alamriihma, mis ongi
Boreli alamriihm ja mis genereerib Giged polarisatsioonid
(helicity) massita osakestele.
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Sissejuhatus \VEES
Slimmeetria

Inertne mass

sir Isaac Newton
Johannes Kepler (1643-1727) Lef;g;rcigléler
(1571-1630) (1707-1783)

vis inertiae, 1687
d5 Mechanica, 1760
= P _
F-2F F=ma
dt

Inertia, 1620

... keha mass on moodetud jou kaudu,
mis on vajalik selleks, et anda kehale kiirendust.
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Sissejuhatus \VEES
Slimmeetria

Suhteline mass

Max Planck (1858-1947) 1900, tdestus 1907, Einstein 1905:
Erirelatiivsusteooria energia—impulsivektor (p*) = (E/c, p) maarab
massi m?>c* = E2 — 52c? kaudu (siit kumab Einsteini E = mc?)
On teadusmdiste ajalugu imeline juhtum, et valemi E = mc?
Einsteini enda tuletamine, avalikustatud oma “Annalen der
Physik” artiklis, on péhimétteliselt eksitav. Suurte kiiruste juures
EI OLE mass inertne (Planck, 1906):

P 2 EmA_
F=2° F—(F3)j =
o (FB)B = mva,
5—‘7 1
o0 T
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Sissejuhatus \VEES
Slimmeetria

VEUERUERS

Elektromagnetvali —
Kvantelektrodiinaamika (KED)
James Clerk Maxwell quantum — photon — particle
(1831-1879) Viali — Osake
(Biot'-Savarti, Laplace'i, GauBi,
Faraday uurimistodde pdhjal)  Massi EI OLE — m = 0.

_ . OF. . Kalibratsioonivalja massid on
divFe =0, e or rot £ tekkitatud spontaanse
. . . simmeetriamurdmise teel.
Fe=E+¢iB, e=% Brouti—Englerti—-Higgsi mehanismi
tulemus on massiga BEH-boson
(1860 v5i 1865) maer = 126 GeV (mitte BSH-boson).

1GeV =1.73-10"%"kg
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Sissejuhatus VEES
Siimmeetria

Lorentzi teisendus

Hendrik Antoon Lorentz
(1853-1928) Maxwelli vGrrandit rihmastruktuur

—
(flids. reaalsus) (mat. reaalsus)

Lorentzi teisendused
Klaas Landsman and Kirti Singh,

x = y(x — vt) “Is mathematics a game?”
[arXiv.org/abs/2311.12478]

=Yy XM = LM, x" . .
fuusikalise reaalsuse moiste

7 = z (X' = Lx)
fo= (t _ %x) Edward A. Murphy jr. vastulause:
¢ “Kui matemaatika teoreemid on seotud
1 reaalsusega, pole need tdestavad. Kui
L ey on tdestavad, pole nad seotud
2 reaalsusega.”
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Sissejuhatus VEES
Siimmeetria

Veidi ajaloost

@ Woldemar Voigt, John Francis FitzGerald, Joseph Lamor, ...
Lorentzi kontraktsioon: liikuv keha tdmbub kokku
Lorentzi dilatatsioon: liikuva keha aeg muutub aeglasemaks

@ 1904 Hendrik Antoon Lorentz:
Maxwelli vorrandid on muutumatu Lorentzi teistenduste all

@ 1905 Henri Poincaré (math, 1854-1912)
Lorentzi rihm = Lorentzi teisendus 4+ ruumipoored

SOp(1,3) = SO(3) 0 SOy(1,1) 0 exp R?
o Emile Borel, Llewellyn Thomas, Eugene Wigner, ...

Lil, = LisR, R e SO(3)
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Sissejuhatus VEES
Siimmeetria

Kalibratsioon

Elektromagnetvalja Lagrange'i tihedus on invariantne kalibratsiooni
teistenduste all:

teist liiki teisendus
esimest liiki teisendus Au(x) = Au(x) + 0,0(x)
P(x) — e p(x) (faasiteisendus)

MITTE lokaalselt
kompaktne faasiriihm U(1) kompaktne rithm liitmise

suhtes (Gleasoni teoreem)

Asendus 0, — D,, = 0,, + iA, on kalibratsiooniprintsiip. Protsess
6 — 6(x) on rithma U(1) kalibreerimine.

@ 1929 Hermann Weyl: “Elektromagnetvali ja selle valja
vastastikmdju ainega on tulemus aine Lagrange'i tiheduse
kalibreerimisest U(1) suhtes.” (NB: Lagrange'i tihedus!)
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Sissejuhatus VEES
Siimmeetria

Elementaarosakeste standardmudel

Tasases aegruumis asuva valjateooria jaoks on Weyli
kalibratsioonimdiste kasutatud kirjeldamas tugevat ja ndrka
vastastikmdju, lldistades U(1) teistele kompaktsetele
Lierihmadele.

o Mittekompaktne elektronork aegruum
D(2) = SOp(1,1) x (SO(1,3)/SO(3))
@ Elektronork standardmudel
U(2) = U(1) o SU(2)

(hiiperlaengu rithm (EM) o isospinni riihm (N&rk)).
Norga vastastikmoju simmeetriad sundivad aineosakesed olema
ilma massita (sest massipanused rikkuksid paarsuse).
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Sissejuhatus VEES
Siimmeetria

Elementaarosakeste standardmudel (jatk)

@ Tugev vastastikmdju SU(2) x SU(3)
(isospinni rithm X varvirithm)

@ Standardmudeli kalibratsioonirihm

U(1) x SU(2) xSU(3) /(1(2) x 1(3))
~—— N—— N——
charge isospinn  varv

e Kaks kordajat siseriihmas U(1g) o (SU(2) x SU(3)) ei ole
otseselt, vaid keskselt seotud. Koik komponendid on
kompaktsed.

@ Kalibratsiooni invariantne Lagrange'i tihedus ei sisalda
massipanust
() A A

ja seeparast on kalibratsioonvaljad esialgselt ilma massita
(vt. aga juba mainitud BEH-mehanismi kohta)
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Matemaatiline raamistik

Peaaegu sobiv faktorruumide G/H kasitemaks on indutseeritud
esituste teooria, nagu Eugene Paul Wigner (1902-1995) kasutas
seda vabade osakeste jaoks.

@ alamrihm HC G
@ siimmeetriarithma G struktuur

@ slimmeetria maarab diinaamika:
“Aegruum utleb ainele, kuidas liikuda ja aine litleb
aegruumile, kuidas kdverduda.” (John Archibald Wheeler)
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Erirelatiivsuse summeetria

LOI‘173 = SOo(l, 3) = SL(2, (D]R)

SL(2, Cr) on rithma SOg(1, 3) kahekordne kate. Homomorfism
D :SL(2,C) > g — Dg € Lory 3 on antud isomorfismi

&:E133 p' = oupt = 6(p) = 6(p)’ € Ma(T)
kaudu, nii et jargnev diagramm on kommuteeruv:

SL(2,C) > g: 6(p) — &d(p)e’
Dl &1 671)
p  — Dg(p)=05""(gd(p)e")
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Boreli alamriihm

Matemaatiline raamistik Esinemised

Tasakaalustusruhm

Lory 3 m&iub Minkowski ruumile [Eq 3
LorizoA:Ei32p—ApcEis

H C Lory 3 kinnine alamriihm =

G/H reaalvaartustega analiitiline muutkond.

FG,, isotroopia v3i punkti p tasakaalustusrithm (stabilisaator)
°© FG,={g € G:gp=p}
o FSL(2,C), = {g € SL(2,C) : g&(p)g" = 5(p)}
@ or FLor; 3(p) = {A € Lor13: Ap = p}
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Matemaatiline raamistik

Wigneri vaikesed ruhmad

Wigneri klassifikatsiooni jargi on kolm mittetriviaalset
tasakaalustusriihma:

e g2 > 0: SO(3) ~ SU(2), standardvektor g = (1,0,0,0)

e g2 < 0: SOy(1,2) ~SU(L,1) ~ SL(2,R)

0 g>°=0,q#0: E(2)=50(2) x R? (g = (1,0,0,1))

vastavate muutkondadega:

e g2 > 0: SOo(1,3)/S0(3) = SL(2,C)/SU(2) = Y3
ajasarnane (energiasarnane) hiiperboloid massipinnal

e g2 < 0: SOo(1,3)/S00(1,2) = SL(2,C)/SU(L,1) = Y12
ruumisarnane (impulsisarnane) hiiperboloid

o g% =0: SOg(1,3)/E(2) = SL(2,C)/SO(2) x R?
tulevikku sihitud valguskoonus
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Chevalley

E(2) = SO(2) x R? C Lory 3 on mittemaksimaalne
mittekompaktne seotud lahenduv alamrihm.

Aga miks mitte maksimaalne mittekompaktne seotud lahenduv
alamrihm, s.t. miks mitte Boreli alamrihm Bor?

Chevalley teoreem

Olgu G lineaarne algebrailine rilhm ja H C G kinnine algebrailine
alamrithm. Siis on olemas ratsionaalne esitus ¢ : G — GL(V) ja
uhemootmeline alamruum L C V, nii et

H={geG:¢(g)L=L}

Vastupidi, kui £ € L on vektor, mis paneb ililes H-plsivat joon V-s,
siis p(g)¢ = x(g)¢ defineerib alamriihma iseloomu x.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Lie—Kolchin

Valgusesarnase vektor g = (1,0,0, 1) puhul on iseloomustav
vorrand Bq = x(B)q, B € Lor; 3 iseloomuga x € X(Bory 3).

Lie—Kolchin teoreem

Olgu G seotud algebrailine linearne lahenduv rithm ja olgu (¢, V)
rihma G esitus. Siis on olemas iseloomud x; € X(G) ja lipp

VZVlDVQD"'DVnDVn_H:{O},

mille jaoks (¢(g) — xi(g))Vi C Viz1 Vg e G, i=1,2,...,n.

Vattes i = n jduame iseloomustava varrandini ¢(g)V, = xn(g) Vi,
mis maarab joont V,, C V. Seega: igal lahenduval riihmal on tihine
iihem&dtmeline alamruum L C V.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Teoreem

Olgu G seotud lineaarne algebrailine riithm. Siis
@ G sisaldab Boreli alamriihma B
@ koik teised Boreli alamriihmad on konjugeeritud B-ga

© homogeenne ruum G/B on projektiivne teisend (variety)
Q G=U,cceBg!

@ m # 0: maksimaalne seotud kompaktne ja lihtne alamriihm
(punkti kinnitav alamriihm SO(3))
@ m = 0: maksimaalne seotud mittekompaktne ja lahenduv
alamriihm (joont kinnitav alamriihm Bory 3)
See on matemaatiline erinevus m # 0 ja m = 0 vahel.

Definitsiooni jargi on algebrailise riihma G Boreli alamriihm
maksimaalne seotud ja lahenduv alamriihm.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Lie algebra ehk lineariseerimine

Boreli alamriihm on esitatav poolotsekorrutisena,
BOI‘173 = (Bor173)u X TOI‘173 - L01"173
kus Tor; 3 = SOgp(1,1) x SO(2) on Lor; 3 maksimaalne toor ning
(Bory 3), on Boreli alamriihma unipotentne radikaal.
Lineariseerimine Bory 3 — log Bor; 3 = bory 3 = spanR{bM}g viib
Boreli alamalgebrale bor; 3 = (bor; 3), % tory 3,
[bo, ba] = ba,  [b3, ba] = —€3a5bp

kus bg = ep3, b3 = ex1 ja by = €ps + €32, @a = 1,2. Lahendades
omavaartusprobleemi ja teisendades Chevalley baasi (h, e, ) ehk
{bo, b1, b2, b3} — {to, ty; ug, u_} saame

[to, t+] = t4, [uwo,u_]=—u_, [t,u]=0,

s.t. bory 3 = sola(e) ® 1o + 1y ® solp(f) =: solx(e) B sola(f).
S Iwwwwwwew



Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Boreli vastand

On olemas ainulaadne Boreli alamriihm Bor; 3 C Lory3, mida
nimetame Boreli vastandit, nii et

BOI‘173 ﬂ]é?);‘lj = T01"1’3 = SOO(l7 1) X SO(2)

ja Lory 3 = Bory 3 UBorj 3. Lineariseerimine
log Bory 3 = spang {k, }3 annab

[ko, ka] = ka, [k3, ka] = —€3abkb

kus ko = —ep3, k3 = €21 ja ks = —e€pa + €35, @a= 1,2, nii et
lory 3 = (bory 3), @ (bory 3), @ tory 3. Koos teise baasiga saame

[bo, ka] = —ka,  [b3, ka] = —11ako + 12ak1,
[bav kb] = 2nabe - 2€ab3b3'
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Laiendus

Kui ey, = —eyy, i, v = 0,1,2,3 on defineeritud kui

er=eH(—e) ea=eHle
e =—i(etBH(—e1)) en=—-i(eoBe)
es =esB(—e3) en = —i(e3Hes)

(Kroneckeri summa H on defineeritud juba enne), kus {ex}3 on
algebra sl(2,R) elemendid, [e1, &2] = €3, [€3,€1] = & ja
[e3, &] = ey, siis e, moodustavad Lorentzi algebra lory 3, kus

[euvs €p0] = Npperve + Nvoup — NuoCup — Mupeuc

s.t. Lorentzi algebra sl-struktuuri.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Jagatis G/H

Kui G on algebrailine riihm ja H on kinnine alamriihm, siis sile
projektsioon 7 : G — G/H riihmast kdrvalklassi omandab
kohalikut sobivat 15iget ~y, mis teeb diagrammi

vG/H — G
ide/p™\ {m  moy=idg/y
G/H

kommuteeruvaks. Uks niite on Cartani lahutus

logG =g= gmod logK & logK

noncompact compact
exp | 1 exp L exp
G= exp(gmod logK) X K

L&ike erinevad valikud annavad erinevaid korvalklassi esindajaid.
Boreli alamrithma B C G puhul on G/B suurim homogeenne ruum,
mis on projektiivne teisend. Boreli alamriihmal on G/B-s kinnispunkt.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Esimene tuup

Kompaktse SO-tiitipi parametriseerimise
1, .
lor1,3 > _Ew,uz/e = 812(00) + bOI‘1’3

puhul on e12(&) := wie31 + waeszn kompaktne. Cartani—Killingi
korrutis on negatiivne,

(e12(D), e12(&)) = —2(w? + w3) =1 —2w? < 0
s.t. kérvalklassiesitus on kompaktne. Samas
(exp e12(&), exp e12(W)) = 4 cos® w > 0.
Umberparametriseerimise x; = (sinw/w)w; (i = 1,2) kaudu ja

lisades x3 = cosw saame x7 + x5 + x3 = 1, s.t. tulemus on
kahemootmeline kuulipind.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Esimene tiitip (jatk)

lwasawa lahutust rakendades saame

Loriz = SO(3) x SOp(1,1) x expR?
>~ (SO(3)/S0(2)) x SO(2) x SOg(1,1) x expR?

Bory 3

ehk
LOI‘173/BOI'173 = SO(3)/ SO(2) = Qz.

Selle parametriseerimise projektiivsed koordinaadid on

X X,
—00 < Zy = e = 22 < 0, a=12

22 X3
1—Xxf —Xx;
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Teine tuup

SO1 2-parametriseerimise

2
1
$01,3 2 —Ewm,e“” = Zl?aeoa + bor173

a=1

puhul saame Cartani—Killingi korrutise jaoks positiivset tulemust

(Z Y,€0a, Z§b60b> = 2(19% + 19%) =: 2192 > 0.
a b

Reparametriseerimine x; = (sinh 9¥/9)1¥,, a = 1,2 ja baasi taiendus
xg = cosh®¥) annab xZ — x? — x3 = 1. Selleparast on kdrvalklassi
esindajad mittekompaktse thepinnalise hiperboloidi pinnal,

Y2 = S00(1,2)/SO(2), ja projektiivsed koordinaadid on

<= 1 =12

1/1—{—X]?—|—X22
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Kolmas tuup

Boreli lahutusega lor; 3 = 66;173 U bory 3 seotud on kolmas (ja
meile kdige huvitavam) tiiiip. Tuletame meelde, et kehtib

lor; 3 = (55;1’3)u @ ((bor 3)y x tory 3),

kus (bory 3), ja (1/3?);173)1, on unipotentsete radikaalide (Bory 3), ja
(Bory 3), algebrad ning tor; 3 = log(SOp(1,1) x SO(2)).

1
lor1,3 2> _Ewuuewj = k12(l‘%’) + bOI‘1’3

annab sel korral Cartani-Killingi korrutist (ki2(%), k12(R)) = 0. See
on laheduvuse teine laiendus. Riihma kérvalklasside esindajate
jaoks saame (exp ki2(K<), exp ki2(R)) = 4. Reparametriseerimine

X = K1, y = Kkp ning t = 2x2 annab 2t — (x? + y?) = 0, nii et
reaalsed parameetrid (t, x, y) kirjeldavad elliptilise paraboloidi pinda.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Esinemised

Lie algebrad ei ole esitatud fiilisikas tldjuhul abstraktsete
algebratena vaid esinemiste kaudu. Matemaatiliste kaeparasuse
parast on moistlik kaaluda kompleksarvude korpuses asuvate
vektorruumide esinemised. Reaalvaartustega algebra g saab
komplekseerida holomorfilise laienduse teel,

reaalvdartusega g — Corg

1 o
D(g) — D(Cory),

N

D(x + iy) = D(x) + iD(y). Kuna Lorentzi algebra on so4(C)
reaalne vorm, saab kompleksset esinemist T(&/), k1 =0,3,1,...
samastada s04(C) ja selle sup-struktuuriga.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Kompleksesinemiste sup-struktuur

lor;3 = s0(1,3) > C®pgloriz = sos(C)
= sl(2,0)®sl(2,C) = Cogsu(2)®C ®r su(2)

vastab siis esinemisele

3 Weyli 1 1 . 3
{e,uV}O : 7 5 | = 5€png€ng + I€gp
unitaarne nipp 2 2 1

Dy — iy 8 mp, By = —i(mp B (- M)
T (k1)
T {T6N(D,) = DO(my) & DO(m,),
3
T(k’l)(Bp) = — (D(k)(mp) H (—D(I)(mp))> }

1

{m,}3 moodustavad su, algebrat ja D) on suy iihised esinemised.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Kompleksesinemiste sly(R)-struktuur

Iga 16plikumdotmeline taandumatu lory 3 esitus maaratud paari
(k, 1) jaoks on isomorfne T(</)-iga. Kuid Lorentzi riihm ei ole
kompaktne. Seeparast on maistlik defineerida sly(IR) esitusi, kuna
SL2(R) on lihtsaim mittekompaktne rithm. Ulal mainitud lemma
parast ja slp-lahutuse

101"1’3 = Slz(e) H Slz(f)
kaudu on see lihtne teha:
7*kD(eg1) = 70 (er) B (_77(/)(62)>
kD(e1) = 7K (e) B (er)
kD (ey) = —i (w<k>(e3) i 7T(I)(63))

kus 7(K), k =0, 3.1,... on sly(R) standardesitus.
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Teoreem

Teoreem
Olgu 2k € N ja (m, V) lihtne slp(C) esitud mddduga 2k + 1.

© Mingi k jaoks on 7 ekvivalentne esitusega (k)

@ 7 (h) omaviirtused on
{—2k,—2k —2,...,2k} = Spec (¥ (h)

© Kui 0 # v € V rahuldab 7(¥(e)v = 0, siis 7(K)(h)v = 2kv,
s.t. esitustel 7(K)(h) ja 7(¥)(e) on iihine omavektor |k, k).

@ Kui 0# v € V rahuldab 70 (f)v = 0, siis 7(K)(h)v = —2kv,
s.t. esitustel 7(K)(h) ja 7(9)(f) on iihine omavektor |k, —k).

Punktid 3 ja 4 defineerivad esituse (%) omavektorid, mis on
bor; 3 spiraalsuse olekud soly(e) B solp(f).
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Spiraalsuse olekud

bor; 3-olekud komponendis soly(e):

1
TI'(k’I)(to) = Eﬂ(k)(h) &® 112/+1
() = inM(e) @ Lo

bor; 3-olekud komponendis soly(f):

1
7* D () = L1 ® EW(I)(k)
W(k’l)(u_) = lop1® ITF(I)(f)

Weinbergi ansatzi jargi on olulised:
@ esitus (k, k) (Majorana)
@ esitus (k,0) @ (0, k) (Dirac)
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Boreli alamriihm
Matemaatiline raamistik Esinemised

Majorana

Ilma massita osakesel spiraalsusega A = 2k on n = 4k spiraalsuse
olekut:

sol(e) 2k olekut |k, k; k,—k+p), p=1,2,...,2k,
sola(f) 2k olekut |k, k; k — p,—k), p=1,2,...,2k.

Eriti tahtis on siin esitus (%, %) mis kirjeldab ilma maasita footonit
spiraalsusega 1 ja kahe spiraalsuse olekutega
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Esituse (k, 0) jaoks on solx(e) osas ainult iiks omavektor

|k,0; k,0), vastavalt tg omavektorile A = k (solz(f) on triviaalne).
k= % puhul on tg = %hja ty = ie ning bor173(%,0)
fundamentaalesitus saab valjendatud kujul

by = 3h, by =e, by = —ie, by = —3ih.

Esituse (0, k) jaoks on soly(f) osas ainult iiks omavektor

|k,0; —k,0), vastavalt ugp omavektorile A\ = —k (solz(a) on
triviaalne). k = % puhul on vy = —%hja u_ = —if ning

bory 3(0, ) fundamentaalesitus saab valjendatud kujul
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Kokkuvotteks

Kui on antud puhas kiraalsuse (spinni) olek osakese jaoks, siis selle
osakese mass on null ja tasakaalustusriihm (stabilisaator) on joont
kinnitav riihm, s.t. Boreli alamriihm. Selleparast vahemalt
elektromagnetvalja jaoks maarab simmeetria diinaamikat.

Rein Saar, Stefan Groote Nullmass kui algebraline Boreli struktuur
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