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1 Sissejuhatuseks

Eelmises ettekandes mainisin oma huvi tuuma, mis on seotud sellega, kuidas mass voiks
tekkida vasak- ja paremkéelistest olekutest keskse laenguna. Téna tegelen ithe huvitava
artikliga, milles sellest on kaudselt juttu. Artikkel ise selles kujus ei ole avalikustatud aja-
kirjas, aga pakkub nii palju ponevaid vaatenurka, et tasub kaalutlemist. Léhtepunkt on
kaua kestnud probleem kvantmehaanikas, nimelt 6ige spinnioperaatori defineerimine. Lie-
rithmas ldhtudes teame, et Poincaré rithmal on kaks Casimiri operaatorit, milles iiks on
mass, teine aga massiga seotud spinn. Viimast sonastan niivord ettevaatlikult, sest siiani
on piistitatud seitset(!) erinevat mudelit kirjeldamas seda spinni operaatorit, igaiiks oma
eelistuste ja puudustega (vt. iilevaadeartiklit [1]). Poincaré rithma teine Casimiri operaator
on Pauli-Lubanski vektor ja paigalsiisteemis on see vektor toesti esitatav Pauli maatriksi-
tega, kuid liiguvas siisteemis ei ole sellel vektoril enam spinni kui péordimpulsi omadusi,
kuna moodustajad ei rahulda isegi su(2) poordimpulsi algebrat. Artikkel [2] votab koige
pohjalikult uuritud analiiiisi ette, mis on labi viinud Bogolubovi, Logunovi ja Todorovi
késiraamatus [3] ja otsib (ja leiab!) véljapaésu, mida siin ettekandes késitlen.

1.1 Bogolubovi skeem

Kuna spinni operaator ei saa olla Pauli-Lubanski vektor ise, voiks operaator olla mingi
lineaarkombinatsioon, mille iiheselt mééramiseks panevad kdsiraamatu [3] autorid piisti
viis tingimust: spinni operaator ...

1. ... kommuteerub impulssoperaatoriga.

2. ... on teljevektor.

3. ... rahuldab algebrat su(2).

4. ... teisendub kolmkomponentides ruumiliste poorete all vektorina.

5. ... on paigalsiisteemis kolmkomponentide suhtes vordne Pauli-Lubanski vektoriga.

Niimoodi méértud spinni operaator on unikaalne, kuid ei ole Lorentzi teisenduse all kova-
riantne. Omas artiklis [2] eemaldavad Korea teadlased Choi ja Cho teist ja viiendat tingi-
must, mida nad digupoolest vajalikuks ei pea. Selle asemel nouavad, et spinni operaator
oleks Lorentzi tensor. Sellest jareldavad autorid, et on tegelikult kaks spinni operaatorit,
vasakkéeline ja paremkéeline, mis igaiiks rahuldab muudetud tingimusi ja moodustavad
Poincaré vasakkéelist ja paremkéelist esitust, ja paarsuse vorra laiendatud Poincaré rithmas
saab fiitisikalist spinni esitada nende otsesummana (s,0) @ (0, s), millel puudub iileliigseid
vabadusjérke, nagu esinevad néiteks Rarita-Schwingeri korgema spinni olekutes (nt. [4]).
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2 Choi ja Cho spinnioperaatori(te) tarindus

Tingimused, millest artikli [2] autorid lahtuvad, on
1. (viiike rithm) S* peab kommuteeruma impulsiga, [S*, P#] = 0.
2. (poordimpulss) S* peab rahuldama su(2) algebrat, [S?, S7] = ie;;.S*.

3. (vektor) S* peab kiituma kolmemdotmelise psordimpulssvektorina, [J7, S¥] = i€, S,
kus J7 = ¢, J* /2 on iimber i-telje pddrete moodustaja.

4. (tensor) S* peab teisenduma spinni (Hodge) duaaltensori xS := ¢#*° S, /2
k0-komponendina, S* = xS* = ;.59 /2, mille jaoks kehtib

[J/“/’ *Sk’O] — nyk % SMD o nuk % SVO . nOu % Skl/ + 77OV % Sku’
kus J#*” on homogeense Lorentzi riithma moodustajad.

Olen jélginud nende arvutuskéiku, kuid ei esita siin seminaris selle kédigu detaile. Lahte-
punkt on Pauli-Lubanski pseudovektor (,,pseudo® seetottu, et ei ole Lorentzi kovariantne)
1 vp,.o
wy, = §EWWJ . (1)
Tarindades S* = a ,w” saab kasutada, et [J* w"] = i(w"n™ — w*n™*). Lopptulemus
igatahes osutub kahekordseks (ja m on esialgus ainult vaba parameeter),

1 7
ko 0k k.0 I m
S = W(p w” —p w”) £ Weklmpw , (2)

kus tavaliselt kreeka indeksid téhistavad nelimootmelise vektori, ladina indeksid aga kol-
memdotmelise vektori komponendid, kus aja- ehk 0-komponent on &ra jaetud. Niisugune
tulemus, mis kirjeldab vasakkéelist spinni S_ ja paremkéelist spinni S, ei ole iillatav
seepiirast, et neid saab tekkidada spinnvektori komponentidest S¥ = ho* /2 Lorentzi touge
kaudu, kus o* on Pauli maatriksite abil koostatud spinni esitus kahekomponentilise (Weyli)

spiinorile rakendamiseks. Vastavad touked kolmimpulsi p' kaudu méaratud suunas on {(p),
ja teisendused ise on Q4 (p'), kus

1, = - P
Qstp) = (25700 ). Sl = 3
kus tormakus (ingl. k. rapidity) ¢ médrab touke suurust. Ritta arendades saab niidata, et

kehtib
Si(p) = Q+(p)S* QL (), (4)

kus tormakus on iiheselt méartud hiiperboolsete funktsioonide kaudu,

cosh (%) =/ E2+TZ;C2, sinh (g) =4/ E2_TTCZC2 (5)
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2.1 Paarsuse esitus

Paarsus operaatorina mojub erineval viisil neliimpulsile ja Pauli-Lubanski nelivektorile, ja
sellest saame lihtsal viisil jareldada méju spinnile,

0

p=Pp=0"—p), w:=Pw=(—u’w), = PSi(p)=25i(p)=5%r. (6

mis omakorda néitab veenvalt, et spinnvektorid on seotud kéelisusega, kuna jéarelikult

Pipi(p) = +(p) = =(p). (7)

See on kooskdlas sellega, et Q1 (p) teisendab paigalsiisteemi spinni seisundit ehk spiinorit
¥y (p), kus p = (me, 0), litkkuvasse siisteemi vorrandi ¢4 (p) = Q+(p)v+(p) abil ja

Q:(7) = oxp (37 () ) =0 (57 C0) ) = Q50 ®)

Kuna Pp = p, on selge, et paigalsiisteemis on spiinorid vordsed, = (p) = P+ (p) = ¢+ (D).
Seda saab kasutada selleks, et tekkitada osakese ja antiosakese spiinoreid positiivse ja
negatiivse energia spiinoritena, nagu seda on teinud Thaller [5]. Nagu teatud néiteks elekt-
rondrgas teoorias, murrab mass paarsuse siimmeetriat. Sellepérast ei ole massiga osakese
ja antiosakese spiinorid puhtad kéelisuse spiinorid vaid vasakkéelisest ja paremkéelisest
esitusest koostatud esituse (1/2,0) & (0,1/2) elemendid,*

WP(p) = (iggg;) Py"(p) =" (p), 7°=<]& %2),
e = (0 e =), )

kus Diraci gammamaatriksite jaoks on kasutatud kéeline esitus. Rakendades koondspii-
noritele ¢*/4F (p) laiendatud toukeoperaatori

_(Q-(p) 0
=47 5') (10)

ning kasutades Q. (p)Q_(p) = 1 ja seetdttu Q(p)Q(p) = 1 ehk Q(p) = Q@ *(p) on suh-
teliselt lihtne niidata, et paarsust saab esitada operaatorina Q~2(p), lihtuvalt sellest, et

P (p) = Qp)YTAT (p), PP (p) = AP (D) ja PQ(p)P = Q'p). Sellepéirast ongi

PP (p) = PPV (H) = PQ)PYLTAT(p) =
QP (H) = Q2 ()T (p). (11)

Viimaks on

02(p) = Q*(p) = (Q%O(ﬁ) Qf@)) _ (Qio(p) Q?O(p)) _ (12)

!Erinen siin artiklist [2] seetottu, et minu iilemine komponent on vasakkieline spiinor ¢_ (p).
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2.2 Diraci vorrandi tuletamine

Siinkohal peaksime aru saama, et operaatoris Q(p) voi selle operaatori astmetes peidetud
eksponentsiaalrida katkeb peale esimest jiarku, kuna (- )(¢'-¢ ) = (21 ja seepiirast lihtsalt
exp(to - () = cosh ( £sinh (d, kus 6 := 7 - (/( ja iiheseksmédramise (5) pérast
G-C pP+d-p

¢ me

Q*(p) = mic (poh + (% _(zri) pi) : (14)

Kasutades vorrandeid (9) and (11) saame

Q% (p) = exp(£o - 5) = cosh ¢ +sinh (13)

Sellest tuleneb, et

mey*y" (p) = <p°114 + (% _OOZ) pi) " (p),
—mey" P (p) = <p0114 - (% _(()jl-) pi) v (p) (15)

ja korrutades vasakult maatriksiga 7 16puks
i i i 0 o
mey”(p) = (P =AW (p) = VPt (p), A= <_OZ~ 0 ) ,

—me(p) = (" =) (p) = ¥t (p) (16)

mis on kokku vottes osakese ja antiosakese Diraci vorrandid impulsiruumis.

2.3 Olekute tarindamine

Massi keskse laenguna moistmiseks on jadnud oluliseks puudujéégiks, et jagatakse massiga.
Siinkohal panen ette kaks aastat tagasi leitud ligipadsu. Selleks alustame olekust |p, A), mis
on sonastatud impulsi p ja spiraalsuse A kaudu ning rahuldab paigalsiisteemis

Plp,A) =plp,A),  S%[p,A) = Alp, A) (17)
(spiraalsus on traditsiooni jargi mdddetud z-telje suunas, mis on vastav kvantiseerimistelg),

kusjuures spinni operaator on paigalsiisteemis ikkagi iiheselt S=¢z /2, kus mérgitéhistuse
puudumine tdhistab paigalsiisteemi. Tougatud olek on antud kujul

p.As) = [La(p)p As) = Qe)IB, N, Qulp) = =0, (18)
On selge, et kui defineerime Sy (p) = Qi(p)ng(p), siis on
S3(p)| L ()p, Ax) = Q=(p)S°[B, A) = AQ=(P)ID, A) = AL+ (p)p, As), (19)

nii et 5% (p)|p, Ax) = A|p, \+) ja spiraalsus on Lorentzi touke all jéiv. Saame jirgnevas éra
jatta A katuse ja AL maérgitdhistuse, sest liikuvas siisteemis kehtib AL = A.
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2.4 Teine voimalus Diraci vorrandi tuletamiseks

Vorranditest (9) jareldame, et

£ 5) = PO ) = @ ) = (TP et 2o

Q*(p
Kehtib o o
Q3 (p) = exp (£25 - {(p)) = cosh ((p) + 25 - {(p) sinh ((p), (21)
kus ((p) = ((p)/¢(p), ja kasutades
V5 = (_01 g) (22)
99747 (p) = (cosh ((p) = 2355 - {(p) sinki () ) 747 (). (23)

Korrutades vasakult maatriksiga 7° ning kasutades definitsioonina

. o a (0 1\/-1 0\/& 0\ [0 &
7‘_27755_(1 o)(o 11)(0 6)_<—6 o) (24)

jouame vorrandile

(1" cosh ¢(p) — 7 - (p) sinh ((p) F 1) 747 (p) = 0. (25)

Puhtalt matemaatilist vorrandit saab seostada fiiiisikaga, pannes

{(p) sinh C(p) = ﬁ cosh ((p) = % (26)

millest jireldub cosh? ¢ — sinh? ¢ = 1 pérast a = sinh ¢, siis || cosh ¢ = (E/c) sinh ¢ ning

E+|p E—|p 7
o Etlple ¢ |7l R 1 (27)

ja lopuks
1
(’V”pu + -V E? - 5202) wP/AP(p) =0, (28)
c
mis on taas Diraci vorrand, kusjuures ,,mass“ \/E? — p2c2/c? on antud kahe kinemaatiliselt

moodetava suuruste E ja p kaudu. Voime Oelda, et mass on antud hiiperboolsuse kaudu,
s.t. korvalekalde valguskoonuse kinemaatikast, kus vorrand on mandunud.



3 Kokkuvotteks

Kuigi massimoiste korvalekaldena valguskoonusest ja Diraci vorrandi tuletamine spinniole-
kutest on saavutatud, on endiselt ohus, kuidas teekond rithmateoreetiliselt kulgneb. Tun-
dub, et , fiitisika“ tekkib ainult nende spinnolekute vastastikmojus. Nii on artikli [2] autorid
rohutanud, et nende poolt tuletatud spinni operaatorid pole unitaarsed ega teljevektorid.
Alles rakendades osakese voi antiosakese kirjeldatavale olekule tekkivad vaadeldavad, mis
omandavad moélemad omadused. Viide on endiselt piisti, et kahe, paarsusteisenduse kaudu
seotud homogeensete Lorentzi teisenduste koostdos tekkib inhomogeenne Lorentzi teisen-
dus, mille inhomogeenne osa, s.t. nihed, siindivad tougete vastastikmojust.
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