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1 Sissejuhatuseks

Kvantmehaanikat kirjeldab fiitisikalisi protsesse olekute ja nende peale mojuvate operaato-
rite kaudu. Olekud saab moista kui lineaarse vektorruumi, nn. Hilbertruumi elementidena.
Lineaarsust saab kirja panda kujul

§1t01 + Eatho) = &il1hn) + Ealtha). (1)

Olekute jaoks on defineeritud skalaarkorrutis (¢li) = (1|¢)*, mis on bilineaarne,

(Dl&1thr + Earba) = &1(Bl1) + Ea(@]tha),
(M1 +mealth) = ni (1Y) +n3(d2|V). (2)

Skalaarkorrutis defineerib norm (¢[¢) > 0 ja on null ainult siis, kui |¢)) = |0). Siiski ei
mééra skalaarkorrutis |¢) olekut iiheselt, sest (¢[1)) = 1 ei ole rahuldatud ainult oleksuga
|4) vaid ka olekuga |¢") = &|v), kus |€| = 1. Olek seepérast ei moodusta mitte vektorit Hil-
bertruumis vaid kiir, s.t. vektorite ekvivalentsklassi. Operaatorid on kujutised, mis lahevad
Hilbertruumist Hilbertruumi kahe kiire vahel. Operaatori A jaoks kehtib

|Ay) = AJy). (3)
Kaasoperaator A" on defineeritud vorrandiga
(01AT|¢) = (0| ATp) := (Agl) = (V[Ag)* = (V] Alg)". (4)
Operaatori A ootevéaartused on antud skalaarkorrutisega
(V[Al) ()

ja on reaalvidrtustega ja seega fiiiisikalised, kui operaator A on hermiitiline, AT = A. Kui
oleku |¢) kujutis operaatori A kaudu on samas kiires, siis saame

AlY) = aly), (6)

kus @ on omavéirtus ja |¢) on omaolek, mis on méértud ainult kiirena.
Skalaarkorrutised on defineeritud samas ainult unitaarse operaatori méjuni,

(@lUTU) = (UglUY) = (¥), (7)

mis madrab Eugene Wigneri poolt 1930. aastatel leitud siimmeetria, mis on ténapéeval tea-
tud kui stimmeetria faasiteisenduse all ja on otseselt seotud kalibratsiooniteisenduse ja selle
invariantsusega. Unitaarsed operaatorid moodustavad rithma, mis on pidev ja parametri-
seeritav. Jélgin selles ettekannes, kuidas Steven Weinberg oma raamatu “The Quantum
Theory of Fields” [1] teises peatiikis arendab sellest loomulikul viisil Lie-algebrat.
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2 Tavaline ja projektiivne esitus

Unitaarsed operaatorid saab moista Lie-rithma esitustena. Weinberg kirjutab U(T'), kus T
on rithma element ja U on homomorfism. Kuna aga olekut on méératud ainult kuni faasini,
siis kehtib iildiselt

U(To)U(T) ) = ?TU(TyT)|). (8)

Kehtib muidugi ¢(T,1) = ¢(1,T) = 0, kus 1 on iihiselement. Nurk ¢ saab soltuda olekust,
aga on lihtne néitada, et iildjuhul siiski ei soltu. Selleks vaatame olekut |4 + ¥p) =
|¥4) + |¥B) ja rakendame molemale poolele U(T3)U(T7). Tulemus on

eid)AB(TQ’Tl)U(TQTg)WA ) = eid>A(T2,T1)‘¢A> + €i¢B(T2,T1)|¢B>’ 9)

mis soltumatud olekud |1 4) ja |1p) on voimalik ainult, kui faas ei soltu olekust. Erand on
see, kui ei ole voimalik koostada koondseisundit nt. seetottu, et A ja B kirjeldavad téis- ja
poolarvulisi olekuid. Seega kehtib operaatorisamasus

U(Ty)U(Ty) = e DU (TyTy) (10)

ja U(T) nimetatakse projektiivseks esituseks, mida saab vorrelda tavalise esitusega, kus
o(T»,T) = 0. Projektiivse esituse jaoks peaks kehtima assitsiatiivsus

U(Ts)(U(T2)U(Th)) = (U(T5)U(T2))U(Th),

millest jéareldub

o(To, Th) + ¢(13, TyTh) = ¢(T3,T2) + ¢(15T5, Th). (11)
On lihtne néida, et ¢(T3,T1) = a(TxT1) — a(Tz) — a(T}) rahuldab vorrandit (11). Maistes
olekute ruumi abeli rithmaks, nimemetakse niisugust lahendust kaks-kotsiikliks. Kotsiiklit
saab eemaldada asendusega U(T) = €M U(T), millest tuleneb tavaline esitus kujuga
U(T»)U(Ty) = U(TyT}). (Seesmised) projektiivsed esitused on seetottu defineeritud kuni
kotsiiklini.

2.1 Lie-riihmast Lie-algebrasse

Vaatame niiiid rithma esitust reaalviédrtustega parameetrite % kaudu, mis muudab rithma
sidus Lie-riihmaks. Kehtib

T(02)T(01) = T(f (02, 61)), (12)

kus nii 01, 0, kui ka f(6s, 6,) votavad parameetreid vektorina kokku. Uhiselement on para-
metriseeritud nullvektoriga, 1 = 7(0), ja seega kehtib

f4(6,0) = f*(0,0) = 6°. (13)

Arendades f(6y, 61) ritta on siis selge, et rida ei saa sisaldada nulljarku ega 6, voi 0, astmet
ja seega algab kujul
fe(0a,601) = 05 + 07 + f0505 + ..., (14)
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kus f2 on taas reaalvidrtustega kordajad. Parametriseeritud Lie-rithma elemendist 7°(6)
soltuvat unitaarset operaatorit saab identsuseoperaatori ligidal arenda ritta,

U(T(8)) = 1 + it 6" — %tbcebec +o (15)

kus t, on hermiitilised ja t,, tp. = tep, . .. On parameetrist 6 sdltumatud kordajad. Vaadates

esialgselt tavalist esitust, kus U(T'(02))U(T'(61)) = U(T(f(02,6,))), peab seega kehtima
1 1
(1 + it 05 — 5%9395 +.. > (1 + it 0y — 5%0’{9? + .. ) = (16)

= 14t (05 + 07 + £20505 + ...) —%tbc(93+9’1’+...)(0§+«9§+...)+...,
millest jareldub esimeseks mittetriviaalseks seoseks
the = tyte + ifltq. (17)
Kuna t,. = t. on siimmeetriline, saab jareldada
tote = tety = [y, te] = iCy la, (18)

kus Cf. := —fg. + f% on kujutegurid. Seos (18) piistitab Lie-algebrat.

2.2 Keskse laengu ilmumine

Projektiivse esituse jaoks on Lie-algebrasse naastmiseks vaja arendada faasi ritta. Samade
argumentidega nagu ennegi algab rida segapanusega,

¢(T<02)a T(Ql)) = fabggelf + ... ) (19)

ja projektiivse esituse samasuse (10) ritta arendades tuleb arvesse votta eksponentsiaal-
funktsiooniga. Tulemus on
[ty, te] = 1Chty + iChel (20)

(Che := — foe+ fer), kus 1 on iithikelement, mis ei ole Lie-algebras aga kommuteerub kaikide
Lie-algebra elementidega (ehk Lie-rithma moodustajatega) ja mida nimetatakse keskseks
laenguks. Jacobi samasusest jareldub, et peab kehtima

Co.Ce+CoCe +CC. =0 jasamuti Cp.Cuq+ CoCap + C3Cue = 0. (21)

Teine vorrand on ilmselt rahuldatud, kui Cp. = Cp.At,. Sel korral saab moodustajad
nihutada, t, — t, := t, + At,, et saada tavalist, ilma kesksete laengute Lie-algebrat,
rahuldades [tp, ;] = iCy.t,. Antud Lie-algebra voib voi el voi omandada mittetriviaalset
lahendust teise vorrandi jaoks. Kehtib teoreem, mida Weinberg toestas. Ma ei néita seda
toestus siin iiksikasjalikult vaid mainin, et on kaks pohjust, mis voib tekkitada projektiivsust:

1. algebrailine pohjus: keskseid laenguid ei saa eemaldada moodustajate nihega.

2. topoloogiline pohjus: Rithm ei ole iihelisidus.
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3 Esimene niite: Poincaré algebra

Keskendun siin nagu Weinberg pigem néiidetele. Esimene ndide on Poincaré rithm, mis
on teatud ka mittehomogeense Lorentzi riihma nime all. Moodustajad on impulss P* ja
poordimpulss J# (esitatud kaldsiimmeetrilise tensorina). Vaatame seda rithma esiteks al-
gebrailise vaatenurga all.

3.1 Algebrailine vaatenurk

Voimalikute kesksete laengutega Poincaré algebra on antud siisteemiga

i[Pr, PP = Cmr,

i[JH PP = PRpYP — PUy 4 CFP

i[PF,JP%) = pfPP° — o PP 4 O

QTR JPT] = PR — e TV — TR PV Y P OO (22)
Kehtivad CHr = —CPH CHP = —CPH ja CFP7 = —CP7H . Jacobi samasustest (esimene,

ainult P sisaldav, on triviaalne)

0 = [J [P PP+ [P7, [J%, PP+ [P, [P, J*]]
0 = [JN[JM, PP+ [PP, [T, J] + [T, (PP, J*™]
0 = [JN[JH, PN 4 [P0, [, TR+ [0, [ 077, J] (23)

Jarelduvad seosed kesksete laengute vahel,

0 = nPCoH — ptrCo — o CPH 4 o CPY,
0 = PO I gl ORAY _ pEACKVp | pRICAVP |

O AV ORI | pPRORYA A Q.
0 = gPCFAHT _ e CIRAVS ol RNV | pov CRApH

L PHOPTRY _ pRROPIN YR CIPOHA | A OO |

L TR CHPA PR ORI NP OIINKS | AT VP, (24)

Ahendades Minkowski meetrikaga n,,, kus n,,7*” = 0¥ ja n,,n"? = 4 on aegruumi moot,
saame esimesest vorrandist C7* = 0. Ahendades teist vorrandit sama meetrikaga, saame

1
Cm)\,u — Cﬁnu)\ . C«/\n;ui, CF = gnpucﬂiu,p (25)

ja ahendades kolmandat vorrandit taas 7,,-ga, saame

1
Cﬂi/\,;w' — 7,’)\“0&0 o nnuc)\a =+ nanc«)\u o 7,’/\0'05;1’ Cro = Enypcrop,m/‘ (26)



Asendused P* = P* 4 C* ja J¥ = J" 4+ C* annavad tavalised Lie-algebra seosed, mis
on kesksetest laengutest vabad,

i[P*, PP = 0,
Z'[jw’pp] — punl/p _ pvnup,
i{ﬁu) jpa] — nuppa _ nuopp7
I o0 g IRy Ty gy (D () (27)

3.2 Topoloogiline vaatenurk

On voimalik ndidata, et Lorentzi rithm on isomorfne jagatisrithmaga SL(2,C)/Zs, kus
SL(2,C) on kompleksarvuliste, lineaarsete 2 x 2 maatriksite rithm, mille determinant
vordub iihega, mida jagatakse selle maatriksi mérgiga. Samas on SL(2,C) isomorpfne
rithmaga R3 x S3, mis on iihelisidus. Jagades rithmaga Zs saame Rg x S3/Zs, kus teine kor-
daja on neljamootmelise hiiperkuuli pind, milles on samastatud vastaspunktid. Riithm ei ole
ithelisidus vaid kahelisidus, mis tdhendab, et teekond iile suletud joone on kokkutombav,
kui labib seda teekonna kaks korda. Sellest jiareldub, et voimalik projektiivsus seisneb seoses

U(A)U(Ay) = £U(AsA,). (28)

Sama kehtib ka inhomogeense Lorentzi rithma ehk Poincaré rithma jaoks, mis on isomorfne
rithmaga Ry x Rgx S3/Zs. Samas: kui ei ole antud iihelisidus Lie-riithm, siis saab seda rithma
alati laiendada, sel korral rithmale SL(2, C), mis on iihelisidus. Uldiselt kehtib, et kui rithm
G ei ole iihelisidus, siis saab seda kirjutada kujul F/N, kus E on iileiildine katteriihm ja
N on katteriihma E normaalne alamriihm, mis tdhendab, et G tolgendatakse kui rithma
FE korvalklassid N suhtes, mis on N normaalsuse péarast rithmaelemendid.

Selles kohas kohtub kaks moistet, mis seletab ka keskse laengu nime. Tuleb vilja, et
Lie-rithmade kesklaiendus mittepideva rithma vorra on sama nagu katterithm. Kesklaiendus
aga tdhendab liihikest tépset jada

1-NSESG—1, (29)

kus inklusiooni ¢ : N — E kujutis on rithma £ kesk Z(F). Kui antud liihikese tépse jada
jaoks on olemas homomorpfism s : G — FE, mille liitfunktsioon jagatishomomorphismiga
7 E — G on identsus rithmas G, m o s = idg, siis jada loheneb. Kesklaienduse puhul
tdhendab see, et £ = N x G. Uldiselt aga 1oheneb lithike tépne jada tépselt siis, kui
E = N x G on poolotsekorrutis. See voiks osutada huvitavaks.

3.3 Kokkuvotteks

Laiendatud rithm E aga enam ei sisalda kesklaenguid. Tundub, et keskse laengu olemasolu
ja sellega seotud iilalvaliku reegel (superselection rule) pool- ja tdisarvuliste poordimpulss-
olekute suhtes olid néilised. Enne, kui langetame otsustust, vaatame veel iihte néidet.

bt



4 Teine niite: Galilei algebra

Galilei algebrat on véimalik méaarata alustades Galilei teisendusest. Samas on Galilei tei-
sendus Poincaré teisenduse mitterelativistlik piirjuht, nii et Galilei algebrat saab tuletada
ka Poincaré algebrast. Erilist ja algebrat 16hustavat rolli méngib selles impulsi nelivektor,
milles ajaline komponent skaleerib kiirusega teistmoodi kui ruumilised komponendid, mis
on klaasikaliselt vordelised kiirusega. Ajaline ehk nullkomponent on aga vordne energiaga
H, kui panda valgusekiiruse ¢ = 1. Vérrandite siisteem (27) laguneb siis kolmvektorite ja
skalaaride siisteemisse, kus kolmvektorid on impulss, poéordimpulss ja touge,

ﬁ _ (Pl,PQ,PS)T, j: (JQS’ ng, JlQ)T’ [{" _ (JOl’ JOZ’ J03)T. (30)

Poincaré algebra siisteem on siis kujul

i, Ji] = i€ijrd, i, K| = e Ky, (K, K| = —ieijidg,
[Ji, Pj| = ‘i€jipPr, [K;, Pj] = —id;;H, (31)
UL H] = [PoH] = [HH) =0, [K.H] = —iP

kus iilal- ja allindeksite vahet ei ole ja €;;, on téielik kaldstimmeetriline Levi-Civita tensor
baasvadrtusega €153 = 1. Piirjuhul v < 1 ei skaleeru podrdimpulsid, J ~ 1, aga impulsid
P ~ muv ja energia H = M + W, kus M ~ m on massi osa ja W ~ muv? klassikaline
energia, mis koosneb kineetilisest ja potentsiaalsest energiast. Piirjuhu rakendades saame

i T3] = e, [ K] = depKy, (K, K] = 0,

[Ji, P = iePe,  |Ki, P = —idi;M,

[, W] = [B,W] =0, [K,W] = —iP,

[Ji M| =[P, M] = [K;,M] = [W,M] =0, (32)

millest selgub K ~ 1/v. Piirjubt on teatud kui Inénii-Wigner ahendamist [2, 3]. Uurides
projektiivsust vaatame iiksikasjalikult nihe © — ¥ + @ ja Galilei ,touge* ¥ — & + vt
koosmoju, mis peaks olema ¥ — ¥ + vt + @. Operaatoridena Hilbertruumis aga kehtib

exp(—iK - 7) exp(—iP - a) = exp(iMa - 7/2) exp(—i(K - T+ P - @)). (33)

See viitab sellele, et mass on Galilei rithma keksne laeng, mis paneb iilesse taas iilalvaliku
reeglit, mille jérgi ei saa kokku panda erinevate massidega olekud. Samas saab algebrat
laiendada sellega, et votta operaatori M algebrasse. Seega on, nagu Weinberg rohtab,
iilalvaliku reeglid nagu ,,punane heering®, mis viib toelisest probleemist kaugemale, sest
siimmeetriarithma saab alati laiendada nii, et iilalvaliku reegel laiendatud rithmas enam
ei kehti. Minu isiklik arvamus on, et massi olemasolu saab moista tekkituna téuge ja nihe
koostoos inertsmassina. Seda aga tuleks korralikult ndidata.



5 Viljavaade

Kesksed laengud ilmuvad ka palju keerulisemates olukordades. Uks néide leidub alles hiljuti
jarelretsenseeritud artiklis [4], kus vaadeldatakse kovariantse faasiruumi formalismi Cauchy
dédre- voi pinnaprobleemi olukorras, kui aegruumi pinnad fluktueeruvad. Artikkel tegelikult
kéivitas uuendatud huvi kesksesse laengusse. Muu hulgas tegeletakse artiklis pinnalaengu-
tega ja naidetakse, et ka fluktueeruva pinna puhul on voimalik need saada integreerimise
teel, kusjuures saanud laeng Q(§) = —Qn (&) + Qr(§) soltuvuses difeomorfismist ¢ jagu-
neb kaheks, nimelt Noetheri laenguks ja referentslaenguks. Lopuks joutakse valemile (veidi
teises kleidis, aga kasutades Qn|r = Qr)

[@n (&), @n(&)] = Qn([61,&]) + K6 &, K& &) = [Qn(&), Qn(&)]r — QR([&,%])-)
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Minu keskne huvi keskse laengu ja Lie-rithma laienduse vastu aga on pohjendatud artikli [5]
pérast ja selle artikli seostusest meie uurimissuunaga [6]. Kuigi peamine autor viidab, et
siiani avalikustamata artikkel on niiiid vahepeal ilmunud [7], ei pea see véite vett, sest peen-
sus, mis mind huvitab, on sellest avalikustatud artiklist ilmselt retsendi survel kadunud,
nimelt véide, et paarsuse vorra laiendatud Poincaré riithm on ainus, millel ei ole {ilemé&drane
esitusruum, ja vasak- ja parempidine otsesumma (s,0) @ (0, s) on iiks voimalik esitusviis.
See haakuks tépselt meie viidega, et maasitu osakese Poincaré rithm on kirjeldav vasak-
ja paremkieliste osade kaudu. Seda tuleks (iiksik)asjalikumalt uurida.
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