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1 Sissejuhatus

Norra Teaduste Akadeemia andis 2019. aasta Abeli preemia Karen Uh-
lenbeck’ile teerajaja t06 ja valjapaistvate saavutuste eest kaasaegse mate-
maatika sellistes tdhtsates valdkondades, kus uuritakse geomeetrilisi dife-
rentsiaalvorrandeid, kalibratsioonivéljateooriaid ja integreeruvaid siisteeme.
Antud artikkel on piithendatud Karen Uhlenbeck’i panusele matemaatika
valdkonna arengusse, mis iithendab geomeetriat, matemaatilist fiilisikat ja
matemaatilist analiitisi iiheks tervikuks. Vastavat matemaatika valdkonda
sageli nimetatakse geomeetriliseks analiitisiks, monikord globaalseks ana-
litisiks. Selles valdkonnas matemaatilise analiiiisi ja diferentsiaalvorrandite
teooria meetodeid rakendatakse geomeetriliste ja topoloogiliste probleemide
uurimiseks.

Klassikalise diferentsiaalgeomeetria pohiuurimisobjektideks on koverad
ja pinnad. Kaasaegses teoreetilises fiilisikas on mitu véljateooriat. Iga
véaljateooria eesmérk on kirjeldada teatud fiitisikalisi ndhtusi, naiteks elektro-
magnetilisi vastasmojusid. Véljateoorias kasutatakse fiiiisikalise vélja mois-
tet ja matemaatika seisukohalt fiilisikaline véli on real-, kompleks- vGi
vektorviartustega funktsioon, mille méaramispiirkond on neljamoéGtmeline
Minkowski ruum. Geomeetrilise analiilisi raames uuritakse koveraid, pindu
vol vilju, mis on moéne geomeetrilise (nditeks pindala), voi fiiiisikalise
(nditeks energia) suuruse kriitilised punktid. Naiteks kui geomeetriliseks
suuruseks, mida tuleb minimiseerida, on pinna pindala, siis saame mini-
maalpindade teooria. Minimaalpinna kujukas néide on jargmine. Oletame,
et kolmemootmelises ruumis on antud kinnine joon, kusjuures puuduvad
eneseloikamised ja antud kinnine joon ei ole solm. Teiste sonadega antud
kinnine joon on kuidagi deformeeritud ringjoon. Ulesanne niiiid seisneb selles,
et peame moodustama pinna nii, et, esiteks, etteantud kinnine joon on
selle pinna raja, ja, teiseks, pinna pindala on minimaalne. Minimaalpind
on matemaatiline abstraktsioon, kuid on huvitav, et sellised pinnad tekivad
meid timbritsevas reaalsuses fiiiisikaliste seaduste toimel. Naiteks kui teha
traadist ringi, painutada seda ja panna seebivahu sisse, siis traadist tehtud
kontuurile tombab seebikile, mille geomeetriline kuju on minimaalpind.
Karen Uhlenbeck’i koige olulisemate saavutuste hulgas on pohjapanevad
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tulemused minimaalpindade teoorias.

Teine geomeetrilise analiiiisi valdkond, kuhu Karen Uhlenbeck on silma-
paistvalt panustanud, on kalibratsiooniteooriate geomeetria ja Yang-Millsi
vorrandite lahendused. Tema tulemused kalibratsiooniteooriate geomeetrias
on fundamentaalsed ja koik edasised uurimised selles valdkonnas tuginevad
iihel voi teisel méadral Karen Uhlenbeck’i té6dele. Antud uurimisvaldkond
on aarmiselt huvitav ja aktuaalne ténu sellele, et selles realiseeritakse selliste
erinevate teadusvaldkondade nagu teoreetiline fiiiisika, diferentsiaalgeomeet-
ria, algebra, matemaatiline analiiiis ja diferentsiaalvorranditeooria ideede,
moistete ja meetodite slintees.

Kalibratsioonivéljateooriaid (gauge theories) kasutatakse kaasaegses teo-
reetilises fiitisikas vastasmojude kirjeldamiseks. Kaasaegsed eksperimentaal-
sed andmed néiitavad, et looduses on neli fundamentaalset interaktsioo-
ni. Need on elektromagnetilised, norgad, tugevad ja gravitatsioonilised
vastasmojud. Iga interaktsiooni kirjeldab vastav viljateooria, millel on
kalibratsioonivéljateooria struktuur. Selle struktuuri eripéra on teooria kalib-
ratsioonisiimmeetriad, mis moodustavad kalibratsioonirithma. Kalibratsioo-
nislimmeetria tdhendab, et kui kalibratsioonivéli on teatud viisil teisendatud
(kalibratsiooniteisendused, mis soltuvad kalibratsioonirithma elementidest),
siis fiiiisikaline konfiguratsioon ei muutu, st viljateooria vorrandid, nende
lahendused jaavad samadeks. Teiste sonadega, kalibratsiooniteisendus ei too
teooria jaoks kaasa mingeid fiiiisikalisi tagajérgi.

Voime Gelda, et kalibratsioonivéli on méadratud kalibratsiooniteisenduse
tdpsusega ja kui kalibratsioonirithm on mittekommutatiivne, teeb see kalib-
ratsioonivéljateooria kvantiseerimine iisna keeruliseks. Kalibratsioonivélja-
teooria mittekommutatiivse kalibratsiooniriihmaga kvantiseerimise meetod,
mis tugineb Feynman'i integralile (integreerimine toimub 16pmatumootme-
lises funktsionaalses ruumis), oli véla tootatud L. Faddeevi ja A. Slavnovi
toodes [2].

Seega on igal kalibratsioonivéljateoorial oma kalibratsiooniriihm. Reeg-
lina on see N-jarku kompleksete unitaarsete determinandiga 1 maatrik-
site rithm SU(N), néiteks Maxwelli teooria (elektromagnetismiteooria)
kalibratsiooniriihm on U(1) (kompleksarvud mooduliga 1), Yang-Millsi
valateooria kalibratsiooniriithm on SU(2) ning tugevate vastasmojude teooria
kalibratsioonirithm on SU(3). Siinkohal tuleb mainida, et kaasaegse teo-
reetilise fiilisika fundamentaalprobleemiks on i{ihtse véljateooria konstruee-
rimise probleem, see tdhendab selline véljateooria, mille raames saaks
kirjeldada koiki teadaolevaid vastasmojusid. Elektromagnetiliste ja norkade
interaktsioonide iihtse véljateooria oli konstrueeritud ja uuritud Glashow,
Weinberg’i ja Salam’i t66des ja vastavat teooriat nimetatakse Glashow-
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Weinberg-Salam’i kalibratsioonivéljateooriaks (electroweak theory) ja selle
kalibratsioonirithmaks on SU(2) x U(1). Glashow-Weinberg-Salam’i teooriat
on voimalik iihendada tugevate interaktsioonide teooriaga, valides piisavalt
suure kalibratsiooniriihma (mis sisaldaks SU(2) x U(1) ja SU(3)), néiteks
SU(5). Gravitatsiooni voib vaadelda ka kui kalibratsioonivéljateooriat.
Kalibratsioonirithm on sel juhul aga lopmatumd6otmeline funktsionaalse
ruumi struktuuriga ja see on probleemide allikas, mida pole veel siiamaani
lahendatud.

Esimene kalibratsioonivéaljateooria mittekommutatiiuvse kalibratsiooni-
rithmaga SU(2) oli pakutud fiilisikute C. Yang’i ja R. Mills'i t66s [9] ja
praegu vastavat véljateooriat nimetatakse Yang-Mills’i viljateooriaks. Yang-
Mills’i véljateooria baseerub H. Weyl kalibratsiooniprintsiibil, mida voiks
sonastada jargmiselt: kalibratsiooniteisenduse parameeter soltub aeg-ruumi
punktist voi teiste sonadega vaatlejatel aeg-ruumi erinevates punktides on
erinevad kalibratsiooniteisenduse parameetrid. Diferentsiaalgeomeetrias 30.
aastate 16pus loodi kihtkondade ja seostuste kihtkondadel teooria, mida
aktiivselt uuriti. Rohutame, et Yang-Millsi véljateooria oli konstrueeritud
ldhtudes valjateooria printsiipidest ja teoreetilise fiilisika probleemide la-
hendamiseks ning kihtkondade ja seostuste teooria kasvas vilja seostuse
moiste iildistamisest ja oli loodud diferentsiaalgeomeetria probleemide la-
hendamiseks. Seda himmastavam on see fakt, et need kaks teooriat osutusid
pOhimoistete matemaatilise kirjelduse seisukohast tépselt samaks! Ainus
erinevus oli see, et diferentsiaalgeomeetrias ja teoreetilises fliiisikas kasutati
samade objektide jaoks erinevaid termineid. Diferentsiaalgeomeetrias kasuta-
ti moisteid seostus ja selle koverus, samas Yang-Mills’i valjateoorias kasutati
termineid kalibratsioonivilja potentsiaal ja selle tugevus. Kuid need olid
sisuliselt samad objektid! See avastati eelmise sajandi 60-ndate aastate lopus
ja andis voimsa touke kahe teaduse kiireks vastastikuseks rikastamiseks.

Seega selgus, et kihtkondade ja seostuste kihtkondadel teooria on kalib-
ratsiooniviljateooriate matemaatiliseks kirjeldamiseks adekvaatne geomeet-
riline teooria. Sellega seoses tekib kiisimus, mis on seostus ja kuidas selline
moiste diferentsiaalgeomeetrias tekkis. Seostuse moistet saab seletada suuna-
tuletise abil. Funktsiooni tuletis naitab, kui kiiresti muutub funktsioon. Kui
funktsioon on méiratud kolmemootmelises ruumis, siis suunatuletis néitab,
kui kiiresti muutub funktsioon teatud suunas. Olgu E3 kolmemd&dtmeline
eukleidiline ruum. Kui p on E3 mingi punkt, siis koik vektorid alguspunktiga,
punktis p moodustavad vektorruumi, mida téhistame TpE3, ja edaspidi
nimetame ruumi E3 puutujaruumisks punktis p. Olgu kolmemdootmelises
eukleidilises ruumis E? on antud punkt p, vektor v (rakendatud punktist p) ja
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punkti p iimbruses U C E? on méiratud 16pmata diferentseeruv funktsioon
f. Alati leidub parametriseeritud kover a : I — U, kus I C R, mis ldbib
punkti p, st @(0) = p ja v on selle kovera puutujavektor punktis p, st
a/(0) = v, kus o/(t) on kdvera o puutujavektor punktis «(t). Funktsiooni f
suunatuletiseks punktis p vektori v suunas nimetatakse arvu

(Volp = 2 (f((t))i=o- 1)

Cdt

Kui eukleidilise ruumi E? (vai selle lahtise alamhulga U C E?) igas punktis p
on médratud vektor X, (siinkohal peame silmas, et vektor X, on rakendatud
punktist p), siis Geldakse, et eukleidilises ruumis on antud vektorvili X
ja vektor X, on selle vektorvilja vdartus punktis p. Vektorvéljad saab
liita X + Y ja korrutada funktsioonidega f X, need algebralised tehted
on defineeritud punktiviisi. Valemi (1) abil maarame uue funktsiooni X (f)
jargmiselt: X (f) on funktsioon, mille véértus punktis p vordub funktsiooni
f suunatuletise vairtusega punktis p vektori X, suunas. Seega sellisel viisil
defineeritud funktsioon X (f) néitab, kui kiiresti muutub algfunktsioon f
ruumi mingi punkti infinitesimaalses timbruses vektorvéilja X suunas.

Jargmine samm on rakendada iilalpool kirjeldatud konstruktsiooni sel-
leks, et moota, kuidas iiks vektorvili Y muutub teise vektorvilja X poolt
médratud suunas. Selleks oletame, et ruumis E3 on antud ristkoordinaa-
dislisteem, st on antud kolm iihikvektorit e, eo, e3 ja nad on paarikaupa
risti. Nutid suvaline vektorvili X on iiheselt méadratud kolme funktsioo-
niga X', X2, X3, kus funktsiooni X* vé#rtus ruumi punktis p on vektori
X, i-s koordinaat (baasis eq,es,e3. Funktsioone X L X2, X3 nimetatakse
vektorvilja X komponentideks antud ristkoordinaadisiisteemis ja jargnevas
alati eeldame, et vektorvélja komponendid on l6pmata diferentseeruvad
funktsioonid. Olgu Y'', Y2, Y3 vektorvilja Y komponendid antud koordinaa-
disiisteemis. Kasutades funktsiooni suunatuletise moistet, méarame uue vek-
torvillja VxY, mille komponendid on funktsioonid X (Y1), X (Y?), X (Y?).
Vektorvilja VxY definitsioonist jareldub, et vektorvéli V xY néitab, kuidas
muutuvad vektorvéilja Y komponendid (seega vektorvili Y') vektorvilja
X poolt madratud suunas. Kujutust V, mis seab kahele vektorviljale
X,Y vektorvilja VxY nimetatakse kovariantseks tuletiseks. Mainime, et
kovariantsel tuletisel on jargmine omadus

fo+gyZ = fVxZ +gVyZ. (2)

Sisuliselt kovariantne tuletis on seostus ja ruumi E? korral see on
eukleidiline seostus. Selleks, et seletada, miks kovariantse tuletise juhul
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kasutatakse terminit "seostus" néitame kuidas kovariantse tuletisega assot-
sieerub seostuse maatriks. Oletame, et ruumis E3 on antud kolm vektorvilja
FE1, Es, F5, kusjuures ruumi igas punktis nende poolt méaratud vektorid
moodustavad ruumi ortonormeeritud baasi (st nad on iihikvektorid ja
paarikaupa risti). Tavaliselt kolmikut {F;, F2, E3} nimetatakse ruumi E3
ristreepervaljaks. Toepoolest kolmik Fy, Fy, F3 méadrab ruumi igas punktis
ristreeperit, st punkt (alguspunkt) ja kolm baasivektorit. Juhime tdhelepanu
sellele, et kolm ortonormeeritud vektorit e, eq, e3 tekitavad ristreepervalja.
Sellisel juhul vektorvélja FE; vddrtus ruumi suvalises punktis on e;. On
ilmne, et sellisel juhul ristreepervéli on konstantne ja kovariantse tuletise
rakendamine annab triviaalse tulemuse. Kuid see ei ole ainus voimalus
ristreepervélja konstrueerimiseks. Koverjooneline koordinaadisiisteem, kus
koordinaatjooned on ruumi igas punktis teine teisega risti, tekitab ruumis
ristreepervélja, naiteks sfidrilised koordinaadid. Sellisel juhul vektorvélja E;
vadrtus ruumi punktis pon i-nda koordinaatjoone puutujavektor punktis
p (vajaduse korral normeeritud). See on vihem triviaalne néide vorreldes
konstantse reeperviljaga (tekitatud vektorite e, eq,e3 poolt), sest sellisel
juhul vektorviljad {E1, Ea, E5} on iildiselt mittekonstantsed, reeper soltub
punktist ja seostuse maatriks on mittetriviaalne. On ilmne, et iga vektorvéli
X on esitatav kujul

X=X'E +X’Ey+ X?E3, (3)

kus X', X2, X3 on vektorilja X komponendid kdverjoonelistes koordinaati-
des.

Olgu X mingi vektorvili ruumis E3. Vaatleme kovariantset tuletist
VxFE;, kus i = 1,2,3. Arvestades iilalpool néidatud kovariantse tuletise
geomeetrilist tdhendust, teame, et kovariantne tuletis néitab meile, kuidas
ristreeper muutub alguspunkti 16pmata véikese nihke vektorvilja X poolt
méadratud suunas korral. Siinkohal on téhtis see, et ruumi igas punktis reeper
on ristreeper (baasivektorid on ortonormeeritud). See tdhendab, et reeperi
alguspunkti infinitesimaalnihke korral baasivektorid jaavad iihikvektoriteks
(pikkus ei muutu) ja nende vastastikune asend (teine teisega risti) ka jaab sa-
maks. Kuid eukleidilises ruumis E? tihendab see ainult iihte liikumist ja see
on reeperi poore! Seega kovariantne tuletis peaks nditama infinitesimaalset
pooret.

Kuna Vx E; on vektorvéli, kehtib valem (3) ja voime kirjutada

3
7=1
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kus gf on funktsioonid. Seega valem (4) seab igale vektorviljale X vasta-
vusse iiheselt méaratud funktsioonid gf ja valemiga (4) méératud vastavus
rahuldab omadust (2). Sellist vastavust kaasaegses diferentsiaalgeomeetrias
nimetatakse esimest jirku diferentsiaalvormiks voi 1-vormiks ja tahistatakse
w: X — w(X), kus w(X) on funktsioon. Seega 1-vormi w védrtus vektorvélja
X korral on funktsioon w(X) ja suvaliste funktsioonide ning vektorviljade
korral kehtib omadus

wf X +gY) = fwlX)+guw).

Jarelikult valemi (4) voime niilid kirjutada kujul

3
VxE =Y wl(X)E;. (5)
j=1

Kolmandat jarku ruutmaatriksit w = (wf ), mille elemendid on 1-vormid,
nimetatakse eukleidilise seostuse maatriksiks. Valemis (5) on vektorvali X
suvaline ja pohimotteliselt voiksime selle valemist dra jédtta. See rikub aga
kovariantse tuletise struktuuri, milles peaks olema kaks vektorvélja. Valemi
(5) parem pool annab vihje selle probleemi lahendamiseks. Kui jétame
valemi (5) paremal poolel oleva vektorvilja X é&ra, saame avaldise w; =
Z?Zl w! Ej, mida saab vaadelda 1-vormina, mille vidrtused on vektorvéljad.
Kasutades kovariantset tuletist defineerime uue operaatori D, mis seab igale
vektorvéljale Y vastavusse iiheselt madratud 1-vormi DY, mille vadrtused
on vektorvéiljad, jargmiselt DY (X) = VxY. Operaatorit D nimetatakse
kovariantseks diferentsiaaliks. Niitid vorrandi (5) voime kirjutada kompaktsel

ja ilusal kujul
3
DE; =" Wl Ej;. (6)
j=1

Selle valemi abil saab pohjendada sona "seostus" kasutamist. T'oepoolest,
ndeme, et ruumi punkti lopmata védikse nihke korral muutub puutujaruumi
reeper vastavalt valemile (6). Piltlikult 6eldes, 1-vormide maatriks w méarab
seost puutujaruumide vahel, kus iiheks puutujaruumiks on puutujaruum
antud punktis ja teiseks on puutujaruum lopmata lahedases punktis. Vorrand
(6) selgitab seostuse moistet infinitesimaalse lahenemise seisukohalt. Seda
lahenemist laiendatakse kogu ruumile, kasutades vektori paralleeliilekannet
piki koverat. Oletame, et ruumis on antud kover, mis iithendab kahte punkti
A ja B, ning punktis A on antud mingi vektor v. Oletame, et ruumis on
madratud seostus, jarelikult meil on kovariantne diferentseerimine. Vektor-
vilja piki koverat nimetatakse paralleelvektorvéljaks, kui selle kovariantne
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tuletis on null. Kovariantse tuletise vordsus nulliga kirjutatud koordinaatides
annab diferentsiaalvorrandisiisteemi. Kui lisaks paneme algtingimuseks see,
et otsitava vektorvélja vaartus punktis A on vektor v, siis leidub diferent-
siaalvorrandisiisteemi lahend ja ta on ainus. Selle lahendi (vektorvélja piki
koverat) vadrtus (vektor w) punktis B on vektor v paralleelselt iilekantud
punktist A punkti B. On ilmne, et kujutus, mis seab igale vektorile v
(lahendi olemasolu) vastavusse iiheselt médratud (lahendi ainsus) vektori
w, on puutujaruumide (punktides A ja B) isomorfism. Muidugi on selge,
et puutujaruumide dimensioon ruumi erinevates punktides on iiks ja sama
ning seetottu on need isomorfsed. Kuid {ildjuhul puudub nende vahel
kanooniline isomorfism ja vektori paralleeliilekanne voimaldab konstrueerida
ithe puutujaruumi isomorfse kujutuse teise peale. Seega meie méirame
vorrandi (6) abil seost kahe puutujaruumi vahel ja see oGigustab termini
“seostus” kasutamist.
Kovariantse diferentsiaali D korral kehtib valem

d <X,)Y >=<DX)Y >+ < X,DY >, (7)

kus X, Y on vektorviljad, <, > on skalaarkorrutis ja d on vélisdiferentsiaal
(hariliku diferentsiaali {ildistus diferentsiaalvormidele). Erijuhul kui X =
E;,Y = E; saame

d < Ei,Ej >=< DEi,Ej >+ < Ei,DEj > .

Kuid < E;, E; >= 0;; ja seega valemi vasakpool on vordne nulliga. Valemi
parempoolel rakendame valemit (6) ja saame w§ + wg = 0. See on tahtis
tulemus, mis néitab seost kolmemd&otmelise ruumi péorete rithmaga. Tuleta-
me meelde, et kolmemootmelise ruumi poored saab kirjeldada rithma SO(3)
abil, kus SO(3) on kolmandat jarku determinandiga 1 ortogonaalmaatriksite
(A At = I, I on iithikmaatriks, A? on transponeeritud maatriks) rithm. Selle
rithma Lie algebra so(3) on kolmandat jarku kaldsiimmeetriliste maatrikstite
Lie algebra. Jarelikult seostuse maatriksit w voime vaadelda kui so(3)-
vadrtustega 1-vormi ja siin me selgelt ndeme seost infinitesimaalpooretega
kolmemootmelises ruumis.

Ulalpool oleme selgitanud seostuste teooria pohimdisteid tisna lihtsal
juhul, kui ruumiks on kolmemodtmeline eukleidiline ruum. Sel juhul méérab
seostuse eukleidilise ruumi geomeetria (vektorite skalaarkorrutis) ja euklei-
diline seostus on {iisna triviaalne, see tdhendab, et sellel pole koverust.
Kuid isegi sel juhul saab seostuse maatriksi teha mittetriviaalseks, kui
arvutused viiakse ldbi koverjoonelistes koordinaatides ja see on diferent-
siaalgeomeetria kursuse iliopilastele hea harjutusiilesanne. Seostuste teooria
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on labinud pika arengutee, seda on aktiivselt uuritud, arengule on voimas
touge andnud rakendused kalibratsioonivéljateooriates ning praeguseks on
see joudnud korgele abstraktsuse ja iildistuse tasemele. Praegu esitatakse
seostuste teooriat kaasaegse diferentsiaalgeomeetria selliste moistete abil
nagu muutkond, kihtkond, Lie rihm, Lie algebra. Muutkond on ruumi ja
pinna moiste iildistus. Diferentsiaalgeomeetrias uuritakse siledaid muutkon-
di, kuid teooria esitust tavaliselt alustatakse topoloogilise muutkonda méiste
definitsioonist. n-mo6otmeline topoloogiline muutkond M™ on topoloogiline
ruum (Hausdorfi ruum topoloogia loenduva baasiga), mis on lokaalselt
homdéomorfne ruumiga R". Seega topoloogilise muutkonna mis tahes punkti
p € M™ iimbruses U C M™ on maératud lokaalne koordinaadisiisteem,
see tdhendab lokaalne homoéomorfism ¢ : U — R" voimaldab méiarata
igale punktile lokaalsed koordinaadid ¢(p) = (x!,22,...,2"). Paari (U, )
nimetatakse lokaalseks koordinaatkaardiks (voi lihtsalt kaardiks) punkti p
timbruses. Juhul kui lokaalsed koordinaadisiisteemid (U, ¢), (V, psi) kattuvad
UNV #0, tekkikvad iihisosal iileminekufunktsioonid

pop L:p(UNV)CR” = p(UNV) CR", (8)
mis voimaldavad punkti ithed koordinaadid ¢(p) = (x!',z2,...,2") {imber
arvutada teisteks ¥ (p) = (y',y?, ..., y") jirgmiselt

($17$2""7$n):¢Ow71(y17y27"‘7yn)' (9)

Tuleb mainida, et topoloogilisel muutkonnal me ei oska diferentseerida, kuna
sisuliselt meil on ainult pidevuse moiste. Seega pole voimalik rakendada
diferentsiaalarvutuse voimsat aparaati, millele tuginevad néaiteks fiilisika
téahtsad diferentsiaalvorrandid.

Topoloogilise muutkonna struktuurist jareldub, et iileminekufunktsioo-
nid (8) on homdomorfismid ruumi R” lahtiste alamhulkade vahel. On ilmne,

et kujutus (8) on iiheselt midratud n funktsiooniga f!, f2,..., f*. Valemi
(9) niitid voime kirjutada kujul
wl = fl(y17y27"'7yn)7

x2 = fz(y17y27"'7yn)7
- (10)
o= YLy
Aga niitid on tegemist reaalvairtustega n-muutuja funktsioonidega ja selliste

funktsioonide korral meie teame, mida téhendab diferentseerimine! Seetottu
niiid voime nouda, et oleks tédidetud rangem tingimus, see tdhendab, et
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koik tileminekufunktsioonid oleksid lopmata diferentseeruvad (siledad) ja
see annab sileda muutkonna kontseptsiooni. Lokaalsete koordinaatkaartide
kogum {(U, ¢)} koos vastavate siledate iileminekufunktsioonidega médrab
muutkonna siledat struktuuri. Topoloogilist muutkonda M™, millel on maa-
ratud sile struktuur, nimetatakse siledaks muutkonnaks.

Niiiid voime defineerida sileda funktsiooni moistet. Olgu f : M™ — R
pidev funktsioon siledal muutkonnal. Funktsiooni f nimetame siledaks, kui
iga lokaalse koordinaatkaardi (U, ¢) korral funktsioon fog~!: ¢(U) C R* —
R on sile. Antud definitsioon on korrektne selles mottes, et ta ei soltu lokaalse
kaardi valikust. Kui funktsioon on sile koordinaatides z', 22, ..., z", siis ta
on sile ka koordinaatides y',y?,...,y", sest muutujate vahetus (10) on sile.

Jargnevas sona “muutkond” tdhendab “sile muutkond”, see tdhendab, et
muutkond on varustatud sile struktuuriga. Siledate muutkondade difeomor-
fismiks nimetatakse kujutust, mis on bijektiivne, sile ja selle péordkujutus
on ka sile. Kui siledad muutkonnad on difeomorfsed, siis diferentsiaalgeo-
meetrias neid peetakse ekvivalentseteks.

Stigav, fundamentaalne ja viga keeruline kiisimus on see, kas topoloogili-
sel muutkonnal eksisteerib mittedifeomorfseid siledaid struktuure ja kui jah,
siis kui palju neid voib olla. Pikka aega arvati, et topoloogilisel muutkonnal
on ainult iiks sile struktuur. Osutus, et see on 0ige dimensioonides 1,2,3,
see tdhendab, et n-modtmelisel topolooghisel muutkonnal, kus n = 1,2, 3,
eksisteerib difeomorfismi tapsusega ainult iiks sile struktuur. Selle valdkonna
jargnenud areng aga néitas, et korgemates dimensioonides vastus sellele
kiisimusele polnud nii lihtne. J. Milnor [4] konstrueeris eksootilise sileda
struktuuri seitsmemootmelisel sfisril S7, hiljem konstrueeriti eksootilised
siledad struktuurid ka korgemate dimensioonidega sfiaaridel. Oli {isna loo-
mulik oletada, et tasased ruumid R" on rohkem “kuulekad” vorreldes
koverate muutkondadega. Tdepoolest, saab néidata, et kui n # 4, siis
ruumil R™ on ainult tiks sile struktuur. S. Donaldson’i (1986. aasta Fields’i
medal) teoreemidest 4-modtmeliste muutkondade topoloogiast [1] jareldub,
et ruumil R?* eksisteerivad “valsk” siledad struktuurid ja selliste struktuuride
hulga voimsus on isegi mitteloenduv! Huvitav on see, et S. Donaldson’i
teoreemid olid saadud Yang-Millsi vorandi lahendite uuurimisel ja see on
valdkond, mille arengusse Karen Uhlenbeck maérkimisviarselt panustas.
Toome iihte hammastavat véidet, mis jareldub S. Donaldon’i teoreemidest.
Olgu R? neljamootmeline ruum “valsk” sile struktuuriga. Kehtib [3]

Ruumas R‘;f eksisteerib kompaktne alamhulk C selline, et selle ei saa {imbrit-
seda siledalt sisestatud kolmemdotmelise sfidriga.
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Tuletame meelde, et kujutust ¢ : S3 — ]R;% nimetatakse sisestuseks, kui
¢ : 8% — ¢(93) on homdomorfism, ¢ on sile ja suvalise punkti p € 53
korral diferentsiaal d¢ : T,5% — T¢(p)R;% on injektiivne (TpS?’,Td)(p)R;% on
puutujaruumid).

Jargmine moiste, mida vajame Karen Uhlenbeck’i silmapaistvate tule-
muste kirjeldamiseks, on kihtkond. Kihtkond on muutkond, millel on tdiendav
struktuur. Kihtkond koosneb baasmuutkonnast M™ ja sellel méaaratud
kihtide parvest. Kui kihiks on vektorruum, siis kihtkonda nimetatakse
vektorkihtkonnaks (mainime, et kihtide dimensioonid erinevates punktides
on vordsed). Kui kihiks on Lie rithm (néiteks SU(N)), siis kihtkonda ni-
metatakse peakihtkonnaks. Seega voimaldab kihtkonna moiste kinnitada kihi
muutkonna igale punktile, olgu see siis vektorruum voi maatriksrithm. Fiitisi-
ka seisukohalt annab see tdiendavaid vabadusastmeid ja voimaldab kirjeldada
osakese sisemist ruumi, néiteks isotoopset spinni. Olgu F vektorkihtkond,
M™ selle baasmuutkond, E, kihtkonna kiht punktis p € M"™ (m-mootmeline
vektorruum) ja ¢ € E, kihi mingi punkt. Kujutust 7 : £ — M", kus
7(q) = p, nimetatakse kihtkonna projektsiooniks baasmuutkonnale. Seega
vektorkihtkond on kolmik ja seda sageli téhistatakse jargmiselt (E,m, M™).
Antud juhul vektorkihtkonna dimensioon non n + m. Lihtsaim viis vek-
torkihtkonna konstrueerimiseks on moodustada otsekorrutise M™ x R™,
sellist vektorkihtkonda nimetatakse triviaalseks vektorkihtkonnaks. Uldiselt
vektorkihtkond on mittetriviaalsel viisil “vaanatud” otsekorrutis ja seda ei
saa esitada tilalpool ndidatud otsekorrutisena, kuid kihtkonna definitsioonis
noutakse, et see oleks alati voimalik lokaalselt ja seda nimetatakse kihtkonna
lokaalse trivialiseerimise noudeks. Jarelikult baasmuutkonna suvalise punkti
p € M" korral leudub selle iimbrus U C M™ selline, et 7~1(U) C E on
difeomorfne otsekorrutisega U x R™.

Kihtkondade teoorias kasutatakse moistet kihtkonna ldige. See on sile
kujutus, mis seab baasmuutkonna igale punktile p € M™ vastavusse iiheselt
médratud kihi E, punkti, see tahendab, et loige on kujutus s : M" — FE,
mis rahuldab tingimust 7 o s = idps», kus idy~ on baasmuutkonna sama-
susteisendus. Kihtkonna loike moiste on véga kasulik, mitmeid kaasaegse
diferentsiaalgeomeetria moisteid, néiteks vektorvélja, diferentsiaalvormi jt,
saab {ihtselt kisitleda vastava kihtkonna loikena.

Vektorkihtkonna kujukas nédide on muutkonna puutujakihtkond. Muut-
konna M™ igas punktis p on masratud puutujaruum 7, M", puutujaruumide
(iihisosata) iihend UpepsnT,M™ on vektorkihtkond. Uldiselt see on mittetri-
viaalne vektorkihtkond. Néaiteks, kui muutkonnaks on 2-mootmeline sfair
52, siis selle puutujakihtkond on mittetriviaalne, see tihendab, et ei ole
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voimalik ta samastada otsekorrutisena S? x R%. T&epoolest, kui see oleks
voimalik, siis leiduks sfaaril kaks siledat puutujavektorvilja X, Y nii, et sfaéri
igas punktis oleksid nende véaartused lineaarselt soltumatud puutujavektorid.
Need vektorid moodustaksid puutujatasandi baasi ja iga puutujavektor
oleks samastatav R? vektoriga koordinaatide abil. Kuid Poincaré teoreem
vektorvélja iseddrasastest punktidest on takistuseks selliste vektorvéljade
olemasolule. Poincaré teoreem vaidab

Kui siledal kompaktsel (ilma rajata) muutkonnal on antud sile vektorvili
(puutujakihtkonna loige), siis selle vektorvilja singulaarsete punktide indeksi-
te summa on vordne muutkonna Euleri karakteristikuga.

Niitid arvestame, et sfaari Euleri karakteristik on 2, jarelikult suvalise puu-
tujavektorvilja X korral leidub sfaéril selle singulaarne punkt (vastasel juhul
Euleri karakteristik oleks 0), see tdhendab, punkt, kus puutujavektorvilja X
vaartus on nullvektor. Kuid sellises punktis vektorviljade X, Y vaartused ei
moodusta puutujatasandi baasi.

Peakihtkonna moiste on abstraktsem ja vahem visuaalne kui vektorkiht-
kond. Peakihtkonna méiste tugineb Lie rithma G toime muutkonnal moistele.
Antud artiklis piisab eeldusest, et Lie riihm on Lie maatriksrithm, see
tahendab G on kompleksete N x N-ruutmaatriksite ruumi alammuutkond ja
rithma tehe on maatrikskorrutamine. Rithm G toimib paremalt muutkonnal
P (paremtoime), kui on méératud sile kujutus

R:(p,g) e PxG— Ry(p)=p-g€P,

mis rahuldab
p-e=p, (p-g1)-92=p-(9192), (11)

kus e on riithma {ihikelement. Rithm toimib vabalt, kui p - g = p jareldub,
et ¢ = e. Riihma toime orbiidiks G, muutkonna punktis p nimetatakse
punktihulka {¢ € P : ¢ = p-g,9 € G}. Orbiitide hulka tdhistame
M = P/G. Esiteks oletame, et orbiitide hulgal M saab médrata sileda
muutkonna struktuuri ja kujutus # : P — M, mis seab P igale punktile
p vastavusse punkti p ldbiva orbiidi, on sile kujutus. Teiseks oletame, et
suvalise punkti € M korral leidub selle lahtine iimbrus U nii, et 7—1(U)
on difeomorfne otsekorrutisega U x G (lokaalse trivialiseerimise noue). Siis
muutkonda P nimetatakse peakihtkonnaks ja téhistatakse P(M, G). Rithma
G nimetatakse selle peakihtkonna struktuuririihmaks ja muutkonda M
nimetatakse peakihtkonna baasmuutkonnaks. Peakihtkonna kiht, mis ldbib
punkti p, on rithma toime orbiit G),.
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Peakihtkonna kéige tuntum néide on jargmine. Olgu M™ sile muutkond,
T, M™ selle puutujaruum punktis x ja {e1,ea,...,e,} puutujaruumi 7, M™
baas. Moodustame reeperi R, = {x;ej,es,...,e,} (alguspunkt+baas).
Koikvoimalikute reeperite punktis x hulka tdhistame 93, ja moodustame
tthendi R = UgepnR,. Maatriksrithma GL(n) toimet hulgal SR méérame
valemiga R, - A = R, = {z;€},é},...,el,}, kus A = (A;) on n-jarku
regulaarne ruutmatriks ja

e; = Z A‘Z €j.
J

See tdhendab, et rithma toime defineerimisel maatriksit A kasutame baasi-
teisenduse maatriksina. Saab nédidata, et & on peakihtkond, rithm GL(n) on
struktuuririthm ja M™ on selle peakihtkonna baasmuutkond. Peakihtkonda
R nimetatakse reeperkihtkonnaks. Kui M™ on Riemanni muutkond (igas
puutujaruumis on maéadratud eukleidiline meetrika), siis kihiks 2R, voib
valida ortonormeeritud reeperite hulka. Sellisel juhul peakihtkonna struktuu-
rirtthmaks on maatriksrithm O(n) (ortogonaalsete maatrikstite rithm). Kui
muutkond M™ on orienteeritav, siis kihiks voib valida iihe ja sama orien-
tatsiooniga ortonormeeritud reeperite hulka ja sellisel juhul reeperkihtkonna
strukturirithmaks on SO(n).

Kui on antud peakihtkond P(M, G) , siis muutkonnal M, kui baasmuut-
konnal, saab konstrueerida vektorkihtkonda FE. Sellisel juhul vektorkihtkonda
E nimetatakse peakihtkonna P(M,G) assotsieeritud vektorkihtkonnaks ja
selle konstrueerimine tugineb struktuuririthma G esitusele p : G — GL(V),
kus V' on vektorruum (esituse ruum) ja GL(V) on selle vektorruumi
pooratavate lineaarteisenduste rithm. Assotsieeritud vektorkihtkonna F
konstrueerimiseks moodustame otsekorrutise P x V' ja mé&drame rithma G
paremtoimet valemiga (p,v)-g = (p - g,p(9)"'v). Saab niidata, et selle
paremtoime orbiidid P x V/G on vektorkihtkond baasmuutkonnaga M ja
kihiga V.

Kihtkondade teooria raames saab sonastada seostuse moistele koige
tildisema lahenemise. Selleks vaatleme peakihtkonda P(M,G). Igale Lie
rithmale vastab tema Lie algebra ja see on téhtis struktuur selle Lie rithma
uurimisel. Lie rithma G Lie algebra g on sarnane pinna puutujatasandiga,
see tdhendab, et see on Lie rithma lineaarne aproksimatsioon, millel rithma
tehe indutseerib Lie algebra tehet, mida nimetatakse Lie suluks. Lie algebra
element h € g tekitab rithma G theparameetrilist alamrithma exp(th)
(maatriksrithma korral see on maatriksi h eksponent). Kuna rithm G
toimib paremalt peakihtkonnal P iiheparameetriline rithm exp(th) tekitab



Karen Uhlenbeck, geomeetria ja matemaatiline fiitisika 13

peakihtkonna P igas punktis p puutujavektorit H, jargmiselt

Hy = (- exp(th)) o
Seega peakihtkonnal P tekib vektorvéili H, mida nimetatakse fundamen-
taalvektorviljaks ja tegelikult see on kihi puutujavektorvilji. Seostuseks
peakihtkonnal nimetatakse Lie algebra véirtustega (g-véértusega) 1-vormi
w, mis rahuldab kahte tingimust

S1) w(H) = h suvalise fundamentaalvektorvélja korral,

S2) w(dRyX,) = g 'w(X,) g, kus X on suvaline vektorvili peakihtkonnal
P ja dR, on paremtoime Ry : p — p - g diferentsiaal.

Olgu p € P peakihtkonna mingi punkt ja x = w(p) € M selle projekt-
sioon baasmuutkonnale. Peakihtkonna definitsiooni lokaalse trivialiseerimise
tingimusest jareldub, et peakihtkonna suvalise punkti p korral leidub tema
projektsiooni x {imbrus U C M ja lokaalne 16ige s : U — 7~ 1(U) sellised, et
7~1(U) on difeomorfne otsekorrutisega U x G, kus difeomorfismi méiratakse
valemiga p — (z,g) ning p = s(x) - g. Niitid kasutades lokaalset 16iget
s voime seostuse vormi w “langetada” peakihtkonnalt baasmuutkonnale ja
saame lokaalse 1-vormi s* lahtisel hulgal U C M. Selle lokaalse vormi voime
kirjutada lokaalsetes koordinaatides jargmiselt

s*(w) = Ap(x) da, (12)

kus A, (z) on g-vadrtustega funktsioonid (u on baasmutkonna M lokaalsete
koordinatide indeks, see tdhendab p = 1,2,...,dim M), mida geomeetrias
nimetatakse seostuse koefitsientideks ja flilisikas kalibratsioonivilja potent-
siaalideks. Valemis (12) meie kasutame Einsteini kokulepet, see tihendab,
et korduva indeksi (iiks kord ta on iilaindeks ja teine kord on alaindeks)
jargi summeeritakse. Kui lokaalsete 16igete médramispiirkonnad loikuvad
ja iihisosal §'(z) = s(z) - g(z),g9(x) € G, siis kasutades seostuse vormi
definitsiooni saab néidata, et {ihisosal ihed potentsiaalid avalduvad teiste
kaudu jargmiselt:

Af(x) = g7 (2)Au(x) g + 97 (2) Bug (). (13)

Valemit (13) nimetatakse kalibratsioonivélja potentsiaalide kalibratsioonitei-
senduseks. Siinkohal tuleb mérkida rabavat fakti, et geomeetrias jareldub
teisendus (13) seostuse vormi struktuurist, samas kui fiiiisikas saadi sama
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teisendus téiesti erinevatest kaalutlustest (kalibratsioonivilja moju funkt-
sionaali invariantsus). Mainime, et kui peakihtkonna struktuuririthm G on
SU(2) (2. jarku kompleksete unitaarsete determinandiga maatriksite rithm),
siis selle rithma Lie algebra su(2) on kompleksete anti-Hermite’i jéaljega null
2. jarku ruutmaatriksite Lie algebra (iile reaalarvude korpuse), see tahendab

su(2) = {A € My(C): A= —AT Tr A =0},

kus M2(C) on teist jarku kompleksete ruutmaatriksite vektorruum. Algebra
on kolmemootmeline, kui vaatleme ta vektorruumina iile reaalarvude korpu-
se. Imaginaariihikuga korrutatud Pauli maatriksid ¢ 01,7 09,4 03, kus

0 1 0 i 1 0
(Vo) (Go) (o 5)

moodustavad Lie algebra baasi (fiiiisikas neid nimetatakse algebra generaa-
toriteks). Seega lokaalselt seostuse vormi voime kirjutada kujul

s (w) = Aj(z)da" 0. (14)

Seostuse tahtsaks karakteristikuks on selle koveruse 2-vorm. Koveruse 2-vorm

avaldub jargmiselt

1
F, = §F,w(a:) dxt Ndz”, (15)

kus Fy,, (z) € su(2), Fu(x) = —F,u(x), A on vormide viliskorrutis ja

0A,(x) 0A,(z)
Fuw(@) = dxi 6;’/

+ [Au(@), A (@),

ja viimane liige selles valemis on maatriksite kommutaator. Fiitisikas koveruse
2-vormi F,, sageli nimetatakse kalibratsioonivélja tugevuseks. Kui kalibrat-
sioonivilja potentsiaalid teisenevad valemi (13) jérgi, siis koveruse 2-vormi
kordajad F},, () teisenevad jargmiselt

Fu(z) = Fjl(2) = g7 (2) Fu(2) g(2), (16)

kus g(z) € SU(2).

Siiamaani baasmuutkond M oli lihtsalt 10plikumootmeline sile muut-
kond, kuid Yang-Millsi véljateooria konstrueerimiseks, see tdhendab fiiiisika
jaoks, sellest on viahe ja meie peame varustama baasmuutkonda Riemanni
meetrikaga g. Riemanni meetrika méaarab muutkonna M igas punktis puutu-
javektorite skalaarkorrutist. Muutkonda, millel on antud Riemanni meetrika,
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nimetatakse Riemanni muutkonnaks. Muutkonna lokaalsetes koordinaatides
meetrikat kirjutatakse positiivselt madratud ruutvormi kujul

g = g#,,(x) datdx”, g#,,(x) = gvu(x)'

Kui selles valemis koordinaatide diferentsiaale interpreteerime lopmata
vaikese puutujavektori koordinaatidena, siis valem toepoolest méadrab puu-
tujavektori pikkuse ruutu. Maatriksi ¢ = (g,,) po6rdmaatriksit tédhistame
-1 _ uv
g =)
Seega jargnevas eeldame, et

M1) peakihtkonna P(M,G) baasmuutkond M on Riemanni muutkond
meetrikaga g ja G = SU(2),

M2) baasmuutkond M on kompaktne (sellisel juhul meie ei pea integreeri-
mise parast muretsema, mis teeks kiisitluse keerulisemaks).

Riemanni meetrika teeb muutkonna struktuuri rikkamaks ja voimaldab
varustada diferentsiaalvormide ruumi (funktsionaalne ruum) normiga. Koi-
gepealt kasutades Riemanni meetrikat defineerime *-operatorit, mida nime-
tatakse ka Hodge’i operaatoriks. Kui # on k-vorm

1

0;,61;12...ukdx'u1 A dﬂ?uz VANPRAN d.’]j'uk,

siis (n — k)-vormi x6 defineeritakse valemiga

1
* 0 = W(*G)Nk+1ﬂk+2‘..und$‘uk+l A dzhe2 AN datr (17)
n — .
kus 1
(0) e ptirobin. = y\/@ OF M2 R € 1 i1 g
kus

2. VL 2V v
QHIM2-pk — gﬂ g“ ...g“’“ kel/lllg...l/kﬂ

J& €t i1 iz ON téielikult kaldsiimmeetriline tensor. On ilmne,
et valem (17) on rakendatav ka juhul, kui 6§ on su(2)-vadrtustega vorm.
Kasutades Hodge’i operaatorit defineerime su(2)-véértustega vormide ska-
laarkorrutise ja normi. Olgu 8, p k-vormid. Defineerime funktsioonid < 8, p >
ja |0]? valemitega

Te(0 Axp) =< 0,p > dV, [0]*> =<0,0 >, (18)
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kus dV on muutkonna M ruumala element

dV = \/det g dx'ds?. .. dz".

Mainime, et iildisemas situatsioonis, kus G on kompaktne poollihtne Lie
rithm, jélje asemel kasutatakse Killing’i vormi. Mainime veel, et Hodge’i
operatooril on jargmine omadus

% (x0) = sign(det g)(—1)k"=Fg, (19)

Niiiid defineerime vormide skalaarkorrutist valemiga
6.0)= | 0 70). (20)
M

Kasutades valemit (20), defineerime k-vormi @ normi valemiga ||0|> = (6, 6).

Viljateooria vorrandeid tuletatakse rakendades selle teooria moju funkt-
sionaalile variatsioonarvutuse meetodeid. Kalibratsioonivéljateooria moju
funktsionaal S(A)

Al) on kalibratsioonivélja potentsiaalide A = (A, (z)) funktsionaal,
A2) funktsionaali vadrtus on reaalarv,
A3) on invariantne kalibratsiooniteisenduste (13) suhtes.

On lihtne veenduda, et funktsionaal
S(A) =\ F |2 = )\1/ Tr(F, A *F,) = )\1/ Te(F*F,,)dV, (21)
M M

kus A on teooria fiilisikaliste parameetritega méaaratud konstant, rahuldab
tilalpool loetletuid tingimusi. Funktsionaali S(A) nimetatakse Yang-Millsi
teooria moju funktsioonaliks. Rakendades variatsioonarvutust ja véhima
moju printsiipi 6S(A) = 0, leiame Euler-Lagrange’i vorrandi

VuFu =0, (22)
kus operaatorit V F,, = aaii” + [A;, F,,] nimetatakse kovariantseks

tuletiseks. Vorrandit (22) nimetatakse Yang-Millsi vorrandiks. Yang-Millsi
vorrandi voime kirjutada Hodge’i operaatori abil jargmiselt

D* F, =0, (23)
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kus D* = — % Dx on kovariantse diferentsiaali D = d + |w, ] kaasoperaator.
Koveruse 2-vorm rahuldab Bianchi samasust DF,, = 0. Siit kohe jireldub,
et kui koveruse vorm rahuldab tingimust xF,, = £F,, siis ta on Yang-Millsi
vorrandi lahend. T6epoolest kehtib

D*F, = —x D(xF,) = —x D(£F,) = F* DF, = 0.

Kui kéveruse vorm rahuldab tingimust xF,, = F,, (xF,, = —F,,), siis vastavat
seostust nimetatakse eneseduaalseks (anti-eneseduaalseks) seostuseks. Fiiii-
sikas Yang-Millsi vorrandi selliseid lahendeid nimetatakse instantonideks.
Saab néidata, et instantonid on Yang-Millsi m6ju funktsionaali absoluutsed
miinimumid.

Milles seisneb kalibratsioonivéljateooriate omapéarasus? Kalibratsioo-
nivéljateooriate omapérasus tekkib seoses teooria invariantsusega kalib-
ratsiooniteisenduste suhtes (vt A3). Kui toimub kalibratsiooniteisendus
(13,16), siis kalibratsioonivélja potentsiaalid A — AY ja tugevus F —
F9 kus g on kalibratsiooniteisenduste rithma element, muutuvad, kuid
moju funktsionaali invariantsuse tottu sellel pole teooria jaoks fiitisilisi
tagajérgi. Teisisonu, katselisi mootmisi tegev vaatleja ei mérka seda muutust
kuidagi. Jarelikult kalibratsioonivéli on méaratud kalibratsiooniteisenduse
tdpsusega ehk kalibratsiooniviljad A ja A9 on samavéiarsed. Matemaatiliselt
see tahendab, et meie peame uurima mitte koikvoimalikute (siledate)
peakihtkonna P(M, Q) seostuste ruumi A, vaid faktorruumi 4y = A/G,
kus G on kalibratsiooniteisenduste rithm, mis toimib seostuste ruumis
kalibratsiooniteisenduste abil

weA—=g-w=glwg+gltdge A geg.

Mainime, et kdikvoimalikud siledad seostused A moodustavad afiinse ruumi
ja kalibratsiooniteisenduste riithma saab defineerida globaalselt, sellisel juhul
G on peakihtkonna P(M, G) kéikvoimalikud siledad automorfismid (rithma
tehe on automorfismide kompositsioon). Lokaalselt kalibratsiooniteisenduste
rithma element g (peakihtkonna automorfism) méaarab kujutust g : = €
U C M — g(xr) € G. Juhime téhelepanu sellele, et A,G, 4y = A/G
on funktsionaalsed (lIopmatuméotmelised) ruumid, millidel saab méaérata
Banachi muutkonna struktuuri (kasutades valemiga (20) defineeritud normi),
kusjuures A on peakihtkond, mille baasmuutkonnaks on kalibratsiooniekvi-
valentsete seostuste Banachi muutkond Ay = A/G ja struktuuririthmaks on
kalibratsiooniteisenduste rithm G.

Kalibratsiooniekvivalentsete instantonide ruumi tahistame M. Seega
M C Ap. Ruumi M nimetatakse instantonide moodulite ruumiks (moduli
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space of instantons). Hdmmastav on see, et kui peakihtkond P(M,G)
rahudlab teatuid topoloogilisi tingimusi, siis instantonide moodulite ruum M
on mittetiihi ja temal saab médrata 16plikumootmeline sile muutkonna struk-
tuuri, mille dimensiooni saab leida peakihtkonna topoloogiliste invariantide
(Euler’i karakteristik ja Chern’i arvud) abil. S. Donaldsoni siigavad ja
voimsad tulemused 4-mootmeliste siledade muutkondade klassifitseerimisel
olid saadud kalibratsiooniekvivalentsete instantonide ruumi uurimisel.

Seostuse vormi w poolt tekitatud kalibratsiooniekvivalentsete seostuste
klassi tahistame [w]. Siis [w] € A/G ja [w] = {g-w : g € G}. Kujutus
w:weA— A/G, kus w(w) = [w] on peakihtkonna A projektsioon. Yang-
Millsi valjateooriaga seotud arvutustes, naiteks kvantiseerimisel Feynmanni
integraali abil, on raske kasutada ekvivalentsiklassi [w] ja fiilisikud eelistavad
kasutada selle klassi esindajat. See tdhendab, et meil peab olema leitud
voi konstrueeritud kujutus, mis seab igale klassile [w] iiheselt mé&#ratud
seostuse sellest ekvivalentsiklassist. Vastavat kujutust s : A/G — A, mis
peab rahuldama w o s = id, on loomulik vaadelda peakihtkonna A 16igena.
Yang-Millsi véljateoorias kujutust s nimetatakse kalibratsioonitingimuseks.
Koige kasutatavad kalibratsioonitingimused on jargmised:

0A
8—5 = 0, (Lorentzi kalibratsioonitingimus),
s
0A
Bk ]]j = 0, (Coulomb’i kalibratsioonitingimus),
x
Ay = 0, (Hamiltoni kalibratsioonitingimus).

Artiklis [5] Karen Uhlenbeck uurib Coulomb’i kalibratsioonitingimust juhul,
kui P(M,G) on peakihtkond, kus M = B™ on n-mootmeline kera, G C
SO(l) on kompaktne Lie rithm. Koéigepealt defineerime seostuste Sobolevi
ruumi A7, Selleks kasutame seostuste ruumi A afiinse ruumi struktuuri.
Fikseerime iihe seostuse wg € A. Siis suvaline seostus w on esitatav kujul
w = wg + 1, kus n on g-vadrtustega 1-vorm (g on Lie rithma G Lie algebra),
mis teiseneb nii, nagu koveruse 2-vorm (16). Seega 7 on Ad P-vidrtustega
l-vorm (AdP = P x g/Ad G on assotsieeritud vektorkihtkond, mille kiht
on g ja rithma G esituseks kasutame tema adjungeeritud esitust) ja voime
rakendada tilalpool defineeritud normi |n| =< 1,7 >. Niiiid Sobolevi ruumi
AP normi defineeritakse valemiga

o 1/p
ol = il = (3 [ 10 av)™.
jaj<1 /M

Karen Uhlenbecki pohitulemus, mis on toestatud artiklis [5], vOoime sonastada
jargmiselt. Olgu n/2 < p < n. Leiduvad konstantsed arvud k = k(n) >
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0,¢c = c(n) sellised, et iga seostus w € Al on kalibratsiooniekvivalentne
seostusega d + 7 (kovariantne diferentsiaal assotsieeritud kihtkonnas), kus
1 rahuldab Coulomb’i kalibratsioonitingimust, 7 on risti kera kohavektoriga
sfasri S"~1 = OB™ igas punktis ja

2/n
wlle < o) ([ (RRav)™

1/p
wllpa < e ([ 1mpEav)™.

Artiklis [6] Karen Uhlenbeck uurib 16pliku energiaga Yang-Millsi vorrandi
lahendeid. Lopliku energiaga tdhendab, et Yang-Millsi vorrandi lahend
F,, rahuldab tingimust ||F,|| < oo. Karen Uhlenbeck toestab, et lopliku
energiaga Yang-Millsi vorrandi lahendi singulaarsused saab eemaldada ka-
libratsiooniteisendusega, kui kalibratsioonirithm G on kompaktne. Seega,
kui F, on Yang-Millsi vorrandi lahend neljam6otmelisel “labitorgatud”
keral M = B*\ 0, mis rahuldab ||[F,|| < oo (integreeruva ruuduga
koveruse 2-vorm), siis lahendit F,, saab siledalt laiendada kogu kerale
valides kihtkonna lokaalset struktuuri. Antud tulemuse tédhtsus seisneb
selles, et temas jéareldub, et kui (Iopliku energiaga) Yang-Millsi vorrandi
lahend F, on méiratud neljamodtmelisel ruumil R, siis vastavat seostust
w saab laiendada selle ruumi konformsele kompaktifikatsioonile S*, kus
S4 on neljamdétmeline iihiksfadr. Tulemuse tdestus tugineb Coulomb’i
kalibratsioonitingimuse konstrueerimisele lopliku energiaga lahendite juhul.

Teadustegevust Yang-Millsi vorrandi lahendite uurimisel eelmise sajandi
80-ndate aastate lopul suuresti stimuleeris probleem, kas Yang-Millsi vorran-
dil on selliseid lahendeid, mis pole eneseduaalsed (voi anti-eneseduaalsed),
kui baasmuutkonnaks on {ihiksfiir S4? Vastus oli antud artiklis [7], kus L.
M. Sibner, R. J. Sibner ja K. Uhlenbeck andsid vastuse iilalpool esitatud
kiisimusele, kasutades variatsioonarvutuse meetodeid. Himmastav on antud
juhul see, et vastus oli positiivne ja see on teatud mottes tiillatav, sest
eelnevad uurimised pigem viisid mottele, et sellised lahendid ei eksisteeri.
L. M. Sibner, R. J. Sibner ja K. Uhlenbeck vaatlesid neljamootmelist sfaari
S4, millel toimib S', S'-ekvivariantset peakihtkonda P (baasmuutkond
on sfiir S%) ja Sl-invariantseid seostuseid peakihtkonnal P. S! toime
piisipunktid sfasril S* moodustavad kahemé&otmelise sfasri S2. Variatsioon-
arvutuse meetodite rakendamisel tekkib probleem nii nimetatud “mullitavate
punktidega (bubbling points)” , aga S'-invariantsuse tottu koik sellised
punktid asuvad kahemdotmelisel sfiiril S? ja dimensionaalne redutseerimine
voimaldab probleemi taandada nii nimetatud "monopolidele" (magnetlaeng)
kolmemootmelisel ruumil.



20 VIKTOR ABRAMOV, PRIIT LATT

Kui seostus ruumis R* on invariantne fikseeritud suunas paralleelliikete
suhtes, siis seostus on esitatav kujul (w, ¢), kus w on seostus kolemodtmelises
ruumis R? ja ¢ on assotsieeritud vektorkihtkonna ad P (kiht on Lie algebra g
ja esitus on Lie algebra adjungeeritud esitus) 16ige, mida nimetatakse Higgs’i
véljaks. Yang-Millsi funktsioonali kuju sellise seostuse korral on jairgmine

s0.0) = [ (P +VuoP)

Lisaks noutakse, et oleks tdidetud asiimptootiline tingimus, see tdhendab,
et funktsiooni |¢| piirvddrtus, kui ruumi punkt laheb l6pmatusse, oleks 1.
C. Taubes [8] tootas vélja voimsat variatsiooniteooriat selliste seostuste
jaoks ja néiitas, et eksisteerivad funktsionaali S(w,¢) kriitilised punktid,
mis ei ole miinimumpunktid. Need kriitilised punktid tekkitavad seostuseid
neljaméotmelises ruumis R?, kuid nende seostuste energia ei ole 16plik, see
tahendab koveruse normi ruudu integraal iile kogu ruumi R* ei koondu. Kuid
osutus, et C. Taubes’i meetodit saab rakendada ka siis, kui on méairatud
St toime. Sellisel juhul S' toime faktorruumi S* \ S? saab samastada
kolmemd&&tmelise hiiperboolse ruumiga H? ja S'-invariantsed seostused
vastavad paaridele (w,¢) hiiperboolses ruumis H?®. Teoorias esineb téhtis
parameeter L. Uhelt poolt see on S' toime peakihtkonna P kihtidel kaal ja
teiselt poolt hiiperboolse ruumi koverust K saab avaldada selle parameetri
kaudu jirgmiselt K = —L~2. L. M. Sibneri, R. J. Sibneri ja K. Uhlenbecki
idee seisnes sellest, et teha parameetri L véga suureks. Sellisel juhul
hiiperboolse ruumi H? kéverus K muutub viga viikeseks ja hiiperboolne
ruum hakkab lihenema tasasele ruumile R3. Siis nad néitasid, et C. Taubes'’i
meetod, mis t66tab ruumis R3, saab rakendada ka sellises situatsioonis ja
sellega nad leidsid Yang-Millsi vorrandi lahendid neljamootmelisel sfadril,
kusjuures need lahendid ei ole Yang-Millsi funktsionaali miinimumpunktid.
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