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Kiesolevas peatiikis tutvume koige pohilisemate moistetega, ilma milleta
ei saa rédkida ei programmeerimisest ega programmidest.

1.1 Algoritm ja programm

1.1.1 Algoritm

Algoritmiks (ingl algorithm) nimetatakse samm-sammulist eeskirja mingi
tegevuse sooritamiseks voi eesméargi saavutamiseks. Koige sagedamini kasu-
tatakse seda terminit just matemaatilise iilesande lahendamiseks mdeldud
eeskirja kohta.

Sona ‘algoritm’ tuleb IX sajandi araabia matemaatiku Abu Jafar Mu-
hammad ibn Musa hiitidnimest al-Horazmi (‘mees Horezmi linnast’, tema
siinnilinna, praeguse Usbekistani territooriumil asuva Hiiva tolleaegse nime
jargi). Al-Horazmi XII sajandil ladina keelde tolgitud téode kaudu joudsid
Ladne-Euroopa matemaatikuteni muude Indiast ja Araabiast périt ideede
korval ka mitmed vorrandite lahendamise eeskirjad, mida hakatigi algoritmi-
deks kutsuma.

Erinevate (mittematemaatiliste) algoritmidega puutume kokku iga péev:
néiteks kokaraamatus olevad retseptid voi sobrale jdetud juhised kohtumis-
paika joudmiseks. Algoritmid on ka koolis 6petatavad mitmekohaliste arvude
kirjaliku liitmise-lahutamise-korrutamise-jagamise eeskirjad.

Eel- ja jireltingimus

Lisaks tegevuse sooritamiseks vajalike sammude loetelule on algoritmi kirjel-
dusel veel kaks tidhtsat komponenti: eel- ja jéreltingimus.

Algoritmi eeltingimuseks (ingl precondition) nimetatakse selle rakenda-
miseks vajalike eelduste loetelu.

Paljude algoritmide eeltingimused on nii keerulised, et nende téielik vilja-
kirjutamine pole mdoeldav. Sellisel juhul esitatakse ilmutatud kujul ainult
spetsiifiliselt sellele algoritmile iseloomulikud eeldused ja jaetakse mérkimata
valdkonna iildisemad alused.

Niiteks kokaraamatus toodud retsepti alguses olev komponentide loetelu
on selle retsepti eeltingimus — kui kokal vajalikke aineid pole, ei saa ta seda
toitu valmistada. Lisaks ilmutatud kujul iiles loetud toiduainetele on vaja ka
toovahendeid (pliiti v6i ahju, potti voi panni jne), aga neid tavaliselt eraldi
ei nimetata. To6vahendite vajadus selgub alles valmistamisjuhendit lugedes.
Kui tegemist on koogiga, kus eksootilisemaid vahendeid (néiteks wok-panni)
ei ole, peab kokk lugema 1dbi ka valmistamisjuhendi ja saab alles selle pohjal
otsustada, kas tal on koik vajalikud eeldused taidetud.
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Sobrale kohtumispaika joudmiseks jéetud juhised algavad tavaliselt min-
gist molemale poolele teadaolevast kohast — kohalejoudmise algoritmi eel-
tingimus on, et sober laheb omal kel sellesse alguspunkti ja alustab juhiste
jargi litkumist just sealt.

Kirjaliku jagamise algoritmi (Gigupoolest mistahes jagamisalgoritmi) eel-
tingimus on, et jagaja ei ole null.

Algoritmi jareltingimuseks (ingl postcondition) nimetatakse lubadust,
mis peab tdituma, kui, alustades algoritmi eeltingimust rahuldavast olekust,
sooritada koik algoritmi sammud.

[gapédevase elu algoritmides pole jareltingimust enamasti valja toodud —
see lepitakse osapoolte vahel kokku muul moel. Niiteks retsepti jareltingimus
on lubatud roa valmimine, teejuhise jareltingimus soovitud sihtpunkti joud-
mine ning kirjaliku jagamise eeskirja jareltingimus jagatise ja jadgi tekkimine
kindlatesse kohtadesse arvutuse tulemuste hulgas.

Vahetingimus

Algoritmi uurimisel ja eriti selle digsuse toestamisel on oluline ka vahetingimuse
moiste.

Algoritmi vahetingimuseks (ingl midcondition) algoritmi jérjestikuste
sammude S; ja S;;; vahel nimetatakse tingimust, mis kehtib, kui algoritmi
tditmine on joudnud seisu, kus samm S; on juba lopetatud, kuid sammu S;,
pole veel alustatud.

Kui vaadelda sammuga S; 16ppevat osa iihe algoritmina ja sammuga S;
algavat osa teise algoritmina, siis on nende sammude vahel kehtiv vahe-
tingimus samaaegselt esimese osa jareltingimus ja teise osa eeltingimus.

Mitteformaalselt voib Oelda, et eel- ja jareltingimus on vahetingimuse
erijuhud — eeltingimus on vahetingimus, mis kehtib enne algoritmi esimese
sammu tditmist, jareltingimus on vahetingimus, mis kehtib péarast algoritmi
viimase sammu taitmist.

Niiteks kohtumispaika minemise algoritmis voib olla Ioik: “...1dhed kaks
tdnavavahet edasi ja poorad paremale; seal on sild; ldhed iile selle ja p&orad
vasakule. ..”. Keskmine fraas ei ole ilmselt algoritmi samm — sild kas on

lubatud kohas vo6i ei ole ja algoritmi tditja (antud juhiste jéargi liikuja) ei saa
seda fakti muuta. Tegemist on hoopis vahetingimusega.

Toend

Algoritmi kirjelduses ilmutatud kujul vélja toodud vahetingimust nimeta-
takse toendiks (ingl assertion). Toendid voimaldavad algoritmi téitjal kont-
rollida, kas algoritmi tditmine sinnamaani on olnud edukas.
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Nagu eeltingimused, on ka vahetingimused sageli liiga suured, et neid
taielikult valja kirjutada ja kontrollida. Mittetéielike vahetingimuste kasuta-
misel peab meeles pidama, et igasuguse tdendi mittekehtimine tdhendab ala-
ti veaolukorda, kuid vigade puudumist toestab ainult tdieliku vahetingimuse
kehtimine.

Silla puudumine eelmises néites tdhendab kindlasti, et midagi on vales-
ti ldinud. Selle olemasolu ei tdesta veel, et orienteeruja on oiges kohas (ta
voib olla ka mdne teise silla juures), kuid vélistab siiski suure hulga valesid
voimalusi (k6ik need ténavad, kus pole iildse silda).

Mbonikord muudab vahetingimuse rikkumine algoritmi edasise tditmise
voimatuks. Kui silda ei ole, ei saa sellest ka iile minna, seega tekiks selle
algoritmi taitmisel torge ka ilma vahetingimust kontrollimata. Alati see siiski
nii ei ole.

Néiteks juhiste “. .. podrad paremale; seal on lehekiosk; ldhed kaks tdnava-
vahet edasi ja poorad vasakule...” taitmist lehekioski puudumine otseselt ei
sega, kuid toendoliselt ei joua kord juba teelt eksinu ka Gigesse kohta.

Just keerulisemates algoritmides on vahetingimuste viljatoomine viga
kasulik. Vahetingimuste kontrollimine algoritmi tditmise ajal voimaldab kohe
avastada, kui midagi on viltu ldinud.

Diagnostikast veelgi olulisem on aga see, et vahetingimuste sonastamine
sunnib algoritmi koostajat oma loogika korralikult 1dbi motlema ja sageli
jadvad vead {ildse tegemata.

Algoritmi oigsus

Osutub, et vahetingimuste abil on voimalik ka algoritmi Gigsust toestada.

Olgu meil antud n-sammuline algoritm, mille sammud on Sy, Sy, ..., Sy,
eeltingimus 7T ja jareltingimus 7. Selle algoritmi digsuse toestuseks (ingl
proof of correctness) nimetatakse tingimuste jada Ty, T3, . . ., T,,, mille korral
kehtivad vaited

i TO = Te;

e igat € 1,2,...,n korral: tingimuse 7;_; kehtivuse korral garanteerib

sammu S5; tditmine tingimuse 7; kehtivuse;
o T, =1Tj.

Selle definitsiooni tdhendus peaks olema ka intuitiivselt {isna histi mdoiste-
tav. Algoritmi eeltingimusest alustades niitame algoritmi iga sammu juures,
et selle sammu téditmine viib sammule eelneva vahetingimuse iile sammule
jargnevaks vahetingimuseks. Kui viimase sammu jarel saavutatav tingimus
on algoritmi jareltingimus, siis iitlemegi, et algoritmi Gigsus on toestatud.
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1.1.2 Programm

Programmiks (ingl program) nimetatakse algoritmi esitust mingis formaal-
ses keeles, tavaliselt programmikeeles v6i masinakoodis.

Programmide néiteid on viljastpoolt arvutimaailma raske leida — tavali-
selt kasutatakse igapaevases elus eeskirjade ja juhiste esitamiseks loomulikku
keelt. Muidugi voib ka inimesele tditmiseks antud tegevuskava vorrelda prog-
rammiga, kuid iildjuhul ei tdida inimene talle antud korraldusi mehaaniliselt
ja motlemata.

Arvuti seevastu tdidab programmi alati tdpselt nii, nagu see on kirjas,
juurdlemata selle iile, mida programmi autor seda kirjutades tegelikult tahtis.
See (Greeri kolmanda seaduse nime all tuntud) pohimote on nii oluline, et
vaarib eraldi esiletoomist:

Arvutiprogramm teeb seda, mida te kisite tal teha,
ja mitte seda, mida te tahate, et ta teeks.!

1.1.3 Programmikeel

Programmikeeleks (ingl programming language) nimetatakse algoritmide
arvutile esitamiseks loodud formaalset keelt.

Kuigi programmikeeled on esimeste programmeeritavate arvutite ajast
saadik arenenud tublisti inimsSbralikumaks, ei ole inimkeeles programmee-
ritavaid arvuteid siiski niipea loota. Niilisele inimsdbralikkusele vaatamata
sarnanevad tdnapdevased programmikeeled oma jiikuse poolest pigem masi-
na kui inimese loomulikule keelele.

Loomulik keel ei sobi algoritmide arvutile esitamiseks peamiselt kahel
pohjusel: esiteks on ta tdnapieva arvutite jaoks liiga keeruline ja teiseks on ta
mitmetimsistetav. Isegi kui loomuliku keele keerukus onnestuks iiletada, jaab
mitmetimoistetavus ikkagi takistama selle kasutamist algoritmide piisavalt
tapseks esitamiseks.

Et viltida loomuliku keele mitmetimoistetavusest kerkivaid raskusi, ka-
sutatakse formaalseid keeli ka viljaspool arvutimaailma. Lihtsaim praktiline
nédide on pangas maksekorralduse vormistamiseks taidetav plank — selle ran-
ge struktuur ja piiratud valjendusvoimalused tagavad, et pangatottaja saab
iiheselt aru, kellelt, kellele ja kui palju tuleb raha iile kanda. Vabas vormis
kirjutatud maksekorralduse puhul ei tarvitse korralduse andja mote iiheselt
arusaadav olla.

Nagu loomuliku keele puhul, tuleb ka formaalsest keelest raskides eristada
selle siintaksit ja semantikat.

! Arthur Bloch. Murphy seaduste tdielik kogu. Ersen, 1999.
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Keele siintaksiks (ingl syntaz) nimetatakse keele lausetele esitatavaid
vormilisi ndudeid. Teiste sonadega, keele siintaks kirjeldab, millised on selles
keeles vormiliselt korrektsed laused.

Keele semantikaks (ingl semantics) nimetatakse selle keele vormiliselt
korrektsetele lausetele omistatavaid sisulisi tahendusi. Stintaktiliselt vigastele
lausetele tavaliselt mingit tdhendust ei anta.

Seejuures vadrib eraldi méarkimist, et siintaktiliselt korrektne lause voib
semantiliselt ikkagi ebaoige olla. Néiteks on véide “Tartu on Eesti pealinn”
vormiliselt kiill igati korrektne (koik sonad on Gigesti kirjutatud ja lause-
ehitusega sobivas kiéindes, parisnimed algavad suurtihega jne), kuid sisuliselt
vale — Eesti pealinn on Tallinn, mitte Tartu.

Nagu loomuliku keele lause, voib ka siintaktiliselt korrektne programm
semantiliselt vigane olla. Paljud algajad programmeerijad keskendavad uue
keele Oppimisel kogu téhelepanu siintaksile ja unustavad, et tegelikult on
peamine just semantika — keelekonstruktsioonide sisuline tdhendus.

Ilmselt soodustab seda tendentsi ka asjaolu, et arvuti on voimeline auto-
maatselt kontrollima ainult programmeerija kirjutatud teksti vormilist kor-
rektsust, kuid mitte selle sisu vastavust programmeerija taotlusele (see ongi
Greeri kolmanda seaduse kehtimise pohjus!). Sageli ei onnestu siintaktiliselt
vigast programmi iildse kdima panna, kuid semantiliselt “logisev” programm
laheb kdima ja voib vahel isegi Gigeid (v6i esmapilgul Gigetena tunduvaid)
tulemusi véljastada, jattes petliku mulje, nagu oleks iilesanne lahendatud.

1.1.4 Programmikeelte liigitus

Kuigi arvutite ja programmeerimise ajaloo jooksul on loodud palju erine-
vaid programmikeeli, on viga vihe selliseid, mis ei sarnane iihegi teisega.
Sellest lahtuvalt on loomulik, et programmikeeli jagatakse nende iilesehituse
ja eesmaérkide jargi mitmetesse kategooriatesse.

Programmikeeli voib klassifitseerida nende otstarbe jargi — programmi-
keel voib olla kas iild- voi eriotstarbeline. Uldotstarbeline (ingl general-
purpose) programmikeel voimaldab kirjutada programme paljude erineva-
te valdkondade jaoks, eriotstarbeline (ingl special-purpose) programmikeel
seevastu on orienteeritud iihe valdkonna {ilesannete lahendamisele — “dige”
valdkonna iilesannete lahendamine on spetsialiseeritud keeles mugavam kui
iildotstarbelises keeles, kuid mone teise valdkonna iilesannete lahendamine
vastavalt ebamugavam voi isegi voimatu.

Eriotstarbelised programmikeeled on néiteks andmebaaside t66tlemise
keel SQL ja dokumentide kirjeldamise keel PostScript (vastupidiselt laialt
levinud arvamusele on PostScript téievoliline programmikeel, mitte pelgalt
failivorming).
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Teine voimalus on liigitada programmikeeli nende keelekonstruktsiooni-
de jargi — keel voib olla kas imperatiivne voi deklaratiivne. Deklaratiivses
(ingl declarative) keeles programmeerides kirjeldab programmeerija, mida on
vaja saavutada, imperatiivses (ingl imperative) keeles aga seda, kuidas soo-
vitud tulemuseni jouda.

Loviosa tdnapdeval kasutatavaid programmikeeli on imperatiivsed, koige
laiemalt levinud (kuigi mitte ainus praktikas kasutatav) deklaratiivne keel
ongi andmebaaside t&otlemise keel SQL.

Kolmas tahtsam vGimalus on liigitada programmikeeli abstraktsiooni-
taseme jargi — mida abstraktsem on keel, seda vihem peab programmeerija
selles keeles programmeerimisel teadma konkreetse arvuti tehnilistest detai-
lidest. Sellest liigitusest tuleb ldhemalt juttu jargnevates 16ikudes.

Kuigi kolme eeltoodud kriteeriumi v6ib pidada peamisteks, ei ammenda
nad kaugeltki koiki voimalusi programmikeeli liigitada. Taiendavaid viiteid
erinevat tiiiipi keeltele ja neid kirjeldavatele allikatele on Gppematerjali vii-
mases peatiikis.

Masinakood

Arvuti “loomulik keel” koosneb ainult arvudest. Kogu informatsioon, mida ar-
vuti tootleb, esitatakse arvuti mélus arvudena kodeeritult. Koik kisud, mida
arvuti tédita oskab, kodeeritakse samuti arvudena. Programmide ja andmete
sellist esitust nimetatakse masinakoodiks (ingl machine code).

Téanapédevase arvuti masinakood on peaaegu kindlasti imperatiivne keel,
mis koosneb tavaliselt monekiimnest kuni monesajast kisust ja on iildiselt
igal arvutitiiiibil erinev.

Kuna masinakood on igal arvutitiiiibil erinev, ei ole masinakoodis kirju-
tatud programme iildjuhul voimalik vihese vaevaga iihelt arvutilt teisele iile
viia. Kui arvutid on piisavalt erinevad, on sageli otstarbekam programm uue
arvuti jaoks lihtsalt uuesti kirjutada.

Masinakoodis programmeerimine on vaevarikas ja veaohtlik tegevus —
naiteks tdendosus, et mingit sona esitavas arvujadas kogemata 97 asemel
98 kirjutanud inimesel oma viga méirkamata jadb, on mérksa suurem kui
toendosus, et see juhtub selles sonas ‘a’ asemel ‘b’ kirjutanud inimesel.

Kuigi masinakoodis programmeerimise jarele pole tdnapédeval enam prak-
tilist vajadust (vdga iiksikud erandid vélja arvatud), on arvuti t66 pare-
maks moistmiseks siiski kasulik tutvuda vihemalt mone arvutitiiiibi masina-
koodi {iilesehitusega. Muude eelistuste puudumisel voiks selleks olla Donald
E. Knuthi spetsiaalselt oppeotstarbeks loodud MIX? voi MMIX3.

’http://www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth/taocp.html
3http://www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth/mmix.html
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Siimbolkeel

Siimbolkeeleks (ingl symbolic language) nimetatakse programmikeelt, mil-
les programmeerimisel kasutatakse operatsioonidele ja andmetele viitamiseks
arvuliste koodide asemel stimbolkujul nimesid. Stimbolkeeli liigitatakse korg-
ja madalkeelteks.

Madalkeele (ingl low-level language) kéasud vastavad {ildiselt iisna iiks-
iihele masinakoodi kiskudele. Seega on madalkeeles kirjutatud programm
endiselt seotud konkreetse arvutitiiiibi masinakoodiga, kuid siimbolesitus
voimaldab programmeerijal kergemini vigu véltida ning juba tehtud vigu
avastada ja parandada.

Korgkeel (ingl high-level language) on konkreetse arvuti ja opsiisteemi
iilesehitusest soltumatu, selle asemel on korgkeel orienteeritud programmi
loogika ja toodeldavate andmete struktuuri paremale esitamisele. Korgkeeles
kirjutatud programmi on voimalik ka {ihelt arvutitiiiibilt teisele iile viia.

Kompilaator ja interpretaator

Kuna arvuti siimbolkeeles kirjutatud programme otse téita ei saa, tuleb
siimbolkeelne programm enne tditmist masinakoodi tolkida. Koige parem
on lasta see tiiiitu t66 arvutil endal dra teha. Selleks vajalikku programmi
nimetatakse translaatoriks (ingl translator).

Translaatorit, mis tolgib ja tdidab programmi iihe kdsu kaupa, nimeta-
takse interpretaatoriks (ingl interpreter); translaatorit, mis tolgib korraga
terve programmi voi mooduli ja salvestab tulemuse hilisemaks kasutamiseks,
nimetatakse kompilaatoriks (ingl compiler).

Praktikas on levinud ka mitmesugused hiibriidlahendused. Niiteks Java
kompilaator t6lgib Java-programmi spetsiaalsesse vahekeelde (nn baitkoodi),
mille tditmiseks kasutatav programm (nn Java virtuaalmasin) on sisuliselt
baitkoodi interpretaator.

1.2 Programmi elemendid

Valdava enamiku tdnapdevaste programmikeelte siintaksi elemendid jagune-
vad kolme liiki: primitiivid, juhtkonstruktsioonid ja deklaratsioonid.

1.2.1 Primitiivid

Primitiivideks (ingl primitive) nimetatakse neid korraldusi, mille tditmise
tulemusena tegelikult soovitud tulemus saavutatakse. Néiteks retseptis on
primitiivid otseselt toiduvalmistamise operatsioonid: “hakkida”, “koorida”,
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“keeta” jne. Analoogiliselt on sobrale kohtumispaika minekuks jdetud juhistes
primitiivid otseselt tema litkumist suunavad fraasid: “keera vasakule”, “keera
paremale”, “mine N tdnavavahet edasi” jne.

Primitiivid voivad olla parameetriteta voi parameetritega. Parameetriteta
primitiiv koosneb ainult korraldusest midagi teha: “istu”, “seisa” jne.

Parameetritega primitiiv sisaldab tegevust tdpsustavaid lisandeid. Ilmselt
on lihtne ndha, et juhised “mine 2 tdnavavahet edasi” ja “mine 3 tdnavavahet
edasi” on iisna sarnased, erineb ainult iiks detail — tdnavavahede arv. Seda
muutuvat detaili nimetataksegi {ildkujulise primitiivi “mine N tdnavavahet
edasi” parameetriks (ingl parameter).

Nii loomulikes kui ka formaalsetes keeltes on parameetritega primitiive
rohkem kui parameetriteta primitiive, kuigi loomuliku keele puhul pole see
vahetegemine alati selge — néiteks, kas “keera vasakule” ja “keera paremale”
on kaks eraldi primitiivi voi hoopis iildkujulise primitiivi “keera suunas X"
kasutamine erinevate parameetritega? (Hiljem ndeme, et selliste kiisimuste

lahendamisega tuleb tegeleda ka programmeerimise kdigus.)

1.2.2 Juhtkonstruktsioonid

Juhtkonstruktsioonideks (ingl control structure) nimetatakse programmi
elemente, mis maaravad, milliseid primitiive, millises jarjekorras ja kui palju
kordi tdidetakse.

Seni on naidetes esinenud ainult {iks juhtkonstruktsioon: jarjend (ingl
sequence) — koik primitiivid tdidetakse juhistes antud jarjekorras, iihtegi
vahele jatmata voi kordamata. Jarjend on enam-viahem samal kujul olemas
ka koigis programmikeeltes — iildiselt tdidetakse muude konstruktsioonide
puudumisel primitiive just selles jarjekorras, nagu nad programmi tekstis
kirjas on.

Huvitavamate ja keerulisemate juhtkonstruktsioonide uurimisele piihen-
dame kolm jargmist peatiikki, sellepdrast neil praegu pikemalt ei peatu.

1.2.3 Deklaratsioonid

Deklaratsioonid (ingl declaration) kirjeldavad objekte, millega programmis
edaspidi tegemist tuleb. Deklaratsioonid ei tee otseselt midagi (selleks on
primitiivid) ega suuna ka programmi kéiku (selleks on juhtkonstruktsioonid).

Deklaratsioone programmis voib vorrelda tegelaste tutvustusega ndidendi
voi filmistsenaariumi alguses voi definitsioonidega matemaatikaopikus, sest
nende iilesandeks on panna paika “tegelased” ja fikseerida “moisted”, millega
programm edaspidi opereerima hakkab.
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1.3 Muutuja, vaartus, tiip

1.3.1 Muutuja

Arvuti mélu koosneb nummerdatud mélupesadest. Igasse mélupessa voib
salvestada iithe arvu®, mis piisib seal seni, kuni arvuti vilja liilitatakse voi
kuni samasse méalupessa moni teine arv salvestatakse.

Programmi t66 ajal mingi viartuse hoidmiseks eraldatud méalupesa nime-
tataksegi muutujaks (ingl variable).

Masinakoodis kasutab programmeerija méalupesa poole pdordumiseks selle
numbrit, mis pole kuigi mugav — on ju iisna tiiiitu meeles pidada, et paras-
jagu toodeldava arvujada minimaalne vadrtus on mélupesas number 325452,
maksimaalne vadrtus milupesas 325456 ja jada elemendid veel mingite muu-
de numbritega mélupesades.

Siimbolkeeles annab programmeerija igale muutujale nime. Uldiselt peaks
muutuja nimi kirjeldama selles hoitava vaartuse sisu. Néiteks voib jada mi-
nimaalse elemendi vadrtuse hoidmiseks kasutatavat muutujat nimetada min
ja maksimaalse elemendi vaartuse hoidmiseks kasutatavat max.

Muidugi on muutujale antava nime ja selles hoitavate andmete vastavus
programmeerija asi. Arvuti sellest kinnipidamist kontrollida ei saa — kui
arvuti suudaks inimese motteid lugeda, oleks programmeerimine kui amet
juba kadunud.

Siiski on programmeerija enda huvides muutujatele moistlikud nimed
panna, vastasel korral ei saa ta ise ka varsti aru, millised andmed kuhu sal-
vestatud on — rddkimata juba suurtest tarkvaraprojektidest, kus iihe prog-
rammi kirjutamisega tegeleb mitmete aastate jooksul kiimneid voi isegi sadu
programmeerijaid.

1.3.2 Vaartus ja tiilip

Nagu eelpool éeldud, on arvuti riistvara seisukohalt mélus ainult arvud. See,
et monda arvu tolgendatakse arvuna, monda siimboli koodina ja monda veel
mingil muul moel, on programmeerijate omavahelise kokkuleppe kiisimus ja
arvuti protsessor ei tea sellest iildiselt midagi.

Masinakoodis on nende vastavuste meelespidamine programmeerija mure,
stimbolkeeles votab (vahemalt osa) selle(st) vaeva(st) enda kanda translaa-
tor. Selleks, et translaator teaks, mismoodi ithe vGi teise méalupesa sisuga
timber kéia, tuleb muutuja kirjeldamisel teatada selle tiiiip (ingl type), see
tahendab, Gelda, millist liiki vaartusi selles muutujas hoidma hakatakse.

4Tegelikult on asi veidi keerulisem, aga tipsemaks selgituseks pole siinkohal ruumi.



PEATUKK 1. POHIMOISTED 16

Tavaliselt on programmikeeltes eraldi tiiiibid téis- ja reaalarvude, mérkide
(stimbolite), tekstide (sonede) ja toevaartuste esitamiseks. Paljudes keeltes on
lisaks neile olemas spetsiaalsed tiiiibid kuupéevade, kellaaegade jmt suuruste
jaoks.

Abstraktne ja konkreetne tiiiip

Abstraktne andmetiiiip (ingl abstract data type, ADT) koosneb vairtus-
varust ja operatsioonivarust.

Andmetiiiibi vdfrtusvaru (ingl domain) naitab, milliseid véartusi on
voimalik seda tiilipi muutujasse salvestada, ja operatsioonivaru, mida on
voimalike nende vadrtustega peale hakata.

Niiteks Java taisarvutiilip ¢nt voimaldab salvestada taisarvulisi vaartusi
16igus —2 147483 648 kuni 2147483 647 ning sooritada nende véirtustega
aritmeetilisi tehteid, vorrelda neid omavahel jmt.

Konkreetne andmetiiiip (ingl concrete data type) erineb abstraktsest
selle poolest, et madrab kindlaks ka selle tiiiibi koigi voimalike vadrtuste
esitamise arvuti malus. Veidi lihtsustades voib Gelda, et konkreetne tiiiip
seab abstraktse tiiiibi igale voimalikule vaédrtusele vastavusse arvu, millena
see vadrtus arvuti méllu salvestatakse.

Tavaliselt jatab korgkeele kirjeldus andmetiitipide vaédrtuste esituse trans-
laatori kirjutaja otsustada. Sel juhul on korgkeele kirjelduses andmetiiiibid
antud abstraktsete tiiiipidena.

Liht- ja liittiilip

Andmetiiiipi, mille voimalikud viartused on programmikeele jaoks atomaar-
sed, jagamatud suurused, nimetatakse lihttiiiibiks (ingl simple type). Tiiiipi,
mille voimalikud vaartused koosnevad selgelt eristatavatest osadest, nimeta-
takse liittiitibiks (ingl composite type).

Naiteks mérgitiiip on lihttiitip — tiheski iildotstarbelises keeles ei vaa-
delda tdhemarke kui mingitest osadest koosnevaid moodustisi, vaid ikka kui
terviklikke ja jagamatuid suurusi.

Tekstitiiiip seevastu on liittiiiip — koigis iildotstarbelistes keeltes, kus
tekstitiilip lildse olemas on, vaadeldakse teksti kui mérgijada, millega voib
manipuleerida iihe tervikuna, kuid mida saab toddelda ka iiksikute markide
kaupa.

Arvutiiiibid on iildotstarbelistes keeltes enamasti lihttiiiibid, kuigi pohi-
motteliselt poleks voimatu ka arvude kisitlemine numbrijadadena — sama-
moodi, nagu tekste vaadeldakse mérgijadadena.
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Lisaks keeles olemasolevatele standardsetele tiilipidele on programmeeri-
jal enamasti voimalik defineerida ka uusi tiiiipe konkreetse iilesande andmete
mugavamaks esitamiseks. Kaks levinumat konstruktsiooni uute liittiiiipide
moodustamiseks on massiiv ja kirje.

Massiiv

Massiiv (ingl array) on nummerdatud elementide kogum. Nagu igal teisel
muutujal, on ka massiivitiitipi muutujal iiks nimi; massiivi elemendi poole
poordumiseks kasutatakse massiivi nime ja elemendi jirjekorranumbrit ehk
indeksit (ingl indez). Paljudes programmikeeltes kehtib ndue, et iihe mas-
siivi elemendid peavad koik sama tiilipi olema.

Massiivid voivad olla ithe- voi mitmemddtmelised. Uhemdotmelist mas-
siivi voib kujutada jadana, mille igal elemendil on iiks indeks — elemendi
jarjekorranumber jadas. Kahemootmelist massiivi voib kujutada tabelina,
mille igal elemendil on kaks indeksit — rea- ja veerunumber. Kuigi praktikas
seda eriti tihti vaja ei ldhe, lubavad programmikeeled tavaliselt kasutada ka
kolme- ja enamamdotmelisi massiive.

Kirje
Kirje (ingl record) on mitmetiiiibiliste elementide kogum. Kirje elemente
nimetatakse véljadeks (ingl field). Erinevalt massiivi elementidest on kir-

je véljadel tavaliselt nimed, mitte indeksid; kirje vilja poole poérdumiseks
kasutatakse koos muutuja ja vilja nimesid.

Keerukamad tiiiibid

Paljud keeled lubavad liittiiiipide moodustamise konstruktsioonide kordu-
va kasutamisega kirjeldada kuitahes keerukaid tiilipe: voib defineerida kirje,
mille iiks vali on massiiv, mille elemendid on omakorda kirjed jne. Suurtes
programmisiisteemides pole sugugi haruldased andmestruktuurid, kus sellisel
moel on liksteise sees 4-5 kihti “organisatsiooni” enne kui tegelike andmeteni
joutakse.

Sellist hierarhilist moodustist on igati sobilik vorrelda alamkataloogide
(kaustade) hierarhiaga arvuti kovakettal — pShimdtteliselt voiks ju koiki faile
iithes kataloogis koos hoida, aga siis oleks seal segamini koikvoimalikke fai-
le, millel omavahel mingit pistmist pole ja vajaliku info leidmine vGib péris
tiilikas olla. Hoopis maistlikum on failid teemade kaupa kataloogidesse ja-
gada ja igale kataloogile asjakohane nimi panna. Liittiiiipidel on programmi
andmete korrastamisel tipselt samasugune funktsioon.
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1.3.3 Avaldis

Valdava enamiku programmikeelte avaldised (ingl expression) on oma pohi-
omadustelt iisna sarnased matemaatikatunnist tuttavate aritmeetiliste aval-
distega: avaldistes voib kasutada konstante ja muutujaid, tehtemérke ja funkt-
sioonide tédhiseid ning sulge tehete jarjekorra méarkimiseks.

Avaldise vadrtustamiseks (ingl evaluation) — selle avaldise vadrtuse ar-
vutamiseks — asendatakse muutujate nimed selles avaldises nende muutujate
vadrtustega — see tdhendab, nende vaartustega, mis on parajasti salvestatud
vastavatesse mélupesadesse — sooritatakse vajalikud tehted ja 16pptulemust
nimetatakse selle avaldise vadrtuseks (ingl value).

Fiitisikatunnist peaks olema hésti teada, et erinevat tiiiipi suurusi (néditeks
massi ja aega) ei saa omavahel kokku liita. Sarnased nouded kehtivad ka prog-
rammeerimisel: selleks, et avaldises noutud tehteid oleks voimalik sooritada,
tuleb igat tehtemérki (operaatorit (ingl operator)) rakendada sobivatele
vaartustele (operandidele (ingl operand)).

Translaator kontrollib programmis olevate avaldiste korrektsust andme-
tiitipide operatsioonivarude jargi — iga vairtusega tohib sooritada ainult neid
operatsioone, mis kuuluvad vastava tiiiibi operatsioonivarusse.

Ka iga operatsiooni tulemusel on oma tiiiip, mida arvestatakse selle tule-
muse kasutamisel jirgmistes operatsioonides — naiteks kahe taisarvu liitmisel
on tulemuseks uus téisarv ja seda voib ka edaspidi kasutada ainult operatsi-
oonides, mis kuuluvad tédisarvutiiiibi operatsioonivarusse.

Erinevate keelte tiiiibisiisteemid on erinevad. Néiteks on mones keeles ka-
he tdisarvu jagamisel tulemuseks uus tiisarv (sellised keeled jagavad jadgiga),
mones teises keeles aga reaalarv (sellised keeled jagavad tipselt®). Selleks, et
kirjutada korrektseid programme, peab programmeerija tundma kasutatava
keele tiitibisiisteemi.

1.3.4 Omistamine

Imperatiivse keele koige tdhtsam primitiiv on omistamine (ingl assign-
ment). Omistamiskésk on tavaliselt kujul

muutuja < avaldis

ning selle tdhendus (semantika) on: arvutada antud avaldise védrtus ja salves-
tada tulemus antud muutuja vidrtuse hoidmiseks kasutatavasse mélupessa.
Selles mélupesas varem olnud andmed (muutuja esialgne vairtus) lihevad
seejuures kaotsi.

5Oigem oleks Gelda, et jagavad tipsemalt, sest tegelikult on reaalarvud arvutis ligi-
kaudsed suurused. Arvutustidpsusest tuleb veidi lahemalt juttu edaspidi.
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Omistamiskésu semantika juures on oluline, et avaldise vaédrtus arvuta-
takse vilja enne muutuja esialgse viadrtuse rikkumist. See voimaldab kasuta-
da omistamiskéaske kujul

muutuja <— muutuja + 1.

Selline omistamiskésk arvutab vilja avaldise muutuja+1 vadrtuse, kasutades
selleks muutuja esialgset vaédrtust, ja alles pédrast seda salvestab tulemuse
muutuja milupessa, suurendades sellega muutuja vairtust 1 vorra.

Omistamiskésust (eriti selle viimatimainitud kujul) réékides torkab sil-
ma, et muutuja osaleb omistamiskédsus kahes erinevas tdhenduses — avaldise
vadrtuse arvutamisel kasutatakse muutujat kui vddrtust (oluline on tema
mélupesa sisu, mitte selle asukoht), véértuse salvestamisel aga kui kohta
(oluline on tema milupesa asukoht, mitte see, mida selles mélupesas para-
jasti hoitakse).

Muutuja esimeses tihenduses kasutamisel saadavat vaartust nimetatakse
selle muutuja paremvairtuseks (ingl rvalue), sest selles tihenduses kasu-
tatakse muutujat omistamismaérgist paremal pool; tema teises tdhenduses
kasutamisel saadavat mélupesa aga vasakvéirtuseks (ingl lvalue), sest sel-
les tdhenduses kasutatakse muutujat omistamismérgist vasakul pool.

Konstantidel ja avaldistel on {ildiselt ainult paremvadrtused — avaldis
2 4 3 esitab vaartust 5, aga ei osuta mingit andmete salvestamiseks sobivat
kohta arvuti mélus.

Muutujatel on tavaliselt olemas nii vasak- kui ka paremvairtus. Erandi
moodustavad muutujad, millele pole veel midagi omistatud. Paljudes keel-
tes kasutatakse sellisel juhul muutuja paremvairtusena neid andmeid, mis
muutuja hoidmiseks kasutatavas mélupesas parajasti on (enamasti on seal
eelmiste programmide t66st méllu jaédnud rdmps, millega arvutamine min-
git moistlikku tulemust ei anna). Mones keeles loetakse, et sellisel muutujal
paremvadrtus puudub ja katse seda kasutada on viga. Mones keeles antakse
igale muutujale kohe selle loomisel kindel algvadrtus (arvulist tiiiipi muutuja
korral tavaliselt 0, muudel tiitipidel kindlat traditsiooni pole).

Neist kolmest variandist on levinuim esimene — efektiivsuse tottu. Paraku
on see variant ka ohtlikem, sest viartustamata muutujat kasutav programm
hakkab kiill to6le, aga voib igal kdivitamisel erinevalt kdituda — vastavalt sel-
lele, mis parasjagu méilus olema juhtub. Selliseid ebajarjekindlalt avalduvaid
vigu on {ildiselt iisna raske leida.

Uks voimalus algviidrtustamata muutujatest tingitud vigade viltimiseks
on igale muutujale kohe selle loomisel mingi viirtus omistada. Isegi kui see
vadrtus pole programmi jiargneva loogika seisukohalt sobiv, on programmi
kditumine vahemalt jérjekindel ja vea leidmine seetottu mérksa lihtsam.



PEATUKK 1. POHIMOISTED 20

1.4 Pseudokeel

Edasises vaatleme algoritmide kirjeldusi poolformaalses pseudokeeles. Iga
algoritmi kirjeldus koosneb pealkirjast, eel- ja jareltingimusest, kasutatavate
abimuutujate kirjeldusest ning algoritmi sammude loendist.

Paljud algoritmid on lisaks sellele ndha ka viies erinevas keeles program-
midena oppematerjali lisades. Nende nditeprogrammide eesmérk on illustree-
rida tekstis kirjeldatud pohimétete praktilist realiseerimist erinevates keeltes.

Algoritmi kirjelduses néitab eeltingimus tavaliselt seda, millistes muutu-
jates ja millisel kujul peavad olema esitatud algandmed selle algoritmi to6ks,
ja jareltingimus seda, millistes muutujates ja millisel kujul on algoritmi t66
I6ppedes vastus.

Algoritmi sammudena kasutame jargmisi primitiive:

e omistamiskésk kujul
muutuja < avaldis

arvutab antud avaldise viartuse ja salvestab selle antud muutuja uue
vaartusena;

e sisestuskask kujul
sisesta muutuja

loeb sisendist (kasutajalt) vddrtuse ja salvestab selle antud muutuja
uue vairtusena; iithe muutuja asemel vGib olla ka muutujate loetelu, sel
juhul loeb see kisk uued vaidrtused koigile muutujatele nende loetelus
esinemise jarjekorras;

e viljastuskask kujul
védljasta avaldis

arvutab antud avaldise vadrtuse ja viljastab selle kasutajale; iihe aval-
dise asemel voib olla ka avaldiste loetelu;

e kommentaarid kujul
— kommentaari tekst

jaetakse algoritmi taitmisel vahele; need on moeldud ainult selgituseks
lugejale.

Juhtkonstruktsioone (peale jarjendi) meil esialgu ei ole. Nendega tutvume
jargmistes peatiikkides.
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1.4.1 Naited
Lihtne tervitus

Esimene néide viljastab kasutajale tervituse.

Sellise programmiga on hea kontrollida programmeerimissiisteemi korras-
olekut — kui isegi nii lihtsa programmi tiitmine ei onnestu, on arvatavas-
ti todvahendid rikkis; keerulisema programmi korral voib ebadnnestumise
pohjuseks olla viga programmis. Siiski vGimaldab see programm teha labi
programmi koostamise tsiikli: teksti sisestamine, transleerimine, kidivitamine.

Algoritm 1.1 Lihtne tervitus

1. vdljasta ‘Tere, kasutaja’

Interaktiivne tervitus

Oige natuke keerulisem nide, mis kasutab ka iiht abimuutujat.

Algoritm 1.2 Interaktiivne tervitus
Abimuutujad: nimi — kasutaja nimi, tekst
1. vdljasta ‘Teie nimi: °?
2. sisesta nimi

3. vdljasta ‘Tere, ’, nimsi
)

Tasub tdhele panna, et viimases viljastamiskéisus on esimene koma viljas-
tatava teksti osa, teine aga kahe késus esineva avaldise (tekstikonstandi ja
muutuja) eraldaja. Samalaadsetele detailidele tuleb tdhelepanu poorata ka
reaalsetes programmikeeltes.

Vahetus

Kahe antud muutuja (a ja b) véédrtuste vahetamine.

Algoritm 1.3 Vahetab kahe muutuja vadrtused
Sisend: a, b — vahetatavad viartused, molemad sama tiitipi
Viljund: a, b — vairtused vahetatud
Abimuutujad: ¢, sama tiiiipi kui a ja b
1. c—a
2. a<—b

3. b—c
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Selle algoritmi néitel saame illustreerida ka vahetingimuste kasutamist algo-
ritmi digsuses veendumiseks.

Vastavalt algoritmi kirjelduses olevale eeltingimusele peavad vahetatavad
vaartused olema muutujates a ja b. Tahistame neid vaartusi vastavalt ag ja by.
Kui lisaks tdhistame puuduva vadrtuse siimboliga L, on algoritmi eeltingimus

a=agy, b="0by, c= L.

Esimene samm omistab muutujale ¢ muutuja a esialge vaartuse, seega parast
esimese sammu taitmist peab kehtima vahetingimus

a = ag, b="by, c= ayg.
Analoogiliselt peab pérast teist omistamist kehtima
a:bo, b:bo, C = Qo

ja pérast kolmandat
CL:b(), b:(l(), ¢ = ayo,

mis, nagu niha, sisaldab endas ka programmi jireltingimust. Lisaks luba-
tud vahetusele on muutunud ka c védirtus, aga kuna c oli algusest peale
kuulutatud abimuutujaks, on selle viirtuse rikkumine lubatud. Seega vGime
jareldada, et meie algoritm on korrektne.

Edaspidises lisame algoritmi olulisemad vahetingimused sageli kommen-
taaridena otse algoritmi sammude vahele.

Algoritm 1.3 Vahetab kahe muutuja vadrtused
Sisend: a, b — vahetatavad védirtused, molemad sama tiiiipi
Viljund: a, b — vairtused vahetatud
Abimuutujad: ¢, sama tiitipi kui a ja b
— vahetingimus: a = ag, b =bg, c = L
1. c+—a
— vahetingimus: a = ag, b = by, ¢ = ag
2. a<b
— vahetingimus: a = by, b = by, ¢ = ag
3. b—c

— vahetingimus: a = by, b = ag, ¢ = ag
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Oigete vahetingimuste leidmine on sageli lihtsam programmi voi algoritmi
tekstis tagantpoolt ettepoole liikudes.
Vaatleme néiteks ruutvorrandi lahendamise algoritmi 1.4, mis kasutab

iildtuntud valemit

—b+ Vb? — dac
2a '
Muidugi on sama tildtuntud ka ruutvorrandi lahendivalemi rakendamise eel-
tingimused, aga oletame hetkeks, et me neid ei tea. Sellisel juhul saame algo-
ritmi taitmiseks vajalikud eeltingimused koige lihtsamalt leida just tagant-
poolt ettepoole liikudes.

Ty,Ty =

Algoritm 1.4 Lahendab ruutvorrandi

Sisend: a, b, ¢ — vorrandi ax?® + bz + ¢ = 0 kordajad
Valjund: z1, xo — vorrandi lahend

Abimuutujad: d — abimuutuja

1. d b —4ac
2. 1 — (=b—+/d)/(2a)
3. xy — (=b+Vd)/(2a)

Omistamiskésu xo < ... tditmiseks peab olema voimalik arvutada selle pa-
remal poolel oleva avaldise vadrtus. Selleks omakorda on vaja, et murrujoone
all ei oleks null (2a # 0, ehk a # 0) ja juuremérgi all ei oleks negatiivne arv
(d > 0). Samad tingimused peavad kehtima ka omistamise z; < ... eel.

Selleks, et omistamise d « ... jirel kehtiks jirgmiste omistamiste jaoks
vajalik tingimus (d > 0), ei tohi muutujale d omistatava avaldise vadrtus olla
negatiivne (b* — 4ac > 0, ehk b? > 4ac).

Lisades need tingimused algoritmi kirjeldusse, saamegi tulemuse, mille
oigsust on voimalik rangelt toestada.

Algoritm 1.4 Lahendab ruutvorrandi
Sisend: a, b, ¢ — vorrandi ax? + bx + ¢ = 0 kordajad, a # 0, b*> > 4ac
Valjund: z;, zo — vorrandi lahend
Abimuutujad: d — abimuutuja
— vahetingimus: a # 0, b? > 4ac
1. d — b* — 4ac
— vahetingimus: ¢ # 0, d > 0
2. 1 «— (—=b—+/d)/(2a)
3. Ty — (=b+Vd)/(2a)
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Muidugi ei maksa eelnevast jiareldada, et vahetingimuste hoolikas jalgimine
on vajalik ainult matemaatiliste algoritmide digsuses veendumiseks. Peaaegu
koigil primitiividel on mingid eeltingimused, mille rikkumise tagajirjeks on
kas programmi t06 katkemine veateatega voi lihtsalt ebadiged tulemused. Ja
programmi autori mainele ei tule kasuks kumbki variant.



PEATUKK 1. POHIMOISTED 25

Ulesanded

Ulesanne 1.1 Leida igapievasest elust vihemalt kaks erinevat algoritmi.
Tuua vilja nende sammud ning eel- ja jareltingimused. Sonastada ka moni
vahetingimus.

Ulesanne 1.2 Uurida oma programmeerimissisteems andmetiiipe.
o Millised titibid on olemas?
o Milline on iga titibi vidrtus- ja milline operatsioonivaru?
o Kui palju igat tidpi muutuje mdlus ruumi votab?

Kontrolltooks loetleda kasutatava programmeerimissisteems tdisarvutiibid ja
nende vddrtusvarud. Miks pole vddrtusvarude otspunktid “dmmarqused” ar-
vud?

Ulesanne 1.3 Kirjutada algoritm ja (vabalt valitud keeles) programm, mille
taitmise kdaigus omistatakse muutujale s kolme muutuja x, y ja z vddrtuste
summa ning muulujale k nende vddartuste aritmeetiline keskmine. Millised
peaks olema s ja k tutibid, kui x, y ja z on tdisarvud? Miks?

Ulesanne 1.4 Kirjutada programm, mais sisestab tdaisnurkse kolmnurga kaa-
tetite pikkused ning viljastab selle kolmnurga hiipotenuusi pikkuse ja pindala.
Millised on hiipotenuusi pikkuse ja pindala tiibid, kui kaatetite pikkused on
reaalarvud? Aga kui kaatetite pikkused on tdisarvud? Miks?

Ulesanne 1.5 Kirjutada programm, mis deklareerib kahe tdisarvulise wvil-
jaga kirjetiiibi ja neist kirjetest koosneva kolmeelemendilise massiivi, omistab
selle massiivi kovgi kolme kirje molemale valjale mingid fikseeritud vddrtused
ning valjastab iga kirje sisu eraldr reale.
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Kirjandus

Programmeerimise oppimiseks ei pea muidugi 1dbi lugema koiki jargnevaid
raamatuid, aga kindlasti soovitan tutvuda Pdlya’ iilesannete lahendamise me-
toodikaga ja lugeda vihemalt iihte iilejddnud raamatutest — neis on arvutite
ehituse ja toopohimdtete kohta palju huvitavat materjali, mille tundmine
tuleb kasuks nii jirgnevate peatiikkide omandamisel kui ka iildisemalt.

Gyorgy (George) Polya. Kuidas seda lahendada. Valgus, 2001.
Maailmakuulsa matemaatiku raamat kirjeldab {ildisi iilesannete lahen-
damise tehnikaid, mis sobivad suurepédraselt ka algoritmide ja program-
mide koostamiseks. 200 lk.

Rein Jiirgenson. Programmeerimine. Valgus, 1989.
Programmeerimise algopetus Basicu, Pascali ja Fortrani néitel. 376 1k.

Ulo Kaasik, Jiiri Kiho, Mare Koit. Kuidas programmeerida. Valgus, 1990.
Programmeerimise algGpetus Basicu ja E-skeemide niitel. 264 1k.

Jiiri Kiho. Elementaaralgoritmid. Tartu Ulikool, 1991.
Programmeerimise algopetus E-skeemide néitel. 144 1k.

Rein Jiirgenson. Programmeerimise algkursus. Tallinna Tehnikaiilikool, 1999.
Programmeerimise algGpetus Pascali néitel. 88 lk.

J. Glenn Brookshear. Computer Science: An Ouverview. Addison-Wesley, 1999.
Varasemate triikkidega klassikaks saanud programmeerimise ja arvuti-
teaduse algdpetuse opik. 609 1k.

JIxx. Dnenn Bpyxkimup. Bseedenue 6 komnvromeprvie nayku. Burbavc, 2001.
Eelmise tolge. 688 lk.
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Vaid véga véike osa algoritmidest on kirjeldatavad alati tépselt samas
jarjekorras tdidetavate operatsioonide jirjendina. Kéesolevas peatiikis vaatle-
me valikulauseid, millega saab kirjeldada tegevuse suunamist vastavalt algo-
ritmi taitmise ajal selguvatele tingimustele.

Kasutades niitena jille kokaraamatut, kohtame retseptides sageli juhi-
seid, kuidas mond puuduvat komponenti teisega asendada (niiteks “...kui
veinidddikat kdepérast pole, voib selle asemel kasutada ka sidrunimahla. . .”)
voi voimaluse korral rooga mittekohustuslike lisanditega huvitavamaks teha
(nditeks “...koige peale voib puistata veidi jahvatatud kaneeli. . .”).

Nii algoritme késitlevas kirjanduses kui ka programmikeeltes kasutatakse
tingimuste esitamiseks matemaatilisest loogikast laenatud vahendeid, sestap
alustamegi peatiikki loogika pohimoistete vaatlemisest.

2.1 Loogika alused

Loogika (ingl logic) on filosoofia, lingvistika ja matemaatika piiril asuv tea-
dus, mis tegeleb arutluste ja toestuste uurimisega, see tihendab eelduste ja
nendest tehtavate jérelduste toelevastavuse uurimisega.

Oigupoolest ei ole formaalse loogika seisukohalt arutlusel ja tSestusel min-
git vahet — arutluseks nimetatakse iildiselt motlemist, jarelduste tegemist,
toestuseks aga tehtud jarelduste Oigsuse demonstreerimist kellelegi teisele.
Loogika seisukohalt pole oluline, kas jareldusi tehakse omaks tarbeks voi
teistele esitamiseks — nende paikapidavust see ei muuda.

Voib 6elda, et loogika peaeesmirk on leida sellised jarelduste tegemise
reeglid, et toestest eeldustest tehtaks ainult toeseid jareldusi. (See on muidugi
iisna jame lihtsustus, tegelikult on loogika uurimisvaldkond palju laiem ja
probleemid mitmekesisemad.)

Analoogiliselt algoritmidele on ka loogikas viidete (ja ennekdike nende-
vaheliste seoste) tdpsemaks esitamiseks kasutusel formaalsed t&histused.

2.1.1 Toevaartus

Loogilise arutluse elementaarosad on viited, mis voivad olla kas toesed voi
vadrad, niiteks “2 4+ 2 = 4”7 voi “Eesti pealinn on Tartu”.

Viidet nimetatakse tGeseks (ingl true), kui see vastab tegelikkusele ja
vidraks (ingl false), kui see ei vasta tegelikkusele. Eelpool toodud véidetest
on esimene toene, teine aga vaar.

Laused, mis midagi ei viida, ei saa olla ei toesed ega viirad ning po-
le seetottu ka loogika uurimisobjektid. Sellised on niiteks enamik kiisi- ja
hiitidlauseid.
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2.1.2 Lausearvutus

Lausearvutus (ingl propositional calculus) on loogika osa, mis uurib keeru-
lisemate vdidete konstrueerimist lihtsamatest.

Lausearvutuse valemite koostamisel asendatakse lausetes olevad vaited
neid tdahistavate muutujatega ja lausete omavahelised seosed loogiliste tehe-
tega. Selleks jagatakse uuritav arutlus voi toestus lauseteks, need omakorda
osalauseteks jne, kuni joutakse viideteni, mida enam osadeks jagada ei saa.
Saadud viiteid tdhistatakse loogikas harilikult suurte ladina tdhtedega ja iga
sellise muutuja toeviirtuseks loetakse loomulikult tema poolt tdhistatava
vaite toevaartus.

Loogilised tehted, mille abil viited uuesti lauseteks seotakse, on eitus,
konjunktsioon, disjunktsioon, implikatsioon ja ekvivalents. Mitmest seotud
vaitest koosnevaid avaldisi tdhistatakse harilikult viikeste ladina tdhtedega
ja nende toevairtused defineerime jérgnevates 16ikudes.

Nagu aritmeetikas, voib ka lausearvutuses avaldise vaartus soltuda tehete
sooritamise jarjekorrast. Nagu aritmeetikas, kasutatakse ka lausearvutuses
tehete jarjekorra mérkimiseks sulge — sulgudes olevad tehted sooritatakse
alati enne.

Nagu aritmeetikas, oleks ka lausearvutuses tiilikas koigis avaldistes koigi
tehete jarjekorda sulgudega nédidata, seepidrast maaratakse tehetele prioritee-
did: korgeima prioriteediga tehe on eitus (sarnane miinusmérgi kasutamisele
aritmeetikas), jirgmine konjunktsioon (sarnane korrutamisele), seejirel dis-
junktsioon (sarnane liitmisele), seejéarel implikatsioon ja 16puks ekvivalents
(sarnane vordusele).

Eitus

Eitus (ingl negation) on unaarne ehk itheoperandiline tehe ja avaldise —p
(loetakse “mitte p”) toevéédrtus on vastupidine muutuja voi avaldise p tde-
vaartusele.!

Loogilise eituse abil esitatakse lausearvutuses konstruktsioone, mida loo-
mulikus keeles viljendatakse sonade “ei”, “mitte” ja muude negatiivsete vor-
mide abil. Lausearvutuse valemi —p tehniliselt kGige tdpsem tolge eesti keelde
on viide “pole dige, et p kehtib” ehk lithemalt “pole Gige, et p”.

Naiteks, kui A tahistab vaidet “Kati liks eile koos Matiga vélja”, siis = A
tahistab viidet “pole Gige, et Kati liks eile koos Matiga vélja”. Oluline on
tdhele panna, et eitav viide ei tdpsusta, kas Kati ei ldinud iildse vilja voi
liks ta vélja kiill, aga ilma Matita; samuti ei iitle eitav vdide midagi Mati
tegemiste kohta.

'Eituse tihistamiseks kasutatakse —p asemel sageli ka kirjaviise ~ p véi p.



PEATUKK 2. VALIKULAUSED 30

Loomuliku keele véidet “Kati ei ldinud eile koos Matiga vilja” moistavad
paljud inimesed selliselt, et Kati ei ldinud iildse vilja; sageli tehakse sellisest
sonastusest koguni jareldus, et Mati laks vilja ja Kati jai koju.

Juba sellest nditest selgub, et loomuliku keele viidete lausearvutuse va-
lemiteks teisendamine ei tarvitse alati lihtne iilesanne olla. Eituse puhul on
oluline selgeks teha, millisele esialgse véite osale eitus rakendub (seda osa
nimetatakse eituse fookuseks) ja ka lausearvutuse valemis eitust just samale
osale rakendada, vastasel korral muudame lause valemiks teisendamisel selle
motet ja voime kergesti valedele jareldustele jouda.

Konjunktsioon

Konjunktsioon (ingl conjunction) ehk loogiline “ja” (ingl boolean and) on
binaarne ehk kaheoperandiline tehe. Avaldis pA g (loetakse “p ja ¢”) on toene,
kui nii p kui ka ¢ on mdlemad tdesed, ning vair igal muul juhul.?

Konjunktsiooni abil esitatakse lausearvutuses kahe viite samaaegset keh-
timist. Loomulikus keeles vastab sellele enamasti sidesona “ja” kasutamine
voi lihtsalt viidete jarjest esitamine.

Naiteks, kui A tdhistab viidet “Kati opib” ja B tahistab viidet “Mati
opib”, siis A A B voib eesti keeles iiles kirjutada nii kujul “Kati 6pib. Mati
opib.” kui ka kujul “Kati opib ja Mati 6pib” kui ka kujul “Kati ja Mati opivad”.

Uldiselt on konjunktsiooni p A ¢ abil voimalik esitada viiteid, mille saab
sonastada kujul “kehtivad nii p kui ka ¢” ehk liithemalt “nii p kui ka ¢”. Naiteks
vaidet “1 ja 1 on kokku 27 ei saa konjunktsioonina esitada, kuigi ka selles
véites esineb sidesona “ja”.

Disjunktsioon

Disjunktsioon (ingl disjunction) ehk loogiline “v6i” (ingl boolean or) on
samuti binaarne tehe. Avaldis pV g (loetakse “p v6i ¢”) on tdene, kui vihemalt
iiks vaidetest p ja ¢ on toene, ning vadr, kui kumbki neist ei kehti.

Loomulikus keeles vastab disjunktsioonile enamasti sidesonade “v6i” voi
“ehk” kasutamine.

Naiteks, kui A tahistab véidet “Kati koristab tuba” ja B tédhistab viidet
“Kati laulab”, siis A V B voib eesti keeles iiles kirjutada kujul “Kati koristab
tuba voi laulab”.

Loomulikus keeles kasutatakse viidet “p voi ¢ sageli tdhenduses “kehtib
kas p v0i ¢, kuid mitte molemad korraga”. Niiteks viidet “Kati koristab oma
toa dra voi saab karistada” moistetakse enamasti tihendavat, et Kati ei saa

2Konjunktsiooni tihistamiseks kasutatakse p A g asemel sageli ka kirjaviisi p&q.
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karistada, kui ta oma toa korda teeb. Sona “v6i” sellise tolgenduse nimi on
loogikas vélistav “voi” (ingl ezclusive or).

Implikatsioon

Implikatsioon (ingl implication) on samuti binaarne tehe. Avaldis p D ¢
(loetakse “kui p, siis ¢”) on viir ainult siis, kui p kehtib, aga ¢ ei kehti.?

Implikatsiooni p D ¢ nimetatakse ka jareldusseoseks, selles sGnastuses on
p implikatsiooni eeldus ja g selle jareldus. Kuna implikatsioonitehte tulemus
soltub ainult avaldiste p ja q toevaartustest, mitte aga sisulisest pohjuslikust
seosest nende viidete kehtivuse vahel, ei saa seda tehet périselt samastada
arutluse ja tOestuse moistetega, millest oli juttu peatiiki alguses.?

Loomulikus keeles kasutatakse implikatsiooni p D ¢ esitamiseks tavaliselt
viljendeid “q, sest p” voi “kui p, siis ¢” (vahel ka lithemalt “kui p, ¢”), kuid
siis peetakse silmas ikka pohjuslikku seost. Seetottu nimetatakse loomulikus
keeles sageli implikatsiooni eeldust pohjuseks ja jireldust tagajirjeks.

Naiteks, kui A tdhistab viidet “Kati ei korista oma tuba” ja B tdhistab
vaidet “Kati saab karistada”, siis A D B voib eesti keeles esitada kujul “kui
Kati ei korista oma tuba, saab ta karistada” ja sellisel juhul eeldatakse ikka
pohjuslikku seost — Kati saab karistada just oma kohustuste tditmatajdtmise
eest, mitte lihtsalt niisama.

Levinuim viga nii implikatsioonitehte kui ka pohjusliku seose kasutami-
sel on implikatsiooni eelduse mittekehtimisest selle jarelduse mittekehtimise
tuletamine. See tdhendab, kui kehtib p D ¢ ja p on viar, tehakse sellest ek-
sijareldus, et ka ¢ peab olema viir. See pole aga oige ei formaalselt (kui p
on Vvadr, siis p D ¢ on tdene soltumata ¢ vidrtusest) ega ka sisuliselt (iihel
tagajdrjel voib olla mitu erinevat pohjust, néiteks Kati voib oma toa &dra
koristada, kuid saada karistuse viikevenna kiusamise eest).

Ekvivalents

Ekvivalents (ingl equivalence) on samuti binaarne tehe. Avaldis p = ¢ (loe-
takse “p parajasti siis, kui ¢”) on tdene, kui p ja ¢ tdevairtused on samad,
ning viir, kui p ja g tdeviirtused on erinevad.®

3Implikatsiooni tihistamiseks kasutatakse p O ¢ asemel sageli ka kirjaviise p — ¢ voi
p=q.

4Olukord on sarnane eelmises peatiikis vaadeldud Greeri kolmanda seaduse mottega —
formaalne loogika on abiks arutluste tépsel iileskirjutamisel, kuid ei asenda mdtlemist.

5Ekvivalentsi tihistamiseks kasutatakse p = ¢ asemel sageli ka kirjaviise p ~ ¢, p < ¢
voi p < q.
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Loomulikus keeles kasutatakse ekvivalentsi harva, enamasti matemaati-
listes tekstides, kus p = ¢ sonastatakse kujul “p parajasti siis, kui ¢” voi “p
siis ja ainult siis, kui ¢”.

Koondtabel
Lopetuseks lausearvutuse pohitehete toevairtused iihtse koondtabelina.

A B -A ANB AvB AD>DB A=B
vaar vaar toOene  vaar Vaar toene toene
vaar toOene tOene vaar  tOene  toene vaar
toene vaar  vaar vaar  toene vaar vaar
toene toene vAAr tOene tOene  toene toene

Tabel 2.1: Lausearvutuse tehted

2.1.3 Predikaatarvutus

Predikaatarvutus (ingl predicate calculus) on lausearvutuse laiendus, kus
lausemuutujate asemel kasutatakse predikaate. Predikaatarvutus voimaldab
esitada mitmeid praktikas olulisi seoseid ja jéreldusi, milleks lausearvutuse
vahenditest ei piisa.

Predikaat

Esimeses peatiikis programmi elementidest rdadkides oli juttu sellest, et pri-
mitiividel voivad olla ka parameetrid. Osutub, et ka loogikas on sageli kasulik
iiksikute lausemuutujate asemel vaadelda parametriseeritud viiteid.

Vaadeldes viiteid A = “Kati opib” ja B = “Mati opib”, méarkame, et nad
on sama struktuuriga. Tahistades nende véidete iihise osa “x 6pib” siimboliga
Q(z), saamegi predikaadi (ingl predicate), millest = asendamisel konkreet-
sete vadrtustega voime tekitada erinevaid véiteid. Kui tdhistame k& = “Kati”
ja m = “Mati”, saame viite A esitada kujul Q(k) ja viite B kujul Q(m).

Ka matemaatikast tuntud vordus- ja vorratusmérgid (=, <, >, <, >) on
predikaadid, kuigi “< (2,4)” asemel kirjutatakse “2 < 4.5

Sageli seab predikaadi esitatava véite olemus piiranguid objektidele, mil-
lele seda predikaati rakendada voib (néiteks ei ole ju maistlik rasikida Gppi-
misest elutute esemete puhul). Hulka, mille elementidele voib predikaati ra-
kendada, nimetatakse universumiks (ingl universe).

6Kirjaviisi “< (2,4)” nimetatakse prefiks-, “2 < 4” aga infikskujuks. Pohimatteliselt
pole pohjust, miks ka muid predikaate ei voiks P(x,y) asemel kirjutada kujul xPy.
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Nagu primitiivide puhul, pole ka predikaatide defineerimisel alati selge,
millised viite osad peaks jatma fikseerituks ja millised eraldama parameet-
ritena. Néiteks viite C' = “Kati meeldib Matile” iildistusteks sobivad

Ri(z) = “x meeldib Matile”;
Ry(y) = “Kati meeldib y’le”;
R(z,y) = “x meeldib y’le”.

Esialgse viite saab siis esitada kujul Ry (k) voi Re(m) voi R(k,m).

Vorreldes parameetriteta lausemuutujate kasutamisega voimaldavad pre-
dikaadid esitada rohkem infot erinevate viidete omavaheliste seoste kohta.
Niiteks vaited “Kati ja Mati opivad ning Kati meeldib Matile” saame lause-
arvutuse valemina esitada kujul

ANBAC,

predikaatarvutuse valemina aga kujul
Q(k) A Q(m) A R(k,m).

Predikaatarvutuse valemist on kohe nidha, et meil on tegemist korduvate
vaidete ja korduvate isikutega, lausearvutuse seisukohalt on tegu lihtsalt kol-
me samaaegselt kehtiva viitega.

Uldisuskvantor

Uldisuskvantor (ingl wniversal quantifier) on tehe, mida voib rakendada
predikaatloogika avaldisele. Avaldis Vx : p (loetakse “iga = korral kehtib p”)
on toene, kui véide p kehtib iga universumisse kuuluva objekti z jaoks.

Sageli on vaja mirkida, et viide p kehtib ainult teatud hulga H (mitte
terve universumi) elementide kohta. Seda saaks kirjeldada valemiga

Ve:x e HDp

(loetakse “iga x korral kehtib: kui = on hulga H element, siis kehtib p”),
kuid sagedase kasutamise tottu on lepitud kokku liihemas ja iilevaatlikumas
kirjaviisis

Vee H:p
(loetakse “iga = korral hulgast H kehtib p”). Naiteks viite “naturaalarvude
hulga N koik elemendid on mittenegatiivsed” voib esitada kujul

VneN:n>0.
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Olemasolukvantor

Olemasolu- ehk eksistentsikvantor (ingl existential quantifier) on teine
levinud kvantor. Avaldis 3z : p (loetakse “leidub x, mille korral kehtib p”) on
toene, kui viide p kehtib vihemalt {ihe (aga voimalik, et ka enam kui {ihe)
universumisse kuuluva objekti = jaoks.

Analoogiliselt tldisuskvantoriga voib ka olemasolukvantori kasutamisel
néidata, millise hulga elemente me vaatleme. Néiteks viite “tdisarvude hulgas
Z leidub negatiivseid elemente” voib esitada kujul:

dxreZ:x <.

2.1.4 Loogiline samavairsus

Loogikas on téhtsal kohale valemite loogilise samav&irsuse (ingl logically
equivalent) moiste.

Lausearvutuse valemeid p ja ¢ nimetatakse loogiliselt samavéarseteks ja
kirjutatakse p = ¢, kui nende toevairtused on samad nendes esinevate lause-
muutujate koigi voimalike toevaidrtuste korral.

Loogilist samavéadrsust ei tohi segamini ajada ekvivalentsitehtega. Nditeks
valemite p = AAB D Ajaqg= AN (B D A) toevidrtused on samad, kui A
ja B on molemad tdesed, seega sellisel juhul viide p = ¢ kehtib. Siiski pole
need valemid loogiliselt samavéarsed, sest kui A ja B on molemad véirad,
pole p ja ¢ toevadrtused samad, seega ei saa me viita, et p = q.

Koige lihtsam (kuigi sageli toomahukas) viis lausearvutuse valemite loo-
gilise samavéadrsuse kontrollimiseks on koostada nende valemite toevaartus-
tabelid. Valemi toevaartustabelis on iiks rida iga voimaliku selles valemis
esinevate muutujate viirtustuse kohta.” Niiteks voib tuua eelmises 16igus
vaadeldud valemite tdevidrtustabelid.®

1 2

A B A A (B A)

A
v
v
t
t

=+ <4 =+ < 3
o+t g < >0

1
>
t
v
t
t

a4 4 <4 >
&+ =&+ o+ =&+ U

Predikaatarvutuse valemite jaoks iildjuhul selliseid tabeleid koostada ei saa,
sest predikaatide vGimalike toevaartuste komplektide leidmiseks tuleb enne

"Kokku on n erineva muutujaga valemi toeviirtustabelis 2" rida.

8Toeviirtustabeli kirjalikul koostamisel kantakse sellesse iga tehte tulemus vastava teh-
teméargi alla tehete sooritamise jarjekorras, nagu ndidatud valemite kohal olevate numbri-
tega.
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kokku leppida, millisest universumist péarit objektidega me tegeleme ja milline
on iga predikaadi sisuline tdhendus. Ilma neid kahte parameetrit fikseerimata
pole voimalik antud predikaadi P(x) jaoks kindlaks teha, kas leiduvad x
vadrtused, mille korral P(z) on vastavalt tdene voi viir, seega me ei tea, kas
tabelisse tuleb lisada read vastavate juhtude jaoks.

Niiteks tiisarvude hulgal Z voib predikaat P(z) = (x < 0) olla (sdltuvalt
x valikust) nii toene kui ka véér, kuid naturaalarvude hulgal N saab ta olla
ainult vaar.

Siiski on olemas ka predikaatarvutuse valemite paare, mis on samavéirsed
igas interpretatsioonis (universumihulga ja predikaatide tdhenduste fikseeri-
mist nimetatakse valemi interpretatsiooniks). Jirgmised samavéérused keh-
tivad alati:

——p = P

—(pAg) = —pV-g

—(pVg) = —pA-g
pDq = “pVg
p2q = ~(pA—g);

p=q = (pAq)V(=pA-q);
p=q = PDq9AN(@Dp);
-(Vz:p) = Fx:-p;
—(3z:p) = Vx:-p.

2.2 Loogilised avaldised

Siiani radkisime loogika teooriast, niiiid poéordume taas programmeerimise
poole ja vaatame, kuidas seda teooriat algoritmide kirjeldamisel rakendada.

2.2.1 Predikaadid

[gas programmikeeles on olemas terve hulk predikaate kontrollimaks mitme-
suguseid tingimusi, mida erinevad andmeobjektid voivad rahuldada voi mitte
rahuldada.

Arvud

Kdigis levinud programmikeeltes on olemas predikaadid arvutiitipi vadrtuste
vordlemiseks: =, <, >, <, >. Kuna méirke < ja > arvuti klaviatuuril ega
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programmikeelte lubatud siimbolite hulgas tavaliselt pole, kasutatakse nende
predikaatide esitamiseks mingeid muid kombinatsioone, levinuimad on “<="
ja “=>"; vordusmairgi asemel kasutatakse mitmetes keeltes “==".

Ettevaatlik peab olema reaalarvude vordlemisel. Reaalarve hoitakse arvu-
ti malus ligikaudsete suurustena ja iimardamisvigade tottu voib sageli saada
ootamatuid tulemusi.

Harjutuseks voiks uurida, kui palju nulle peab avaldises 14 0,00001 teises
arvus koma ja iihe vahele panema, et arvuti arvaks, et summa on ikka 1. Siis
voiks votta selle viikese arvu ja vorrelda teda nulliga. Kes varem pole selliste
asjade peale moelnud, voib iillatuse osaliseks saada. .. Vahimat arvu x, mille
korral 1 4+ x pole veel 1, nimetatakse selle arvutiiiibi “epsiloniks”.

Voimalikud on ka vastupidised vead. Niiteks voib juhtuda, et 0,44 ja
0,11 + 0,33 vordlemine annab negatiivse tulemuse. Seda tiiilipi vigade valti-
miseks voib absoluutselt tdpse vordumise asemel nouda, et arvude erine-
vus oleks vidiksem mingist piisavalt pisikesest suurusest voi piisavalt palju
viiksem vorreldavatest suurustest. (Kes on matemaatikatunnis oppinud ab-
soluutse ja suhtelise vea moisteid, peaks méirkama, et eelnimetatud asendus-
test esimene kontrollib absoluutse ja teine suhtelise vea suurust.)

Lisaks vordlemispredikaatidele voib programmikeel pakkuda ka muid, aga
need on iildiselt igal keelel erinevad.

Tekstid

Samuti on koigis (voi vihemalt peaaegu koigis) programmikeeltes olemas
predikaadid siimboli- ja tekstitiiiipi viirtuste vordlemiseks.”

Tavaliselt vordlevad programmikeelte standardsed predikaadid tekstitiiiipi
vadartusi leksikograafiliselt (ingl lexicographical order) — vordlemisel jde-
takse vahele need stimbolid kummagi teksti algusest, mis on omavahel vord-
sed ja otsus langetatakse esimese erineva siimboli pohjal; kui iiks teksti-
dest otsa saab, loetakse tema véiksemaks. Samasugust jirjestust kasutavad
sonaraamatud ja entsiiklopeediad — leksikograafilisel vordlemisel loetakse
vaiksemaks tekst, mis oleks sGnaraamatus eespool.

Erinevus on selles, et sonaraamatutes tavaliselt suuri ja vaikesi tdhti ei
eristata, aga enamikus programmikeeltes on siimbolite vordlemine tostu-
tundlik (ingl case-sensitive). Kas suuremaks loetakse suuri voi véikseid
tahti, pole iildiselt méadratud ning soltub kasutatavast programmeerimis-
siisteemist ja arvuti seadetest.

9Hoiatuseks C ja Java kasutajatele — kuigi tekstitiiiipi muutujate vordlemine tavalise
vordlusoperaatori == abil on molemas keeles siintaktiliselt korrektne, pole tulemus sageli
sugugi ootuspirane. Tekstitiilipi vadrtuste vordlemiseks tuleb C’s kasutada funktsioone
strcmp() ja strncmp(), Javas aga klassi String meetodeid equals() ja compareTo().
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Eesti tépitdhti ei pea enamiku programmikeelte vordlemispredikaadid
tildse téhtedeks ja need satuvad sorteerimisel kuhu juhtub (iihe siisteemi pii-
res ikka iihte kohta, aga iildiselt mitte sinna, kuhu nad eesti tdhestiku jéirgi
kdima peaks). Kui on vaja korralikku eestikeelset jarjestamist, tuleb selleks
eraldi vaeva niha.

Lisaks vordlemispredikaatidele on programmikeeltes sageli olemas pre-
dikaadid, mis kontrollivad, kas antud stimbol on number, tdht (nagu juba
oeldud, “tapilisi” iildiselt tahtedeks ei peeta) voi mond muud liiki siimbol.

Mbnes programmikeeles on ka eraldi predikaadid kontrollimaks, kas an-
tud teksti on voimalik tolgendada arvu, kuupdeva voi kellaajana. Milliseid
arvude, kuupéevade ja aegade vorminguid need funktsioonid “tunnistavad”,
tuleb igal konkreetsel juhul eraldi uurida.

2.2.2 Loogilised tehted

Tavaliselt on programmikeeltes lausearvutuse tehetest olemas eitus, loogiline
“ja”, nii loogiline kui ka vélistav “voi” ja ekvivalents. Implikatsiooni eraldi
tehtena enamasti realiseeritud ei ole, sest seda ei lihe programmeerimisel
kuigi sageli vaja.

Kvantoreid iildotstarbelistes programmikeeltes tavaliselt ei ole, kuigi mo-
nes siisteemis olemasolevaid primitiive massiivist voi muust andmekogust an-
tud tingimustele vastavate elementide leidmiseks ja loendamiseks voib mingil
médral kvantoritega vorrelda, samuti saab vajaduse korral nende abil (voi
péris ise) kvantorid realiseerida.

Loogikatehete kasutamisel peab tdhelepanu pocrama sellele, et lisaks ta-
valistele loogikatehetele, mis opereerivad toeviértustega, on paljudes keel-
tes olemas ka bitiloogika (ingl bitwise logic) tehted, mis opereerivad téis-
arvudega.

Bititehted tolgendavad tiisarvu kahendkuju'® iga numbrit 0 viira ja
numbrit 1 tdese toevaartusena, sooritavad loogilise tehte oma operandide sa-
mades positsioonides olevate bittide vahel ja tagastavad tulemusena saadud
bittidest moodustatud arvu.

2.2.3 Loogilised muutujad

Peaaegu koigis tdnapdevastes programmikeeltes on olemas eraldi andmetiiiip
toevairtuste esitamiseks. Seda tiiiipi muutujale on voimalik omistada loogili-
se avaldise vaartus ja seejarel voib muutujasse salvestatud vaartust kasutada
koikjal, kus muidu oleks tulnud kasutada seda avaldist ennast.

19K ahendsiisteemi kirjeldus on olemas peaaegu kdigis arvutiopikutes ja ka paljudes
matemaatikadpikutes.
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Muutuja kasutamise iiks eelis on see, et talle saab panna korraliku ni-
me, seega on parast programmi lugedes kergem aru saada, millist tingimust
see avaldis esitab. Keerukamate avaldiste puhul ei tarvitse see avaldise enda
lugemisest kohe selguda.

Teine eelis on see, et muutujasse salvestatud vaartust voib korduvalt ka-
sutada ilma, et arvuti peaks kulutama aega avaldise vadrtuse uuesti arvu-
tamisele. Sellest saadav voit on muidugi tiihine, kui avaldis koosneb ainult
paari arvu vordlemisest, kuid keerukate predikaatide kasutamisel v6ib vahe
olla mérgatav.

2.3 Valikulausete liigid

2.3.1 Uhene valik

Uhene valik (ingl conditional statement) on lihtsaim voimalik valikulause,
kus mingi tegevus kas sooritatakse voi jdetakse sooritamata vastavalt antud
tingimuse kehtivusele.

Peatiiki alguses toodud kokaraamatu néide kaneeli kasutamisest oli just
iithese valiku ndide — kui kokal oli kaneel kdepérast, lisas ta seda toidule,
vastasel korral ei teinud midagi.

Uhese valikulause iildkuju on

kui ¢
kasud
18ppkui

Kui tingimus ¢ kehtib, tdidetakse kdsud ja jatkatakse algoritmi tditmist votmesona-
le 18ppkui jargnevast lausest. Kui tingimus ¢ ei kehti, jaetakse kdsud vahele
ja jatkatakse kohe votmesonale 18ppkui jargnevast lausest.

Oluline on tdhele panna, kuidas mgjub valikulause kasutamine algoritmi
vahetingimustele. Oletame, et valikulause eel kehtis vahetingimus p.

Kui tingimus ¢ kehtib, on valikulause sees oleva kidsujada eeltingimus pAt
— kehtib koik, mida me teadsime enne tingimuse ¢ kontrollimist, lisaks saime
teada, et ka t kehtib. Kui me sellest seisust valikulause sees olevaid késke
tdites jouame tingimuseni ¢, siis, kuna 18ppkui pole tegelikult kask, vaid
ainult valikulause I6pu niitaja, ei muuda see enam midagi ja seega jaib
valikulause tditmise 1opuks kehtima vahetingimus q.

Kui tingimus ¢ valikulause alguses selle kontrollimisel ei kehti, tdhendab
see, et me liigume kohe valikulause 16ppu, kusjuures niiiid me teame, et kehtib
p N\ —t.
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Vottes kokku need kaks ainuvéimalikku varianti valikulause ldbimiseks,
saame, et valikulause jéarel peab kehtima vahetingimus ¢ V p A —t.

Niiteks, kasutades eelmise peatiiki I6pus toodud algoritmi kahe muutuja
vadrtuste vahetamiseks, voime koostada algoritmi kahe arvu jarjestamiseks
suuruse jarjekorda.

Algoritm 2.1 Jirjestab kahe muutuja véirtused suuruse jirjekorda
Sisend: a, b — jarjestatavad vairtused
Viljund: a, b — viértused vahetatud nii, et a < b
Abimuutujad: ¢
1. kui a>b
2. c—a
3 a«—b
4. b—c
0. ldppkui

Algoritmi oigsuses veendumiseks tahistame muutujate a ja b algvidrtused
vastavalt ag ja by ning ¢ puuduva algvaédrtuse L. Siis saame algoritmi eel-
tingimuseks

a=a ANb=bgNc=_1.

Kui valikulause tingimus kehtib (see tdhendab, kui ay > by), vahetavad selle
sees olevad kisud muutujate a ja b vidrtused ning valikulause I6ppu jouame
vahetingimusega

a0>b0/\a:b0/\b:a0/\c:a0.

Kui valikulause tingimus ei kehti (see tdhendab, kui ag < by), jouame valiku-
lause 16ppu vahetingimusega

aogbo/\&:ao/\b:bo/\C:L.

Vottes need tingimused kokku ja jéttes korvale abimuutuja ¢, mille vadrtusest
me niikuinii ei hooli, saame

(a0>b0/\a:b0/\b:a0)\/(aggbo/\a:ao/\b:bo),

millest ongi ndha, et muutuja a IoGppvadrtus on kahest algvaartusest just
viiksem ja muutuja b 16ppviirtus neist kahest just suurem.!!

"Lisaks on niha, et tidielikud vahetingimused kasvavad toesti viiga ruttu suurteks ja
kohmakateks avaldisteks, mistottu jirgnevas kasutame enamasti osalisi vahetingimusi.
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Paljude programmikeelte siintaks lubab valikulauses tingimuse kehtimisel
téidetavate kiskude jada asemel ainult iiht kisku voi lauset. Sellistes keeltes
on tavaliselt olemas vahendid mitme lause iihendamiseks {iheks liitlauseks —
tavaliselt tuleb liitlause moodustamiseks selle osad grupeerida votmesonade
begin ja end voi mingit liiki sulgude vahele.

Kui keeles on liitlause moodustamise vo6imalus, siis voib selliselt moo-
dustatud liitlauset harilikult kasutada igal pool, kus on lubatud lihtlause
kasutamine — muuhulgas ka jirgnevalt vaadeldavates valikulausetes.

2.3.2 Kahene valik

Kahene ehk alternatiivne valik (ingl alternative statement) erineb ihesest
selle poolest, et algoritmis méaédratakse mingi tegevus ka juhtumiks, kui kont-
rollitav tingimus ei kehti. Seega kahese valikulause tditmisel sooritatakse iiks
tegevus, kui tingimus kehtib ja mingi teine tegevus, kui tingimus ei kehti.

Peatiiki alguses toodud néide sidrunimahla kasutamisest veinidadika ase-
mel oli kahese valiku niide — kui kokal oli veinid#dikat, kasutas ta seda;
kui ei olnud, kasutas selle asemel sidrunimahla. (Mida teha siis, kui kumbagi
pole, see retsept ei kirjeldanud. Algoritmi digsuse seisukohalt on selline iihe
voimaliku variandi vaatluse alt vilja jatmine viga, kui kahest komponendist
vihemalt iihe olemasolu pole algoritmi eeltingimus.)

Kahese valikulause iildkuju on

kui ¢
toene-kdsud

muidu
vadr-kdsud

18ppkui

Kui tingimus ¢ kehtib, tdidetakse toene-kisud ja jatkatakse algoritmi taitmist
votmesonale 18ppkui jargnevast lausest. Kui tingimus ¢ ei kehti, tdidetakse
vaar-kdsud ja jatkatakse votmesonale 18ppkui jargnevast lausest.

Selle valikulause vahetingimuste uurimiseks oletame jélle, et valikulause
eel kehtis vahetingimus p.

Siis jouame tingimuse ¢ kehtimise korral késujada toene-kdsud taitmisele
eeltingimusega p A t. Kui toene-kisud tditmise jirel kehtib vahetingimus ¢,
jouame sel juhul valikulause 16ppu vahetingimusega ¢;.

Tingimuse ¢ mittekehtimise korral jouame kdsujada vddr-kdsud tiitmisele
eeltingimusega p A —t. Kui vddr-kdsud tditmise jarel kehtib vahetingimus ¢,
jouame sel juhul valikulause 16ppu vahetingimusega ¢».

Kokkuvottes peab valikulause tditmise jarel kehtima vahetingimus ¢; V gs.
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Algoritm 2.2 Lahendab lineaarvorrandi
Sisend: a, b — vorrandi ax + b = 0 kordajad
Viljund: zy — vorrandi lahend, kui see on iiheselt médratud

1. sisesta a, b
. kui a=0

vdljasta ‘Pole iithest lahendit’

2

3

4. muidu
5 xo — —b/a

6 vdljasta ‘Lahend on ’, zo
7

. 13ppkui

Kindlasti tasub tdhele panna, et kahene valikulause ei tarvitse olla sama-
vaarne kahest iihesest valikulausest koosneva jarjendiga

kui ¢
toene-kdsud

13ppkui

kui —t
vadr-kdsud

16ppkui

Kui tingimus ¢ kehtib, voib tdoene-kdsud tditmine muuta programmi olekut
nii, et esimesest valikulausest viljumise jdrel tingimus ¢ enam ei kehti. Siis
aga on —t toene ja vastavalt tdidetakse ka vddr-kdsud.

Kui mingil pdhjusel on siiski vaja alternatiivse valikulause asemel just
iiheseid valikulauseid kasutada, vGib eelmises 16igus kirjeldatud viga valtida
toevadrtusmuutuja to kasutamise abil:

t(] —

kui
toene-kdsud

18ppkui

kui —tg
vadar-kasud

16ppkui

Selles versioonis salvestatakse tingimuse ¢ esialgne toeviirtus muutujasse to,
kus see (eeldusel, et toene-kdisud sellele muutujale uut védrtust ei omista)
séilib ka teise valikulause jaoks.

Veidi keerulisema néitena vaatleme kahte erinevat algoritmi kolmest ar-
vust maksimaalse leidmiseks.
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Algoritm 2.3 Leiab kolmest arvust maksimaalse
Sisend: a, b, ¢ — uuritavad arvud
Viljund: @ = maz(a,b, c)

1.

I = S T T
-SRI TR S =

18.

Algoritm 2.4 Leiab kolmest arvust maksimaalse
Sisend: a, b, ¢ — uuritavad arvud
Viljund: @ = maz(a, b, c)
1.
2

© ® N Ut e N

kui a>bAb>c
T—a

13ppkui

kui a>cAec>b
T—a

18ppkui

kui b>aANa>c
r<—b

13ppkui

kui b>cAc>a

T b

. 13ppkui
.kui c>aNna>b

T < C

. 13ppkui
.kui ¢c>bAbD>a

xTr < C

13ppkui

T —a
kui b >z

T b

3
4. 18ppkui
o.
6
7

kui c>zx

T < C

. 13ppkui

42

Kuigi molemad algoritmid saavutavad 16puks sama tulemuse, kasutab algo-
ritm 2.3 vordluspredikaati 12, algoritm 2.4 aga vaid 2 korda, seega on nende

algoritmide efektiivsuse vahe 6-kordne.
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2.3.3 Mitmene valik

Paljudes programmikeeltes on olemas ka mitmene valik ehk liiliti (ingl
switch), mis voimaldab mingi avaldise védrtuse jargi valida tihe paljudest
tegevustest.

Mitmese valikulause iildkuju on

valik a
variant v
kasud-1
variant vg

kdsud-2

variant v,
kasud-n
muidu
mutdu-kdsud
18ppvalik

Kui avaldise a vadrtus on vy, tdidetakse kdsud-1 ja jatkatakse algoritmi
taitmist votmesonale 18ppvalik jargnevast lausest, kui avaldise a vadrtus
on vy, tiidetakse kdsud-2 ja jatkatakse votmesonale 18ppvalik jargnevast
lausest jne. Kui avaldise a viirtus ei ole iikski v; viartustest, tdidetakse
mutdu-kasud ja jatkatakse siis valikukédsu jarelt.

Sageli seavad programmikeeled realisatsiooni efektiivsuse huvides piiran-
guid sellele, millist tiiiipi avaldisi ja vadrtusi voib mitmeses valikus kasutada.
Kui on vaja teha mitmene valik mingit muud tiiiipi avaldise pohjal voi keeles,
kus sellist konstruktsiooni iildse pole, v6ib selle asemel kasutada korduvaid
kaheseid valikuid. Programmi parema loetavuse huvides tuleks voimalusel
siiski kasutada mitmest valikut, mitte seda muude vahenditega imiteerida.

2.4 Lausete pesastamine

Struktuursete programmikeelte oluline ja praktikas viga kasulik omadus on
voimalus juhtkonstruktsioone iiksteise sisse asetada ehk pesastada (ingl
nest). See tihendab seda, et igale poole, kuhu vaib kirjutada primitiivi, voib
selle asemel panna ka keerulisema konstruktsiooni — niiteks liitlause voi va-
likulause.

Tegelikult oleme eelnevates néidetes pesastamist juba kasutanud, pannes
valikulause sisse mitmest kdsust koosneva jarjendi (mis méletatavasti oli ka
tiks juhtkonstruktsioonidest), samuti koostades jirjendeid mitmetest valiku-
lausetest.
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Osutub, et jarjend pole selles suhtes mingi erand, tépselt sama hésti voib
iihe valikulause sisse panna ka teise valikulause, nagu néiteks jargnevas algo-
ritmis, mis kontrollib, kas antud kolm arvu vodivad olla mingi kolmnurga
kiiljepikkused.

Algoritm 2.5 Kontrollib, kas antud arvud on kolmnurga kiiljepikkused
Sisend: a, b, ¢ — uuritavad arvud
Viljund: diagnoos tekstina ekraanil

1. kui a>0AD>0Ac>0
— a, b, ¢ sobivad pikkusteks
2. kui a+b>cAha+c>bAb+c>a
— sobivad kolmnurga kiiljepikkusteks
3. védljasta ‘Jah’
4. muidu

— ei sobi kolmnurga kiiljepikkusteks

D. vdljasta ‘Ei’
6. 16ppkui
7. muidu

— ei sobi iildse pikkusteks
8. vdljasta ‘Ei’
9. 18ppkui

Loigus 2.3.3 méirgitud mitmese valiku realiseerimine kaheste valikute abil
tuleb iisna loomulikult vilja just pesastamise teel:

kui a =v;
kasud-1
muidu
kui a = vy
kasud-2
muidu

kui a=wv,
kisud-n

muidu
muidu-kdsud

18ppkui

13ppkui
13ppkui
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Ulesanded

Ulesanne 2.1 Kasutades tihistusi A = “sajab vihma”, B “sajab lund”,
C = “on suvi”, D = “on talv”, esitada lausearvutuse valemitena vdited

kui sajab vihma, siis on suvi;

kui on talv, sajab lund;

suvel lund ei saja;

pole suvi ega talv.
Millised neist viidetest on toesed?

Ulesanne 2.2 Kasutades eelmise iilesande tihistusi, sonastada eesti keeles
vdited, muda esitavad valemid

ANB;

B D> -C;

-(C A D).

Millised neist vdidetest on toesed?

Ulesanne 2.3 Kasutades tavalisi matemaatilisi tahistust, esitada predikaat-
arvutuse valemitena vdited

taisarvude hulgas leidub nullist suuremaid;

koik naturaalarvud on negatitvsed;

kotk naturaalarvud kuuluvad tdisarvude hulka.
Millised neist viidetest on toesed?

Ulesanne 2.4 Sonastada eesti keeles viited, mida esitavad valemid
Ve eZ:xeR;
(Fzxe€Z:z2<0)ANEFx€Z:x>0);
dreZ:(x<0ANz>0).

Millised neist viidetest on toesed?

Ulesanne 2.5 Koostada tehte vilistav “voi” ja valems

(pVa)AN=(pAg)
toevddrtustabelid ning veenduda, et nad on loogiliselt samavddrsed.

Ulesanne 2.6 Shefferi kriips on binaarne loogiline tehe, mille tulemus plq
on vadr parajasti siis, kuit p ja q on molemad toesed. Shefferi kritps on uni-
versaalne tehe — tema abil on voimalik avaldada koik teised tehted; ndiiteks
eituse voib avaldada kujul

—p = plp.
Avaldada Shefferi kriipsu abil koik loigus 2.1.2 vaadeldud tehted.
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Ulesanne 2.7 Kirjutada programm, mis sisestab kolm arvu a, b ja ¢ ning
viljastab need mittekahanevas jarjekorras. Kontrollida, et programm tddtab
oigesti ka siis, kut moned arvudest on omavahel vordsed.

Ulesanne 2.8 Kirjutada programm, mis sisestab neli arvu a, b, ¢ ja d ning
vdljastab need mittekahanevas jdarjekorras.

Ulesanne 2.9 Kirjutada programm, mis sisestab ruutvorrand:

ar’ +br+c=0
kordajad ja leiab selle reaalarvulised lahendid (kui need on olemas) voi viljas-
tab korrektse teate (kui vorrandil reaalarvulised lahendid puuduvad).

Ulesanne 2.10 Antud kahe kolmnurga kiljepikkused ay, by, c1 ja as, bs, co.
Kirjutada programm, mis kontrollib, kas need kolmnurgad on kongruentsed,
sarnased voi erinevad.

Ulesanne 2.11 Antud kolm naturaalarvu i, 7, k, mis rahuldavad tingimust
1 <i<j<k<9. Kirjutada programm, mis kontrollib, kas nende arvudega
mdrgitud ruudud asuvad allolevas tabelis samas reas, veerus vor diagonaalis.

1 2 3
4 5 06
7 8 9
Ulesanne 2.12 Kirjutada programm, mis kontrollib, kas antud positiivne
taisarv on liig- voi lihtaasta number. (Aasta on liigaasta, kui tema number

jagub neljaga, vilja arvatud need aastad, mille number jagub sajaga, kuid ei
jagu neljasajaga.)



PEATUKK 2. VALIKULAUSED 47

Kirjandus

Tonu Tamme, Tanel Tammet, Rein Prank. Loogika. Motlemisest toestami-
seni. Tartu Ulikool, 1997.
K&ige mahukam seni eesti keeles ilmunud formaalse loogika opik, mis
sobib nii lause- ja predikaatarvutuse pohjalikumaks tundmadppimiseks
kui ka muude loogikavaldkondadega tutvumiseks. 424 1k.

Ene Grauberg. Loogika ja vaidluskunst. Olion, 1989.
Pahiliselt loogikale kui viitluse ja veenmise aparaadile keskenduv opik,
matemaatilisi formalisme on vihem. 95 lk.

A. Kolman, O. Zich. Huvitav loogika. Valgus, 1970.
Populaarne sissejuhatus formaalse loogika alustesse. 118 lk.

David Gries. The Science of Programming. Springer, 1981.
Programmeerimise pohitdodede ja -meetodite formaalne késitlus. Viga
sobiv neile, kes tahaks rohkem ja pohjalikumaid néiiteid loogika raken-
damisest programmeerimisel. 382 lk.



Peatukk 3

Korduslaused

Sisukord
3.1

3.2

3.3

Korduslause moiste . . . ... ... ... ...... 49
3.1.1 Korduse invariant . . . . . . ... .. L. 49
3.1.2 Korduse osaline digsus . . . . .. ... . ... ... o1
3.1.3 Korduse taielik digsus . . . . ... ... 51
3.14 Korduse variant . . . . ... ... Lo 52
3.1.5 Terviklik ndide . . . . ... ... ... ... 53

Kordusskeemide liigid . . . .. ... ......... 54
3.2.1 Loendajaga kordus . . ... ... .. ... ... .. 54
3.2.2 Eelkontrolliga kordus . . . . . ... ... . ... .. 95
3.2.3 Jarelkontrolliga kordus . . . . ... ..o 95
3.24 Muud kordusskeemid . . . .. ... 26

Korduste pesastamine . . . . ... ... ....... 57

48



PEATUKK 3. KORDUSLAUSED 49

Arvutite voimest tiita miljoneid késke sekundis oleks iisna vahe kasu, kui
iga késk tuleks eraldi vilja kirjutada — sellise lihenemise korral jatkuks kogu
maailma programmeerijatest vaevalt mone tdnapievase protsessori joudluse
arakasutamiseks. Kédesolevas peatiikis vaatleme korduslauseid, mille abil on
voimalik {iht programmildiku téita kuitahes palju kordi ja seega liihikese
programmi abil viga suur hulk t66d &dra teha.

3.1 Korduslause moiste

Kordus- ehk iteratsiooni- ehk silmuselause (ingl loop statement) koige
levinum kuju on

senikui ¢
kdsud
18ppsenikui

Rida senikui ¢ nimetatakse selle korduse paiseks ja 16iku kdsud korduse
kehaks. Kui péises olev tingimus ¢ kehtib, tdidetakse korduse kehas olevad
kidsud ja poordutakse seejirel tagasi péise juurde. Kui tingimus ikka veel
kehtib, taidetakse uuesti kdsud jne, kuni iikskord saabub hetk, kui ¢ enam ei
kehti. Siis jatkub algoritmi tditmine 18ppsenikui jérel olevast lausest.

Edasise jaoks on kasulik tdhele panna, et vastavalt definitsioonile on eel-
toodud korduslause samavééirne (I6pmatu) konstruktsiooniga

kui t
kdsud
kui ¢
kdsud
kui ¢
kasud
13ppkui
13ppkui
16ppkui

3.1.1 Korduse invariant

Korduslauset sisaldava algoritmi vahetingimuste leidmiseks p6orame koige-
pealt tdhelepanu sellele, et korduse kehas olevate kéiskude tiitmise jarel voib
juhtuda, et kohe hakatakse neidsamu késke uuesti tditma. Seega on korduse
keha iihe tditmise jareltingimus iihtlasi ka sellesama korduse keha jargmise
tditmise eeltingimus (tdpsemalt kiill selle osa).
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Seda korduse keha eel- ja jareltingimuse iihisosa nimetataksegi korduse
invariandiks (ingl loop invariant), vahel ka tsiikli invariandiks.

Selleks, et vajalik eeltingimus oleks tdidetud ka korduse keha esimesel
labimisel, peab invariant kehtima ka vahetult enne korduslauset. Algoritmi
samme, mis selle tagavad, nimetatakse korduse algatamiseks (ingl loop
ingtiation).

Seega on korduslausega seotud vahetingimused

korduse algatamine
— vahetingimus: p
senikui ¢
— vahetingimus: p At
korduse keha
— vahetingimus: p
13ppsenikui
— vahetingimus: p A =t

(kus p on muidugi selle korduse invariant).

Korduslause koostamist on kasulik alustada just selle invariandi leidmi-
sest. Vaatleme néitena n-elemendilise arvumassiivi a; _,, elementide summee-
rimist nii, et korduse 16puks oleks summa muutujas s.

Milline vGiks olla selle korduse invariant? Ilmselt on meil summeerimise
ajal osa elemente juba kokku liidetud ja osa veel liitmata. Koige lihtsam on
alustada summeerimist massiivi iihest otsast, siis saame juba liidetud ja veel
liitmata elementide iile pidada arvet iiheainsa abimuutuja i abil, mis osutab
viimasena summasse liidetud elemendi positsiooni ehk jargmisena liidetavale
elemendile eelnevat positsiooni.

Korduse invariant oleks seega s = a; + as + ... + a; ja selle sdilitamiseks
peame iga jirjekordse elemendi summasse liitmisel edasi nihutama ka jarje-
hoidjat, see tdhendab suurendama 7 vaartust.

Millised tegevused sobivad sellise korduse algatamiseks? Loomulik on
alustada seisust, kus iikski element pole veel summasse liidetud; ka ¢ peab
siis olema 0 — jargmisena liildame summasse jada esimese elemendi a;.

Kui kaua tuleks sellist kordust tdita? Ilmselt seni, kuni on veel liitmata
elemente, ehk siis seni, kuni kehtib 7 < n.

Seega otsitav kordus (koos algatamisega) voiks olla

10

5«0

senikui 7 < n
1+—1+1
S« s+ a

13ppsenikui
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3.1.2 Korduse osaline Gigsus

Korduse osalise Gigsuse (ingl partial correctness) toestamiseks on vaja toes-
tada

e korduse algatamise digsus: on vaja ndidata, et korduse algatamise kdsud
tagavad korduse invariandi p kehtivuse vahetult korduslause taitmise
eel;

e korduse invariandi sdilimine: on vaja nédidata, et eeltingimuse p At keh-
timisest korduse keha tditmise eel jireldub invariandi p kehtimine kor-
duse keha téiitmise jirel;

e korduse jareltingimuse kehtimine: on vaja ndidata, et korduslause t66
16ppedes kehtivast vahetingimusest p A =t jareldub algoritmi jargmise
sammu tocks vajalik eeltingimus.

Massiivi summeerimise néite jaoks jiareldub koigi kolme noutud tingimuse
taidetus vahetult eelmise 16igu arutelust, millega me invariandi ja korduse
tingimuse valisime.

3.1.3 Korduse taielik oigsus

Erinevalt teistest senivaadeldud juhtkonstruktsioonidest (jarjend ja valik) po-
le korduse kasutamisel alati garanteeritud selle t66 16ppemine.

Naiteks massiivi summeerimiseks leitud korduslause kehast molema omis-
tamise eemaldamisel (korduse kehaks jadb tiihi késk) saame korduse, mis
rahuldab kiill koiki osalise Gigsuse noudeid, kuid ei I6peta t66d, kui n > 0.

Algoritmi osalise digsuse moiste tdhendabki seda, et algoritm annab t66
I6ppedes alati dige vastuse, kuid voib monede sisendandmete korral I6pma-
tuseni toole jadda.

Algoritmi téieliku Gigsuse (ingl full correctness) toestamiseks on vaja
toestada

e algoritmi osaline Gigsus: on vaja néidata, et kui see algoritm oma t66
Iopetab, on ta saavutanud ndutud tulemuse (formaalselt viljendub see
jareltingimuse kehtimises);

e algoritmi peatumine: on vaja niidata, et algoritm ISpetab oma t66
mistahes korrektsete (eeltingimust rahuldavate) sisendandmete korral.

Tasub mérkida, et esimeses peatiikis toodud iildkujuga algoritmi Gigsuse toes-
tus vastab algoritmi osalisele digsusele. Algoritmi téieliku Gigsuse toestami-
seks on lisaks vaja néidata, et algoritmi iga samm 1opetab oma t566.
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3.1.4 Korduse variant

Muidugi voib kordusega algoritmi téieliku oigsuse toestamisel korduse keha
taitmise arvu 16plikkust nédidata iikskoik millise vettpidava arutluse abil. Aga
et tegemist on sageli lahendatava iilesandega, siis on selle lahendamiseks vilja
moeldud tiitiptehnika.

Korduse variandiks (ingl loop variant) nimetatakse mittenegatiivset
taisarvulist suurust 7, millel on jargmised omadused

e 7 viheneb korduse keha igal tditmisel vihemalt 1 vorra;

e kui 7 vidrtus on 0, siis korduse tditmine l1opetatakse.

Need kaks omadust koos tagavad, et 7 on korduse keha taitmiste arvu iilemine
toke: see tdhendab, et 7 vairtus korduse keha téditmise eel on alati vihemalt
sama suur kui selle korduse keha veel teha jididnud tditmiste arv; seetottu
nimetatakse teda ka tGkkefunktsiooniks (ingl bound function).

Sellise 7 olemasolu tagab alati, et korduse tditmine 16peb teatava arvu
sammude jarel, sest pole voimalik koostada 16pmatut kahanevat positiivsete
taisarvuliste liikmetega jada.

Naiteks massiivi summeerimise korduse variandiks sobib 7 =n — :

e kuna n vaidrtus korduse téditmisel ei muutu ja ¢ vadrtus suureneb kor-
duse keha igal tditmisel 1 vorra, peab 7 vadrtus samal ajal 1 vorra
viahenema;

e kui 7 = 0, siis ¢ = n ja korduse tditmine 1opetataksegi.

Mitte alati ei ole vGimalik korduse varianti leida. Monikord tdhendab see, et
kordus on tdesti vigane (ja selle algoritmi jérgi kirjutatud programm voib
“rippuma” jadda); monikord tdhendab see, et kordus on lihtsalt variandi leid-
miseks sobimatu kujuga ja selle tiieliku Gigsuse toestamiseks tuleb kasutada
muid vahendeid.

Mbonikord voib iisna lihtsa korduse téieliku Sigsuse toestamine iillatavalt
raskeks pahkliks osutuda. Néiteks pole mitmete viljapaistvate matemaati-
kute katsed korduse

— eeltingimus n > 0
senikui n >1
kui n/2 €N
n<«—mn/2
muidu
n—3n+1
13ppkui
1dppsenikui
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taielikku oigsust toestada voi timber liikata siiani vilja kandnud. Kordus on
n koigi seni uuritud vaartuste korral oma t66 1opetanud, kuid pole kindel, et
ta seda alati teeb.

Matemaatilises mottes sobiks selle tilesande (enim tuntud 3n+1 iilesande
ja Ulami iilesande nime all) lahenduseks nii tGestus, et see kordus 1opetab
oma t60 n mistahes positiivse algviartuse korral kui ka toestus, et n mingi
vadrtuse korral jadb see kordus toesti Iopmatuseni todle, programmeerimise
mottes ndeks me muidugi parema meelega, et lahendus oleks positiivne: et
onnestuks toestada algoritmi téielik oigsus.

3.1.5 Terviklik naide

Naturaalarvu n faktoriaal (mida tdhistatakse n!) defineeritakse jargmiselt:

ol — 1, kui n = 0,
" 11-2-...-n, kuin>0.

Antud arvu faktoriaali arvutamisel pole muidugi erilist vahet, kas korrutada
tegureid n! avaldises kokku vasakult paremale v&i paremalt vasakule.
Otsustame néiteks paremalt vasakule korrutamise kasuks ja tdhistame
abimuutuja ¢ abil jirgmisena korrutisse lisatava teguri.
Selliste tahistuste korral on meil korduse iga ldbimise alguses korrutisse
lisamata tegurid 1...:. Parast selle tdhelepaneku tegemist on juba lihtne
valja kirjutada kogu kordus koos koigi oluliste vahetingimustega:

— eeltingimus n > 0
f—1
1M
— vahetingimus: f = n!/d!
senikui ¢ >0
— vahetingimus: ¢ > 0 A f = n!/d!
feixf
— vahetingimus: f =n!/il-i=nl/(i —1)!
1—1—1
— vahetingimus: f = n!/d!
1dppsenikui

— vahetingimus: ¢ = 0 A f = nl/d!
Algoritmi osalises 0igsuses veendumiseks paneme téhele, et

e korduse algatamine on korrektne: kui i = n, siis n!/i! =nl/nl =1 = f;
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e korduse samm sailitab invarianti vastavalt selles vilja toodud vahe-
tingimustele;

e korduse Iopetamine on korrektne: kui i = 0, siis n!/i! = n!/1 = n! ja
seega viimasest vahetingimusest jareldubki, et f = nl.

Algoritmi téaielikus Gigsuses veendumiseks paneme lisaks tdhele, et tokke-
funktsiooniks sobib viga hésti ¢ vaartus ise.

3.2 Kordusskeemide liigid

Programmikeeltes on olemas mitmeid veidi erineva {ilesehitusega kordus-
lauseid, mille sobivuse iihes voi teises olukorras méaérab tldiselt mugavus.

3.2.1 Loendajaga kordus

Loendajaga korduse iildkuju on

korda 7« a...b
kdsud
1dppkorda

ja see on samavaidrne kordusega

1+ a

senikui ¢ <b
kasud
1—1+1

1dppsenikui

Loendajaga korduse digsuse toestamiseks on iiks vGimalus esitada see just
eeltoodud kujul ja rakendada siis l16ikudes 3.1.2 ja 3.1.3 vaadeldud tehnikaid.
Loendajaga kordust on mugav kasutada, kui korduse keha tiitmiste arv
on teada kohe korduslauseni joudmisel. Niiteks on arvumassiivi summeeri-
mise algoritmi loendajaga kordust kasutav versioon veidi iilevaatlikum:

s« 0

korda 1+ 1...n
— vahetingimus: s = a1 + ...+ a;—1
S <« S+ a;
— vahetingimus: s =a; + ...+ q;

1dppkorda
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Mones keeles (néiteks Pascalis) ei ole lubatud korduse juhtmuutuja i vadrtuse
muutmine korduslause kehas — sellise lubamatu operatsiooni tagajérjel voib
programmi kditumine muutuda ettearvamatuks. Mones keeles (néiteks Ba-
sicus) on loendajaga korduse siintaksis olemas vGimalus niidata loendaja
suurendamise samm.

3.2.2 Eelkontrolliga kordus

Eelkontrolliga korduslause iildkuju on

senikui ¢
kdsud
13ppsenikui

Loigus 3.1 vaatlesime korduslauseid just eelkontrolliga korduslause néitel,
seega pole selle skeemi tdhendust enam vaja selgitada.

Eelkontrolliga lauset on hea kasutada, kui korduse keha taitmise kordade
arv pole ette teada, vaid 1opetamise vajadus selgub alles siis, kui korduse
keha on juba piisavalt tdidetud.

Praktikas viga levinud néide on failist tekstiridade lugemine — tekstifaili
avamisel pole iildiselt teada, mitu rida failis on, seega pole praktiliselt muud
voimalust kui iga rea lugemisel kontrollida, kas fail sai ldbi voi ei saanud.t

3.2.3 Jarelkontrolliga kordus

Nagu nimestki arvata voib, erineb jarelkontrolliga korduslause eelkontrolliga
lausest selle poolest, et tingimuse tdidetust kontrollitakse mitte enne, vaid
parast korduse keha taitmist.

Jarelkontrolliga korduslause esineb levinud programmikeeltes kahel erine-
val kujul. Neist kahest kujust esimene,

korda
kdsud

senikui ¢

on samavaarne eelkontrolli kasutava konstruktsiooniga

'Visrib eraldi mirkimist, et ka faili 16ppemise kontroll on erinevates siisteemides
pohimdtteliselt erinevalt lahendatud. N&iteks Pascali ja Basicu funktsioonid annavad et-
te teada, kui jirgmine katse failist midagi lugeda ebadnnestuks faili 16ppemise tottu; C
ja C++ funktsioonid seevastu annavad alles tagantjarele teada, kui viimane juba tehtud
katse failist lugeda sel pShjusel ebadnnestus.
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kasud

senikui ¢
kasud

13ppsenikui

ning teine,

korda

kdsud
kuni ¢

on samavaarne konstruktsiooniga

kasud

senikui —t
kasud

18ppsenikui

Nagu nédha, tiidetakse jarelkontrolliga korduslauses korduse kehaks olevaid
késke alati vahemalt iiks kord ja selle korduslause kahe variandi ainuke erine-
vus on see, et iihel juhul ndidatakse korduslause tingimusena korduse taitmise
jatkamis- teisel juhul aga 16petamistingimus.

Kahe vastandliku variandi kasutamine on tingitud inglise keele eripirast?,
kummagi olemasolu v6i puudumine on pohiliselt konkreetse programmikeele
autori(te) maitse kiisimus.

Uldiselt kasutatakse seda liiki kordust praktikas harvemini kui loendajaga
voi eelkontrolliga kordust.

3.2.4 Muud kordusskeemid

Tingimuseta kordus, mille iildkuju on

korda
kdsud

1ldppkorda

tootab alati lopmatuseni ja pole sellisel kujul ilmselt eriti praktiline.
Seda liiki kordust kasutatakse (keeltes, kus see iildse olemas on) alati koos
katkestusega kujul

2Erinevalt eesti keelest, kus tsiiklilise tegevuse méirkimiseks kasutatakse pohiliselt iihte
lausekonstruktsiooni “korda. . ., kuni...” on inglise keeles neid kaks: “repeat...while...”
ja “repeat...until...”, kusjuures esimeses neist on “while” jarel jatkamistingimus, teises
aga “until” jarel 16petamistingimus.
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korda
eel-kasud
kui ¢
katkesta
18ppkui
jarel-kdsud
13ppkorda

Keeltes, kus katkestus olemas on, saab seda tavaliselt kasutada ka teiste kor-
duste tditmise “ennetédhtaegseks” Iopetamiseks. Keeltes, kus katkestus puu-
dub, saab selle asendada abimuutujaga ja eel- voi jirelkontrolliga. Néaiteks
eeltoodud kordus on samavéairne skeemiga

[ < vaar
senikui -l
eel-kasud
l— 1t
kui -l
jarel-kdsud
16ppkui
1ldppkorda

3.3 Korduste pesastamine

Kuigi teoreetiliselt on iga algoritm voimalik esitada iilimalt {ihe korduslause
abil, on praktikas sageli mugavam kasutada mitut kordust.

Vaatleme naiteks jarjestamisiilesannet: antud on n-elemendiline arvu-
massiiv a;._,; jarjestada selle elemendid mittekahanevalt (see tdhendab nii,
et a; <ay <...<ay,).

Tegemist on klassikalise iilesandega, mille lahendamiseks on viga palju
erinevaid algoritme, siinkohal vaatleme neist {iht lihtsamat, mida tuntakse
pistemeetodi (ingl insertion sort) nime all.

Meetodi idee on hoida massiivi algusosa elemente omavahel jirjestatult
ja kasvatada seda jirjestatud osa, pistes veel jarjestamata elemente nende
oigetele kohtadele juba jirjestatud elementide vahele.

Algoritmi pohiosaks on seega kordus, mille igal sammul kehtib invariant
a; < ay < ... < a;—1; mingi ¢ jaoks. Kuna tiihi jada on alati jarjestatud,
kehtib invariant ¢ = 1 jaoks triviaalselt ja korduse algatamiseks polegi vaja
midagi teha. Kui invariant kehtib ¢ = n 4 1 jaoks, on kogu massiiv sobivalt
jarjestatud ja korduse voib lopetada.

Otsitava algoritmi {ildkuju on seega
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korda 1« 1...n
— invariant: a1 < ag <.
korduse keha
1dppkorda

L<ai

ja jaib vaid iile kirjutada korduse keha nii, et selle igal tditmisel suureneb ¢
vaartus, mille jaoks invariant kehtib.

Selleks kasutame korduse kehana omakorda kordust. Vaatleme esimest
veel jirjestamata elementi a; ja vordleme teda oma vasakpoolse naabriga:
kui see on suurem kui a;, vahetame nad omavahel ja jatkame vaadeldava
elemendi (niiiid juba a;_1) vordlemist oma uue vasakpoolse naabriga jne.

Seega on sisemise korduse invariant a; < a;y1 < ... < a;. See tingimus
kehtib j = i jaoks triviaalselt jérelikult pole ka selle korduse algatamiseks
peale j algvadrtustamise midagi muud teha. Kui invariant kehtib 5 = 1 jaoks,
olemegi saavutanud valimise korduse invariandi senisest iihe vorra suurema
1 jaoks ja voime lGpetada.

Jargneva algoritmi tiielikus digsuses veendumiseks paneme veel tdhele, et
molemad kordused 1opetavad kindlasti oma t66. Valimise korduse variandiks
sobib 771 = (n + 1) — i ja sisemise omaks 7 = j — 1.

Algoritm 3.1 Jérjestab antud massiivi elemendid mittekahanevalt
Sisend: a; ,, — sorteeritav massiiv

Viljund: a;_, — vidrtused vahetatud nii, et Vi <n :a; < a;44
Abimuutujad: i, j

1. korda 1« 1...n

invariant: a1 < asg <...<a;_1
2. J—1
3. senikui 57 > 1
— invariant: a; < a;11 < ... <a
4. kui aj 1 > a;
5. aj_1 < aj
6. je—gj3—1
7. muidu
8. j1
9. 18ppkui

10. 1dppsenikui
11. 13ppkorda

(siin ja edaspidi kasutame kahe muutuja véértuste vahetamiseks lithiduse
huvides siintaksit a < b).
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Ulesanded

Ulesanne 3.1 Kirjutada kordus, mis leiab summa
1+1/2+1/3+...+1/n.

Kirjutada vdlja selle korduse eel- ja jareltingimus, invariant ning variant.
Toestada selle osaline ja taielik oigsus.

Ulesanne 3.2 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
vadartuse. Toestada selle oigsus.

Ulesanne 3.3 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
vddrtusega elemendi indeksi. Toestada selle oigsus. Millise indeksi viljastab
see kordus, kui massiivis on mitu maksimaalse vddrtusega elementi?

Ulesanne 3.4 Kirjutada kordus, mis letab antud arvumassiivist suuruselt
teise vadartuse. Toestada selle oigsus. Kontrollida, et programm toétab digesti
ka siis, kui massiivis on mitu maksimaalse vidrtusega elementi.

Ulesanne 3.5 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi need
elemendid, millele eelnev element on posititune. Toestada selle digsus.

Ulesanne 3.6 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi posi-
tivvsed elemendid, millele eelnev ja jargnev element on negatiivsed. Toestada
selle oigsus.

Ulesanne 3.7 Kirjutada kordus, mis leiab summa
1+1/214+1/314+ ...+ 1/nl.
Toestada selle digsus. (Mitte kasutada kahte pesastatud kordust.)

Ulesanne 3.8 Vaatleme loigus 3.2.4 toodud skeemi, mis kasutab katkestu-
sega korduse simuleerimiseks eelkontrolliga kordust ja abimuutujat. Koos-
tada analoogiline skeem, mis kasutab katkestusega korduse simuleerimiseks
jarelkontrolliga kordust ja abimuutujat. Pohjendada, et teie skeem on sama-
vadrne loigus 3.2.4 toodud skeemiga.

Ulesanne 3.9 Koostada arvumassiivi elementide jirjestamiseks algoritm,
mis suurendab massiivi alguses olevat jarjestatud osa sel teel, et leiab veel
jarjestamata elementide hulgast minimaalse ja paigutab selle jarjestatud osa
loppu. Toestada selle algoritmi digsus.
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Pohimoistete peatiikis vaatlesime liittiiiipe kui suurte andmemahtude kor-
rastamise vahendit. Kéesolevas peatiikis tutvume alamprogrammidega, mida
voib analoogiliselt vaadelda kui suurte koodimahtude struktureerimise ja or-
ganiseerimise vahendit.

4.1 Alamprogrammi moiste

Alamprogrammiks (ingl subroutine) nimetatakse programmildiku, mis on
moeldud korduvaks kasutamiseks programmi teiste osade poolt. Tavaliselt
sooritab alamprogramm {ihte suhteliselt terviklikku tegevust, mille m&aravad
alamprogrammi eel- ja jareltingimus.

Alamprogrammi kasutamine koosneb kaht liiki konstruktsioonidest:

e iihekordsest alamprogrammi kirjeldusest;
e iihe- vOi mitmekordsest alamprogrammi viljakutsest.

Alamprogrammi kirjeldus seob alamprogrammi nime (madalkeeles aadressi)
ja selle sisuks olevad tegevused, kuid ei soorita neid tegevusi. Alamprogrammi
kirjeldus kuulub seega deklaratsioonide hulka.

Alamprogrammi véljakutse on juhtkonstruktsioon, mis nouab, et vilja-
kutse kohas tuleb sooritada eelnevas kirjelduses selle alamprogrammi sisuks
mérgitud tegevused.

Esimeses lihenduses (mis tegelikult pole péris 6ige) voib kujutleda, et
translaator asendab alamprogrammi véljakutse lause selle alamprogrammi
sisuks olevate lausetega.

Alamprogrammid pole sugugi programmeerijate leiutatud. Naiteks voib
kokaraamatus esineda tegevusjuhis kujul “...piruka jaoks tuleb koigepealt
valmistada pérmitaigen (vt pohiretsept lk X)...”. Tegemist on tiilipilise
alamprogrammi véljakutsega ja lehekiiljel X olev parmitaigna retsept on
selle alamprogrammi kirjeldus.

4.1.1 Voorused

Alamprogrammide kasutamisel on mitmeid voorusi:

e programm on loetavam — kui igal alamprogrammil on selle sisule vas-
tav nimi, on pohiprogrammist palju lihtsam aru saada, sest programmi
iildise ehitusega tutvumisel ei pea kohe koiki selle detaile haarama;
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e programm on testitavam — kui igal alamprogrammil on selge tilesanne
ning eel- ja jireltingimus, on voimalik iga alamprogramm eraldi toes-
tada voi testida enne kui neid omavahel iihtsesse siisteemi iihendama
ja siis sellest siisteemist kui tervikust vigu otsima hakata;

e programm on hallatavam — kui sama tegevuse korduvaks sooritami-
seks tuleks vastavat programmiosa tekstina mitmesse kohta kopeerida,
peaks hiljem sellest osast vigade avastamisel neid vigu igas koopias eral-
di parandama; see on asjata lisat6o, pealegi tekib oht, et moni koopia
jaab parandamisel vahele.

4.1.2 Metoodika

Alamprogramme sisaldava programmi kirjutamisele v6ib ldheneda vihemalt
kahel pohimotteliselt erineval viisil.

Ulalt alla arendus

Ulalt alla (ingl top-down) arenduse korral jagatakse lahendatav iilesanne
alamiilesanneteks ja kirjeldatakse tervikiilesande lahendus alamlahenduste
kombinatsioonina.

Sellise lahenemise korral algab struktuurse programmi kirjutamine pGhi-
programmist, milles alamiilesannete lahendamise sammud vormistatakse (sel
hetkel veel puuduvate) alamprogrammide viljakutsetena ja hiljem lisatakse
vajalike alamprogrammide kirjeldused (voimalik, et need tekitavad omakorda
vajaduse uute veel madalama taseme alamprogrammide jérele).

Sellist jarjest detailsema taseme alamprogrammide kirjutamist jatkatakse
seni, kuni koigi alamiilesannete lahendused on vélja kirjutatud kasutatava
programmikeele primitiivide tdpsuseni.

Ulalt alla arenduse iiks olulisemaid puudujiike on see, et programmi koiki
osi ei saa kohe nende kirjutamise jarel testida — kui pohiprogrammi kasu-
tatavad alamprogrammid on veel kirjutamata, ei saa pohiprogrammi kdima
panna.

Alt tiles arendus

Alt iiles (ingl bottom-up) arenduse korral vaadeldakse alamprogrammide
kirjutamist kui kasutatava programmikeele primitiivide hulga laiendamist
iilesande lahendamiseks sobivas suunas. Sellist 1dhenemist Gigustab ka asja-
olu, et sageli on programmikeele standardsed primitiivid realiseeritud just
alamprogrammidena.
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Alt {iles arenduse koige suurem raskus on vajadus prognoosida, milli-
seid uusi primitiive iilesande lahendamiseks tegelikult vaja laheb. Ilma sellise
prognoosita on oht kulutada palju aega sellele, et kirjutada alamprogramme,
mida Iopuks iildse vaja ei ldhe ja unustada esimesel lahenemisel kirjutada
moned, mis hiljem vajalikuks osutuvad.

Kombineeritud arendus

Kahe eelpool kirjeldatud “puhta” arendusmetoodika puudujéikide leevenda-
miseks jagatakse programmi kirjutamine tavaliselt kaheks etapiks.

Projekteerimise etapil lihenetakse iilesande lahendamisele iilalt alla mee-
todil ja jagatakse selle lahendus ilma programmi kirjutamata (ja sageli isegi
konkreetset programmikeelt valimata) alamiilesanneteks eesmérgiga saada
teada, milliseid alamprogramme on selle iilesande lahendamiseks vaja ja kui-
das need alamprogrammid omavahel seotud olema peaks.

Realiseerimise etapil hakatakse vajalikke alamprogramme kirjutama alt
iiles meetodil, sest nii on iga alamprogrammi valmimise ajaks olemas ka koik
need, mida ta oma to0ks kasutab ja seetottu on voimalik iga alamprogrammi
kohe péarast tema kirjutamist testida.

[llustratsiooniks koostame lihtsa algoritmi kdigi algarvude leidmiseks ette-
antud 16igust L =a...b.!

Projekteerimise etapil paneme téhele, et koige ilmsem lahendus on kont-
rollida iga 16iku L jadva arvu kohta, kas ta on algarv, ja véljastada need
arvud, mille korral kontrollimine annab positiivse tulemuse.

Kuna {ildotstarbelistes programmikeeltes enamasti algarvulisuse kontrol-
limise primitiivi pole, peame selle ise realiseerima. K6ige lihtsam lahendus
on proovida kontrollitavat arvu koigi temast viiksemate ja iihest suuremate
taisarvudega jagada; tdpse jagumise korral on tegemist kordarvuga, kui aga
jagamine iihegi arvuga ei 6nnestu, on tegemist algarvuga.

Realiseerimise etapil alustame altpoolt, algarvulisuse kontrollimise alam-
programmist. Kohe pérast selle alamprogrammi kirjutamist saame toestada
tema aluseks oleva algoritmi digsuse ja testida selle realiseerimise korrekt-
sust. Alles siis, kui algarvulisuse kontrollimise alamprogramm on valmis ja
kontrollitud, liigume edasi pohiprogrammi juurde.

1Olgu kohe mirgitud, et see algoritm on oma lihtsuse tottu ka silmatorkavalt eba-
efektiivne, algarve saab leida méirksa viiksema hulga arvutustega. Kuna efektiivsemad
algoritmid on ka keerukamad, pole nende uurimine siinkohal pohjendatud, niite eesmérk
on illustreerida alamprogrammide kasutamist.
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4.1.3 Protseduur ja funktsioon

Enamik tdnapéevaseid programmikeeli eristavad protseduure ja funktsioone.

Funktsiooniks (ingl function) nimetatakse alamprogrammi, mis tagas-
tab oma t60 tulemusena mingi vadrtuse. Funktsioonil on tiilip — funktsioon
tagastab ainult sellesse tiilipi kuuluvaid vaértusi — ja funktsiooni véljakutset
voib kasutada avaldises seda tiiiipi operandina.

Protseduuriks (ingl procedure) nimetatakse alamprogrammi, mis ei ole
funktsioon. Protseduur ei tagasta otseselt mingit viirtust ja seetottu ei saa
protseduuri véljakutset operandina kasutada.

Selle erinevuse illustreerimiseks vaatleme niiteks paljudes programmikeel-
tes protseduurina realiseeritud primitiivi antud sone véljastamiseks ja peaae-
gu koigis keeltes funktsioonina realiseeritud primitiivi antud reaalarvu siinuse
arvutamiseks.

Kuna s6ne viljastamise primitiiv on protseduur, vGib selle véljakutset
kasutada lihtlausena, naiteks

vdljasta ‘Tere, kasutaja’

Kuna siinuse arvutamine on funktsioon, voib selle viljakutset kasutada ope-
randina avaldises, niiteks

z — sin(z) + sin(y) + 1

Edaspidises kasutame alamprogrammide kirjeldamiseks esimeses peatiikis ka-
sutusele voetud pseudokeelt, lisades igale algoritmile nime, mille abil on
voimalik sellele hiljem mujalt viidata.

Naiteks protseduuri 1 ja 100 vahele jadvate algarvude viljastamiseks voiks
esitada algoritmis 4.1 toodud kujul, kus ONALGARV téhistab (veel kirjuta-
mata) funktsiooni muutuja a viidrtuse algarvulisuse kontrollimiseks.

Algoritm 4.1 ALGARVUDSAJANI: Viljastab algarvud 16igust 1...100
Abimuutujad: a € N — jooksev algarvukandidaat

1. korda a«+ 1...100

2. kui ONALGARV

3 véljasta a

4. 16ppkui

5. ldppkorda
Funktsiooni véirtuse pohiprogrammile tagastamise kdsu siintaks on erine-

vates programmikeeltes erinev, oma pseudokeeles kasutame edaspidi lauset
kujul
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tagasta v

kus v on funktsiooni viljakutse vadrtus pohiprogrammi avaldises.
Funktsiooni muutuja a jooksva vairtuse algarvulisuse kontrollimiseks voime
seega esitada nii, nagu niha algoritmis 4.2.

Algoritm 4.2 ONALGARV: Kontrollib, kas muutuja a viartus on algarv
Sisend: a € N — uuritav vaédrtus

Viljund: toene, kui a on algarv, vddr vastasel juhul

Abimuutujad: j € N — jooksev jagajakandidaat

1. kui a <2

— vahim algarv on 2

2. tagasta wvddr
3. 1dppkui
4. korda j«—2...a—1
5. kui a/j €N
— leidsime jagaja, jarelikult kordarv
6. tagasta wvadr
7. 13ppkui

8. 1dppkorda
— ei leidnud jagajat, jarelikult algarv

9. tagasta toene

4.1.4 Deklaratsioon ja definitsioon

Paljudes keeltes eristatakse alamprogrammi deklaratsiooni ja definitsiooni.

Alamprogrammi deklaratsioon (ingl declaration) fikseerib selle vélise
liildese — nime, parameetrite arvu ja nende tiiiibid ning funktsiooni korral ka
tagastatava vadrtuse tiiiibi —, kuid ei sisalda alamprogrammi sisuks olevaid
késke; definitsioon (ingl definition) sisaldab ka alamprogrammi sisu, kuid
mones keeles pole deklaratsiooni olemasolu korral parameetrite kirjelduse
kordamine enam vajalik.

Neid moisteid eristatakse tavaliselt iisna tehnilistel (ja erinevates keeltes
veidi erinevatel) pohjustel, seetGttu me neil pikemalt ei peatu.?

2Pascalis vormistatakse deklaratsioonid forward-lause abil; QBasicu keskkonnas varjab
keskkond need programmeerija eest dra; C’s ja C++’is nimetatakse neid prototiiiipideks
(ingl prototype); Javas pole neid iildse.
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4.2 Alamprogrammi lokaalsed muutujad

Suures programmis, mis koosneb paljudest alamprogrammidest, voib ker-
gesti juhtuda, et mitme alamprogrammi autorid tahavad kasutada samade
nimedega abimuutujaid. See on aga ohtlik, sest sellisel juhul v&ib iihe alam-
programmi kasutamine rikkuda teise t66ks vajalikud andmed.?

Ohu vihendamiseks (ja ka muudel pohjustel) voimaldavad ténapédevased
programmikeeled kasutada mitme erineva skoobi ja elueaga muutujaid.

4.2.1 Muutuja eluiga

Muutuja elueaks (ingl lifetime) nimetatakse programmi osa, mille tditmise
ajal see muutuja oma vaartust siilitab.

Kuna muutuja vairtust hoitakse mélus, siis peab ta oma eluea viltel
mingit méluosa oma valduses hoidma.

Eluea jargi voib muutujad jagada kolme liiki:

e staatilise (ingl static) muutuja eluiga on kogu programmi taitmise
aeg; talle eraldatakse méalu programmi kédivitamise hetkel ja see mélu
jaab tema kasutusse kuni programmi tditmise 16puni; muutujale kord
omistatud vadrtus piisib alles kuni jairgmise omistamiseni;

e automaatse (ingl automatic) muutuja eluiga on tavaliselt mingi alam-
programmi {ihe tiditmise aeg; automaatne muutuja luuakse (talle eral-
datakse mélu) alamprogrammi tditmise alguses ja ta hivitatakse (talle
eraldatud milu vabastatakse) selle tditmise 16ppedes; alamprogrammi
jargmisel tditmisel voidakse selle muutuja hoidmiseks kasutada hoo-
pis teist médlupesa, seega automaatse muutuja vaartus alamprogrammi
kahe tditmiskorra vahel ei siili;

e diinaamiline (ingl dynamic) muutuja luuakse ja hivitatakse prog-
rammeerija otsese kisu peale, seega on diinaamilise muutuja eluiga
tiielikult programmeerija méirata.*

4.2.2 Muutuja skoop

Muutuja skoobiks (ingl scope) nimetatakse programmi osa, milles selle muu-
tuja nimi ndhtav on.

3Kui muutujate viifirtused programmeerija selja taga iseenesest muutuma hakkavad, ei
kehti enam ka algoritmide Gigsuse tGestused!

4Mones keeles on ka diinaamiliste muutujate hivitamine automaatne — siisteem
h&vitab ise need muutujad, mille vaartust ei ole enam vdimalik kasutada. Seda nime-
tatakse prahikoristusega (ingl garbage collection) maluhalduseks.
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Muutuja nimega pole suurt midagi peale hakata, kui sellele ei vasta
mélupesa, milles muutuja viartust hoida. Sellepdrast ongi muutuja skoop
tavaliselt tema eluea alamhulk.

Skoobi jargi voib muutujad jagada kahte liiki:

e globaalseks (ingl global) nimetatakse muutujat, mis on kirjeldatud
valjaspool koiki alamprogramme;

Selline muutuja on iildiselt ndhtav koigile programmi osadele, seega on
alati oht, et keegi teine voib selle vaartust muuta. Sellepérast tuleks
globaalseid muutujaid kasutada nii vihe kui voimalik.

Globaalsed muutujad on tavaliselt staatilised.

e lokaalseks (ingl local) nimetatakse muutujat, mis on kirjeldatud mingi
alamprogrammi sees;

Selline muutuja ei ole sama programmi teistele osadele otse kittesaadav
ja seega ei saa keegi kogemata seda muutujat kasutades tema vaartust
rikkuda.

Tavaliselt on lokaalsed muutujad automaatsed, aga moned programmi-
keeled voimaldavad luua ka staatilisi lokaalseid muutujaid.’

Staatiliste lokaalsete muutujate abil saab kirjutada alamprogramme,
mis uuel kasutamisel “méletavad”, mida nad eelmisel korral tegid. See
voib olla kasulik néaiteks siis, kui alamprogrammi esimesel kdivitamisel
arvutatakse vilja mingid abitulemused, mida ldheb vaja ka jargmistel
kdivitamiskordadel.

4.3 Alamprogrammi parameetrid

Alamprogrammide kasutamine oleks {isna tiiiitu, kui vastaks toele peatiiki
alguses antud lihtsustatud kujutlus, mille kohaselt translaator asendab alam-
programmi viljakutse lause mehhaaniliselt selle alamprogrammi kirjelduses
olevate lausetega.

Oletame, et meil on vaja kirjutada alamprogramm, mis valjastab mista-
hes arvu ruudu. Kui alamprogrammi vialjakutse oleks toesti vaid mehhaa-
niline tekstiasendus, oleks meil vaja kirjutada eraldi alamprogrammid koigi
voimalike arvude ruutude viljastamiseks voi luua ruutu tostetava arvu edas-
tamiseks globaalne muutuja ja omistada enne alamprogrammi véljakutsumist

5Oppematerjalile lisatud niiteprogrammid kasutavad ainult automaatseid lokaalseid
muutujaid.
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sellele muutujale vajalik vadrtus (sisuliselt sama votet kasutasime muutuja
a vadrtuse edastamisel algarvude arvutamise programmis).

Et kumbki variant pole kasutamiseks kuigi mugav — esimene neist on
ilmselt vGimatu, teise puhul hakkaks suuremates programmides (milles on
palju alamprogramme ja neil omakorda palju parameetreid) tekkima massi-
liselt globaalseid muutujaid —, lubavad ko6ik tdnapédevased programmikeeled
kasutada alamprogrammides parameetreid.

4.3.1 Formaalsed ja tegelikud parameetrid

Parameetrite alamprogrammile edastamise aparaat koosneb formaalsetest ja
tegelikest parameetritest.

Formaalsed parameetrid (ingl formal parameter) on alamprogram-
mi definitsioonis kasutusel selleks, et anda parameetritele nimed, millega on
voimalik alamprogrammi sisuks olevates kdskudes osutada, millal ja kuidas
alamprogramm talle parameetritena antavaid vairtusi kasutab. Alamprog-
rammi viljakutsel sellele to6tlemiseks antavaid vaartusi nimetatakse tegeli-
keks parameetriteks (ingl actual parameter).

Formaalse parameetri maoiste illustreerimiseks oletame, et {iks sober kin-
gib teisele loteriipileti ja kiisib “mida Sa teed, kui voidad?”. Kui kingi saaja
vastab midagi stiilis “kui v6it on véike, ostan maiustusi, aga kui suur, siis
peab motlema”, on ta sellega defineerinud parameetriga algoritmi, mis kir-
jeldab tema kiitumist voidu korral vastavalt voidu suurusele. Véidu suurus
on selle algoritmi formaalne parameeter — sest tegelikult selle plaani jérgi
tegutsema hakata ei saa muidugi enne kui vGit toesti kies on.

Olukord on veelgi sarnasem matemaatikatunnist tuntud funktsioonidega.
Funktsiooni f kirjelduses kujul f(z) = 2x+1 on x formaalne parameeter, mi-
da kasutatakse selleks, et avaldises 2z + 1 niidata, kuidas f oma parameetrit
kasutab. Avaldises f(3) + f(4) on arvud 3 ja 4 aga funktsiooni f tegelikud
parameetrid selle kahel kasutamisel, kusjuures f(3) + f(4) tahistab muidugi
avaldist (2-34+1)+(2-4+1).

Mitme parameetriga alamprogrammides seatakse tegelikke ja formaalseid
parameetreid tavaliselt vastavusse samamoodi kui mitme muutuja funktsioo-
nides matemaatikas — alamprogrammi viljakutsel esitatakse koik tegelikud
parameetrid jdrjest ja selles jarjestuses esimene tegelik parameeter loetakse
alamprogrammi esimese formaalse parameetri vadrtuseks, teine tegelik para-
meeter teise formaalse parameetri viirtuseks jne.5

6Kuigi selline parameetrite sidumise viis (kohtomistus) on levinuim, kasutatakse vahel
ka muid skeeme. Niiteks nimiomistuse korral ndidatakse alamprogrammi véljakutses iga
tegeliku parameetri juures ka sellele vastava formaalse parameetri nimi. K&esoleva Sppe-
materjali lisades esinevad keeled kasutavad kohtomistust.
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Lisaks formaalsete parameetrite nimedele nouavad paljud keeled ka nende
tiitipide kirjeldamist. See voimaldab translaatoril kontrollida, et parameetri-
tena edastatavate viirtuste kasutamine vastab nende viirtuste tiiiipidele.”
Programmi transleerimisel toimub parameetrite tiilibikorrektsuse kontroll ta-
valiselt kahe sammuna: alamprogrammi definitsiooni transleerimisel kontrol-
lib translaator, et parameetrite kasutamine alamprogrammi sisuks olevates
kaskudes on kooskolas formaalsete parameetrite deklareeritud tiiiipidega —
iga parameetriga sooritatavad operatsioonid peavad koik kuuluma selle para-
meetri tiiiibi operatsioonivarusse; alamprogrammi véljakutse transleerimisel
kontrollib translaator, et tegelike parameetritena antud vaartuste tiiiibid vas-
tavad formaalsete parameetrite deklareeritud tiitipidele.

4.3.2 Sisend- ja valjundparameetrid

Alamprogrammide parameetrid voib nende kasutuseesmirgi alusel jagada
sisend- ja valjundparameetriteks.

Sisendparameetrid (ingl input parameter), nagu nimestki oletada voib,
on moeldud lihteandmete edastamiseks alamprogrammi valjakutsujalt sellele
alamprogrammile.

Naiteks siinusfunktsioonile antav nurga suurus on sisendparameeter. Ka
viljastamisprimitiivile (mis on paljudes programmeerimissiisteemides reali-
seeritud alamprogrammina) véljastamiseks antav suurus on selle primitiivi
seisukohalt sisendparameeter — selle kaudu saab primitiiv andmed, mida ta
tootlema (antud juhul viljastama) peab.

Viljundparameetrid (ingl output parameter) seevastu on moeldud tu-
lemuste tagastamiseks alamprogrammilt selle valjakutsujale.

Néiteks sisestamisprimitiivile parameetrina antav muutuja on véljund-
parameeter — primitiiv ei vaja selle muutuja esialgset vdartust (muutuja
voib olla ka algvairtustamata), vaid kasutab teda ainult kohana kasutajalt
voi failist saadud andmete salvestamiseks.

Ka funktsiooni tagastatavat vadrtust voib vaadelda viljundparameetrina,
kujutledes, et translaator tekitab ajutise muutuja ja kasutab funktsiooni
poolt sellesse muutujasse salvestatud tulemust avaldises funktsiooni vélja-
kutse vairtusena.

Sageli on iiks parameeter kasutusel nii sisend- kui viljundparameetrina.
Néiteks kui arvumassiivi sorteerimise alamprogramm saab toodeldava mas-
siivi ette parameetrina, siis on see kasutusel nii sisendparameetrina (sel-

"Kuigi sellest iildhariduskooli matemaatikatunnis ei riigita, on ka matemaatikas funkt-
sioonidel ja nende parameetritel tiiiibid. Naiteks tdisosa arvutamise funktsioon || teisen-
dab reaalarve tdisarvudeks, mida matemaatikud tahistavad “| | : R — Z” ja loevad “taisosa
on funktsioon reaalarvude hulgast téisarvude hulka”.
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le kaudu edastatakse alamprogrammile jérjestamist vajavad elemendid) kui
ka valjundparameetrina (selle kaudu tagastatakse alamprogrammist massiivi
uus sisu, milleks on needsamad elemendid vajalikus jarjekorras).

4.3.3 Vaartus- ja muutujaparameetrid

Kuigi eelmises jaotises kirjeldatud parameetrite liigitus on mugav algoritmi
koostaja motte viljendamiseks, kasutatakse programmikeeltes realiseerimise
efektiivsuse huvides veidi teistsugust klassifikatsiooni.

Viairtusparameetri (ingl call by value) kasutamisel leiab siisteem alam-
programmi kiivitamisel tegeliku parameetrina antud avaldise paremvaartuse
ja edastab alamprogrammile selle. Muidugi saab niimoodi kasutada ainult
avaldist, millel on paremvaédrtus olemas.

Alamprogramm vG6ib saadud parameetrit kasutada nagu algvairtustatud
lokaalset muutujat. See tdhenab, et kui alamprogramm sellele “lokaalsele
muutujale” uue vairtuse omistab, kehtib uus vaartus ainult alamprogrammi
sees ja el mojuta pohiprogrammi avaldist.

Eelnevast jireldub, et viirtusparameetrite mehhanismi on voimalik ka-
sutada ainult alamprogrammide sisendparameetrite realiseerimiseks — kui
alamprogrammis olev vadrtus on pohiprogrammi avaldisest téielikult lahuta-
tud, pole selle kaudu kuidagi voimalik andmeid alamprogrammist pShiprog-
rammile tagastada.

Muutujaparameetri (ingl call by reference) kasutamisel edastatakse
alamprogrammile parameetrina antud avaldise vasakvairtus — tavaliselt on
sellise parameetrina kasutusel pohiprogrammi muutuja (millest tuleb ka pa-
rameetrite edastamise viisi eestikeelne nimetus), kuigi voib kasutada ka koiki
muid avaldisi, millel on vasakvaartus olemas.

Muutujaparameetrile alamprogrammis omistatud uus vaartus muudab ka
pohiprogrammi muutuja vaédrtuse, seega on muutujaparameetrite mehhanis-
mi voimalik kasutada ka viljundparameetrite realiseerimiseks.

Kuna vaartusparameetrist alamprogrammi jaoks koopia tegemine kulu-
tab nii aega kui mélu, edastatakse praktikas suuremahulisi vaartusi muutuja-
parameetritena ka siis, kui algoritmi loogika seisukohalt on tegemist alam-
programmi sisendparameetritega. Mones keeles on olemas isegi eraldi konst-
ruktsioon véljendamaks, et alamprogramm talle antud muutujaparameetri
vadrtust ei muuda (see tdhendabki, et sisuliselt kasutab alamprogramm seda
sisendparameetrina).

Nimiparameetri (ingl call by name) kasutamisel edastab siisteem alam-
programmile parameetrina antud avaldise enda, ilma selle vidrtust arvuta-
mata. Kui alamprogrammil on avaldise vadrtust (itkskoik, kas vasak- voi
paremvéirtust) vaja, peab ta selle ise leidma.
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Nimiparameetreid on hea kasutada néiteks siis, kui alamprogramm ei vaja
igal kdivitamisel kdigi oma parameetrite vadrtusi ja mone vaartuse leidmine
voib olla viga todmahukas — sellisel juhul on otstarbekam arvutada para-
meetri vaartus vilja alles siis, kui on kindel, et seda tdesti vaja ldheb.

Parameetrite sellist kohtlemist nimetatakse laisaks vAirtustamiseks
(ingl lazy evaluation), vastandina agarale vadrtustamisele (ingl eager eva-
luation). Moned programmikeeled vairtustavad laisalt koiki avaldisi, mitte
ainult alamprogrammide parameetreid.®

4.4 Rekursioon

4.4.1 Rekursiooni moiste

Alamprogrammide téhtis rakendus on rekursiivsete algoritmide programmee-
rimine. Algoritmi nimetatakse rekursiivseks (ingl recursive), kui selles kasu-
tatakse iithe (voi ka mitme) sammuna sama algoritmi ennast. Selle méadratluse
pohjal v6ib rekursiooni olemus jadfdda iisna arusaamatuks, sestap vaatleme
lihtsa néitena naturaalarvu faktoriaali arvutamist.

Eelmises peatiikis defineerisime arvu n faktoriaali n! valemiga

ol — 1, kui n =0,
o 11-2-...-n, kuin>0.

Selle definitsiooni jargimisel on kdige loomulikum tulemus jargmine kordus-
lauset kasutav algoritm:

Algoritm 4.3 FAKTI1: Leiab antud naturaalarvu faktoriaali
Sisend: n € N

Viljund: tagastab n!

Abimuutujad: i, f

1. f«1
2. korda i+ 1...n
— vahetingimus: f = (i — 1)!

feTxi

— vahetingimus: f = 4!

@

4. 18ppkorda
5. tagasta f

8Kiesoleva dppematerjali lisades kasutatud keeled {ildiselt ei toeta ei nimiparameetreid
ega laiska vadrtustamist. Mingil miaral saab neid teiste vahenditega imiteerida, aga see
on tehniliselt {isna keeruline, seetottu me neid votteid siinkohal ei késitle.
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Faktoriaali voib lisaks eelpool vaadeldud valemile defineerida ka seosega

L kui n =0,
= n-(n—1"! kuin>0.

Selle definitsiooni jargimine annab meile rekursiivse algoritmi:

Algoritm 4.4 FAKT2: Leiab antud naturaalarvu faktoriaali
Sisend: n € N
Viljund: tagastab n!

1. kui n=0

2 tagasta 1

3. muidu

4. tagasta n* FAKT2(n — 1)

5. 18ppkui

Selle algoritmi tditmine néiteks 3! arvutamiseks toimub jargmiselt:
alamprogrammi kasutaja (tavaliselt programmi moni teine osa) kéivitab
FAKT2(3);

siisteem loob alamprogrammi FAKT2 esimese eksemplari ja hakkab se-
da taitma; kuna n = 3 # 0, asub siisteem alamprogrammi kehas tiitma

valikulause muidu-haru; avaldise 3xFAKT2(2) arvutamine kaivitab FAKT2(2);

siisteem loob alamprogrammi FAKT2 teise eksemplari ja hakkab seda
tditma; kuna n = 2 # 0, asub siisteem alamprogrammi kehas tditma
valikulause muidu-haru; avaldise 2 x FAKT2(1) arvutamine kiivitab
FAKT2(1);
siisteem loob alamprogrammi FAKT2 kolmanda eksemplari ja hak-
kab seda tditma; kuna n = 1 # 0, asub siisteem alamprogrammi
kehas taitma valikulause muidu-haru; avaldise 1% FAKT2(0) arvu-
tamine kdivitab FAKT2(0);
siisteem loob alamprogrammi FAKT2 neljanda eksemplari ja
hakkab seda tditma; kuna n = 0, tagastab siisteem FAKT2(0)
vaartusena 1;
stisteem 1opetab 1+ FAKT2(0) arvutamise ja tagastab FAKT2(1)
vaartusena 1-1 = 1;
siisteem lopetab 2 x FAKT2(1) arvutamise ja tagastab FAKT2(2)
vaartusena 2 -1 = 2;
siisteem l6petab 3xFAKT2(2) arvutamise ja tagastab FAKT2(3) véiirtu-
sena 3 -2 = 6.
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4.4.2 Programmi magasin

Rekursiooni moistmiseks peame kéigepealt loobuma peatiiki alguses kasutu-
sele voetud lihtsustatud kujutlusest alamprogrammide kiivitamise mehhaa-
nika kohta ja tegema endale selgeks, kuidas asjad tegelikult kdivad.

Alamprogrammi kéivitamisel luuakse aktiveerimiskirje (ingl activation
record). Iga alamprogrammi iga eksemplari kohta luuakse uus kirje, mis ise-
loomustab alamprogrammi just seda kaivitamist. Tavaliselt on selles kirjes
kolme liiki andmed:

e alamprogrammile edastatavad tegelikud parameetrid;
e ruum alamprogrammi lokaalsete muutujate jaoks;

e naasmisaadress (ingl return address) — informatsioon selle kohta,
millisest kasust tuleb jatkata parast alamprogrammi tiitmise 16ppu.

Eelmises 16igus toodud néiites oleks viljakutse FAKT2(2) aktiveerimiskirje
sisu selline:

o tegelikud parameetrid: n = 2;
e lokaalsed muutujad: pole;
e naasmisaadress: korrutamistehe avaldises n * FAKT2(n — 1).

Rekursiooni toimimise jaoks on oluline, et neid aktiveerimiskirjeid voib {ihe
alamprogrammi jaoks olla mitu — kui iga alamprogrammi iga eksemplari pa-
rameetrid ja lokaalsed muutujad on omaette kirjes, voib korraga olla pooleli
iihe alamprogrammi mitme eksemplari tditmine ilma et need tiksteist segaks.
Parasjagu pooleliolevate alamprogrammide aktiveerimiskirjeid hoitakse prog-
rammi kutsemagasinis (ingl call stack).’

Alamprogrammi iihe eksemplari t66 1oppedes kustutatakse selle eksemp-
lari aktiveerimiskirje dra ja vabanenud mélu vGib siisteem kasutada nii selle
kui ka teiste alamprogrammide uute eksemplaride loomiseks.

Magasini t66 illustreerimiseks vaatleme veidi keerulisemat rekursiivset
algoritmi, nimelt Hanoi tornide {ilesande lahendust.

Ulesanne on jirgmine: on kolm varrast, neist iihel n erineva suurusega
ketast suuruse jirjekorras (suurim all); vaja on koik need kettad viia teisele
vardale, kusjuures tosta tohib ainult iihte ketast korraga; kolmandat varrast
voib kasutada ajutise hoiukohana, kuid iihelegi vardale ei tohi panna suu-
remat ketast viiksema peale. Selle iilesande (iiks voimalik) lahendus n = 3
jaoks on toodud joonisel 4.1.

9Peaaegu koigis programmeerimiskeskkondades on voimalik programmi t66 ajal maga-
sini seisu vaadata. Rekursiivsete programmide silumisel on see véiga vajalik vahend, seega
tasub enne rekursiooni puudutavate koduste iilesannete lahendama hakkamist kindlasti
véilja uurida, kuidas teie kasutatavas siisteemis magasinile ligi paédseb.



PEATUKK 4. ALAMPROGRAMMID 74

1 2
3 4
5 6

Joonis 4.1: Hanoi tornid, n = 3

Hanoi tornide iilesannet on voimalik lahendada ka rekursiooni kasutamata,
kuid rekursiivse algoritmi leidmine on palju lihtsam: selleks, et me saaks tosta
suurima ketta esimeselt vardalt teisele, peame enne ko6ik vdiksemad kettad
kolmandale vardale viima — kui moned neist oleks esimesel vardal, ei saaks
me suurimat ketast nende alt kitte; kui moned neist oleks teisel vardal, et
tohiks me suurimat ketast nende peale panna. Pirast suurima ketta teisele
vardale tGstmist peame ka viiksemad kettad kolmandalt vardalt teisele viima.
Osutub, et iilesande lahendus ongi tapselt nii lihtne:

Algoritm 4.5 HANoI: Lahendab Hanoi tornide iilesande

Sisend: n € N — ketaste arv; kust, kuhu,abi € {A, B,C'}
1. kui n >0
2. HANoOI(n — 1, kust, abi, kuhu) — pealmised kettad lihtekohast abivardale
3 valjasta kust, ‘—’, kuhu — alumine ketas ldhtekohast sihtkohta
4. HANoOI(n — 1, abi, kuhu, kust) — pealmised kettad abivardalt sihtkohta
5. 18ppkui

Selle algoritmi tditmine néiteks 2 ketta viimiseks vardalt A vardale B toimub
jargmiselt (mérkide ( ja ) vahel on toodud programmi magasini seis):
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alamprogrammi kasutaja kiivitab HANOI(2, A, B, C);
stisteem loob HANOI esimese eksemplari;
(HANO1(2, A, B, (C));
kuna n = 2 > 0, kiivitatakse HaANOI(1, A, C, B);
siisteem loob HANOTI teise eksemplari;
(HANOI1(2, A, B, C),HANOI(1, A, C, B));
kuna n = 1 > 0, kéivitatakse HANOI(0, A, B, C);
siisteem loob HANOI kolmanda eksemplari;
(HANOI1(2, A, B, C),HaNoI(1, A, C, B), HANOI(0, A, B, C));
kuna n = 0, 1opetab HANOI kolmas eksemplar oma t66 kohe;
(HANOI1(2, A, B, C),HaNoOI(1, A, C, B));
jatkub HANOI teise eksemplari tditmine: tostetakse iiks ketas vardalt
A vardale C ja kdivitatakse HANOI(0, B, C, A);
siisteem loob HANOT uue kolmanda eksemplari;
(HANOI1(2, A, B, C),HaNoI(1, A, C, B), HANOI(0, B, C, A));
kuna n = 0, 16petab HANOI kolmas eksemplar oma t66 kohe;
(HANOI1(2, A, B, C),HANOI(1, A, C, B));
HANOI teine eksemplar 16petab oma t606;
(HaNO1(2, A, B, (C));
jatkub HANOT esimese eksemplari taitmine: tostetakse iiks ketas vardalt
A vardale B ja kiivitatakse HANOI(1, C, B, A);
stisteem loob HANOI uue teise eksemplari;
(HANOI(2, A, B, C),HANOI(1,C, B, A));
kuna n =1 > 0, kéivitatakse HANOI(0, C, A, B);
siisteem loob HANOT kolmanda eksemplari;
(HANOI1(2, A, B, C),HaNoOI(1,C, B, A), HANOI(0, C, A, B));
kuna n = 0, 1opetab HANOI kolmas eksemplar oma t66 kohe;
(HANOI(2, A, B, C),HANOI(1,C, B, A));
jatkub HANOI teise eksemplari tditmine: tostetakse iiks ketas vardalt
C vardale B ja kiivitatakse HANOI(0, A, B, C);
siisteem loob HANOT uue kolmanda eksemplari;
(HANOI1(2, A, B, C),HAaNoOI(1, C, B, A), HANOI(0, A, B, C));
kuna n = 0, 1opetab HANOI kolmas eksemplar oma t66 kohe;
(Hano1(2, A, B, C), HANOI(1,C, B, A));
HANOTI teine eksemplar 16petab oma t006;
(HaNo1(2, A, B, ());
HANOTI esimene eksemplar I6petab oma t60;

Q-
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4.4.3 Rekursiooni oigsus

Eeltoodud nédidete pohjal peaks juba silma torkama rekursiivsete algoritmide
iildskeem: iilesande mingid lihtsad erijuhud lahendatakse otseselt, keerulise-
mad aga taandatakse kas iihele v46i mitmele mingis mottes lihtsamale juhule
ja otsitav tulemus saadakse nende lihtsamate juhtude lahendustest.

Neid lihtsaid erijuhte, mille algoritm otseselt lahendab, nimetatakse re-
kursiooni baasiks (ingl base) — nii faktoriaali kui ka Hanoi tornide iilesandes
on baasiks juhtum, kui n = 0. Keerulisema juhu lahendamist lihtsamate
juhtude kaudu nimetatakse rekursiooni sammuks (ingl step). Nagu eelne-
va pohjal oodata vGibki, tuleb rekursiivse algoritmi digsuses veendumiseks
kontrollida nii baasi kui ka sammu digsust.

Kuna rekursiooni baasi késitlemine on “tavaline”, rekursioonita algoritm,
pole selle Gigsuses veendumiseks vaja mingeid tdiendavaid vahendeid — kasu-
tada tuleb eelmistes peatiikkides tutvustatud tehnikaid. Naiteks Hanoi tor-
nide iilesande lahenduses on ilmne, et baasjuhtum lahendatakse digesti — kui
n = 0, tuleks iihelt vardalt teisele viia 0 ketast; kuna selleks pole vaja midagi
teha, on algoritm, mis ei teegi midagi, ilmselt Gige.

Rekursiooni sammu digsuse toestamisel eeldame, et alamprogrammi ak-
tiivsest eksemplarist tehtavad véaljakutsed selle algoritmi enda poole t606-
tavad Oigesti. Rekursiooni sammu oOigsuse toestamiseks on vaja veenduda,
et selle eelduse kehtimisel téotab algoritm oigesti. Naiteks Hanoi tornide
iilesande lahenduse korral eeldame, et molemad rekursiivsed véljakutsed ku-
jul HANoOI(n — 1,...) toimetavad n — 1 ketast noutud viisil iihelt vardalt
teisele. Sammu digsuse tGestamiseks peame esiteks tdhele panema, et kui me
viime n — 1 ketast lahtevardalt abivardale, tGstame viimase (suurima) ketta
ldhtevardale ja siis viime ka varem korvale pandud n — 1 ketast abivardalt
sihtvardale, on nende operatsioonide tulemusena toesti koik n ketast sihtvar-
dal. Kui meie eeldused rekursiivsete véljakutsete oigsuse kohta kehtivad, on
need kettad ka Oiges jarjekorras.

Aga sellest ei jiareldu veel meie algoritmi Gigsus. Nimelt tuleb meil lisaks
kontrollida, et iga rekursiivse viljakutse eel kehtib meie algoritmi eeltingimus.
Seda on muidugi raske teha, kui eeltingimus pole selgelt vélja kirjutatud.
Seda tingimust pole aga algoritmi 4.5 kirjelduses vélja toodud sellepirast, et
esimesena pahetulev sonastus — eeltingimus: n ketast vardal kust, iilejadnud
kaks varrast tiihjad — on liiga range. Sellest eeltingimusest ldhtudes ei vGiks
me rekursiivseid poordumisi teha, sest meil on siisteemis iiks liigne ketas.

Algoritmi Gigsuses veendumiseks tuleb tdhele panna, et tegelikult pole
meil vaja nii ranget eeltingimust. Piisab sellest, kui me eeldame, et koik need
kettad, mida me oma algoritmi aktiivses eksemplaris ei puutu, on suuremad
kui need, mida me liigutame. TGepoolest, monel vardal meie ketastest allpool
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olev ja neist koigist suurem ketas ei erine iilesande tingimuste seisukohalt
maapinnast — me voime koiki teisi kettaid ilma mingite piiranguteta nende
peale asetada.

Eelnevast ldhtudes saame sonastada oma lahenduse tegeliku eel- ja jarel-
tingimuse — eeltingimus: n pealmist ketast vardal kust, koik {ilejadnud ket-
tad koigil kolmel vardal on suuremad koigist neist n kettast; jareltingimus: n
pealmist ketast vardalt kust viidud nende omavahelist jarjekorda siilitades
vardale kuhu, koik muud kettad oma esialgsetel kohtadel. Sellise eel- ja
jareltingimuse korral on rekursiooni sammu téestamine juba lihtne.

Arvatavasti pole isegi selle iihe néite pohjal raske mérgata, et rekursiivse
algoritmi eeltingimus on natuke sarnane korduse invariandiga. Osutub, et
see sarnasus pole juhuslik — nimelt on mistahes kordust kasutav algoritm
voimalik iiles kirjutada rekursiooni abil ja tavaliselt on seda teisendust koige
lihtsam teha just korduse invarianti rekursiooni eeltingimusena kasutades.

Rekursioonil ja kordusel on veel iiks sarnasus — molemad vGimaldavad
koostada algoritme, mis jadvad 16pmatuseni to6le. Nagu korduse, nii ka re-
kursiooni puhul toestab eel- ja jareltingimuste vaatlemine ainult algoritmi
osalise oigsuse — kui see algoritm oma t&6 Iopetab, saame noutud tulemuse.
Tegelikult huvitab meid muidugi téielik 6igsus — me tahame olla kindlad, et
see tore hetk mingi 16pliku aja jooksul kitte jouab.

Rekursiivse algoritmi puhul tdhendab see, et me peame niitama, et mis-
tahes lubatud algandmetest alustades jouame mingi 16pliku arvu sammude
jéarel vilja rekursiooni baasini. Niiteks algoritmide 4.4 ja 4.5 puhul on selles
veendumine triviaalne: kuna rekursiooni baas on n = 0 ja igal rekursiivsel
poéordumisel vihendame n vaartust 1 vOrra, jouame n mistahes naturaal-
arvulisest viartusest alustades baasjuhuni tapselt n sammu jarel.

Kokkuvotteks, rekursiivse algritmi koostamisel peame

e valima selle eel- ja jareltingimused nii, et need voimaldaks kasutada
sama algoritmi iilesande mingite vidiksemate osade lahendamiseks;

e valima mingid (soovitavalt lihtsad) baasjuhud, mille algoritm lahendab
otseselt ja toestama nende juhtude lahenduse Gigsuse;

e taandama koik iilejddinud juhud lihtsamate juhtude lahendamisele ja
niditama, et taandamisel saadud lihtsamad juhud rahuldavad algoritmi
eeltingimusi ja nende lihtsamate juhtude lahendustest koostatud lahen-
dus rahuldab algoritmi jareltingimust;

e veenduma, et iga lubatud juht oleks kas baasjuht voi taanduks baasju-
hule mingi I6pliku arvu sammude jérel.

Algoritmide 4.4 ja 4.5 jaoks oleme praeguseks koik eeltoodud nouded rahul-
danud, seega voime nende Gigsuse toestatuks lugeda.
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Ulesanded

Ulesanne 4.1 Kirjutada oppematerjali lisas toodud algarvude arvutamise
programmis protseduur ALGARVUDSAJANI dmber funktsiooniks, mis algarvude
ekraanile valjastamise asemel tagastab nende summa.

Ulesanne 4.2 Muuta sama programmi nii, et funktsioon ONALGARV saab
uwuritava vadrtuse parameetrina ja seejarel kaotada programmist globaalne
muutuja a.

Ulesanne 4.3 Asendada samas programmis ALGARVUDSAJANI funktsioo-
niga ALGARVUDAB, mis saab parameetritena kaks tdisarvu a ja b ning sum-
meerib algarvud loigus a . ..b. Uuritava loigu otspunktid pdrida kasutajalt.

Ulesanne 4.4 Naturaalarvu n poolfaktoriaal n!! defineeritakse jirgmiselt:

1, kui n =0,
n!!:{1~3-...-n, kuin > 0 ja n on paaritu,
2-4-...-n, kuin >0 jan on paaris.

Kirjutada poolfaktoriaalide arvutamiseks kaks funktsiooni: iiks korduse ja tei-

ne rekursiooni abil. Toestada molema oigsus. Kontrollida molema toéd ka
piirjuhtudel (n € {0,1,2}).

Ulesanne 4.5 Algoritmi 4.5 jirgi téotav programm teeb massiliselt alam-
programmi HANOI vdljakutseid, kus n = 0. Kuna alamprogramm sellisel ju-
hul mingit kasulikku t60d ei tee, kulutab siisteem ilmaasjata aega selle alam-
programmi uute eksemplaride loomisele ja kustutamisele. Muuta algoritmi nii,
et selliseird asjatuid viljakutseid ei oleks — see tahendab, kirjutada algoritm,
milles baasjuht oleks n = 1. Tdoestada uue versiooni oigsus.

Ulesanne 4.6 Fibonacci jada defineeritakse jirgmise seosega:

Fiz{l’ kuii=0 voii=1,

F_i+ E_Q, kui i > 1.

Kirjutada antud jarjekorranumbrile vastava Fibonacci jada litkme arvutami-
seks kaks funktsiooni: iiks rekursiooni ja teine korduse abil. Toestada maolema
01gSUS.

Vorrelda (katseliselt) nende funktsioonide tookiirusi parameetri i erineva-
tel vidrtustel. Kas oskate kirjutada rekursiivse funktsiooni, mis todtab sama
kiiresti kui kordust kasutav? (Viimane pole koduse tié kohtususlik osa.)
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Kiesolevas peatiikis tutvume algoritmi keerukuse moistega ja vaatleme
pohilisi meetodeid algoritmide keerukuse hindamiseks.

5.1 Algoritmi keerukuse moiste

Algoritmi Gigsuse korval on téhtis ka selle efektiivsus — voib juhtuda, et
algoritm on kiill teoreetiliselt korrektne, aga praktikas ei jitku meil selle
alusel koostatud programmi tditmiseks ressursse.

Algoritmi efektiivsust voib hinnata mitme erineva ressursi kasutamise sei-
sukohalt. Kdige levinum on algoritmi alusel koostatud programmi téoaja hin-
damine — seda tiiiipi analiiiisi nimetatakse algoritmi ajalise keerukuse (ingl
time complexity) uurimiseks. Sageli on vaja hinnata ka programmi t66ks ka-
sutatava mélu mahtu — seda nimetatakse algoritmi mahulise keerukuse
(ingl space complexity) uurimiseks. Muude ressursside hindamise vajadust
tuleb praktikas oluliselt harvem ette.

Esmapilgul voib tunduda, et analiiiisi asemel voib teha lihtsa katse —
kirjutame programmi, paneme selle kiiima ja moodame meid huvitava ressursi
kulu vahetult. Siiski pole selline lahendus alati kasutatav.

Esiteks voib juhtuda, et {ilesanne on nii suur ja keeruline, et otsene moot-
mine pole praktiliselt voimalik — naiteks voib mone iilesande lahendamine
ebaefektiivse algoritmiga isegi parimatel superarvutitel votta sajandeid. On
selge, et nii kaua lahendust oodata ei saa. Sageli ongi algoritmi keerukuse
analiiiisimise eesmérgiks hinnata, kas iilesanne on olemasolevate ressursside-
ga lahendatav.

Teiseks voib algoritmi todaeg erinevate algandmete korral olla erinev, mis
tdhendab, et iihest katsest ei piisa, neid tuleks teha mitmeid. Ja selleks, et
otsustada, kui palju ja milliste andmetega katseid teha, on ikkagi vaja mingit
eelnevat teoreetilist t66d.

Selleks, et arvestada algoritmi té6aja (v6i muu ressursikulu) soltuvust
algandmetest, viljendatakse algandmete “raskusaste” mingi arvulise suuru-
sena ja avaldatakse to6aja hinnang funktsioonina, mille parameetriks on see
algandmete raskusaste.

Analiitisi lihtsustamiseks piiiitakse andmete raskust viljendada voima-
likult véikese arvu parameetrite abil. Koige sagedamini kasutatakse para-
meetrina just algandmete mahtu: faili t66tlemise algoritmi puhul faili suu-
rust, arvujada téotlemisel selle elementide arvu jne.

Niiteks arvujadast maksimaalse viartuse leidmiseks tuleb {ildjuhul jada
elemendid koik tikshaaval 14bi vaadata. Kui me loeme algoritmi sammuks
jada iihe elemendi uurimise, siis kulutab selline jirjestikune libivaatus n-
elemendilise jada to6tlemiseks tapselt n sammu.
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Sageli toob algandmete raskusastme lihtsustamine iiheks parameetriks
kaasa moningase ebatépsuse.

Niiteks selleks, et kontrollida, kas antud arv antud n-elemendilises jadas
esineb vGi mitte, tuleb halvimal juhul 1&dbi vaadata koik n elementi — enne
ei saa me kindlalt viita, et otsitavat nende hulgas pole. Seevastu parimal
juhul on otsitav element jadas esimene ja me saame vaid iihe vordluse jarel
kinnitada, et see arv jadas esineb. Edaspidises ndeme, et keskmiselt kulub
n-elemendilises jadas esineva elemendi leidmiseks n/2 vordlust.

Jadast vadrtuse leidmine pole selles méGttes erandlik iilesanne. Paljude
algoritmide puhul on vGimalik rd&kida eraldi nende keerukusest halvimal
juhul (ingl worst-case complexity), parimal juhul (ingl best-case) voi kesk-
miselt (ingl average-case).

Lauaarvuti rakendusprogrammides huvitab meid tavaliselt keskmine kee-
rukus. Néiteks otsimisprogrammi kasutaja jaoks on iildjuhul piisav teada,
et programm suudab sekundis libi vaadata keskmiselt 500 kB andmeid ja
pole kuigi oluline, kas programm kulutab faili esimeses pooles iga kilobaidi
ldbivaatamiseks 1 ms ja teises pooles 3 ms voi vastupidi.

Hoopis teine on lugu nn sardsiisteemide puhul, kus arvuti juhib mingit
reaalajas tootavat seadet. Naiteks auto pidureid juhtiva pardaarvuti puhul
on kindlasti oluline just selle reaktsiooniaeg halvimal juhul. Vaevalt lepib
pidurisiisteemi viivituse tottu haiglasse sattunud soitja tehase lohutusega, et
keskmiselt reageerivad pidurid piisavalt kiiresti ja teised sama marki auto
omanikud pole veel avariid teinud.

5.1.1 Asiimptootiline keerukus

Sageli on iihe iilesande lahendamiseks voimalik kasutada mitut erinevat algo-
ritmi. Tavaliselt on programmi kasutajad sellisel juhul huvitatud véimalikult
efektiivsest lahendusest. Algoritmide keerukuse analiiiisi iiks oluline rakendus
ongi erinevate algoritmide keerukuse vordlemine.

Kuna programmide ressursivajadused on enamasti suuremad just suure-
mahuliste andmete téotlemisel, on ka algoritmide efektiivsuse analiiiisimisel
loomulik podrata tdhelepanu pohiliselt sellele juhule.

Algoritmi sellist uurimist nimetatakse asiimptootilise keerukuse (ingl
asymptotic complezity) hindamiseks ja seda tiilipi analiiiisis keskendutakse
just algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiiruse (ingl growth) uurimisele.

Algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiirus néitab, kui kiiresti kasvab selle
algoritmi alusel koostatud programmi ressursivajadus toodeldavate andmete
mahu kasvades.

Veidi lihtsustades voib eeldada, et kui mingi algoritmi ajaline keerukus
on f(n), siis selle alusel koostatud programmi t66aeg avaldub kujul c¢f(n),
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kus c on kasutatava arvuti kiirust iseloomustav konstant. Kui c on iihe arvuti
piires muutumatu konstant, siis voime algoritmide efektiivsuse vordlemisel
piirduda ainult f(n) uurimisega.

Tabelist 5.1 on ndha, et sisendandmete mahu suurenemisel voib program-
mi todaja kasv, soltuvalt kasutatava algoritmi keerukusest, olla viga erinev.
Seejuures soltub kasv algoritmi keerukust iseloomustavast funktsioonist f(n),
kuid ei s6ltu arvutit iseloomustavast konstandist c. Samast on nédha ka, et
programmi todaja kasv on lausa plahvatuslik, kui algoritmi keerukus avaldub
eksponentfunktsioonina.!

Funktsioon cf(n) Suhe f(25)/f(5)

c1 1
cologn 2
c3n 5)
cy nlogn 10
cs n? 25
cg n’ 125
cq 2" 1048576
cg 3" 3486784401

Tabel 5.1: Programmi t66aja kasv andmete mahu kasvades

Poliinoomide? ja eksponentfunktsioonide kasvu pohimdttelist erinevust il-
lustreerib veel paremini tabel 5.2. Selle tabeli esimeses veerus on programmi
ajalise keerukuse hinnang, kolmes jargmises veerus programmi poolt sekundis
toodeldavate andmete maht vastavalt 1, 10 ja 100 MOPS (miljonit operat-
siooni sekundis) joudlusega arvutil ja viimases veerus t66deldavate andmete
mahu kasv arvuti joudluse 10-kordsel kasvul.

Keerukus 1 MOPS 10 MOPS 100 MOPS Vahe

n 1000000 10000000 100000000 10 korda

n? 1000 ~ 3162 10000 ~ 3 korda
n3 100 ~ 215 ~ 464 ~ 2 korda
2" ~ 20 ~ 23 ~ 26 ~ 3 vorra
3" ~ 13 ~ 15 ~ 17 ~ 2 vorra

Tabel 5.2: Toodeldavate andmete mahu kasv arvuti kiiruse kasvades

!Eksponentfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni kujul a®, kus a on konstant ja x
funktsiooni argument. Mitte segi ajada astmefunktsiooniga, mis avaldub kujul z®.
2 Astmefunktsioonid on poliinoomide lihtsamad erijuhud.
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Tabelist on néha, et kui algoritmi keerukusfunktsioon on poliinoom, siis ar-
vuti joudluse kasvamisel kordades kasvab kordades ka toodeldavate andmete
maht. Kui aga algoritmi keerukus avaldub eksponentfunktsioonina, kasvab
toodeldavate andmete maht ainult mingi konstandi vorra.

5.1.2 Funktsioonide kasv

Nagu eelpool mérgitud, avaldub algoritmi keerukus algandmete raskusastme
funktsioonina. Seega on meil algoritmide keerukuse vordlemiseks vaja osata
vorrelda funktsioone.

Osutub, et see polegi nii lihtne. Vaatleme niiteks joonist 5.1. Kui me
vordleme f(n) ja g(n) véartusi kohal ng, saame tulemuseks f(ng) < g(no);
kohal n; saame f(n;) = g(n1); kohal ny aga hoopis f(n2) > g(ne).

SEoo N -\
S
EVAAAAAAAA .
SN --
N)

Joonis 5.1: Funktsioonide vordlemine

Selle “vastuolu” pohjus on muidugi asjaolus, et funktsioonide vaédrtused soltu-
vad nende argumentide viirtustest® ja selle lahendamiseks on leitud mitme-
suguseid funktsioonide vordlemise viise. Algoritmide analiiiisimisel on neist
koige kasulikumaks osutunud funktsioonide vordlemine nende kasvukiiruse
jargi.

Oeldakse, et funktsiooni f(n) kasvukiirus ei iileta funktsiooni g(n) kasvu-
kiirust, ja kirjutatakse f(n) = O(g(n)), kui leiduvad positiivsed arvud ¢, ja
ng, mille korral kehtib

Vn >mng: f(n) < cg(n).

3See ju ongi funktsioonide mote!
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c1g(n) crg(n)
f(n) f(n) f(n)
cag(n) cag(n)
o () no (b) no (c)

Joonis 5.2: (a) f(n) = O(g(n)); (b) f(n) =Qg(n)); (c) f(n) =6(g(n))

Paneme téhele, et f(n) = O(g(n)) definitsioon ei piira mitte f(n) voi g(n)
vadrtusi endid, vaid nende véirtuste suhet f(n)/g(n), mis ei tohi I6pmatult
kasvada.

Kuna konstant ¢; piirab suhet f(n)/g(n) “ilalt”, voib funktsioonide kas-
vule O-hinnanguid anda suvalise “liiaga” — g(n) voib kasvada kuitahes palju
kiiremini kui f(n).

Niiteks f(n) = 3n? + 1 korral kehtivad nii f(n) = O(n?) kui ka f(n) =
O(n?), f(n) = O(n') ja isegi f(n) = O(2"). Nende kdigi puhul on O definit-
siooni tingimused rahuldatud, kui valime ¢; =4 ja ng = 1.

Kiill aga ei kehti f(n) = O(n) (ehk teisiti Geldes, kehtib f(n) # O(n)),
sest pole voimalik valida O definitsiooni néudeid rahuldavaid ¢; ja ng. Toe-
poolest, mistahes ¢; korral f(n) > ¢in, kui n > ¢;/3, seega pole iihegi ¢;
jaoks voimalik leida O definitsioonis noutud konstanti ng.

Veel kirjutatakse f(n) = Q(g(n)), kui leiduvad positiivsed ¢ ja ng, mille
korral kehtib

Vn > mng: f(n) > cag(n).

Viited f(n) = Q(g(n)) ja g(n) = O(f(n)) on samavédrsed. Toepoolest, ole-
tame, et f(n) = Q(g(n)). Vastavalt Q definitsioonile peavad leiduma sellised
positiivsed ng ja cq, et iga n > ng korral kehtib f(n) > cog(n). Kui niiiid
votame ¢; = 1/cy, siis peab iga n > ng korral kehtima ka g(n) < ¢1f(n). See
aga on tipselt g(n) = O(f(n)) definitsioonis noutud tingimus. Vastupidise
jirelduse voime toestada analoogiliselt.

Veel kirjutatakse f(n) = ©(g(n)), kui leiduvad positiivsed c;, ¢ ja ng,
mille korral kehtib

Vn > ng:cag(n) < f(n) < cg(n).

Jallegi on lihtne veenduda, et f(n) = ©(g(n)) parajasti siis, kui f(n) =
O(g(n)) ja £(n) = Ag(n).

Erinevalt seosest O piirab seose © definitsioon funktsioonide f(n) ja g(n)
vadrtuste suhet mitte ainult “ilalt”, vaid ka “alt”. Seega f(n) = O(g(n))
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tahendab, et f(n) ei kasva kiill kiiremini kui g(n), kuid samal ajal ei jaa
kasvus ka oluliselt maha.

Ulaltoodud niites vaadeldud f(n) = 3n? + 1 korral f(n) = ©(n?), kuid
f(n) #06(n3), f(n) #O(n*) ja f(n) # O(2"). Viite f(n) = ©(n?) kehtivuses
veendumiseks valime ¢; = 4, ¢5 = 3jang = 1. Ulejddnud juhtudel on mistahes
positiivse ¢y korral voimalik néidata, et n piisavalt suurte vadrtuste juures
jadvad f(n) védidrtused teistega vorreldes liiga véikesteks.

Avaldisi f(n) = Q(g(n)) ja f(n) = ©(g(n)) loetakse vastavalt “eff-enn
on oomega-gee-enn” ja “eff-enn on teeta-gee-enn”. Avaldist f(n) = O(g(n))
loetakse “eff-enn on oo-gee-enn”, kuigi rangelt vottes peaks selles avaldises
vordusmaérgist paremal olema kreeka tdht omikron.

Edasises kasutame monikord seoseid O, €2 ja © ka mitme muutuja funkt-
sioonidel. Need iildistused defineeritakse loomulikul viisil: nditeks f(n,m) =
O(g(n,m)), kui leiduvad c;, ng ja mp, mille korral kehtib

Vn > ng,m > mg: f(n,m) < cig(n,m).

5.1.3 Kasvuseoste omadused

Nagu eelnevatest 16ikudest ndha, voib tommata paralleele funktsioonide vahel
kehtivate seoste O, 2 ja © ning arvude vahel kehtivate seoste <, > ja =
vahele. See ei tohiks olla eriline iillatus, sest funktsioonide kasvu asusimegi
uurima just eesmérgiga leida vahend nende vordlemiseks.

Siiski pole koik arvude vordlemise seoste omadused funktsioonidele iile
kantavad. Nimelt tekitavad funktsioonide kasvukiiruste vordlemise seosed
funktsioonide vahel osalise jarjestuse (ingl partial order), kuid arvude vord-
lemise seosed arvude vahel lineaarse jérjestuse (ingl total order).

Nende erinevus seisneb selles, et mistahes kaks arvu on alati vorreldavad
— suvaliste arvude a ja b puhul kehtib alati vihemalt iiks véidetest a < b
vol @ > b —, aga kahe funktsiooni f(n) ja g(n) puhul ei tarvitse kehtida ei
f(n) = O(g(n)) ega f(n) = Qg(n)). Uks vorreldamatute kasvukiirustega
funktsioonide paar on niiteks f(n) = n ja g(n) = n!™sn",

Algoritmide keerukuse analiiiisimisel on sageli kasu seoste O, ) ja ©
jiargmistest omadustest:

1. Ye>0:cf(n) =06(f(n))
see tdhendab, et funktsiooni korrutamine konstandiga ei muuda selle
kasvukiirust; erijuhul ¢ = 1 saame f(n) = O(f(n)), jarelikult on seos ©
refleksiivne, tdpselt nagu seos = arvudel; samast jireldub, et ka seosed
O ja 2 on refleksiivsed, tdpselt nagu seosed < ja > arvudel; erijuhul
f(n) = 1 saame ¢ = O(1), jarelikult on koigi konstantsete funktsioonide
kasvukiirused vordsed;
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10.

- f(n) = O(g(n)) Ag(n) = O(h(n)) > f(n) = O(h(n))

f(n) =Q(g(n)) Ag(n) = Qh(n)) > f(n) = Q(h(n))

see tdhendab, et seosed O ja €2 on transitiivsed, tdpselt nagu seosed <
ja > arvudel; sellest jareldub, et ka seos © on transitiivne, tdpselt nagu
seos = arvudel;

- f(n) = ©(h(n)) A g(n) = O(h(n)) > (f(n) + g(n)) = O(h(n))

kahe funktsiooni summa kasvu méaérab kiirema kasvuga liidetav;

- fi(n) = O(g1(n)) A fa(n) = O(g2(n)) > (f1(n)f2(n)) = O(g1(n)g2(n))

fi(n) = ©(g1(n)) A fa(n) = Qga(n)) O (f1(n) f2(n)) = 2g1(n)g2(n))

seda omadust voib tolgendada nii, et kahe funktsiooni korrutise kasv
on tegurite kasvude korrutis;

. kui p(n) on k. astme poliinoom, siis p(n) = O(n*)

see tdhendab, et poliinoomi kasvu méaérab selle korgeima astmega liige;
vaga kasulik omadus, mille pohjal voime mistahes poliinoomi uurimise
asendada tiksliikme uurimisega;

Y0 <r<s:n"=0(n

see tihendab, et madalama astmega astmefunktsioon ei kasva kiire-
mini korgema astmega astmefunktsioonist; kehtib ka tugevam véide:
madalama astmega funktsioon kasvab alati rangelt aeglasemalt;

. Vk>0,b>1:nF=0(")

see tdhendab, et mitte iikski astmefunktsioon ei kasva kiiremini iihestki
eksponentfunktsioonist; tegelikult kasvab astmefunktsioon alati rangelt
aeglasemalt;

. Vk > 0,b>1:logyn = O(nk)

see tdhendab, et {ikski logaritmfunktsioon ei kasva kiiremini iihestki
astmefunktsioonist; tegelikult kasvab logaritmfunktsioon alati rangelt
aeglasemalt;

. Vb > 1,by > 1:log, n = O(log,, n)

see tdhendab, et koik logaritmfunktsioonid kasvavad sama kiirusega;

Vr>0:>" i =0(nt
see tahendab, et r. jirku astmerea summa kasvab nagu (r + 1). astme
poliinoom.

Vaatleme niiteks funktsioone f(n) = (n? —n)/2 ja g(n) = 6n ning uurime
nende kasvukiirusi. Selliste lihtsate funktsioonide puhul pole muidugi raske
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vahetult tuletada, et f(n) > cg(n), kui n > 12¢ — 1 ja sellest jireldada, et
F(n) # Olg(n), f(n) = QAg(n) ja f(n) # O(g(n)).

Pannes téhele, et f(n) = (n?— )/2 = 0,5n%—0,5n on 2. astme poliinoom,
saame omaduse 5 pohjal f(n) = ©(n?). Kuna g(n) on ilmselt 1. astme polii-
noom, kehtib sama omaduse pohjal g(n) = ©(n). Edasi saamegi omaduse 6
alusel f(n) # O(g(n)), f(n) = Q(g(n)) ja f(n) # O(g(n)), mis muidugi ei
erine eelmises 16igus otseselt saadud tulemustest.

Erinevalt eelmise néite lihtsatest funktsioonidest oleks f(n) = ny/n ja
g(n) = n + logn kasvukiiruste vordlemine otseselt seoste O, Q ja O definit-
sioonide pohjal {isna tiilikas. Neid funktsioone on oluliselt mugavam vorrelda
seoste O, €2 ja O eeltoodud omadusi kasutades.

Toepoolest, elementaaralgebrast on teada, et f(n) = ny/n = n» ning
omaduste 8 ja 3 pohjal saame g(n) = n +logn = O(n). E asi on omaduse 6
norgema vaite pohjal néha, et g(n) = O(f(n)) ehk f(n) = Q(g(n)); sama
omaduse tugevama viite pohjal saame f(n) # O(g(n)), millest omakorda
jareldub f(n) # ©(g(n)).

Avaldiste teisendamisel kirjutatakse sageli néiteks f(n) = n + logn =
©(n)+0(n) = O(n). Selle (rangelt vottes veidi ebakorrektse) kirjutise tahendus
on, et f(n) koosneb kahest liidetavast, milles iiks kasvab tépselt sama kiiresti
kui n ja teine mitte kiiremini kui n, seega peab ka summa kasvama tapselt
sama kiiresti kui n.

Ebakorrektsus seisneb selles, et O(n) pole konkreetne funktsioon, mida
oleks voimalik mone teise funktsiooniga liita. Siiski on selline notatsioon
just mugavuse tottu laialt levinud. Tuleb ainult olla ettevaatlik, et mitte
teha ebadigeid teisendusi. Niiteks “taandamine” f(n) = logn/loglogn =
O(n)/O(n) = O(1) on ebadige, sest kuigi logn ja loglogn on mdlemad O(n),
pole nende kasvukiirused sugugi vordsed — nad ainult kasvavad molemad
aeglasemalt kui n.

5.2 Algoritmide keerukuse hindamine

Jargnevates 10ikudes vaatleme tihtsamaid votteid algoritmide ajalise keeru-
kuse hindamiseks. Kuna just juhtkonstruktsioonid méiravad, milliseid primi-
tiive ja kui palju kordi tdidetakse, ei tohiks olla eriline iillatus, et nii algoritmi
ajaline keerukus kui ka selle hindamise votted on otseselt seotud algoritmi
struktuuriga.

Mahulise keerukusega tegeleme jargmistes peatiikkides andmestruktuure
vaadeldes, sest programmi méaluvajadus soltub otseselt just andmete, mitte
algoritmi struktuurist.
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5.2.1 Maksumuse mudel

Selleks, et hinnata algoritmi koigi primitiivide tditmiseks kuluvat koguaega,
on muidugi vaja teada iga primitiivi tditmiseks kuluvat aega. Seda infot koigi
primitiivide kohta kokku nimetatakse siisteemi maksumuse mudeliks (ingl
cost model). Erinevate operatsioonide maksumused voivad s6ltuda nii arvuti
riistvarast, operatsioonisiisteemist kui ka kasutatavatest programmeerimis-
vahenditest.

Lihtsaima mudeli puhul eeldame, et koigi primitiivide maksumused on
vordsed. Sellisel juhul saame algoritmi ajaliseks keerukuseks primitiivi mak-
sumuse ja tdidetud primitiivide arvu korrutise. Kuigi selline mudel pole pea-
aegu kunagi péris tdpne, on see sageli siiski piisav.

Néiteks voime arvutusalgoritmide hindamisel vordsustada koik aritmee-
tilised tehted koigi standardsete arvutiitipide vahel. Kuigi tehte sooritami-
seks kuluv aeg soltub tavaliselt nii sooritatavast tehtest kui ka operandide
tiitipidest (ja veel paljudest muudest asjadest), on need erinevused suhteliselt
vaikesed ja, mis peamine, konstantsed. Seega, kui meid huvitab ainult téoaja
kasvu soltuvus algandmetest, pole iiksikute tehete vahelistel erinevustel meie
jaoks erilist tdhtust.

Selline lihtne mudel pole aga piisav, kui programmeerimissiisteemi primi-
tiivide hulgas on ka keerulisemaid operatsioone. Niiteks mingi andmehulga
sorteerimine voi sellest hulgast vajalike andmete leidmine on operatsioonid,
mille ajakulu ei s6ltu mitte ainult andmetiitipidest, vaid ka andmemahtudest.
Selliseid soltuvusi enam eirata ei voi.

5.2.2 Lineaarne algoritm

Algoritmi, milles ainsa juhtkonstruktsioonina on kasutusel jiarjend, nimeta-
takse lineaarseks (ingl linear). Kuna sellises algoritmis tiidetakse iga pri-
mitiivi tdpselt iiks kord, on terve algoritmi taitmiseks kuluv aeg primitiivide
taitmisaegade summa.

Téapsemalt, kui algoritm on kujul

kask-1
kask-2

kask-k

ning kdsk-i taitmiseks kuluv aeg on f;(n), siis avaldub algoritmi t&itmise
koguaeg T'(n) kujul

T(n) = fi(n) + fo(n) + ...+ fu(n).
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Erijuhul, kui k6igi primitiivide tiditmisajad on konstandid, on seda ilmselt ka
terve lineaarse algoritmi tiitmise aeg.

Kui primitiivide tditmise ajad on keerukamad funktsioonid, voib kasvu-
kiiruse avaldise lihtsustamiseks kasutada 16igus 5.1.3 vaadeldud omadusi.

5.2.3 Hargnemistega algoritm

Algoritmi, milles juhtkonstruktsioonidena on kasutusel jarjend ja valik, ni-
metatakse hargnemistega (ingl branching) algoritmiks. Sellises algoritmis
taidetakse iga primitiivi {ilimalt iiks kord, seega ei saa algoritmi taitmiseks
kuluv aeg mingil juhul iiletada koigi primitiivide tditmisaegade summat, kiill
aga voib olla sellest viiksem.

Téapsemalt, kui algoritm on kujul

kui tingimus
toene-kdsud

muidu
vadr-kdsud

18ppkui

ning toene-kdsud ajaline keerukus on fi(n), vddr-kisud ajaline keerukus
f2(n) ja tingimuse toevéddrtuse arvutamise keerukus fo(n), siis terve algo-
ritmi ajaline keerukus on parimal juhul

Tnin(n) = fo(n) +min(fi(n), f2(n))

ja halvimal juhul

Tnax(n) = fo(n) + mazx(fi(n), f2(n)).

Kui tingimus kehtib tdenfiosusega p*, on algoritmi keskmine keerukus

T(n) = fo(n) +pfr(n) + (1 = p)fa(n).

Selle valemi pohjenduseks paneme tdhele, et igal juhul tuleb vaartustada
tingimus, kulutades selleks fo(n). Edasi tuleb toendosusega p téita toene-
kisud, kulutades selleks fi(n), voi toendosusega 1 — p tiita vddr-kisud, ku-
lutades selleks fo(n). Kui me kédivitame seda algoritmi M korda, siis kesk-
miselt pM juhul on tingimus tdene, ilejiinud M — pM = (1 — p)M ju-
hul aga on tingimus vaar. Kokku kulutame algoritmi M-kordsel kdivitamisel

4Siin ja edaspidi mirgime toeniosusi mitte protsentides, vaid reaalarvudega 0...1.
Arvestades, et protsent tihendab sajandikku, saame 20% = 20/100 = 0,2. Vahe on selles,
et viimast kuju kasutades ei pea valemites tGendosusi sajaga jagama, mis muudab valemid
veidi lihtsamaks ja tilevaatlikumaks.
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M fo(n) +pM fi(n) + (1 — p) M fo(n), mis annabki iihe kaivitamiskorra kesk-
miseks hinnaks fo(n) + pfi(n) + (1 — p) fa(n).
Vaatleme niiteks {ihest valikulausest koosnevat algoritmi:

—n,keN;n>k>0
kui n/k € N

— midagi, mis on O(n)
muidu

— midagi, mis on ©(1)

16ppkui

Kui n ja k on programmeerimissiisteemi standardsed taisarvud, véime eelda-
da, et nende jaguvus on kontrollitav konstantse ajaga. Seega on selle algoritmi
ajalise keerukuse hinnangud vastavalt eelpool toodud seostele

e parimal juhul:
Tnin(N) = O(1) + min(0(n), 0(1)) = O(1) + 6(1) = O(1);

e halvimal juhul:

Trnaz(n) = O(1) + max(0(n), 0(1)) = O(1) + O(n) = O(n);

e keskmiselt:
kui arvudele n ja k pole seatud muid piiranguid, on jaguvuse tdendosus
1/k, mis annab keskmiseks ajakuluks
T(n)=061)+ (1/k)8(n)+ (1 —1/k)O(1) = B(n/k),
sest pole raske ndha, et n > k korral on T'(n) avaldises domineeriv
keskmine liidetav.

5.2.4 Iteratiivne algoritm

Algoritmi, milles juhtkonstruktsioonina on kasutusel kordus, nimetatakse

iteratiivseks (ingl iterative). Sellises algoritmis tdidetakse korduslause ke-

has olevaid primitiive korduvalt, seega voib selle keerukus olla iisna suur.
Kui iteratiivne algoritm on kujul

korda 7« 1...k
kdsud

1dppkorda

ning kdsud ajaline keerukus on f(n), siis on kogu korduslause ajaline keerukus
muidugi kf(n).

Vaatleme niiteks juba tuttavat algoritmi arvujada lilkmete summa leid-
miseks:
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— aj.., — summeeritav jada
s« 0
korda 1 «—1...n

S <« S+ a;
1dppkorda
vdljasta s

Korduse kehaks on siin iiks liitmis- ja {iks omistamistehe, mille taitmiseks
kulub ilmselt konstantne hulk aega, seega antud juhul f(n) = ©(1). Seda
korduse keha téidetakse tépselt n korda, seega on korduse keerukuseks nO(1).
Lisaks sellele taidetakse enne kordust veel iiks omistamine (keerukus ©(1)) ja
pérast seda iiks viljastamine (jille ©(1)). Seega on algoritmi kogukeerukus

T(n) = O(1) + nO(1) + O(1) = ©(1) + O(n) + O(1) = O(n).

Ulesanne muutub raskemaks, kui korduse keha tiitmise hind pole korduse
koigil 1abimistel sama. Sellisel juhul peame kdsud keerukuse avaldama kahe
muutuja funktsioonina f(n,7) ja kogu korduslause ajaline keerukus avaldub
summana

k

T(n)=>_ f(n,i)=f(n,1)+ f(n,2)+ ...+ f(n,k).

=1

Viliselt on summa sarnane eelpool vaadeldud lineaarse algoritmi keerukuse
avaldisega, kuid sellest ei tohi ennast petta lasta. Oluline erinevus vorreldes
lineaarse algoritmiga seisneb asjaolus, et lineaarses algoritmis on summas
esinevate liidetavate arv méaratud programmi struktuuriga, kordusega algo-
ritmis aga voib soltuda sisendandmetest.

Vaatleme néiteks kahest pesastatud kordusest koosnevat algoritmi, mis
loendab antud arvujadas koik inversioonid (paarid, kus suurem arv on jadas
viiiksemast eespool):

— a1.., — uuritav jada
k<« 0
korda 1+ 1...n
korda j«—i1+1...n
kui a; > a;
k—k-+1
18ppkui
1dppkorda
1dppkorda
védljasta k
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Selliste pesastatud juhtkonstruktsioonidega algoritmide keerukust on sageli
lihtsam arvutada, litkudes algoritmi struktuuris seestpoolt viljapoole.

Valikulauses on nii arvude vordlemine kui ka tingimuslikult tdidetav omis-
tamine konstantse ajaga operatsioonid, seega on kogu valikulause ajaline kee-
rukus ©(1).

Valikulause ise on sisemise korduslause keha, teda tdidetakse j vaértustel
1+1 kuni n, see tahendab téapselt n—: korda. Kuna selle korduse keha taitmise
maksumus on koigil ldbimistel sama, on meil tegemist lihtsama juhuga ja
korduse kogukeerukus f(n,7) = (n —4)0(1).

Sisemine korduslause omakorda on vilimise korduse keha, teda tdidetakse
¢ vadrtustel 1 kuni n. Kuna selle korduse keha tditmise maksumus on erineva-
tel ldbimistel erinev, on meil seekord tegemist keerukama juhuga ja korduse
kogukeerukus

Tn) = mn—1)0(1)+(n—-2)0(1)+...+(n—n)O(1)
= (n—1+n—-2)+...+(n—n))O(1)
-1
= % (1) = 0(n*)O(1) = O(n?).
Toodud néites on {ileminek teiselt realt kolmandale tehtud aritmeetilise jada
summa valemi pohjal. Kahjuks pole selliste summade lihtsustamiseks iildist
eeskirja — neisse tuleb suhtuda loominguliselt.
Muidugi tasub voimalusel alati kasutada seoste O ja © 16igus 5.1.3 vaa-
deldud omadusi, korduslausete puhul on sageli abiks just omadus 10.
Osutub, et ka kdesoleval juhul saaks me kasutada just seda omadust: T'(n)
avaldises

Tm)=(n—-1)+mn—-2)4+...+(n—n))O(1)
voime sulgudes olevat summat S teisendada jargmiselt:

S = n-1)4+n—-2)+...4(n—n)
= 0+1+...+(n—1)

= O—I—zn:i—n
= O(1) + 6(n?) — O(n) = O(n?).

Veel voib olla kasulik meeles pidada, et O-hinnanguid v&ib, erinevalt ©-
hinnanguist, anda suvalise liiaga. See tdhendab, et kui korduse keeruku-
se tapse avaldise lihtsustamine ei dnnestu, voime O-hinnangu asemel anda
moningase liiaga O-hinnangu, “iimardades” koik liidetavad iilespoole mingiks
lihtsustamiseks soodsama kujuga avaldiseks.
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Niiteks inversioonide loendamise programmi keerukuse avaldise lihtsus-
tamisel voime kasutada &dra asjaolu, et koigis liidetavates on esimene korrutis
n-st viiksem arv, seega saame

Tn) = m—1)0(1)+(n—-2)0(1)+...+(n—n)O(1)
< nO(1)+nO(1)+...+nO(1)
= n*0(1) = O(n?)

T(n) = O(n?).

Selle néite puhul juhtus, et ka “{ilespoole iimardatud” hinnang on tipne,
aga alati ei pruugi see nii olla. Sellepérast ei voi me liiaga antud hinnangu
avaldamisel enam kasutada seost ©.

5.2.5 Rekursiivne algoritm

Rekursiivse alamprogrammina avaldatavat algoritmi nimetatakse samuti re-
kursiivseks (ingl recursive). Nagu rekursiivne alamprogramm ise defineeri-
takse iseenda kaudu, tehakse seda ka tema keerukusfunktsiooniga.

Vaatleme néiteks juba varasemast tuttavat rekursiivset algoritmi antud
naturaalarvu n faktoriaali leidmiseks:

—néeN
kui n=20
tagasta 1
muidu
— rekursioon
tagasta n* (n—1)!
18ppkui

Selle algoritmi t66aja hinnangu T'(n) voib avaldada kujul

e, kui n =0,
Tn) = {T(n — 1)+ 06(1), kuin >0,

kus juhul n > 0 véljendab T'(n — 1) rekursiivsele viljakutsele kuluvat aega
ja ©(1) selle vidrtuse kasutamist n! arvutamisel.

Sellised rekurrentsed (ingl recurrent) vorrandid ja vorrandisiisteemid
pole matemaatikas midagi haruldast. Koige iildisem meetod nende lahen-
damiseks on: tuleb rekurrentseid podrdumisi moned korrad avaldisse sisse
asendada ja piitida vastuse iildkuju dra arvata. Tekkinud hiipoteeside toes-
tamiseks on tavaliselt kdige parem matemaatilise induktsiooni meetod.
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Néiteks faktoriaali leidmise algoritmi puhul saame

Tn) = T(n—1)+06(1)
= T(n—-2)+0(1)+06(1)
= T(n—-3)+0(1)+06(1)+ (1),

millest on juba kiillalt lihtne pakkuda T'(n) = (n 4+ 1)0O(1) = ©(n).

Tabelis 5.3 on dra toodud monede rekursiivsete algoritmide analiiiisimisel
sageli esinevate rekurrentsete vorrandite lahendid. Tabeli vasakpoolses vee-
rus on antud 7'(n) avaldis n > 0 jaoks, lisaks eeldatakse koigil juhtudel
rajatingimust 7°(0) = O(1).

T'(n) avaldis lahend
T(n/c1) +06(1 @(lo)g n)

)

O(
) O(n
(nlog n)
(n
(

!)

04)

©
T(n—1)+06(Mn) ©
csT(n—1)4+06(1) ©

Tabel 5.3: Monede sageli esinevate rekurrentsete vorrandite lahendid

5.3 Praktiline nouanne

Algoritmide efektiivsuse hindamisele piihendatud peatiiki 16petuseks tasub
mirkida, et efektiivsus pole siiski algoritmi kdige tdhtsam omadus. Oigsus
on alati efektiivsusest olulisem. TGepoolest, millist kasu voiks loota prog-
rammist, mis t66tab kiill valkkiirelt, kuid annab valesid vastuseid?
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Ulesanded

Ulesanne 5.1 Kontrollida otseselt seoste O, Q ja © definitsioonidest lihtu-
des, kas kehtivad vdited

(0,) 2n+1 — O<2n>7 (d) 22n — O(2n>7

(b) 20 =Q(2");  (e) 22" = Q(2");

(c) 2"t =0(2"); (f) 2" =0(2").

Pohjendada oma vastuseid ka loigus 5.1.3 toodud omaduste abil.

Ulesanne 5.2 Vaatleme jargmisi funktsioone:

Vn n 2" nlogn
n—n3+7° n?®+logn n? n?
logn n'/3 +logn (logn)? log, n
loglogn (1/3)™ (3/2)" 6

Grupeerida need funktsioonid nii, et ihes grupis oleks koos sama kasvu-
kiirusega funktsioonid. Jirjestada grupid omavahel funktsioonide kasvukiirus-
te kasvamise jarjekorras. (Koigi nende funktsioonide kasvukiirused on oma-
vahel vorreldavad.)

Ulesanne 5.3 Vaatleme jargmaist algoritmi:

—neN
korda i —1...n
korda 7 «— 1...1
vgljasta 1,
Léppkorda
léppkorda

Milline on selle algoritm: ajaline keerukus parimal, halvimal ja keskmisel
juhul? Kas teie antud hinnangud on tdpsed voi litaga? Pohjendada oma vas-
tuseid.

Ulesanne 5.4 Vaatleme algoritmi BITTE naturaalarvu kehendkujus esine-
vate 1-bittide loendamiseks (kus div ja mod tihendavad tdisarvulise jagami-
se jagatist ja jadki):
—neN
kut n =20
tagasta 0
muidu
tagasta BITTE(n div 2) + (n mod 2)
loppkut

Milline on selle algoritmi ajaline keerukus?



PEATUKK 5. ALGORITMIDE KEERUKUS 96

Kirjandus

Jiri Kiho. Algoritmid ja andmestruktuurid. Tartu Ulikool, 2003.
Andmestruktuuride realiseerimist ja klassikalisi algoritme kasitlev opik,
milles leidub ka keerukuse pohimdistetele piihendatud peatiikk. 148 1k.

Valdo Praust. Keerukusteooria alused. Ulikoolide Informaatikakeskus, 1996.
Algoritmide ja {ilesannete keerukuse teoreetilisemale poolele keskenduv
opik. 212 lk.

Thomas H. Cormen, Clifford Stein, Charles Leiserson, Ronald Rivest. Intro-
duction to Algorithms. MIT, 2001.
Eelmise triikiga klassikaks saanud algoritmide ja andmestruktuuride
pohiopik, mis annab {isna hea iilevaate ka algoritmide keerukuse hin-
damisest ja selleks vajalikust matemaatilisest aparatuurist. 1180 Ik.

Tomac Kopwmen, Yapuabs Jleizepcon, Ponaasa Pusect. Asazopummoi: no-
cmpoerue U araaus. MITHMO, 2001.
Eelmise tolge. 960 lk.

Herbert S. Wilf. Algorithms and Complexity. Prentice Hall, 1986.
Ulikooli keskmiste kursuste tasemele orienteeritud konspekt. 240 lk.
http://www.cis.upenn.edu/~wilf/AlgComp2.html



Peatu

kk 6

Kombinatoorika

Sisukord
6.1

6.2

6.3

6.4

Kombinatoorika p6himdisted . . . . . . . ... ... 98
6.1.1 Kombinatoorsed objektid . . ... ... ... ... 98
6.1.2 Kombinatoorsed tilesanded . . . . . ... ... .. 99

Loendamine . . . . . . . ... i v i it 100
6.2.1 Korrutamisreegel . . . . .. ... ... L. 100
6.2.2 Liitmisreegel . . . . . .. .. ... 101
6.2.3 Elimineerimismeetod . . . . . .. . ... ... ... 102

Genereerimine . . . . . . . .ttt e e e e a 104
6.3.1 Tagurdusmeetod . . . ... .. ... ... ..... 105
6.3.2 Iteratsioonimeetod . . . . . . ... ... ... ... 107

Otsimine . . . . . . . . .. 0 ittt 109

97



PEATUKK 6. KOMBINATOORIKA 98

Kombinatoorika on matemaatika haru, mis uurib etteantud hulga elemen-
tide kombineerimise voimalusi. Kuna selliste voimaluste arv on sageli viga
suur, tuleb koigi variantide t&6tlemist noudvad iilesanded arvutile usaldada.
Kéesolevas peatiikis vaatlemegi pohilisi kombinatoorseid objekte ja nendega
seotud algoritme.

6.1 Kombinatoorika pohimoisted

Kombinatoorseid algoritme voib liigitada mitme tunnuse alusel. Kaks loo-
mulikumat liigitust on téodeldavate objektide liikide ja nende objektidega
sooritatavate tegevuste alusel.

6.1.1 Kombinatoorsed objektid

Kombineeritavate elementide hulka nimetatakse pehihulgaks (ingl base set).
Uldiselt voivad selle elementideks olla mistahes objektid, aga arvutis on
muidugi k6ige mugavam kasutada arve ja seepirast eeldame edaspidi, et
m-elemendiline pohihulk on alati M = {1,...,m}. See pole kuigi oluline
kitsendus, sest kui mones praktilises iilesandes on vaja kombineerida muid
objekte, voime tegelikke objekte hoida eraldi massiivis ja kasutada hulga M
elemente indeksitena objektide sellest massiivist leidmisel.

Lihtsaim kombinatoorne objekt on jirjend ehk ennik (ingl tuple), mis
koosneb fikseeritud arvust pohihulga elemendidest. Kaht jirjendit loetakse
vordseks, kui nende pikkused ja vastavatel positsioonidel olevad elemendid
on samad.

Néiteks pohihulga M = {1,2,3} korral saame moodustada 9 erinevat 2-
elemendilist jérjendit (ehk lihemalt 2-jarjendit): (1,1), (1,2), (1,3), (2,1),
(2,2), (2,3), (3,1), (3,2) ja (3,3).

Permutatsiooni (ingl permutation) ehk imberjirjestuse puhul néutak-
se lisaks, et pohihulga iga element vG6ib permutatsioonis esineda maksimaal-
selt iihe korra.

Eelmise néite pohihulga korral on erinevaid 2-elemendilisi permutatsioone
(ehk 2-permutatsioone) kokku 6: (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1) ja (3,2).!

Ka kombinatsioon (ingl combination) voib, sarnaselt permutatsiooniga,
sisaldada pohihulga iga elementi maksimaalselt {ihes eksemplaris. Erinevus
on selles, et kaks kombinatsiooni loetakse erinevateks ainult juhul, kui nende
elementide hulgad (jarjestusest hoolimata) on erinevad.

! Manedes vanemates raamatutes nimetatakse m-elemendilise pohihulga korral permu-
tatsioonideks ainult m-permutatsioone ja k < m korral rafgitakse k-variatsioonidest.
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Kahes eelmises néites vaadeldud pohihulga korral on erinevaid 2-kombi-
natsioone vaid 3: {1,2}, {1,3} ja {2,3}.2

Hulga tiikelduseks (ingl partition) nimetatakse selle jagamist mitte-
tiihjadeks alamhulkadeks nii, et pohihulga iga element kuulub tapselt iihte
alamhulka. Kaht tiikeldust loetakse erinevateks, kui leiduvad kaks elementi,
mis iihes tiikelduses on samas alamhulgas, aga teises erinevates.

Niiteks 3-elemendilisel pohihulgal on 5 erinevat tiikeldust: {{1,2,3}}
(“tiikeldus” koosneb iihest tiikist); {{1,2},{3}}, {{1,3},{2}}, {{2,3},{1}}
(tiikeldused kaheks tiikiks) ja {{1}, {2}, {3}} (tiikeldus kolmeks tiikiks).

Kuigi sellega pole kombinatoorsete objektide liigid kaugeltki ammenda-
tud, on meil niiiidseks juba piisavalt néiteid, et vaadelda ldhemalt, millised
on pohilised kombinatoorikaiilesanded.

6.1.2 Kombinatoorsed iilesanded

Uks ilmsemaid kombinatoorikaiilesandeid on kdigi vastavat liiki objektide
genereerimine (ingl generation) ehk loetlemine (ingl enumeration)?, see
tahendab koigi objektide nimekirja koostamine.

Vahel pole meil aga vaja mitte objekte endid, vaid ainult nende arvu.
Muidugi v6ib loendamise (ingl counting) iilesande (vihemalt teoreetiliselt)
alati taandada genereerimisele — kui meil on olemas meid huvitavate objekti-
de nimekiri, v6ime nende arvu teadasaamiseks nad vahetult iile lugeda. Aga
sageli on objektide arvu voimalik leida ka oluliselt efektiivsemalt.

Kombinatoorse otsimise (ingl searching) iilesandes noutakse kdigi objek-
tide hulgast ainult teatud tingimusele vastava(te) objekti(de) leidmist. Kui
tingimuseks on mingi hinnangufunktsiooni minimeerimine v6i maksimeeri-
mine, nimetatakse seda iilesannet ka kombinatoorse optimeerimise (ingl
optimization) iilesandeks.

2Kuna kombinatsioonid on pohihulga alamhulgad, méirgitaksegi neid tavaliselt hulka-
dena, andes elementide loetelu iimarsulgude asemel looksulgudes.

3NB! Inglise keeles kasutatakse sona ‘enumerate’ nii ‘loetlema’ kui ka ‘loendama’
tdhenduses.
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6.2 Loendamine

Ajalooliselt olid loendamisiilesanded kombinatoorika iiks esimesi praktilise
vaartusega rakendusi — loendamisel pohineb tdendosustooria, ja sellel oma-
korda pohinevad hasartméangud.

Lihtsamate ja korrapirasemate objektide korral on loendamisiilesanded
sageli lahendatavad ka arvuti abita. Arvutusvahendist soltumata on loenda-
misel viga kasulikud kaks pGhireeglit: korrutamisreegel ja liitmisreegel.

6.2.1 Korrutamisreegel

Korrutamisreegel iitleb, et kui meil on vaja teha jarjest kaks valikut ning
esimese valiku tegemiseks on v, voimalust ja iga esimese valiku jérel on teise
valiku tegemiseks vy voimalust, siis nende kahe valiku tegemiseks on kokku
V1 - Uy vOimalust.

Selle reegli pohjal on lihtne leida m-elemendilise pShihulga n-jarjendite
arv: jarjendi iga elemendi valimiseks on meil tapselt m voimalust, seega on
koigi n elemendi valimiseks kokku

I
3

Tim,n)=m-m-...-m
—_—

n

voimalust.

Ka permutatsioonide arv on leitav korrutamisreegli abil: permutatsioo-
ni esimese elemendi valimiseks on meil kogu pohihulk, seega m v6imalust;
teiseks elemendiks ei tohi me valida juba valitud elementi, seega jadb m — 1
voimalust; kolmandaks ei tohi me valida kumbagi juba valitud elementi, seega
jaab m — 2 voimalust. Samal moel jitkates saame, et m-elemendilise pohi-
hulga n-permutatsioonide arv on

m)!

P(m7n):m-(m—l)-...-(m—(n—l)):m, (6.1)
millest erijuhul n = m saame m-permutatsioonide arvuks
P(m) = P(m,m) = ml. (6.2)

Korrutamisreeglit voib kasutada ka tagurpidi, jagamisreeglina: kui on teada,
et kahe jarjestikuse valiku tegemise voimaluste koguarv on v ja et mistahes
esimese valiku jérel on teist valikut voimalik teha vy erineval viisil, saame
sellest avaldada esimese valiku tegemise v6imaluste arvu v; = v/vs.

Néiteks kombinatsioonide arvu leidmine on jagamisreegli abil tunduvalt
mugavam kui korrutamisreegli abil. Korrutamisreegli kasutamist raskendab
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asjaolu, et sama kombinatsiooni korduva loendamise véltimiseks tuleks ele-
mente kombinatsiooni lisada mingis kindlas jérjekorras (néiteks kasvavas).
Siis aga soltub teise elemendi valimise voimaluste arv sellest, millise elemen-
di me esimeseks valisime ja korrutamisreeglit ei saa enam rakendada.

Hoopis lihtsam on ldhtuda tdhelepanekust, et igast n-kombinatsioonist
(mis on lihtsalt pohihulga n-elemendiline alamhulk) saab valemi 6.2 koha-
selt moodustada P(n) = n! erinevat n-permutatsiooni. Pole raske veendu-
da, et nii saame koostada ko6ik voimalikud n-permutatsioonid, ja seejuures
igaiihe tdpselt iihe korra. Valemi 6.1 ja jagamisreegli pohjal saame seega n-
kombinatsioonide arvuks

Clmymy = 2lmen) - mt (m> (6.3)

n! n!-(n—m)!

6.2.2 Liitmisreegel

Liitmisreegel {itleb, et kui meil on vaja teha iiks kahest valikust ning esimese
valiku tegemiseks on v; vGimalust ja teise tegemiseks vy voimalust, siis neist
kahest valikust iihe tegemiseks on kokku v; 4+ vy vOimalust. Seejuures on
oluline, et nende kahe valiku voimaluste hulgad peavad olema iihisosata.

Selle reegli abil on lihtne leida rekurrentne valem m-elemendilise pohi-
hulga n-kombinatsioonide arvu loendamiseks: koik n-kombinatsioonid vGime
jagada kaheks selle pohjal, kas nad sisaldavad voi ei sisalda elementi m.

Igast elementi m sisaldavast n-kombinatsioonist saame selle eemaldami-
sega (m — 1)-elemendilise pShihulga (n — 1)-kombinatsiooni. Iga elementi
m mittesisaldav n-kombinatsioon on automaatselt ka (m — 1)-elemendilise
pohihulga n-kombinatsioon.

Kuna need variandid on teineteist vélistavad (ei ole voimalik, et min-
gi kombinatsioon kuulub mélemasse alamhulka) ja katavad koik voimalused
(ei ole voimalik, et mingi kombinatsioon ei kuulu kumbagi alamhulka), siis
saamegi liitmisreegli pohjal, et C'(m,n) = C(m —1,n—1)+ C(m — 1,n).

Lisades sellele valemile veel déretingimused C'(m,0) = 1 (ainus 0-kombi-
natsioon on tiihi hulk) ja C(m, m) =1 (ainus m-kombinatsioon on pohihulk
ise), ongi kées rekursiivse programmi koostamiseks piisav tulemus

1, kui n =0,
C(m,n) =11, kui n = m, (6.4)
Cim—1,n—1)4+C(m—1,n), kui0<n<m.

Kuna valemid 6.3 ja 6.4 loendavad samasid objekte, siis on igati ootuspéarane,
et nende alusel kirjutatud programmid annavad ka iihesuguseid tulemusi.

Hulga tiikelduste loendamine on eelmistest veidi tiilikam iilesanne. Selle
lahendamiseks tuleb liitmisreeglit rakendada kaks korda.
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Esmalt paneme tahele, et m-elemendilise hulga koigi tiikelduste arvud
B(m) (ehk Belli arvud) avalduvad n tiikiks tiikelduste arvude S(m,n) (ehk
Stirlingi teist liiki arvude) kaudu:

Liitmisreegli veelkordse kasutamisega saame rekurrentse vorrandi Stirlingi
arvude avaldamiseks, arvestades, et m-hulga tiikeldused on saadavad (m—1)-
hulga tiikeldustest jargmiselt: igast (m — 1)-hulga (n — 1)-tiikkeldusest saa-
me m-hulga n-tiikelduse, kui lisame sellele eraldi tiikina elemendi m; igast
(m — 1)-hulga n-tiikkeldusest saame n erinevat m-hulga n-tikeldust, kui li-
same elemendi m kordaméoda igaiihele olemasolevast n tiikist. Pole raske
veenduda, et saadud variandid on koik erinevad ja katavad iihtlasi ka koik
voimalikud m-hulga n-titkeldused. Seega saame nende koguarvuks S(m,n) =
n-S(m-—1,n)+S(m-—1,n-1).

Lisades sellele valemile d4retingimused S(m, 1) = 1 (ainus 1-elemendiline
tiikeldus on pdhihulk ise) ja S(m,m) = 1 (ainus m-tiikeldus on selline, kus
iga element on omaette alamhulk), ongi kdes programmeerimiseks kolblik

1, kuin =1,
S(m,n) =14 1, kui n =m,
n-Sm—1n)+Sm-1,n-1), kuil<n<m.

Ka liitmisreeglit on voimalik p&orata lahutamisreegliks.

Naiteks selleks, et leida 1 ja 100 vahele jadvate kolmega mittejaguvate
taisarvude arv, on lihtsam leida koigepealt kolmega jaguvate tiisarvude arv
(mis on loomulikult 33) ja siis jareldada, et koik iilejadnud 100 — 33 = 67
arvu peavad olema kolmega mittejaguvad.

6.2.3 Elimineerimismeetod

Elimineerimismeetod (ingl inclusion-exclusion principle) aitab leevendada
liitmisreegli (praktikas iisnagi ahistavat) nouet, et valikuvariantide hulgad
peavad olema iihisosata.

Naiteks 1 ja 100 vahele jadvate kolme voi viiega jaguvate arvude loen-
damiseks liitmisreeglit kasutada ei saa, sest need variandid pole teineteist
vélistavad — leidub ka arve, mis jaguvad nii kolme kui viiega.

Alamhulkade 16ikumatuse ndude ignoreerimisel saame toesti vale vastuse:
1 ja 100 vahel on kolmega jaguvaid arve 33 ja viiega jaguvaid 20, kuid kolme
Vol viiega jaguvaid 47, mitte 33 + 20 = 53.
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Vea pohjuseks on muidugi asjaolu, et arve, mis jaguvad nii kolme kui
viiega, loeme topelt — iihe korra kui kolmega, teise korra kui viiega jaguvaid.
Topelt loeme seega koiki 15-ga jaguvaid arve, mida uuritaval 16igul on 6.
Oige vastuse saamiseks tuleb topelt loetud variantide arv Ippsummast maha
lahutada: 33 + 20 — 6 = 47.

Sama kehtib mistahes kahe tunnusega objektide loendamisel (joonisel 6.1
vasakul): kui n; objektil on esimene tunnus (ja voib-olla samaaegselt ka teine)
ja ny objektil on teine tunnus (ja voib-olla samaaegselt ka esimene) ning nyo
objektil on mdlemad tunnused, siis vihemalt iiks neist kahest tunnusest on
kokku n = ni 4+ ny — nqo objektil.

n3

USE:S 23
n ni2 n2
s T2

n12

Joonis 6.1: Elimineerimismeetod

Kolme erineva tunnuse korral (joonisel 6.1 paremal) oleme iihe tunnusega
objektide arvude liitmisel ja kahe tunnusega objektide arvude lahutamisel
koigi kolme tunnusega objektide arvu lisanud summasse kolm korda (nq, ny
ja ng hulgas) ja ka lahutanud kolm korda (nja, 113 ja nos hulgas), seega on
need objektid sisuliselt loendamata ja oige tulemuse saamiseks tuleb neid
eraldi arvestada (nj23).

Naiteks 1 ja 100 vahele jaavate kahe, kolme v0i viiega jaguvate arvude
loendamiseks peame arvestama, et: kahega jaguvaid arve on 50, kolmega
jaguvaid 33, viiega jaguvaid 20; kahe ja kolmega jaguvaid 16, kahe ja viiega
jaguvaid 10, kolme ja viiega jaguvaid 6; koigi kolmega jaguvaid 3. Seega on
kahe, kolme v0i viiega jaguvaid arve kokku 504+33+20—16—10—6+3 = 74.

Uldiselt, ¢ erineva tunnuse korral on vihemalt iihe tunnusega objektide
koguarv

N==> (-1)-N;,
i=1
kus N; tdhistab vihemalt ¢ tunnusega objektide arvude summat, kusjuures
iga ¢ korral tuleb vaadelda koiki voimalikke ¢ erineva tunnuse kombinatsioone.
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6.3 (Genereerimine

Genereerimisel, erinevalt loendamisest, peame motlema ka sellele, millises
jarjekorras me tulemust saada tahame.

Elementide loeteluna esitatavate kombinatoorsete objektide (jarjendid,
permutatsioonid, kombinatsioonid) puhul peetakse iildiselt standardseimaks
leksikograafilist (ingl lezicographical) jarjestust — kahe objekti vordlemisel
jaetakse vahele need elemendid kummagi objekti algusest, mis on omavahel
vordsed ja otsus langetatakse esimese erineva elemendi pchjal.

M@dnikord on kasulikum objekte genereerida minimaalse muutuse (ingl
minimal change) jirjestuses — tulemuste hulgas jarjest olevate objektide eri-
nevus peab olemas minimaalne. Minimaalsuse definitsioon s6ltub muidugi
konkreetsest objektist ja vahel ka sellest, milleks neid objekte kasutatakse.

Néiteks permutatsioone on voimalik jirjestada nii, et iga jargmine on
saadav eelmisest kahe korvutioleva elemendi vahetamise teel, jarjendeid aga
nii, et iga jargmine erineb eelmisest ainult iihes positsioonis iihe vorra.

Leksikograafiline Minimaalse muutuse

(1,2,3) (1,2,3)
(1,3,2) (1,3,2)
(2,1,3) (3,1,2)
(2,3,1) (3,2,1)
(3,1,2) (2,3,1)
(3,2,1) (2,1,3)

Tabel 6.1: Hulga {1, 2,3} permutatsioonide jirjestusi

Leksikograafiline Minimaalse muutuse
(1,1,1) (1,1,1)

NN N N N N
NN NN = ==
DN = = NN
N M DN = N = DN

DO DNNN ==
Hb—‘[\D}\D[\D[\DH
— NN = =N DN
S e e N N N N

— N N
AN AN AN AN AN N

Tabel 6.2: Hulga {1, 2} 3-jarjendite jérjestusi

Edasi tegeleme objektide genereerimisega leksikograafilises jarjekorras.
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6.3.1 Tagurdusmeetod

Viga iildine meetod igasugusteks variantide genereerimiseks on tagurdus-
meetod (ingl backtracking). Selle pohiideed illustreerib néide 6.1: tegemist
on rekursiivse algoritmiga, mis saab osaliselt valmis genereeritud variandi
(parameeter v), leiab koik voimalikud sammud selle tdiendamiseks (loetelu
wy kuni w,) ja proovib jitkata genereerimist iga voimaliku tdiendatud va-
riandiga (abimuutuja v’). Kui mdni tdiendatud variantidest osutub téielikuks
(tingimus real 1), kasutame selle dra (néiteks viljastame) ja jitkame uute va-
riantide genereerimist.

Tagurdusmeetodi kasutamiseks tuleb selle esimesel viljakutsel (kas pohi-
programmist voi monest teisest alamprogrammist) anda kaasa seeme (ingl
seed) — lahtepunkt, millest koigi teiste konstrueerimist alustada. Tavaliselt
on seemneks mingis mottes tiihi variant.

Algoritm 6.1 GENREK: Variantide genereerimine rekursiivselt
Sisend: v — osaline variant
Valjund: leiab koik véimalused v tdiendamiseks
1. kui v on tiielik variant
— kasutame v
2. muidu

— vatleme koiki v tdiendamise voimalusi

3. korda w € wy._
4, v e— vt w

— invariant: v’ on suurem osaline variant
5. GENREK(v')

— tagurdus: proovime v jargmist tdiendusvGimalust
6. 18ppkorda
7. 1dppkui

Véga lihtne on tagurdusmeetodil genereerida niiteks jarjendeid (algoritm
6.2): n-jarjendi genereerimisesl on osaliseks variandiks mingi k-jérjend (kus
k < n) ja tdiendamise iiks samm on elemendi ax; lisamine antud k-jérjendi
16ppu.

Nagu jarjendite loendamisel juba mainitud, on selle sammu tegemiseks m
voimalust — uueks elemendiks v6ime ilma piiranguteta valida iikskoik millise
pohihulga elemendi.

Seemneks on tiihi (0-elemendiline) jarjend.
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Algoritm 6.2 JARJREK: Jirjendite genereerimine rekursiivselt
Sisend: a._j on k-jarjend

1. kui k=n

— aj...n, on leitud n-jarjend

[\)

. muidu
3. korda apy; —1...m
— invariant: aq. k41 on (k4 1)-jarjend

4. JARJREK (a1, k1)

ot

18ppkorda
6. 1dppkui

Permutatsioonide genereerimine (algoritm 6.3) erineb jarjendite genereeri-
misest ainult permutatsiooni definitsioonist ldhtuva kitsenduse vorra: ette-
antud k-permutatsiooni I6ppu lisatava elemendi valimisel peame kontrollima,
et see element permutatsioonis eespool juba kasutusel ei ole.

Selle kontrolli tohusaks realiseerimiseks kasutatakse tavaliselt globaalset
massiivi vy, mille element v; néitab, kas pohihulga element 7 on veel vaba.
Siis taandub real 4 oleva tingimuse kontrollimine selle massiivi iihe elemendi
vaartuse uurimisele, kuid selle eest peame enne rekursiivset viljakutset real
5 elemendi a1 jooksva vadrtuse kasutatuks mérkima ja parast rekursioonist
naasmist selle elemendi jille vabastama.

Algoritm 6.3 PERMREK: Permutatsioonide genereerimine rekursiivselt
Sisend: a;._ on k-permutatsioon

1. kui k=n

— a1...n on leitud n-permutatsioon

2. muidu
3. korda agpy1 <—1...m
4. kui apy1 € a1,k
— invariant: a; gy+1 on (k + 1)-permutatsioon
5. PERMREK (a1, g11)
6. 16ppkui
7. 16ppkorda
8. 1dppkui
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Kombinatsioonide genereerimisel (algoritm 6.4) on kasulik uusi elemente kom-
binatsiooni lisada kasvavas jirjekorras — nii on lihtne hoiduda sama elemendi
korduvast lisamisest ja on vilistatud ka samade elementide iimberjérjestuste
eksikombel erinevateks kombinatsioonideks lugemine.

Algoritm 6.4 KOMBREK: Kombinatsioonide genereerimine rekursiivselt
Sisend: a; j; on k-kombinatsioon
Abimuutujad: * — vihim vaba element

1. kui k=n

— a1, on leitud n-kombinatsioon

13ppkui
korda apy1 «<—x...m
— invariant: ai_ g1 on (k + 1)-kombinatsioon
9. KOMBREK(a1. g+1)
10. 1dppkorda
11. 18ppkui

6.3.2 Iteratsioonimeetod

Teine iildisem voimalus on genereerida objekte iterativselt.

[teratiivse generaatori struktuur on toodud néites 6.5: kdigepealt luuakse
esimene otsitav objekt vahetult ja edasi leitakse igal sammul jooksva objekti
pohjal jargmine.

Algoritm 6.5 GENITE: Variantide genereerimine iteratiivselt

Abimuutujad: v — jooksev variant

1. v «— ESIMENEVARIANT
2. senikui v # ()

— kasutame v

@

v < JARGMINEVARIANT(v)

4. 1dppsenikui
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Nagu iildiselt iteratiivsete generaatorite puhul, nii on ka jirjendite generee-
rimisel pohiline jooksva jarjendi pohjal uue leidmine (algoritm 6.6): suuren-
dada tuleb koige parempoolsemat positsiooni, mille suurendamine on véima-
lik; koik sellest positsioonist paremal pool olevad peavad olema maksimaalse
voimaliku vadrtusega (muidu oleks ju voimalik suurendada mdnda neist) ja
jargmises jarjendis peavad nende vadrtused jille vihimast alustama.
(Sisuliselt on tegemist iihe liitmisega n-kohalisele m-siisteemi arvule. Toe-
néoliselt oleks seda kergem mérgata, kui pohihulk oleks {1...m} asemel

{0...m—1})

Algoritm 6.6 JRGMJARJ
Sisend: a;._, on n-jarjend
Viljund: leksikograafiliselt jairgmine n-jarjend
Abimuutujad: u € {0,1} — jooksev iilekanne
1. u—1
2. korda 71 +—n...1
3. a; — a; +u
4 kui a; > m
5 a; «— 1
6 muidu
7. u<«— 0
8 15ppkui
9. 1dppkorda
10. kui =20
11. tagasta v
12. muidu
13. tagasta ()
14. 18ppkui
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6.4 Otsimine

Uldiselt on otsimis- ja optimeerimisiilesanded kombinatoorikas koige loomin-
gulisemad. Pohiline lahendusmeetod on variantide genereerimine rekursiiv-
selt, kusjuures algoritmi t06 kiirendamiseks piiiitakse voimalikult vara aru
saada, kui parasjagu késilolevat osalist varianti ei ole voimalik koiki iilesande
tingimusi rahuldavaks téielikuks variandiks vilja arendada.

Otsimisiilesande niitena vaatleme iilesannet paigutada N lippu N x N
malelauale nii, et mitte iikski neist poleks iihegi teise tule all.

Esiteks paneme kohe tédhele, et iga lipp peab laual olema eraldi real —
samal real olevad lipud tulistaks iiksteist kindlasti. See aga tdhendab, et me
voime koik potentsiaalsed lahendused mérkida iiles kujul a1y, kus a; néitab
k. real oleva lipu veerunumbrit.

Edasi voime hakata lippude paigutuse variante jérjest labi proovima. Seda
on kasulik teha tagurdusmeetodil, sest nii saame k. lipu paigutamisel kohe
kontrollida, et see ei jdd juba varem laual olevate lippude (1...k — 1) tule
alla ja mitte kulutada aega iilejadnud lippude (k + 1...N) paigutamisele,
kuna seisu muudab kolbmatuks ka iiksainus tule alla jadnud lipp. Lahenduse
tookiiruse seisukohalt on oluline, kuidas me hoiame infot tule all olevate
valjade kohta.

Uks voimalus on seda infot eraldi iildse mitte hoida ja vorrelda iga uue lipu
paigutamisel selle asukohta laual koigi varem paigutatud lippude omadega
— iga lipu korral tuleb kontrollida, kas uus on temaga samas veerus voi
samal diagonaalil, seega kulutame k. lipu iga positsiooni kontrollimiseks O(k)
operatsiooni.

Teine voimalus on iga lipu lauale paigutamisel markida dra koik véljad,
mida see lipp tule all hoiab. Siis on kiill voimalik uuele lipule koha valimisel
selle koha kolblikkuse voi kolbmatuse iile véga kiiresti otsustada, aga lipu
lauale paigutamine ja selle sealt eemaldamine muutuvad ebaefektiivseks —
N x N laual voib lipp tulistada maksimaalselt 4 - N — 3 vilja.

KGige parema lahenduse saame, pannes tahele, et laual voib olla iilimalt
iiks lipp igas veerus ning igal tousval ja igal langeval diagonaalil. Jddb veel
leida efektiivne viis neid kolme liiki objekte hoivatuks ja vabastatuks mérkida
(nagu pohihulga elementide haldamisel permutatsioonide genereerimisel).

Veergude haldamine on muidugi lihtne — selleks voime kasutada massiivi
v1..n- Aga osutub, et ka diagonaalidega pole palju rohkem muret. Nimelt on
igal tousval diagonaalil rea- ja veerunumbri vahe iihe diagonaali piires sama
ja erinevatel diagonaalidel erinev — seega voib nende olekute hoidmiseks
kasutada massiivi td;_y. ny_1. Langeva diagonaali identifitseerimiseks sobib
rea- ja veerunumbri summa — seega voib nende olekute hoidmiseks kasutada
massiivi lds_ o.n.
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Algoritm 6.7 LipuD: Lippude paigutamine malelauale
Sisend: r — rida, millele lippu paigutame

1. kui r>n

— on leitud n lipu paigutus

2. muidu

3. korda z «—1...N

4. kui v, = vaba A td,_, = vaba A tly4, = vaba
— invariant: positsioon (r,z) on vaba
Vg «— kinni; td,_; «— kinni; tdy, — kinng
LipuD(r + 1)

vz «— vaba; td,_, «— vaba; td,4, «— vaba

® N> o

13ppkui
9. 18ppkorda
10. 13ppkui

Optimeerimisiilesannete puhul on sageli kasulik hoida eraldi infot parima
seni leitud lahenduse kohta ja hinnata iga variandi to6tlemisel, kas on iildse
voimalik, et selle edasiarendamisel voiks saada parema lahenduse. Kui see
pole voimalik, pole ka motet seda varianti edasi t6odelda.
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Ulesanded

Ulesanne 6.1 Kui palju on standardses 52-kaardilises pakis (kaks punast ja
kaks musta masti, igas mastis 9 numbri- ja 4 pildilehte) kaarte, mis on:

(a) punased?

(b) numbrid?

(¢) punased ja numbrid?

(d) punased ja mitte numbrid?

(e) punased vdi numbrid?

(f) punased voi numbrid, kuid mitte maolemat korraga?

Vastata ilma kaarte vahetult loendamata. Pohjendada koiki oma vastuseid.

Ulesanne 6.2 Tavalist 6-tahulist tiringut visatakse viis korda. Mitmel eri-
neval viisil on voimalik saada viie viske summas paarisarv silmi? Pohjendada
oma vastust.

Ulesanne 6.3 Kirjutada iteratitvne programm m-hulga m-permutatsioonide
genereerimiseks leksikograafilises jarjekorras.

Ulesanne 6.4 Kirjutada iteratiiune programm m-hulga n-kombinatsioonide
genereerimiseks leksikograafilises jarjekorras.

Ulesanne 6.5 Pohihulga M = {1,...,m} korratuseks (ingl derangement)
nimetatakse m-permutatsiooni P = (p1,p2, ..., pm), milles tkski element ei
asu “oma oigel kohal”, s.t. Yi € M : p; # 1. Toestada korratuste arvude
D(m) vorrand D(m) = (m —1) - (D(m — 1) + D(m — 2)). Mddrata vajalikud

adretingimused ja kirjutada programm korratuste loendamiseks.

Ulesanne 6.6 Kirjutada rekursiivne programm korratuste genereerimiseks
leksikograafilises jarjekorras.

Ulesanne 6.7 Kirjutada iteratiivne programm korratuste genereerimiseks lek-
sikograafilises jarjekorras.

Ulesanne 6.8 Kirjutada programm, mis paigutab N X N lauale maksimaalse
hulga maleratsusid nii, et matte ikski neist poleks tihegi teise tule all.
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Kiéesolevas peatiikis tutvume andmestruktuuri moistega ning vaatleme
tahtsamaid lineaarseid andmestruktuure ja nendega seotud algoritme.

7.1 Andmestruktuuri moiste

Andmestruktuur (ingl data structure) on vahend suure hulga (tavaliselt
samatiiiibiliste) andmete hoidmiseks ja neile efektiivse juurdepéisu korral-
damiseks.

Kaesolevas peatiikis vaadeldavaid struktuure iihendab asjaolu, et nende
sisu saab esitada lineaarse elementide loendina. Seetottu kasutataksegi nende
struktuuride kohta iihist nimetajat “lineaarne”.

7.2 Madalama taseme struktuurid

Esimeste struktuuridena votame vaatluse alla massiivi ja lihtahela. Neid v6ib
pidada madalama taseme struktuurideks, kuna neid kasutatakse sageli abi-
vahendina keerulisemate ja abstraktsemate struktuuride realiseerimisel.

Muidugi ei maksa sellest jareldada, et pole rakendusi, kus just massiiv
voi lihtahel ongi sobivaimad struktuurid. Neid on piisavalt.

7.2.1 Massiiv

Nagu juba varem mérgitud, on massiiv tihetiiiibiliste elementide kogum, kus
iga elementi identifitseerib téisarvuline indeks (mitmemdotmelise massiivi
korral vastavalt iiks indeks iga mdotme kohta).

Massiivi kui andmestruktuuri iseloomustavad jargmised omadused:

e Massiivi suurus on tavaliselt fikseeritud. Keeltes, kus massiivi suurust
parast massiivi loomist iildse muuta saab, on see iisna ajamahukas ope-
ratsioon (oluliselt ei peta ettekujutus, et selleks tehakse uus massiiv,
kopeeritakse vana massiivi koik elemendid uude timber ja kustutatakse
vana massiiv mélust dra). Paljudes keeltes pole massiivi suuruse muut-
mine parast selle loomist enam voimalik.

Kui on siiski vaja massiivi omadustega andmestruktuuri, mille elemen-
tide arv pole kohe teada, on iiks vGimalus luua maksimaalse vaja minna
voiva suurusega massiiv ja pidada eraldi muutuja abil arvet selle iile,
kui suur osa massiivist tegelikult kasutusel on.

e Massiivi elemendi leidmine tema indeksi jérgi on kiire operatsioon ja
selleks tehtava t660 maht ei soltu massiivi suurusest. Selle operatsiooni
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ajakulu soltub tavaliselt massiivi mootmete arvust, aga on igal juhul
tiithine vorreldes koigi keerulisemate struktuuridega.

e Massiivi elemendi véértuse véljavahetamine (massiivi elemendile uue
vaartuse omistamine) on tavaline omistamistehe ja selleks tehtava t66
maht (kui element on indeksi jargi juba leitud) ei s6ltu massiivi suuru-
sest ega selle mootmete arvust.

e Vaadeldes muutuva suurusega massiive, on voimalik rddkida ka massiivi
elementide lisamisest ja eemaldamisest.

Kui kéigi olemasolevate elementide jarjekord peab siilima, on massii-
vist elemendi eemaldamine vGi uue lisamine iisna kallis operatsioon.
Elemendi lisamisel tuleb uuele elemendile teiste vahele ruumi tegemi-
seks koiki temast tahapoole jadvaid elemente nihutada iihe koha vorra
massiivi [opu suunas (joonis 7.1 (a)). Olemasoleva elemendi eemaldami-
sel tekkinud tiithimiku taitmiseks tuleb koiki temast tahapoole jadvaid
elemente nihutada massiivi alguse suunas (joonis 7.1 (b)). Nagu jooni-
selt ndha, on n-elemendilise massiivi 7. elemendi lisamisel voi eemalda-
misel selleks tehtava t66 maht O(n — ).

n-i+1 n-i n-i-1 ... 2 1 0
NCNCNCNC NN

@ o | o [ o Jow | o Jor [ o | ]
0 1 2 ... il n-i
NN NN

o @ [ o [ @ Jan | o Jor | @]
1 0

O @ [ o [ & Jan [ o [ | @ | o]
0 1

(d) ’ ay | .. | a; | i1 | . | Ap—1 | an, ‘

Joonis 7.1: Elemendi massiivi lisamine ja massiivist eemaldamine

Kui olemasolevate elementide jarjekorra sailimine pole oluline, saab nii
uue elemendi antud positsioonile lisamise kui ka elemendi eemaldamise
realiseerida konstantse t66mahuga (joonis 7.1 (c) ja (d)).
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Kui indeksi jargi elemendi leidmine on massiivis viga efektiivne standard-
operatsioon, siis elemendi jargi indeksi leidmine (ehk antud véértuse otsimi-
ne massiivi elementide hulgast) pole iildiselt kumbagi: iildjuhul ei saa seda
teha efektiivselt ja seetottu pole see operatsioon sageli ka programmikeele
standardvahendite hulgas.

[lma massiivi elementidele tidiendavaid tingimusi kehtestamata on ainus
voimalus antud vadrtuse leidmiseks (voi veendumiseks, et seda vairtust mas-
siivi elementide hulgas tildse ei leidu) kdik massiivi elemendid jarjest 1dbi
vaadata. Sellist meetodit nimetatakse lineaarseks otsinguks (ingl linear
search).

Algoritm 7.1 LINOTSV: Lineaarne otsing massiivis
Sisend: a1, — antud massiiv; x — otsitav vaartus
Viljund: tagastab leitud elemendi indeksi, voi n 4 1, kui « massiivis ei esine
Abimuutujad: ¢ € N — uuritava elemendi indeks
1. korda i+ 1...n
— invariant: aq_ ;_1 otsitavat vaartust ei sisalda
2. kui a; ==

— otsitav vaartus leitud, tagastame selle indeksi

3. tagasta ¢
4. 158ppkui
5. ldppkorda

— vahetingimus: a;_,, otsitavat vaartust ei sisalda

6. tagasta n+1

Muidugi pole raske néha, et selle algoritmi keerukus on parimal juhul ©(1)
(kui otsitav vadrtus on aq) ja halvimal juhul ©(n) (kui otsitav véirtus on a,
vOi ei esine massiivis iildse).

Veidi keerukam on hinnata keskmist keerukust. Selleks peame koigepealt
tegema mingi eelduse erinevate vaértuste jaotumise kohta massiivis. Muude
andmete puudumisel on koige loomulikum eeldada, et otsitav vaartus voib
vordse toendosusega asuda iikskoik millises massiivi elemendis.

Seega, toendosusega 1/n leiame otsitava viédrtuse elemendist a; juba pérast
1. vordlust, tdendosusega 1/n elemendist as parast 2. vordlust, . . . , tdendosusega
1/n elemendist a,, pérast n. vordlust. Selle eelduse kohaselt kulub M otsingu
peale kokku

M M M M Mn(n+1 n+1
—1l+—24+...+—mn=—14+2+...4n)=— ( ):M
n n n n n 2 2
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vordlust, mis annab iihe otsingu keerukuseks keskmiselt

n+1_
=

O(n).

Jarelikult kasvab lineaarseks otsinguks keskmiselt kuluv aeg vordeliselt and-
mete mahuga.

Lineaarse otsingu suur ajakulu on tingitud eeskétt sellest, et iga vordluse
alusel saame edasise vaatluse alt vélja jatta ainult {ihe elemendi — selle, mida
me just otsitava vadrtusega vordlesime.

Kui on teada, et massiiivi elemendid on jirjestatud, saame elemente
korvale heita suuremate gruppidena. (Edasises eeldame, et massiivi elemen-
did on jirjestatud mittekahanevalt: Vi < n : a; < a;11. Muidugi oleks arutelu
sarnane ka vastupidiselt jarjestatud massiivi korral.)

Sellises massiivis saame elemendi a; otsitava vadrtusega vordlemise tu-
lemusest teha jareldusi ka teiste elementide kohta. TGepoolest, kui a, < z,
voime edasise vaatluse alt vilja jatta mitte ainult ax, vaid ka ko6ik a;, kus
i < k, sest iikski neist ei saa olla suurem kui a; (joonis 7.2, vasakpoolne
looksulg). Analoogiliselt, kui a;, > z, voime edasise vaatluse alt vélja jatta
ka koik a;, kus i > k (joonis 7.2, parempoolne looksulg).

<ap >ay
—_—— —_—~
a1 <...<ap1 S ag < app1 <...<an

Joonis 7.2: Kahendotsimise pohiidee

Niiiid jaab veel valida k£ vadrtus, mis annaks maksimaalse v6idu. Osutub, et
kasulik on igal sammul valida veel vaatluse all olevatest elementidest keskmi-
ne — sellisel juhul saame iga vordluse jarel heita kérvale pooled elemendid.
Seda algoritmi nimetatakse kahendotsinguks (ingl binary search).

Kahendotsingu ajalise keerukuse hindamiseks voime selle sonastada re-
kursiivselt: igal sammul jitame konstantse ajaga operatsiooni (iithe vordlus-
tehte) pohjal vaatluse alt vélja pooled andmed ja jitkame sama algoritmi
abil otsimist iilejadnud poolest. Selline sdnastus annab kahendotsingu ajaku-
lu hinnanguks rekurrentse vorrandi

T(n) =06(1) +T(n/2),
millest (eelmises peatiikis toodud tabeli pohjal) saame

T(n) = O(logn).
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See tulemus néitab kiill, et kahendotsing on lineaarsest oluliselt efektiivsem,
kuid ei selgita, miks on kasulik just keskmine element valida.

Asi on selles, et mone muu elemendi valimisel parandame ajahinnangut
parima voimaliku juhu jaoks (nditeks, valides massiivi alguse poole jiiva
elemendi, saame a; > x korral korvale heita rohkem kui pooled elemendid),
aga samal ajal halvendame seda halvima véimaliku juhu jaoks (tulemuse
a < x korral saame korvale heita vihem elemente). Samas, jagades massiivi
ebavordse pikkusega osadeks, on suurem téendosus, et otsitav element jadb
suuremasse poolde — mis aga on meie algoritmi seisukohalt halvem voimalus.

Massiivi jagamisel vordseteks osadeks on seega kaks kasulikku omadust:
see vahendab esiteks halvema voimaluse toendosust ja teiseks ka halvema
voimaluse halbust (t0si kiill, seda viimast parema vdimaluse headuse arvelt).

Muide, massiivi ebavordse jagamise ddrmuslikul juhul — kui valime alati
koige vasakpoolsema elemendi — jouame tagasi lineaarse otsingu juurde.

Enne algoritmi detailset koostamist on kasulik moelda ka, mida peaks
tegema, kui otsitav vidrtus esineb massiivis korduvalt, ja mida siis, kui se-
da massiivis iildse pole. Jirgnev algoritm lahendab need kiisimused nii: ta
leiab otsitava véartuse vasakpoolseima voimaliku pistekoha (ingl insertion
point) — see tihendab vasakpoolseima koha, kuhu me voiks selle viirtuse
massiivi olemasolevate elementide vahele pista nii, et tulemuseks oleks ikkagi
jarjestatud massiiv.

Algoritm 7.2 KAHOTSV: Kahendotsing massiivis
Sisend: ay._,, — antud massiiv, Vi < n: a; < a;41;  — otsitav vadrtus
Viljund: tagastab x vasakpoolseima pistekoha
Abimuutujad: v,p € N — uuritava 18igu otspunktid;
k € N — 16igu keskpunkt

l.v—=1;p—v+n

N

senikui v <p
— invariant: otsitav pistekoht on v...p
ko [w+p)/2)
kui ap <
ve—k+1
muidu
p—k
13ppkui

© 0N oW

1dppsenikui
— vahetingimus: otsitav pistekoht on v...pjav=p
10. tagasta v

Véirib mérkimist, et algoritmi real 3 on oluline timardada allapoole. (Miks?
M@aelge, mis juhtuks iilespoole iimardades, kui z > a,.)
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7.2.2 Maluhaldus

Enne jirgmise struktuuri — lihtahela — juurde asumist peame korraks poor-
duma tagasi juba késitletud teema juurde ja uurima diinaamiliste muutujate
loomise ja kasutamise tehnikaid.

Nagu juba varem 6eldud, luuakse diinaamiline muutuja programmi t66
ajal vastava késu peale. Kuna sellist muutujat ei deklareerita programmi kir-
jutamise ajal, pole sellel ka nime, vaid ainult aadress. Selleks, et neid muu-
tujaid oleks siiski voimalik kasutada, on olemas spetsiaalsed andmetiiiibid
aadresside hoidmiseks, mida nimetatakse viidatiiiibiks (ingl pointer) voi
viitetiiiibiks (ingl reference).

Viida- v0i viitetiilipi muutuja on iildiselt muutuja nagu iga teinegi, ai-
nult tema vadrtus on miluaadress ja pohiline operatsioon selle aadressi jérgi
vastava mélupesa poole po6érdumine.

Oletame, et meil on programmis tdisarvmuutuja a ja viitmuutuja v. Prog-
rammi kdivitamisel eraldatakse kummalegi neist {iks malupesa, mille sisuks
on iildiselt mingi juhuslik véértus (joonis 7.3 (a)). “Tavalisele” muutujale
vadrtuse omistamisega oleme me juba tuttavad, néiteks

a<+— 3

salvestatab muutuja a mélupessa védrtuse 3 (joonis 7.3 (b), iileval).

Kuna viitmuutuja vaartus on aadress, siis on viitmuutujaga seotud kaks
voimalikku vasakvadrtust: esiteks viitmuutuja enda aadress (tema vadrtuse
hoidmiseks kasutatava mélupesa number) ja teiseks tema vadrtus (aadress,
mille hoidmiseks seda muutujat kasutatakse). Seega on viitmuutujale omista-
misel vaja eristada, kumba kahest voimalikust vasakvadrtusest me kasutame.

Enamasti tdhendab tavaline omistamine viitmuutuja vairtuseks uue aad-
ressi madramist, niiteks

Vv« tee-uus 7Z

eraldab taisarvu hoidmiseks sobiva mélupesa (tee-uus Z) ja salvestatab sel-
le milupesa aadressi muutujasse v (joonis 7.3 (b), all). Kuna uuel muutujal
ei ole nime, on seda voimalik kasutada ainult tema aadressi kaudu. Selleks
on viitmuutujale omistamisel tavaliselt olemas eriline siintaks, mis néitab, et
me soovime salvestada uut vadrtust mitte muutuja enda mélupessa (joonisel
tahistatud “v:”), vaid tema poolt viidatavasse mélupessa (joonisel téhistatud
“?7:7). Niiteks

[v] <3

salvestatab v poolt viidatavasse mélupessa véértuse 3 (joonis 7.3 (c)).
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Vahel on kasulik viitmuutujasse salvestada ka mone “tavalise” muutuja
aadress. Selle voimaldamiseks on paljudes keeltes olemas spetsiaalne operat-
sioon mistahes muutuja méiluaadressi leidmiseks. Naiteks

G ]

salvestatab muutuja a aadressi muutuja v mélupessa (joonis 7.3 (d)).

al3]  a T> a: T>
3]

3
vi| ? v — v — v
?

E)NEINE

Joonis 7.3: Arv- ja viitmuutuja

Viitmuutujate kasutamisel peab silmas pidama, et me ei kaotaks dra ainukest
voimalust oma diinaamilise muutuja poole poérdumiseks. Niiteks eelpool
vaadeldud omistamistest koosneva programmildigu

— vahetingimus: joonis 7.3 (a)
a <3

v < tee-uus 7Z

— vahetingimus: joonis 7.3 (b)
[v] < 3

— vahetingimus: joonis 7.3 (c)
v Jaf

— vahetingimus: joonis 7.3 (d)

taitmise jarel on meil mélus diinaamiliselt loodud tdisarvmuutuja, mille poole
me ei saa poorduda, sest meil pole kuskil alles selle muutuja aadressi. Samas
on see méilu hoivatud ja silisteem ei saa seda kasutada ka muude andmete
hoidmiseks. Tegemist on sageli esineva programmiveaga, mida nimetatakse
mélulekkeks (ingl memory leak).

Malulekete viltimiseks kasutatakse paljudes korgkeeltes prahikoristust
(ingl garbage collection) — siisteem kustutab automaatselt koik diinaamilised
muutujad, millele ei osuta enam iikski viit.

Keeltes, kus prahikoristust ei ole, tuleb mittevajalikud diinaamilised muu-
tujad kustutada spetsiaalse kdsu abil. Niiteks programmilik
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— vahetingimus: joonis 7.3 (a)
a<+ 3

v < tee-uus Z

— vahetingimus: joonis 7.3 (b)
[v] < 3

— vahetingimus: joonis 7.3 (c)
kustuta v

v Jaf

— vahetingimus: joonis 7.3 (e)

mélu ei lekita, kuna diinaamiline muutuja kustutatakse mélust enne selle
aadressi “unustamist”.
Muutujate mélust kustutamisel kehtivad jargmised reeglid:

e Kustutada tohib ainult diinaamilisi muutujaid. Selle reegli vastu on ker-
ge eksida, kui programmis kasutatakse viitu, mis osutavad staatilistele
vOi automaatsetele muutujatele.

e Iga muutuja tuleb kustutada téapselt iiks kord. Eelpool juba oli niide
maélulekke kohta, mis tekib, kui diinaamilist muutujat tldse ei kustu-
tata. Muutuja korduv kustutamine on isegi raskem viga, sest voib aja-
da segadusse silisteemi arvepidamise vaba ja kasutatud maélu iile. Selle
reegli vastu on kerge eksida, kui iihele muutujale osutab mitu viita.

e Kustutatud muutujat enam kasutada ei tohi. Ka selle reegli vastu on
eriti kerge eksida, kui iihele muutujale osutab mitu viita.

Mitut viita, mis osutavad samale muutujale, nimetatakse teisikuteks (ingl
alias). Teisikviitade ja nendega seotud probleemide illustratsiooniks vaatleme
joonist 7.4 ja paneme programmildigu

— vahetingimus: joonis 7.4 (a)
v < tee-uus Z

[v] < 3

— vahetingimus: joonis 7.4 (b)
w <«— v

[w] <5

— vahetingimus: joonis 7.4 (c)
kustuta v

— vahetingimus: joonis 7.4 (d)

kohta tahele jargmist:
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e Omistamine [w] « ... muudab lisaks [w] véirtusele ka [v] véértust.
See on muidugi ootuspérane, arvestades, et [w] ja [v] on tegelikult iiks
muutuja. Kiill aga tuleb see iillatusena, kui programmeerija ei mérka,
et v ja w on teisikud.

e Samal pohjusel ei tarvitse parast diinaamilise muutuja kustutamist v
kaudu olla ilmne, et kadunud on ka w poolt viidatav muutuja. Kui
siisteem pole vabanenud maéluosa millegi muu jaoks kasutusele votnud,
voib Jw] kasutamine pérast muutuja kustutamist isegi onneks minna.
See on eriti ohtlik, sest sellisel juhul v6ib viga programmi testimisel
mérkamata jidda ja avalduda alles selle reaalsel kasutamisel.

e Paljudes keeltes pole eelmise vea tegemiseks teisikuid vajagi, sest ka v
sdilitab oma vadrtuse ja ka selle kaudu on voimalik piiiida kustutatud
muutuja poole podrduda. Tagajirjed on muidugi samad, ainus erinevus
on selles, et niisugust viga on kergem mérgata (ja seega tegemata jitta).
Ka aitab vea seda juhtu dra hoida muutujale v tiihiviida omistamine
kohe pérast kdsku kustuta wv.

Tiihiviit on spetsiaalne viidatiiiipi vaartus, millele ei vasta reaalset
méluaadressi. Enamikus siisteemides toob iga katse tiihiviida poolt
osutatava mélupesa poole péorduda kaasa veaolukorra, mistottu see ei
jia programmi testimisel markamata. Tiihiviita tdhistatakse erinevates
keeltes erinevalt!, meie kasutame edaspidi siimbolit L.

(a) (b) (©) (d)

1

. . — 1
_ I 1)
715 715 24

Joonis 7.4: Teisikviidad

w:| ? w:| ? wi| — w:
3

Muidugi oleks koiki neid vigu voimalik viltida, kui siisteem kontrolliks iga
kustutamiskésu juures vabastatava aadressi olekut ja nulliks koik sellele muu-
tujale osutavad viidad. Paraku oleks see viga ressursikulukas, mistottu seda
ei tehta. Seega peab programmeerija ise hoolikas olema.

!Niiteks Pascalis nil, Visual Basicus Nothing, C’s NULL, C++’s 0, Javas null.
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7.2.3 Ahel

Nagu lubatud, vaatleme jargmise andmestruktuurina lihtahelat.

Lihtahel (ingl singly linked list) koosneb elementidest, millest igaiihes
on lisaks rakenduse seisukohalt vajalikele andmetele ka jargmise elemendi
aadress. Nii on ahela to6tlemisel voimalik liikuda esimeselt elemendilt teisele,
teiselt kolmandale ja nii edasi kuni ahela 1opuni. Ahela viimases elemendis
on tiihiviit, mis annabki mérku ahela Iopust.

Tavaliselt kasutatakse ahela hoidmiseks viita selle esimesele elemendile.
Rohkem pole vaja, sest esimeselt elemendilt saame liikuda koigi teisteni.

Ahelat kui andmestruktuuri iseloomustavad jargmised omadused:

e Ahela pikkus ei ole fikseeritud. See voimaldab ahela abil realiseerida
muutuva suurusega andmestruktuure ka keeltes, kus massiivi pikkus
tuleb méadrata juba programmi kirjutamise ajal.

e Ahela elemendi leidmine tema indeksi jargi on iisna kulukas. Uldjuhul
tuleb selleks alustada ahela algusest ja liikuda vastav arv kordi iihelt
elemendilt teisele. Seega on i. elemendi leidmise ajakulu ©(7).

e Ahela elemendi vadrtuse véljavahetamine (ahela elemendi andmeviljale
uue vadrtuse omistamine) on tavaline omistamistehe ja selleks tehtava
t66 maht (kui element on juba leitud) ei soltu ei ahela pikkusest ega
elemendi positsioonist ahelas.

e Uue elemendi lisamine ahelasse on iildiselt efektiivne operatsioon. Kui
meil on olemas lisamispositsioonile eelneva elemendi aadress, kulub li-
samiseks ainult kaks viitmuutuja omistamist (joonis 7.5).

Joonis 7.5: Elemendi lisamine ahelasse

Tépselt sama efektiivne on iihe elemendi asemel terve teise ahela lisa-
mine ahelasse, kui meil on (lisaks lisamispositsioonile eelneva elemendi
aadressile) olemas lisatava ahela esimese ja viimase elemendi aadressid.
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e Ahelast elemendi eemaldamine on tildiselt efektiivne operatsioon. Kui
meil on olemas eemaldatavale elemendile eelneva elemendi aadress, ku-
lub eemaldamiseks ainult iiks viitmuutuja omistamine (joonis 7.6).

o

R i IR
oL X0 N

Joonis 7.6: Elemendi eemaldamine ahelast

Sama efektiivne on iihe elemendi asemel terve 16igu eemaldamine ahe-
last, kui meil on (lisaks eemaldamispositsioonile eelneva elemendi aad-
ressile) olemas eemaldatava 16igu viimase elemendi aadress.

Muidugi tuleb molemal juhul arvestada lisaks ka eemaldatud elemen-
tide mélust kustutamisega.

Nagu eelnevast niha, on ahela kasutamisel sageli vaja jooksvale elemen-
dile eelneva elemendi aadressi. See tekitab raskusi ahela esimese elemendi
tootlemisel, sest sellele eelnev element puudub.

Tihti on mugavaim lahendus lisada ahela algusse fiktiivne element, mille
andmeviljad on tiihjad ja mille ainus iilesanne on olla esimesele tegelikule
elemendile eelnev element. Sellist ahelat nimetatakse paisega lihtahelaks
ja lisatud elementi pdiseelemendiks ehk paiseks (ingl header).

Teine komplikatsioon lihtahela kasutamisel on, et antud elemendile eel-
neva elemendi leidmine on iisna kulukas operatsioon. Uldjuhul tuleb selleks
alustada ahela algusest ja liikuda edasi, kuni jouame otsitava elemendini.

Paljudes algoritmides on voimalik ahela ldbimiseks kasutada kaht muu-
tujat, millest {iks osutab eelmisele ja teine jooksvale elemendile. Sellist paari
nimetatakse tandemiks.

Kui algoritmi pole siiski voimalik (v6i efektiivne) iiles ehitada tandemile,
voib lihtahela asemel kasutada topeltahelat (ingl doubly linked list), mil-
le igas elemendis on lisaks andmeviljadele kaks viita: iiks eelmisele, teine
jargmisele elemendile.

Topeltahela peamine halvemus lihtahelaga vorreldes on keerukam vii-
tade siisteem ja sellest tulenevalt ka keerukamad lisamis- ja eemaldamis-
operatsioonid. Muidugi v6ib ka topeltahelast teha péisega variandi.
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Kuna koigis neis ahelates on indeksi jargi elemendi leidmine ikkagi kulu-
kas, on vadrtuse jirgi elemendi leidmiseks moeldav ainult lineaarne otsimine.
Ahelas, erinevalt massiivist, oleks kahendotsimine lineaarsest aeglasem.

7.3 Jarjestamine

Massiiv ja ahel on esitatavad elementide loendina ja sellest tekib tihti va-
jadus loetleda nende elemente nende vaartuste jiarjekorras. Andmeid voib
jirjestada (ingl order) ehk sortida (ingl sort) paljude erinevate algoritmi-
de abil.

Korduslausete peatiikis vaatlesime iihe néitealgoritmina pistemeetodit
(ingl insertion sort):

Algoritm 7.3 PISTESORT

Sisend: a; ,, — toodeldav massiiv

Viljund: a;._, — vidrtused vahetatud nii, et Vi <n:a; < a;44
Abimuutujad: 7, j

1. korda 1« 1...n

— invariant: a1 < ao < ... < a;_1

2. J—1
3. senikui 7 >1
— invariant: a; < a;11 < ... <a
4. kui aj 1 > q;
5. aj,1 g aj
6. j—j—1
7. muidu
8. j«—1
9. 16ppkui

10. 1dppsenikui
11. 13ppkorda

Olles vahepeal ldbinud keerukuse peatiiki voime niiiid hinnata ka selle algo-
ritmi efektiivsust. Selleks paneme téhele, et sisemise korduslause kehaks on
meil tingimuslause, milles on iiks vordlemine ja (sdltuvalt vordluse tulemu-
sest) iiks v6i neli omistamist. Igal juhul on selle korduse keha tiitmiseks kuluv
aega tokestatud mingi massiivi suurusest soltumatu konstandiga. Seega on
sisemise korduse keha keerukus ©(1).

Seda kordust vdidakse ldbida minimaalselt 1 kord (kui a; on a ; hul-
gas maksimaalne) ja maksimaalselt ¢ korda (kui a; on a;_; hulgas vihim).
Kui massiiv on alguses jarjestatud juhuslikult, voiks eeldada, et elemendi a;
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16pliku asukohana on vordtoendolised koik ¢ erinevat positsiooni, mis annab
sisemise korduse tditmiste keskmiseks arvuks i/2.

Vilimist kordust ldbitakse tdpselt n korda, mis annab kogu algoritmi
keerukuseks parimal, halvimal ja keskmisel juhul vastvalt

n

Tasln) = Yoi00) =" o) = o),
T(n) = Z%@(UZW@(U:@(#).

Pistemeetodit on voimalik kohandada lihtahela sortimiseks. Kuna lihtahelas
on voimalik litkuda ainult iihes suunas, tuleb sel juhul ka sisemises korduses
lilkkuda ahela alguse poolt 16pu poole. See muudab kiill algoritmi vahetingi-
musi, kuid mitte selle efektiivsust.

Korduslausete peatiikist on tuttav ka teine suhteliselt lihtne sortimis-
algoritm, valikumeetod (ingl selection sort):

Algoritm 7.4 VALIKUSORT

Sisend: a; ,, — toodeldav massiiv

Viljund: ay_, — vadrtused vahetatud nii, et Vi <n:a; < a;44
Abimuutujad: i, 7, k

1. korda 1 +—1...n
— invariant: a1 < as < ... <a;_1
— invariant: Vj > i :a; > a;—1

2. k1

3. korda j«—i+1...n

— invariant: a; = min(a;.. ;—1)

4. kui a; < ag
5. k—j
6. 16ppkui

— vahetingimus: a; = min(a;.. ;)
7. 16ppkorda
— vahetingimus: a; = min(a;. )
8. a; < ag
— vahetingimus: Vj > i:a; > a;
— vahetingimus: a1 < a2 < ... < gy

9. 1dppkorda
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Ajalise keerukuse hindamine on seekord isegi lihtsam kui pistemeetodi puhul:
sisemise korduse keha on ©O(1); sisemist kordust ldbitakse n — i korda ja
valimist n korda, mis kokku annab selle meetodi keerukuseks igal juhul

n

T(n) = Z(n—i)@(l)
= (n®—

n(n —1)
2

n(n+1)

S—6(1) = O(n?).

o) =
Valikumeetodi puhul on ©(n?) ainult elementide vordlemiste arv, jirjesta-
tava massiivi elementide omistamiste arv on ©(n), mis voib olla oluline, kui
elemendid on suured kirjed voi kui nende liigutamisega kaasneb mingeid muid
kulutusi (néiteks voivad mingid teised andmestruktuurid hoida elementide
indekseid, mida tuleks elemendi liigutamisel uuendada).

Valikumeetod vajab té6deldavate andmete hulgas ainult {ihesuunalist lii-
kumist (molemad kordused liiguvad andmete alguse poolt 16pu poole), seega
on see peaaegu muutusteta kasutatav ka lihtahela sortimiseks.

Praktikas on massiivide sortimisel iildiselt efektiivseim kiirmeetod (ingl
quicksort). Selle meetodi pohiidee jagada massiiv a;._, kaheks osaks aj._
ja agy1..n nii, et iikski esimese osa element pole suurem iihestki teise osa
elemendist (joonis 7.7, iileval). Pirast seda voime kummagi osa eraldi sortida
ja saamegi tulemuseks korrektselt jarjestatud massiivi.

<min(ag41...n) >max(a1...k)

ay N ar Ak+1 ‘e Ay

<z ? >x

a cee Q5104 ce aj Qj41 - 2%

Joonis 7.7: Kiirmeetodi pohiidee

Jaotamiseks valime mingi massiivis esineva vidrtuse x ning hakkame sellest
vaiksemaid elemente koguma massiivi esimesse ja suuremaid teise poolde
(joonis 7.7, all). Alustame seisust ¢ = 1, j = n ning liigume edasi i < ¢ + 1,
kui a; < x (see tdhendab, kui a; kuulub esimesse poolde) ja j < j — 1, kui
a; > x (kui a; kuulub teise poolde). Kui oleme molemas pooles avastanud ele-
mendi, mis v6iks kuuluda vastaspoolde, vahetame need elemendid omavahel
ja jatkame vordlemist kuni vaatlemata osa a;_; on tiihi.

Kui kasutada kummagi jaotamisel saadud massiiviosa sortimiseks sama
meetodit, on tulemuseks jirgmine rekursiivne algoritm:
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Algoritm 7.5 KIIRSORT

Sisend: a,._, — toodeldav massiiviosa

Viljund: a,. , — vaartused vahetatud nii, et a, < ... < a,
Abimuutujad: i, j, =

1. kui v<p
2. 1V, ] Dp
3. T (i)
4. senikui 7 < j
— invariant: Vi’ <i:ay <z jaVj >j:ay >z
5. senikui a; < x
— invariant: Vi’ <i:ay <z
6. i—1i+1
7. 13ppsenikui
8. senikui aj >
— invariant: V5’ > j:a; > x
9. je—j—1
10. 1dppsenikui
11. kui 1<
12. a; < a;
13. t—i+1;5—7—1
14. 18ppkui
15. 18ppsenikui
16. KIIRSORT(ay.. ;)
17. KIIRSORT(aj41..p)
18. muidu
— iihest elemendist koosnev osa on alati sorditud
19. 18ppkui

128

Kiirmeetodi ajalise keerukuse hindamiseks paneme tihele, et n-elemendilise
massiivi jagamiseks kulub igal juhul ©(n) sammu, millele jargneb kaks re-
kursiivset viljakutset.

Parimal juhul Gnnestub massiiv igal sammul jagada kaheks vordseks osaks.
Siis on kiirmeetodi keerukus

Timin(n) = O(n) + 2T (n/2) = O(nlogn).

Halvimal juhul valime “veelahkmeks” alati kas maksimaalse v6i minimaalse
vadrtusega elemendi ja saame tulemuseks jaotuse 1- ja (n-1)-elemendiliseks
osaks. Siis on kiirmeetodi keerukus

Trnaz(n) = O(n) + Thhax(n — 1) = O(n?).
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Onneks realiseerub halvim stsenaarium iiliharva ja keskmiselt on kiirmeetodi
ajaline keerukus optimistlik 7'(n) = ©(nlogn). Selle tulemuse tdestamine
pole aga sugugi triviaalne ja jadb siinkohal tegemata.

Kuna kiirmeetod vajab kindlasti kahesuunalist litkumist andmete hulgas,
ei sobi ta lihtahela t60tlemiseks. Kiill aga on voimalik seda algoritmi kohan-
dada kasutamiseks topeltahelal.

Lisaks senivaadelduile on olemas veel palju huvitavaid sortimisalgoritme,
millega tasuks kindlasti tutvuda peatiiki 16pus soovitatud raamatute abil.

7.4 Abstraktsemad struktuurid

7.4.1 Magasin

Magasin (ingl stack) ehk pinu on lineaarne andmestruktuur, mis voimal-
dab juurdepddsu oma elementidele kindlas jarjekorras — magasinist elemendi
valjavotmisel saame esimesena selle elemendi, mille me sinna viimasena pa-
nime, jargmisena selle, mille panime eelviimasena jne.

Sellise juurdepéésusiisteemi kohta kasutatakse sageli lithendit LIFO (ingl
last-in-first-out) ja seda voib kujutleda {ihest otsast kinnise toruna (joo-
nis 7.8) — mistahes elemendi kéittesaamiseks peame koigepealt eest dra votma
need, mis on tema ja toru lahtise otsa vahel.

\=
= 000000

Joonis 7.8: Magasini t66pchimdte

Pogusalt puutusime magasini moistega kokku juba alamprogramme kasit-
ledes. Seda meenutades on selge, et alamprogrammide aktiveerimiskirjete
hoidmiseks on koige digem just magasin — kui iiks alamprogramm kutsub
vilja teise ja teine omakorda kolmanda, tahame loomulikult, et kolmanda
alamprogrammi t66 Ioppedes jitkatakse teise alamprogrammi tiditmist ning
esimese juurde poordutakse tagasi alles parast teise 1opetamist.

Kuna LIFO-tiiiipi andmehoidla on kasulik ka mitmetel muudel juhtudel,
tuleb keeltes, kus magasinitiiiipi standardselt olemas ei ole, see realiseerida
mone teise andmestruktuuri abil.

Uks voimalus on kasutada magasini baasina massiivi. See on iisna lihtne:
hoiame magasini elementide arvu muutujas n ja magasini sisu massiivi a ele-
mentides a; kuni a, nii, et a, on kéige uuem element (joonis 7.9). Andmete
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magasini panemisel suurendame n vairtust ja salvestame uued andmed mas-
siivi elementi a,,. Andmete magasinist votmisel tagastame a,, sisu ja seejérel
vihendame n vairtust.

Joonis 7.9: Magasin massiivi baasil

Alternatiiv on kasutada lihtahelat (joonis 7.10). Ka see pole palju keerulisem,
kui hoiame magasini sisu ahelas nii, et uuemad elemendid on ahelas vanema-
test eespool. Andmete magasini panemisel lisame uusi kirjeid ahela algusse,
andmete votmisel tagastame ahela esimese elemendi sisu. Koik lisamise ja
eemaldamise operatsioonid toimuvad alati ahela alguses, mis on juurdepaisu
efektiivsuse seisukohalt parim variant.

R S SN B

Joonis 7.10: Magasin lihtahela baasil

7.4.2 Jarjekord

Teine lihtne, aga kasulik andmestruktuur on jirjekord (ingl queue). Ka
jarjekord voimaldab juurdepidisu oma elementidele kindlas jarjekorras, kuid
erinevalt magasinist tagastab jarjekord esimesena oma vanima elemendi.

Sellise juurdepéadsusiisteemi kohta eldakse FIFO (ingl first-in-first-out)
ja seda voib kujutleda toruna, mille sisu liigub alati iihes suunas (joonisel 7.11
vasakult paremale).

\=
000000 —

Joonis 7.11: Jarjekorra t60pohimote

Jarjekord on kasulik sellistes algoritmides, kus mingi protsess toodab and-
meid ja mingi teine protsess tarbib neid, aga pole garanteeritud, et tarbija
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koige toodetuga piisavalt kiiresti hakkama saab. Viga levinud on sellised “to-
rud” multitegumsiisteemides, aga peagi nieme, et neist voib olla kasu isegi
siis, kui andmete tootja on ise ka nende tarbija.

Ka jarjekorra voib realiseerida massiivi baasil, kuid efektiivse tulemuse
saamine on sel juhul natuke keerulisem. Magasinis toimus andmete lisamine
ja eemaldamine elementide jada samas otsas, jada teine ots “piisis paigal”.
Jéarjekorra puhul see aga nii ei ole. Piiiid hoida jarjekorra elemente alati
massiivi iihes otsas tdhendaks seda, et iiks kahest operatsioonist (lisamine
voi eemaldamine) nduaks koigi elementide nihutamist.

Selle véltmiseks on kasulikum hoida eraldi jarjekorras olevate elementide
arvu n ja esimese elemendi indeksit e. Jarjekorra elemendid on sellisel juhul
massiivi a elementides ae, aey1, ..., Gein_1. Esimene vaba element on a.y,.
Selleks, et indeksid jérjekorra kasutamisel tokestamatult kasvama ei hakkaks,
kasutame massiivi ringpuhvrina, kus massiivi viimasele elemendile jargneb
esimene (joonis 7.12). Selline lahendus vGimaldab realiseerida nii lisamise
kui eemaldamise massiivi suurusest voi jarjekorras olevate elementide arvust
soltumatu viaikese ajakuluga.

Joonis 7.12: Jarjekord massiivi baasil

Vajadus padseda kiiresti ligi jarjekorra molemale otsale komplitseerib ka
selle realiseerimist lihtahela baasil. Siin on lahenduseks hoida eraldi viita
jarjekorda kujutava ahela viimasele elemendile (joonis 7.13). Erinevalt iga-
péaevase elu elavast jarjekorrast, kus inimene jatab meelde tema ees seisja,
on arvutis kasulikum hoida igas elemendis talle jargneva aadressi. Seega on
lihtahela alguses jarjekorra vanim ja I6pus uusim element.

Jarjekorra viimase elemendi eemaldamisel tuleb panna tdhele, et meil on
tegemist teisikviitadega: kuna ainus element on ahelas iiheaegselt nii esimene
kui ka viimane, osutavad molemad viidad talle ja elemendi eemaldamisel
tuleks ka molemad nullida.

i

Joonis 7.13: Jarjekord lihtahela baasil
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Ulesanded

Ulesanne 7.1 Kui otsitav vidrtus esineb massiivi elementide hulgas kordu-
valt, leiab LINOTSV selle vasakpoolseima (vihima indeksiga) esinemiskoha.
Kirjutada TINOTSP, mis leiab otsitava vddrtuse parempoolseima (suurima
indeksiga) esinemiskoha. Tuua vilja selle korduse invariant.

Ulesanne 7.2 KAHOTSV leiab antud vidrtuse jaoks vasakpoolseima voima-
liku pistekoha. Kirjutada KAHOTSP, mis leiab parempoolseima vormaliku
pistekoha. Tuua vilja selle korduse invariant ja pohjendada selle sdilimist
korduse keha tdaitmisel.

Ulesanne 7.3 Realiseerida lihtahela jaoks lineaarse otsimise molemad va-
riandid (nii LINOTSV kui ka LINOTSP analoog).

Ulesanne 7.4 Koostada algoritmid piisega topeltahela elementide lisami-
seks ja eemaldamiseks.

Lisamisoperatsioont parameetrid on lisamispositsioonile eelneva elemends
aadress ja lisatava elemendi aadress. Femaldamisoperatsiooni ainus paramee-
ter on eemaldatava elemendi aadress.

Kontrollida, et maolemad operatsioonid tédtavad oigesti ka ahela esimese
ja vitmase elemendi lisamisel ja eemaldamisel.

Ulesanne 7.5 Realiseerida algoritm PISTESORT lihtahela jaoks.
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Kiesolevas peatiikis jitkame tdhtsamate andmestruktuuride ja nendega
seotud algoritmide uurimist. Seekord votame vaatluse alla objektid, mille
sisemine struktuur on keerulisem kui lihtsalt nende elementide loend, ja mida
seetottu nimetatakse “mittelineaarseteks”.

8.1 Pohilised mittelineaarsed struktuurid

Tahtsaim mittelineaarne andmestruktuur on graaf. Arvutiteaduses on viga
vahe iilesandeid, mis poleks iihel voi teisel moel esitatavad graafitilesannetena.
Graafi tdhtsaim erijuht on puu. Nende kahega jargnevalt tutvumegi.

8.1.1 Graaf

Graaf (ingl graph) on matemaatiline objekt, mis koosneb mingist hulgast
tippudest (ingl vertez) ja neid tippe paarikaupa iithendavatest servadest
(ingl edge). Asjaolu, et graafi G tippude hulk on V ja servade hulk E,
mérgitakse tavaliselt G = (V, E).

Kui graafi tippe u ja v ithendaval serval ei ole suunda méaaratud (seda
serva pidi voib liikuda nii tipust u tippu v kui ka vastupidi), siis nimetatakse
seda orienteerimata ehk suunamata servaks ehk lithemalt lihtsalt servaks ja
tahistatakse e = {u, v}.

Kui aga serval on suund maéaédratud, nimetatakse seda orienteeritud ehk
suunatud servaks ehk kaareks (ingl arc) ja tdhistatakse e = (u,v).

Joonisel kujutatakse graafi tippe tavaliselt punktide, so6oride voi kastikes-
tena. Suunamata servi kujutatakse vastavaid tippe iihendavate joontena ja
suunatud servi nooltena.

Joonis 8.1: Graafide niiteid

Graafi, mille koik servad on suunamata, nimetatakse suunamata graafiks
(ingl undirected graph) ehk lithemalt lihtsalt graafiks. Graafi, mille kaik ser-
vad on suunatud, nimetatakse suunatud graafiks (ingl directed graph).
Graafi, mille osa servi on suunatud ja osa suunamata, nimetatakse sega-
graafiks. Niiteks joonisel 8.1 toodud graafidest on vasakpoolne suunamata,
keskmine suunatud ja parempoolne segagraaf.
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Teeks (ingl path) graafis G = (V, E) nimetatakse “jarjestikuste” serva-
de jada e; = {wg,v1}, ea = {v1, 02}, ..., en = {vn_1,v,}, milles iga serva
16pptipp on talle jargneva serva algustipp.

Ahelaks (ingl chain) nimetatakse teed, mis ei 1dbi iihtki serva korduvalt
ja lihtahelaks (ingl simple chain) ahelat, mis ei ldbi korduvalt iihtki tippu.
Tsiikliks (ingl cycle) nimetatakse ahelat ja lihttsiikliks (ingl simple cycle)
lihtahelat, mille algus- ja l6pptipp langevad kokku (vy = v,). Silmuseks
(ingl loop) nimetatakse iihest servast koosnevat tsiiklit.!

Graafi G = (V, F) alamgraafiks (ingl subgraph) nimetatakse mistahes
graafi G’ = (V', E’), mille korral kehtib V' C V ja E' C E. See tdhendab, et
alamgraaf on saadav iilemgraafist mingi hulga tippude ja servade eemalda-
mise teel. Asjaolu, et G’ on G alamgraaf, tdhistatakse G' C G.

Graafi G alamgraafi G', mis ei ole vordne graafi G endaga, nimetatakse
tema périsalamgraafiks (ingl proper subgraph) ja seda téhistatakse G' C G.

Téahtsal kohal on graafiteoorias sidususe moiste. Suunamata graafi nime-
tatakse sidusaks (ingl connected), kui selle mistahes tipupaari vy, vy jaoks
leidub tee tipust vy tippu vs.

Graafi G alamgraafi G’ nimetatakse graafi G sidususkomponendiks
(ingl connected component), kui G’ on sidus ja graafis G ei leidu sidusat
alamgraafi G”, mis sisaldaks graafi G’ périsalamgraafina. See tdhendab, et
sidususkomponent on maksimaalne sidus alamgraaf, seda ei saa kasvatada
talle uute servade voi tippude lisamisega ilma sidusust rikkumata.

@‘@ G\G

Joonis 8.2: Suunamata graafi sidususkomponendid

Naiteks joonisel 8.2 toodud graafis on kaks sidususkomponenti: tipud A, B,
C ja koik nendega seotud servad ning tipud D, E, F ja koik nendega seotud
servad.

!Teede, ahelate ja tsiiklitega seonduv terminoloogia ei ole graafiteoorias viiga hiisti
standardiseeritud, seetdttu tuleb enne pohjalikumate jarelduste tegemist uurida, kuidas
konkreetse raamatu autor need terminid enda jaoks defineerinud on. Niiteks kasutatakse
mones ingliskeelses raamatus sona ‘path’ meie ‘ahela’ tdhenduses ja meie ‘tee’ jaoks sel
juhul otsest vastet polegi. Mingil méiral kehtib sama ka graafi enda maiste kohta. Néiteks
nimetatakse paljudes raamatutes graafideks ainult selliseid, milles mistahes kahe tipu vahel
voib olla iilimalt {iks serv ja silmused pole iildse lubatud. Programmeerimises tavaliselt
graafidele selliseid piiranguid ei seata.
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Suunatud voi segagraafi G nimetatakse sidusaks, kui graafi G koigi kaarte
(v1,v9) suunamata servadega {vy,v,} asendamisel saadud suunamata graaf
G’ on sidus, ja tugevalt sidusaks (ingl strongly connected), kui G mistahes
tipupaari v ja vo jaoks leidub nii tee tipust vy tippu vy kui ka tee tipust v
tippu v;. Analoogiliselt voime eristada ka sidususkomponente ja tugevalt
sidusaid komponente (ingl strongly connected component).?

@‘@ @‘G

Joonis 8.3: Suunatud graafi sidususkomponendid

Naiteks joonisel 8.3 toodud suunatud graafis on kaks sidususkomponenti:
tipud A, B, C ja koik nendega seotud kaared ning tipud D, E, F' ja koik
nendega seotud kaared. (Kaarte asendamisel servadega saame sama graafi,
mis on toodud joonisel 8.2.) Tugevalt sidusaid komponente on selles graafis
aga tervelt neli: tipud A, B, C' ja k6ik nendega seotud kaared ning tipud
D, E ja F'igaiiks eraldi. Tippe D, E ja F' iihendavad kaared ei kuulu iihegi
tugevalt sidusa komponendi koosseisu.

8.1.2 Puu

Puu (ingl #ree) on sidus tsiikliteta graaf.

Tegemist on mones mottes piirjuhtumiga: puu on iihelt poolt minimaalne
sidus graaf (iikskoik millise serva eemaldamine muudab puu mittesidusaks) ja
teiselt poolt maksimaalne tsiikliteta graaf (iikskoik millise uue serva lisamine
tekitab tsiikli).

Esimese viite kehtivuses veendumiseks vaatleme puu serva e = {u,v}.
Oletame, et pédrast selle serva eemaldamist on graaf endiselt sidus. See aga
tdhendab, et leidub mingi tee tipust u tippu v, mis ei ldbi serva e. Lisades
niiiid sellele teele serva e, saame tsiikli. See on muidugi vastuolus eeldusega, et
esialgne graaf oli tsiikliteta, mistottu peame jireldama, et sellist teed tipust
u tippu v ei saa leiduda. Kuna arutelu ei soltu serva e valikust, tdhendab see,
et puu muutub mittesidusaks iikskoik millise serva eemaldamisel.

Teise viite pohjendamine on sarnane: vaatleme puu tippe v ja v. Kuna
puu on sidus, siis peab leiduma tee tipust u tippu v. See aga tdhendab, et

2Peaks olema ilmne, et suunamata graafis langevad sidususe ja tugeva sidususe maisted
kokku, mistottu sel juhul pole tugeva sidususe ja tugevalt sidusa komponendi mdiste jérele
vajadust.
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tippude v ja v vahele uue serva lisamine tekitaks tsiikli. Kuna arutelu ei soltu
tippude u ja v valikust, tdhendab see, et puusse tekib tsiikkel mistahes serva
lisamisel.

Programmeerimise seisukohalt pakuvad rohkem huvi juurega puud (ingl
rooted tree). Juurega puu erineb tavalisest selle poolest, et iiht selle tippu ni-
metatakse juureks (ingl root). Joonisel mérgitakse juurtipp monikord rasva-
selt, aga sagedamini paigutatakse tipud nii, et juurtipp on teistest korgemal,
nagu naiteks tipud A, K ja S joonisel 8.4 toodud puudes.

Juurtipu esiletostmine muudab puu hierarhiaks. Iga serva otstippudest
on iiks juurele ldhemal kui teine. Juurele ldhemat tippu nimetatakse teise
iilemuseks (ingl parent), kaugemat tippu omakorda tema alluvaks (ingl
child). Naiteks joonisel 8.4 vasakul toodud puus on tipp B tipu A alluv ja
samal ajal tippude D ja FE iilemus.

Puu tippu, millel on mdni alluv, nimetatakse s6lmeks (ingl inner node),
alluvateta tippu aga leheks (ingl leaf). Néiteks joonisel 8.4 keskel kujutatud
puus on K, M ja N solmed, aga L, O, P ja () lehed.

Puu tippu koos tema koigi (nii vahetute kui ka kaugemate) alluvatega
nimetatakse alampuuks (ingl subtree). Naiteks joonisel 8.4 parempoolses
puus moodustavad alampuu tipud 7', V' ja W. Muidugi on alampuu ka iga
leht eraldi ja kogu puu tervikuna.

(a) () ()
B) (©Q © M m O
©® ® ® N © © W
© @ ® ©@

Joonis 8.4: Kahendpuude néiteid

Puud, mille igal s6lmel on maksimaalselt n alluvat, nimetatakse n-puuks.
Niiteks koik joonisel 8.4 kujutatud puud on kahendpuud (ingl binary tree).
Puud, mille koigil s6lmedel on sama arv alluvaid, nimetatakse homogeen-
seks. Néiteks joonisel 8.4 vasakul toodud puu ei ole homogeenne (tippudel
C, D ja F on igaiihel ainult iiks alluv), aga keskmine ja parempoolne on.

Homogeenset puud, mille koik lehed on juurest vordsel kaugusel, nime-
tatakse téielikuks. Joonisel 8.4 kujutatud puudest pole iikski taielik, kuid
parempoolset nimetatakse kompaktseks — tal puuduvad téielikkusest vaid
moned lehed alumise tippuderea lopust.

Kahendpuus on sageli kasulik eristatada, kas alluv on oma iilemuse vasak
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voi parem alluv, isegi juhul kui tegu on ainsa alluvaga. Kahendpuu joonista-
misel paigutatakse vasak alluv oma iilemusest madalamale ja vasakule, parem
alluv aga vastavalt madalamale ja paremale. Seega on joonisel 8.4 vasakul
kujutatud puus tipp F' tipu C parem ja tipp H omakorda tipu F' vasak alluv.

8.2 Puualgoritmid

8.2.1 Kahendpuu esitamine arvuti mélus

Kahendpuud on loomulik hoida rekursiivse struktuurina, kus iga tippu esitab
kirje, milles on viljad selle tipu andmetega ja lisaks viidad selle tipu vasakule
ja paremale alluvale. Kui tipul itht v6i teist (voi ka mdlemat) alluvat pole,
siis on vastavas véljas tiihiviit. Kahendpuu loomuliku esituse néide on toodud
joonisel 8.5.

Joonis 8.5: Kahendpuu loomulik esitus

Teine voimalus on hoida kahendpuud massiivis, nagu nédidatud joonisel 8.6:
puu juur on massiivi elemendis a;; elemendis a; hoitava tipu alluvad on ele-
mentides ag; ja ag;y 1 ning tema iilemus elemendis ang.?’

Massiiviesitus sobib hésti téielike ja kompaktsete kahendpuude hoidmi-
seks, sest siis tdidab n-tipuline puu parajasti massiivi elemendid a;._,.

Joonis 8.6: Kompaktse kahendpuu massiiviesitus

Nagu ndha ka jooniselt 8.7, jadks mittetdieliku puu sellisel esitamisel osa
massiivi elemente kasutamata. Esiteks oleks see muidugi asjatu malukulu.

3Kirjutis |i/2] tihendab, et jagamisel tuleb votta jagatise tiisosa.
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(Ko m] ] IN[ol [ [ [ |rla]
1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Joonis 8.7: Mittetéieliku kahendpuu massiiviesitus

Teiseks peaks me siis leidma mingi voimaluse neid tiihje elemente tahistada,
et me neid hiljem puu t66tlemisel kogemata kasutada ei piiiiaks. Kuna jooni-
sel ndidatud nooled on vaid mottelised seosed, mitte viidad, ei saa me nende
puhul tiihiviidaga vordlemist kasutada!

8.2.2 Kahendpuu libimine

Paljude puuiilesannete lahendamisel on vaja puu tippe libida mingis kind-
las jarjekorras. Vaatleme niiteks sellist iilesannet: antud puu, mille lehtedes
on arvud; vaja on saada igasse solmtippu sellest algavas alampuus olevate
lehtede arvude summa.

Muidugi saame igas solmes vajaliku summa leida tema vahetutes alluvates
olevate arvude summana, aga seda ainult eeldusel, et alluvates on vajalikud
summad juba vélja arvutatud. See tahendab, et ndutud summade efektiivseks
arvutamiseks tuleb iga tipu alluvad toodelda enne seda tippu ennast.

Puu niisugust ldbimist nimetatakse 16ppjirjestuses ldbimiseks (ingl
post-order traversal) ja selle iildkuju kahendpuude jaoks kirjeldab algoritm 8.1,
mille tdiendamine summaiilesande lahenduseks oleks muidugi triviaalne.

Algoritm 8.1 LABIPUULJ: Kahendpuu ldbimine I6ppjarjestuses
Sisend: ¢ — viit puu juurele, kus [t].v ja [t].p on vasak ja parem alampuu

1. kui t# 1 — tiihja puu korral pole midagi libida

2 LABIPUULJ([t].v) — todtleme vasaku alampuu
3. LaBiPuuLJ([t].p) — todtleme parema alampuu
4 — siin tootleme tipu [¢]

5. 1dppkui

Kui summaiilesandes liikus informatsioon puu ldbimisel “alt iiles” ja selle
lahendamiseks oli vaja alluvad t6ddelda enne iilemust, siis paljudes teistes
iilesannetes liigub informatsioon vastupidi, “iilalt alla”.

Seda tiiiipi iilesannete efektiivseks lahendamiseks on sageli mugavaim viis
algoritm 8.2, puu liabimine eesjérjestuses (ingl pre-order).
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Algoritm 8.2 LABIPUUEJ: Kahendpuu ldbimine eesjérjestuses
Sisend: ¢ — viit puu juurele, kus [t].v ja [t].p on vasak ja parem alampuu

1. kui t# 1 — tiihja puu korral pole midagi libida

2. — siin tootleme tipu [¢]

3. LABIPUUEJ([t].v) — t&6tleme vasaku alampuu
4 LABIPUUEJ([[t]] p) — todtleme parema alampuu
0. 1dppkui

Kolmandat klassikalist tehnikat kujutav algoritm 8.3 ldbib kahendpuu tipud
keskjirjestus (ingl in-order): kdigepealt vasaku alampuu, siis juurtipu ja
16puks parema alampuu. Erinevalt kahest eelmisest on see meetod loomulikul
viisil kasutatav ainult kahendpuude korral, sest iildisemal juhul pole selge,
millise kahe alluva vahel peaks to66tlema alampuu juurtipu.

Algoritm 8.3 LABIPUUKJ: Kahendpuu ldbimine keskjirjestuses
Sisend: ¢ — viit puu juurele, kus [t].v ja [t].p on vasak ja parem alampuu

1. kui ¢t # 1 — tiihja puu korral pole midagi libida

2 LABIPUUKJ([t].v) — tédtleme vasaku alampuu
3. — siin t66tleme tipu [t]

4 LABIPUUKJ([[ l.p) — toétleme parema alampuu
5. 1dppkui

Joonis 8.8 illustreerib iithe kahendpuu libimist nende kolme algoritmi poolt:
joonisel vasakul, keskel ja paremal on puu tipud nummerdatud vastavalt
nende ees-, kesk- ja 16ppjérjestuses ldbimise jarjekorras.

Joonis 8.8: Kahendpuu kolm l&dbimist
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8.2.3 Kahendotsingu puu

Kahendpuud T nimetatakse kahendotsingu puuks (ingl binary search tree),
ehk lithemalt otsingupuuks, kui (a) 7" on tiihi v6i (b.1) vasaku alampuu koigi
tippude védrtused on juurtipu omast viiksemad ja (b.2) parema alampuu
kGigi tippude vadrtused juurtipu omast suuremad ja (b.3) kumbki alampuu
on ka ise otsingupuu.?

Mingi véértuse otsimine otsingupuus (algoritm 8.4) on sarnane kahend-
otsinguga jarjestatud massiivis: igal sammul vordleme otsitavat vadrtust puu
juurtipus olevaga; kui puu tipus olev vddrtus on otsitavast viiksem, voime
lisaks juurtipule edasise vaatluse alt vélja jiatta ka kogu vasaku alampuu, see
tahendab jétkata otsimist paremas alampuus; kui puu juurtipus olev vairtus
on otsitavast suurem, vdoime otsimist jitkata vasakus alampuus.

Algoritm 8.4 OTSIPUUS: Otsimine otsingupuus
Sisend: t — viit otsingupuu juurele; x — otsitav viartus
Viljund: Tagastab leitud kirje, voi L, kui & puus ei esine

1. kui t =1

2. tagasta | — tiihjas puus ei leia midagi
3. muidukui x < [t].x

4. tagasta OTsiPuus([t].v,x)

5. muidukui x > [t].x

6. tagasta OtsiPuus([t].p,z)

7. muidu

8. tagasta t — leidsime otsitava

9. 18ppkui

Elemendi lisamine otsingupuusse (algoritm 8.4) on otsimisega tisna sarnane.
See pole ka kuigi iillatav, sest algoritmi pohiline iva on uuele elemendile
sobiva koha leidmine. Selle kdigus saame ilma lisaté6ta tuvastada ka juhu,
kui lisatav vadrtus puus juba esineb.

4See definitsioon eeldab, et puus ei ole korduvaid viirtusi. Sellest eeldusest loobumisel
peame tépsustama, kuidas me korduvaid vairtusi hoida tahame, ja muidugi ka jargnevaid
algoritme vastavalt tdiendama.



PEATUKK 8. MITTELINEAARSED ANDMESTRUKTUURID 143

Algoritm 8.5 LISAPUUSSE: Lisamine otsingupuusse
Sisend: t — viit otsingupuu juurele; x — lisatav vairtus
Viljund: Lisab vidrtuse x puusse, kui see seal juba ei esine

—

kui t =1
tee-uus ¢t — tiihi puu, lisame uue lehe
[t].x — =
[t].v— L; [t].p— L
muidukui z < [t].z
L1sAPuUUSSE([t].v, x)
muidukui z > [t].z
LisaPuusse([t].p, x)
muidu

© 0N O WD

— vadrtus juba on puus, pole midagi teha
10. 18ppkui

Pole raske ndha, et molema algoritmi keerukus on vordeline leitud voi lisa-
tud tipu kaugusega puu juurtipust — just nii palju kordi tuleb kummaski
algoritmis teha rekursiivseid podrdumisi iseenda poole. Parimal juhul, kui
toodeldav puu on tiielik kahendpuu, on k-kihilises puus kokku n = 2% — 1
tippu ja n-elemendilise andmehulga t66tlemiseks kuluvad O(k) = O(logn)
sammu on sel juhul kooskolas juba varem viidatud kahendotsimise analoo-
giaga. Paraku kehtib see analoogia ainult selliste puude korral, mille iga tipu
vasak ja parem alampuu on ligikaudu sama suured (sellisel juhul iitleme, et
puu on tasakaalus).

Ilma spetsiaalseid pingutusi tegemata ei saa me iildjuhul eeldada, et meie
otsingupuud tasakaalus piisivad. Niiteks elementide kasvavas voi kahanevas
jarjekorras lisamisel saame tasakaalustatud puu asemel hoopis ahela, milles
nii otsimine kui ka lisamine taanduvad lineaarseks ja votavad O(logn) asemel
O(n) operatsiooni.

Selleks, et otsingupuud t66 kéigus jooksvalt tasakaalus hoida (ja seda
piisavalt efektiivselt teha), on vélja moeldud mitmeid kavalaid votteid. Tun-
tumad neist on AVL-puud (ingl AVL-tree) ja puna-mustad puud (ingl
red-black tree). Nende algoritmide detailne kirjeldus on aga kdesoleva mater-
jali jaoks natuke liiga pikk.
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Antud vairtuse x eemaldamine otsingupuust on veidi keerulisem kui otsi-
mine voi lisamine. Kui me oleme eemaldatavat vairtust sisaldava tipu puust
iiles leidnud, on pohimotteliselt kolm véimalust:

e 1 asub lehes (néiteks z = 9, joonisel 8.9 vasakul); siis voime selle lehe
lihtsalt puust eemaldada;

e 1 asub iihe alluvaga solmes (x = 4, joonisel keskel); siis voime solme
puust eemaldada ja tema ainsa alluva tema asemele panna (on lihtne
veenduda, et puu jadb endiselt otsingupuuks);

e 1 asub kahe alluvaga solmes (x = 5, joonisel paremal); siis ei saa me
seda solme puust lihtsalt eemaldada, sest kahe vabaks jddva alluva hoid-
miseks pole eemaldatava tipu iilemusel vabu viitasid; selle asemel leiame
puust minimaalse eemaldatavast vidrtusest suurema véidrtuse 2’ (néites
x’ = 6), asendame eemaldatava véiidrtuse x tema asukohas vidrtusega
2’ ja eemaldame selle asemel 2/ tema endisest asukohast (on lihtne
veenduda, et puu jadb endiselt otsingupuuks; lisaks on lihtne veendu-
da, et 2’ ei saa asuda kahe alluvaga solmes, seega tema kustutamiseks
pole enam vaja suuruselt jirgmist elementi otsida; algoritmi Gigsuse
seisukohalt pole viimane ajaolu oluline).

Joonis 8.9: Elemendi eemaldamine otsingupuust
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Algoritm 8.6 EEMALDAPUUST: Eemaldamine otsingupuust
Sisend: t — viit otsingupuu juurele; x — eemaldatav vaértus
Viljund: Eemaldab vaartuse x puust, kui see seal esineb

1. kui t =1
— tiihi puu, pole midagi teha

2. muidukui z < [t].x

3. EEmALDAPuUUST([t].v, x)

4. muidukui z > [t].z

5. EEmMALDAPuUUST([t].p, x)

6. muidu — vaja on eemaldada tipp ¢

7. kui [t]p=1

8. t' —t;t < [t].v — haagime t puust lahti

9. kustuta ¢/ — ja kustutame milust
10. muidu
11. [t].x < MINIMAALNE([t].p) — asendame naaberviirtusega
12. EEMALDAPUUST([t].p, [t].z) — ja eemaldame vana eksemplari
13. 18ppkui
14. 18ppkui

Algoritm 8.7 MINIMAALNE: Leiab otsingupuust minimaalse viirtuse
Sisend: t — viit otsingupuu juurele, ei voi olla L

kui [tJlo =1

tagasta [t].x
muidu

tagasta MINIMAALNE([t].v)
13ppkui

Ol W=

Teema Iopetuseks voiks veel mérkida, et otsingupuu labimisel keskjérjestuses
kiilastame selle tippe nende vairtuste kasvamise jarjekorras. See omadus
jareldub iisna lihtsalt otsingupuu definitsioonist.

8.2.4 Kahendkuhi

Puud nimetatakse kuhjaks (ingl heap), kui tema iihegi tipu vairtus ei iileta
selle tipu vahetu iilemuse vairtust. Kahendpuud, mis on samal ajal ka kuhi,
nimetatakse muidugi kahendkuhjaks.

Vahetult kuhja definitsioonist jareldub, et mistahes kuhjas peab maksi-
maalse vidrtusega element asuma juurtipus. See tidhelepanek ongi aluseks, et
konstrueerida kahendkuhjal pohinev andmestruktuur, millesse saab efektiiv-
selt andmeid juurde lisada ja suvalisel hetkel kiiresti leida parasjagu kuhjas
olevate elementide maksimumi.



PEATUKK 8. MITTELINEAARSED ANDMESTRUKTUURID 146

Kuhja selliseks kasutamiseks on otstarbekas hoida kuhja elemente kom-
paktse kahendpuu massiiviesitusena. Uue elemendi lisamisel kuhja lisame
selle kaigepealt massiivi 16ppu (mis selle massiivi puuna tolgendamise termi-
nites tdhendab, et me lisame puule uue lehe; joonisel 8.10 vasakul). Muidugi
voib juhtuda, et uus leht ei rahulda kuhja tingimust.

Joonis 8.10: Elemendi lisamine kahendkuhja

Kuhja taastamiseks hakkame lisatud elementi puus iilespoole nihutama. Kui
uus leht on oma iilemusest suurem, siis voime need kaks lelementi lihtsalt
omavahel vahetada — siis on kuhja omadus vihemalt selles paaris taas rahul-
datud. Kui vastlisatud element on suurem ka oma uuest iillemusest, vahetame
ta veelkord iilespoole — nii jitkame, kuni {ihel hetkel jouame piisavalt suure
iilemuseni vG6i kuni uus element jouab puu juurtippu.

Ei tohiks olla raske veenduda, et kui esialgne puu oli kuhi, siis on seda ka
uue elemendi iiles viimisel saadud puu.

Algoritm 8.8 VIIULES: Viib kahendkuhja lisatud lehe selle digele kohale
Sisend: a1, — puu massiiviesitus, kus a;._,,_1 moodustavad kuhja
Viljund: a,, viidud kuhjas oma oigele kohale

1. i—n
2. senikui 7> 1
— invariant: a;. , miinus a; alampuu on kuhi A a; alampuu on kuhi
k— [i/2]
kui ar < a4
a; < a ~— a; on oma iilemusest suurem, torjub selle allapoole
13ppkui
1+—k

X NSOt W

13ppsenikui

Kuhjast maksimaalse elemendi viljavotmisel tekib samasugune probleem na-
gu otsingupuust elemendi eemaldamisel — me ei saa eemaldatud elemendi
kohta tiihjaks jatta. Esimene mote — tuua juurtipu uueks vaartuseks tema
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kahest alluvast suurem — ei ole pikas perspektiivis hea lahendus, sest siis voib
uus vaba koht puu lehtede hulgas tekkida {ikskdik kuhu ja jargmisel lisamisel
on raske seda leida.

Selleks, et vaba koht jadks kindlasti puu massiiviesituse 16ppu, toome puu
juurtipu uueks vairtuseks justnimelt massiivi viimase elemendi (ja selle koht
omakorda jadb vabaks; joonisel 8.11 vasakul). Kuna see on puu leht ja seega
iisna viikese vidrtusega, on toendoline, et sellega saab jélle puu kuhjaomadus
rikutud.

Joonis 8.11: Elemendi eemaldamine kahendkuhjast

Kuhja taastamiseks hakkame niiiid vastset juurtipu kuhjas allapoole viima:
igal sammul valime uue elemendi ja tema alluvate hulgast maksimaalse ning
tostame selle lokaalseks iilemuseks. Nagu elemendi iiles viimisel, jirgneme ka
seekord vahetuse korral uuele elemendile ja jatkame vordlemist ja vahetamist,
kuni puu on taas kuhi.

Algoritm 8.9 VIIALLA: Viib kahendkuhja lisatud juure selle Gigele kohale
Sisend: a1, — puu massiiviesitus, kus as_, moodustavad kaks kuhja
Viljund: a; viidud kuhjas oma 6Gigele kohale

1. 21
2. senikui 1< n
— invariant: aq. ; on kuhi A a; alampuu oleks kuhi, kui a; oleks oo

3 k«—1
4 kui 21 <nAasg; > ag
5. k—2.9
6 16ppkui
7 kui 2-74+1<nAagiy1 > ag
8. k—2-1+1

9. 18ppkui
10. kui k> 1
11. a; <> ap — a; on oma alluvast viiksem, see torjub ta allapoole
12. 15ppkui
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13. 1— k
14. 18ppsenikui

Kahe eeltoodud votte kombineerimisel saame efektiivse algoritmi massiivide
sortimiseks: kdigepealt muudame massiivi kuhjaks, “lisades” selle elemente
jarjest kuhja, mida hoiame sama massiivi algusosas; seejiarel votame kuhjast
maksimaalse elemendi, taastame kuhja, votame allesjddnutest maksimaalse,
taastame uuesti kuhja, ja nii edasi, kuni olemegi koik elemendid jérjestanud.

Algoritm 8.10 KUHJASORT
Sisend: a; ,, — toodeldav massiiv
Viljund: ay._, — vadrtused vahetatud nii, et Vi <n:a; < a;49

— muudame massiivi kuhjaks
1. korda 1 «—1...n
— invariant: a1, ;_1 juba on kuhi
2. VIIULES(&L_.Z')
3. 1dppkorda
— muudame kuhja jarjestatud massiiviks
4. korda ¢« mn...1
— invariant: aq_; on kuhi

o

Qi < ai

VIALLA(a1, 1)

— vahetingimus: a; < a;41 < ... <a,
7. 1ldppkorda

S

Kuna n-tipulises kompaktses puus voib element nii iiles kui alla liitkuda
tilimalt O(logn) sammu, saame kummagi korduse ajalise keerukuse hinnan-
guks O(nlogn).

8.3 Graafialgoritmid

8.3.1 Graafi esitamine arvuti malus

Kaks tdhtsamat votet graafide esitamiseks arvuti méilus on naabrusmaatriks
ja kaareloendid. Molemad votted sobivad paremini orienteeritud graafide esi-
tamiseks. Orienteerimata servi esitatakse tavaliselt kahe vastassuunalise kaa-
rena. See tihendab, et iga serva {v;, vy} asemel pannakse graafi kaks kaart
(v1,v2) ja (vg,v1). Kui pidada silmas ainult graafi iihelt tipult teisele liikkumise
voimalikkust, siis ei muuda selline asendus midagi. Kui aga mones iilesandes
on vaja servi graafist eemaldada voi viltida sama serva korduvat ldbimist,
tuleb sellised paariskaared kuidagi eraldi tdhistada.
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Graafi G naabrusmaatriks (ingl adjacency matriz) on ruutmaatriks,
milles on iiks rida ja iiks veerg graafi GG iga tipu kohta. Tipule v; vastava rea
ja tipule vy vastava veeru ristumiskohas on info kaare (vq,v2) kohta.

Sellist maatriksit on koige mugavam hoida 2-mo6tmelise massiivina. Liht-
saimal juhul on massiivi elemendid tdevadrtused voi taisarvud, ning kaare
olemasolu tahistab siis vidrtus 1 ja selle puudumist vadrtus 0 massiivi vasta-
vas elemendis (nagu niha joonisel 8.12 toodud néites). Vajadusel vaib luua
ka massiivi, mille elemendid on keerukamad kirjed, ja hoida iga kaare kohta
rohkem andmeid.

Taielikult orienteerimata graafi puhul kasutatakse naabrusmaatriksi ase-
mel monikord “naabruskolmnurka” — maatriksist on kasutusel ainult selle
peadiagonaali kohal olev osa. Kuna orienteerimata graafi naabrusmaatriks
on alati peadiagonaali suhtes siimmeetriline, siis pole sel juhul diagonaali
alla jadva osa andmetega tditmine vajalik.

A B C D
AD—B A0 1 0 1
" B 1 0 1 1
cC 0 0 0 1
QG D 0 1 1 0

Joonis 8.12: Segagraaf ja tema naabrusmaatriks

Graafi esitus kaareloenditena (ingl adjacency-lists representation) annab
iga tipu kohta sellest tipust valjuvate servade loetelu.

Selliseid loetelusid on tavaliselt mugav hoida lihtahelates, ja kogu graafi
esitus koosneb siis massiivist voi ahelast, milles on iiks element graafi iga
tipu kohta. Lisaks otseselt tipu enda andmetele sisaldab see element ka viita
tipust viljuvate servade loetelule (nagu niha joonisel 8.13 toodud néiites), ja
iga serva element omakorda viitab mingil viisil selle serva 16pptipule.

&)
N
SQw >
Ll

PNSIPNEY
SIS

o~ —~

)

Joonis 8.13: Segagraaf ja tema kaareloendid

Kaareloendeid on parem kasutada sellistes algoritmides, kus on vaja kiiresti
leida koik antud tipust véljuvad kaared (voi koik tipud, kuhu antud tipust
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edasi liikuda saab). Naabrusmaatriksid on tohusamad algoritmides, kus on
vaja kiiresti kontrollida, kas kahe antud tipu vahel on kaar voi mitte.

Malukasutuse seisukohalt on naabrusmaatriksid efektiivsemad tihedate ja
kaareloendid horedate graafide esitamisel.”

8.3.2 Graafi labimine laiuti

Nagu puude korral, nii on ka paljude graafiiilesannete lahenduse voti graafi
tippude (ja servade) Giges jirjekorras ldbimises. Sageli osutub selleks Gigeks
jarjekorraks graafi libimine laiuti (ingl breadth-first search).

Laiuti l&bimine (algoritm 8.11) algab mingist l&htetipust (joonisel 8.14
tipp A) ja vaatleb juba leitud tippudest véljuvaid servi voi kaari, et lei-
da uusi, seni avastamata tippe.® Uusi tippe tdddeldakse nende avastami-
se jarjekorras, seetottu moodustavad avastatud, aga veel todtlemata tipud
(algoritmis jérjekorra @ sisu, joonisel tahistatud helehalliga) lahtetipu iimber
omamoodi “laineharja” voi “rindejoone”, mis sellest igas suunas vordse kiiru-
sega eemaldub. Viimase asjaolu jirgi ongi laiuti labimine oma nime saanud.

Algoritm 8.11 LABIGRAAFL: Labib graafi laiuti, alustades antud tipust
Sisend: graaf G léhtetipp vy € V(G)
Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutuja v.olek; tippude jarjekord @

1. korda v € V(G) — koik V tipud
2. v.olek «— valge
3. 1ldppkorda
4. Q) «— vy; vg.olek — hall
5. senikui @ # () — jérjekord pole tiihi
6. v+ ) — votame jirjekorra esimese elemendi
7. korda w € V(v) — koik v naabertipud
8. kui w.olek = valge — uus tipp
9. Q «— w; w.olek «— hall
10. 18ppkui
11. 1dppkorda
12. v.olek «— must — v t66deldud

13. 18ppsenikui

STihedaks (ingl dense) nimetatakse graafi, mille mille tipupaaridest enamik on oma-
vahel iihendatud. Horedaks (ingl sparse) nimetatakse graafi, mille tipupaaridest enamik
on omavahel iithendamata.

6Siin ja ka jirgnevates niidetes eeldame, et igast tipust viiljuvaid servi vaadeldakse
naabertippude nimede tihestikulises jirjekorras. Algoritmid té6tavad Gigesti ka ilma selle
eelduseta, aga néited tuleks teise ldbivaatusjirjekorra puhul veidi erinevad.
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8.3.3 Liuhima tee leidmine

Sidusa graafi laiuti ldbimisel tippude avastamiseks kasutatud servad (jooni-
sel 8.14 mirgitud paksema joonega) moodustavad selle graafi toesepuu (ingl
spanning tree) — puu, mille tippude hulk langeb kokku graafi G tippude hul-
gaga ja mille servade hulk on graafi servade hulga alamhulk.

Graafil voib olla mitmeid erinevaid toesepuid, kuid just laiuti ldbimisel
saadud toesepuu kasulik omadus on, et igast tipust mooda sellesse puusse
kuuluvaid servi ldhtetippu viiv tee ongi minimaalse voimaliku pikkusega, kui
me loeme tee pikkuseks sellele jadvate servade arvu. Seega on graafis lithimate
teede leidmiseks vaja laiuti ldbimist vaid minimaalselt modifitseerida.

Algoritm 8.12 LYHTEED: Leiab liithimad teed, alustades antud tipust

Sisend: graaf G; ldhtetipp vy € V(G)

Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutujad v.kaug ja v.eelm;
tippude jarjekord @

. korda v € V(G) — koik V tipud

v.kaug «— oo
18ppkorda
. Q «— vo; vo.kaug — 0; vg.eelm «— L
senikui Q # () — jirjekord pole tiihi

v+ ) — votame jirjekorra esimese elemendi

korda w € V(v) — koik v naabertipud

kui w.kaug = oo — uus tipp
Q — w; w.kaug «— v.kaug + 1; w.eelm «— v

10. 18ppkui
11. 1dppkorda
12. 13ppsenikui

PN Ot W=

©

Algoritmi 8.12 Gigsuse pohjendamiseks paneme téhele, et

e libimise algatamine real 4 on ilmselt Gige, sest ldhtetipu vy kaugus
iseendast on 0;

e real 5 algav kordus tootleb graafi tippe nende ldhtetipust kaugenemi-
se jarjekorras; tdpsemalt, koik tipud, mille kaugus ldhtetipust on k
toodeldakse enne kui iikski tipp, mille kaugus on k£ + 1;

e viitade vi.eelm = vi_1, vp_q.eelm = vg_o, ..., vi.eelm = vy poolt
niidatav tee mistahes tipust v, ldhtetippu vy on minimaalse sammude
arvuga; kui see nii ei oleks, siis peaks sellel teel leiduma tipp v;, mille
viit v;.eelm osutab tipule v;_; ja millel on olemas ka naaber v;, mille
kaugus lahtetipust on vdiksem kui ¢ — 1; siis aga oleks v; toddeldud
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enne kui v;_q ja tipp v; avastatud serva {v;,v;} kaudu; kuna seda ei
juhtunud, siis jarelikult sellist tippu v; ei ole, ja leitud tee ongi liihim
voimalik.

Kuna algoritm to6tleb graafi GG iga tippu téapselt iihe korra ja vaatleb iga
serva tépselt kaks korda, siis kulub /N tipu ja M servaga graafi t66tlemiseks
kokku O(N + M) operatsiooni.

Selle algoritmi t66d illustreerib joonis 8.15, kus tippudele on mérgitud
nende kaugused ldhtetipust ja nooled osutavad igast tipust tema iilemusele
toesepuus.

Teema lopetuseks voiks veel mérkida, et algoritmi 8.12 on voimalik {ildis-
tada ka juhule, kui graafi servadele on antud mittenegatiivsed kaalud ja tee
pikkuseks loetakse mitte teel olevate servade arvu, vaid nende kaalude sum-
mat. Seda iildistust tuntakse autori jargi Dijkstra algoritmi nime all, aga
selle tapsemaks kirjeldamiseks ja pohjendamiseks ei jéatku siinkohal ruumi.

8.3.4 Graalfi libimine siigavuti

Laiuti ldbimise korval on teine tdhtsam viis graafi to66tlemiseks selle 1ibimine
siigavuti (ingl depth-first search). Sarnaselt laiuti labimisega algab ka siiga-
vuti ldbimine (algoritmid 8.13 ja 8.14) mingist ldhtetipust ja vaatleb uute
tippude leidmiseks juba avastatud tippudest valjuvaid servi voi kaari. Erine-
vus seisneb selles, et iga uue tipu avastamisel toodeldakse sellest tipust algav
“haru” enne jargmise juurde asumist 1opuni.

Algoritm 8.13 LABIGRAAFS: Labib graafi siigavuti, alustades antud tipust

Sisend: graaf G; ldhtetipp vy € V(G)

Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutuja v.olek, v.alust, v.lopet;
globaalne loendur ¢

1. korda v € V(G) — koik V tipud
2. v.olek «— valge
3. 1ldppkorda

4. t—0

5. TOOTLETIPPS(vp)

Algoritm 8.14 TOOTLETIPPS: Labib siigavuti antud tipu “alampuu”
Sisend: v € V(G)

1. v.olek «— hall; t — t+ 1; v.alust — t — v t66tlemise algus
2. korda w € V(v) — koik v naabertipud

3. kui w.olek = wvalge — uus tipp

4. ToOOTLETIPPS(w)
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d. 18ppkui
6. loppkorda
7. v.olek «— must; t — t + 1; v.lopet — t — v té6tlemise 16pp

Sarnaselt laiuti ldbimisega eraldab ka siigavuti ldbimine to6deldavast graa-
fist toesepuu, aga see puu hoopis teise kujuga (vrdl jooniseid 8.14 ja 8.16).
Sarnaselt laiuti libimisega on ka siigavuti ldbimise keerukus O(N + M).

8.3.5 Topoloogiline sorteerimine

Paljudes siigavuti ldbimisel pohinevates algoritmides on kasulik téhele panna
iga tipu to6tlemise alguse (algoritmi 8.14 rida 1) ja 16pu (rida 7) aega. Nende
aegade omavahelised suhted erinevate tippude vahel on tihedalt seotud graafi
labimise kdigus eraldatava toesepuu struktuuriga.

Uks iilesandeid, mille lahendamisel tippude libimise aegade vordlemi-
ne kasuks tuleb, on suunatud graafi tippude sorteerimine topoloogilisse
jirjekorda (ingl topological order). Topoloogiliseks nimetatakse graafi tip-
pude jarjestust, mille korral koik kaared osutavad jarjekorras eespool olevatelt
tippudelt tagapool olevatele, aga mitte kunagi vastupidi.

Topoloogilist sorteerimist on vaja naiteks iiksteisest soltuvate t6ode jarje-
korra planeerimisel: kui me esitame iga t66 graafi tipuna ja tombame igasse
tippu kaared koigist neist, mis peavad enne selle t66 alustamist tehtud olema,
siis saame t6id topoloogilises jarjekorras ette vottes koik oigesti tehtud.

Algoritm 8.15 TOPOSORT: Leiab suunatud graafis topoloogilise jarjestuse
Sisend: graaf GG
Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutuja v.olek; tippude magasin S

korda v € V(G) — kaik V tipud
v.olek — valge

13ppkorda

S — 1

korda v € V(G) — koik V tipud
kui w.olek = valge — uus juurtipp

ToroTipPp(w)

13ppkui

1dppkorda

senikui S # () — magasin pole tiihi

XN U WD

==
o= o o

v+ S — votame magasini tipmise elemendi
vdljasta v
. 13ppsenikui

—_
w
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)

Algoritm 8.16 ToproTiprp: Labib siigavuti antud tipu “alampuu’
Sisend: v € V(G)

v.olek «— hall
korda w € V(v) — koik v naabertipud
kui w.olek = valge — uus tipp
ToroTipp(w)
13ppkui
16ppkorda
v.olek «— must; S «— v — toddeldud tipp magasini

NSOt W

Algoritmi 8.15 digsuse pohjendamiseks tuleb tidhele panna, et

e viiljakutse TOPOTIPP(v) t66tleb koik need tipud, mis on tipust v graafi
servi (voi kaari) pidi litkudes saavutatavad ja mis veel ei ole t66deldud;

e seega on viljakutse TOPOTIPP(v) taitmise 16puks t6odeldud koik need
tipud, mis ei tohi topoloogilises jarjestuses tipust v eespool olla;

e seega tuleks topoloogilise jirjestuse saamiseks tipud véljastada nende
tootlemise 16puaegade kahanemise jarjekorras;

e seda aga TOPOSORT teebki, kuna TorPOTIPP viljakutsed panevad ti-
pud nende tootlemise 16ppedes magasini ja TOPOSORT viljastab nad
magasinist véljavotmise jarjekorras (mis vastavalt magasini definitsioo-
nile on vastupidine nende magasini panemise jarjekorrale.

Algoritmi 8.15 t66d illustreerib joonis 8.17.

Muidugi ei saa topoloogiliselt jarjestada graafi, milles on tsiiklid. Néiteks
graafis G = (V, E), kus V = {A,B,C} ja E = {(A,B),(B,C),(C,A)}, ei
saa iikski tipp ei saa olla topoloogilises jirjekorras esimene. Osutub, et efek-
tiivne viis graafi tsiiklilisuse kontrollimiseks ongi piiiida teda topoloogiliselt
sorteerida ja kontrollida, et selle kdigus vastuolu ei teki.
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Joonis 8.14: Graafi labimine laiuti
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Joonis 8.16: Graafi ldbimine siigavuti
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Joonis 8.17: Graafi topoloogiline sorteerimine
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Ulesanded

Ulesanne 8.1 Kirjutada alamprogramm TRYKIPUU, mis saab kahendpuu
loomuliku esituse ja viljastab suluavaldise, mis sobib selle puu uuesti sisse-
lugemiseks ndidete hulgas toodud alamprogrammi LOEPUU abil. (Vihje: mil-
lises jarjekorras peavad puu tipud selles suluavaldises olema?)

Ulesanne 8.2 Koostada algoritm ja kirjutada programm loomulikus esitu-
ses antud kahendpuu tippude ldbimiseks “stigavuse jarjekorras” koigepealt
Juurtipp, sis selle vahetud alluvad, siis nende vahetud alluvad jne. Nditeks
koigis kolmes joonisel 8.4 toodud puus tuleks tipud libida nende mdrgendite
tahestikulises jarjekorras.

Ulesanne 8.3 Koostada algoritm, mis letab naabrusmaatriksina antud suu-
natud graafi iga tipu jaoks temast viljuvate ja temasse sisenevate kaarte arvu.
Milline on selle algoritmi téoaeqg N tipu ja M servaga graafi toétlemisel?

Kohandada see algoritm kaareloenditena antud graafile. Milline on tema
tééaeq nidd?

Ulesanne 8.4 Koostada laiuti libimisel pohinev algoritm ja kirjutada sel-
le alusel programm, mis leiab naabrusmaatriksine antud suunamata graafi
sidususkomponendid. Vastusena viljastada komponentide arv ja igasse kom-
ponenti kuuluvate tippude loetelu.

Ulesanne 8.5 Millise tulemuse annab algoritmi 8.15 rakendamine suunatud
graafile, milles on tsiikkel? Tdiendada oppematerjali lisas toodud programmi
TOPOSORT nii, et tsikleid sisaldava graafi téotlemisel oleks tulemuseks asja-
kohane veateade.
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Kirjandus

KGik eelmises peatiikis viidatud materjalid késitlevad vihemalt mingil maa-
ral ka mittelineaarseid struktuure. Samuti voib puude ja graafidega seotud
peatiikke leida paljudest kombinatoorikadpikutest, sealhulgas ka kaesoleva
oppevahendi kombinatoorikateemas viidatavatest. Seetottu on allpool vilja
toodud vaid moned konkreetselt graafiteooriale keskenduvad opikud.

Peeter Puusemp. Graafiteooria elemente. Tallinna Tehnikaiilikool, 2000.
Uldine sissejuhatus graafiteooriasse. 96 lk.

Ahto Buldas, Peeter Laud, Jan Villemson. Graafid. Tartu Ulikool, 2003.
Uldine sissejuhatus graafiteooriasse. 92 lk.

Oystein Ore. Graafid ja nende kasutamine. Valgus, 1976.
Keskendub rohkem graafiteooria matemaatilisele poolele, programmee-
rimisele eriti tdhelepanu ei p&ora. 139 lk.

Frank Harary. Graph Theory. Addison-Wesley, 1969.
Klassikaline graafiteooria opik, samuti matemaatilise kallakuga. 274 1k.

Reinhard Diestel. Graph Theory. Springer, 2000.
Usna uus klassikalise graafiteooria opik. 315 1k.
http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel/books/graph.theory/



Kokkuvotteks

Oppematerjaliga 1opule joudnud lugejale tahaksin Gelda kahte asja.

Esiteks, dra on tehtud péris suur hulk t66d; muidugi vadrivad kiitust eriti
need, kes on lisaks teksti lugemisele ka koik iilesanded &ra lahendanud.

Ja teiseks, kindlasti ei maksa arvata, et sellega ongi kogu programmeeri-
mine selge. Informaatika on viga lai valdkond ja areneb meeletu kiirusega.
Kindlasti ei joua keegi seda tiielikult omandada, aga sellele vaatamata peab
vormis piisimiseks ennast pidavalt arendama.

Selleks soovin koigile joudu, piisivust ja vastuvotlikku meelt.
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