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Saateks
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K�aesolevas peat�ukis tutvume k~oige p~ohilisemate m~oistetega, ilma milleta
ei saa r�a�akida ei programmeerimisest ega programmidest.

1.1 Algoritm ja programm

1.1.1 Algoritm

Algoritmiks (ingl algorithm) nimetatakse samm-sammulist eeskirja mingi
tegevuse sooritamiseks v~oi eesm�argi saavutamiseks. K~oige sagedamini kasu-
tatakse seda terminit just matemaatilise �ulesande lahendamiseks m~oeldud
eeskirja kohta.

S~ona `algoritm' tuleb IX sajandi araabia matemaatiku Abu Jafar Mu-
hammad ibn Musa h�u�udnimest al-Hora.zmi (`mees Hore.zmi linnast', tema
s�unnilinna, praeguse Usbekistani territooriumil asuva Hiiva tolleaegse nime
j�argi). Al-Hora.zmi XII sajandil ladina keelde t~olgitud t�o�ode kaudu j~oudsid
L�a�ane-Euroopa matemaatikuteni muude Indiast ja Araabiast p�arit ideede
k~orval ka mitmed v~orrandite lahendamise eeskirjad, mida hakatigi algoritmi-
deks kutsuma.

Erinevate (mittematemaatiliste) algoritmidega puutume kokku iga p�aev:
n�aiteks kokaraamatus olevad retseptid v~oi s~obrale j�aetud juhised kohtumis-
paika j~oudmiseks. Algoritmid on ka koolis ~opetatavad mitmekohaliste arvude
kirjaliku liitmise-lahutamise-korrutamise-jagamise eeskirjad.

Eel- ja j�areltingimus

Lisaks tegevuse sooritamiseks vajalike sammude loetelule on algoritmi kirjel-
dusel veel kaks t�ahtsat komponenti: eel- ja j�areltingimus.

Algoritmi eeltingimuseks (ingl precondition) nimetatakse selle rakenda-
miseks vajalike eelduste loetelu.

Paljude algoritmide eeltingimused on nii keerulised, et nende t�aielik v�alja-
kirjutamine pole m~oeldav. Sellisel juhul esitatakse ilmutatud kujul ainult
spetsii�liselt sellele algoritmile iseloomulikud eeldused ja j�aetakse m�arkimata
valdkonna �uldisemad alused.

N�aiteks kokaraamatus toodud retsepti alguses olev komponentide loetelu
on selle retsepti eeltingimus � kui kokal vajalikke aineid pole, ei saa ta seda
toitu valmistada. Lisaks ilmutatud kujul �ules loetud toiduainetele on vaja ka
t�o�ovahendeid (pliiti v~oi ahju, potti v~oi panni jne), aga neid tavaliselt eraldi
ei nimetata. T�o�ovahendite vajadus selgub alles valmistamisjuhendit lugedes.
Kui tegemist on k�o�ogiga, kus eksootilisemaid vahendeid (n�aiteks wok -panni)
ei ole, peab kokk lugema l�abi ka valmistamisjuhendi ja saab alles selle p~ohjal
otsustada, kas tal on k~oik vajalikud eeldused t�aidetud.
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S~obrale kohtumispaika j~oudmiseks j�aetud juhised algavad tavaliselt min-
gist m~olemale poolele teadaolevast kohast � kohalej~oudmise algoritmi eel-
tingimus on, et s~ober l�aheb omal k�ael sellesse alguspunkti ja alustab juhiste
j�argi liikumist just sealt.

Kirjaliku jagamise algoritmi (~oigupoolest mistahes jagamisalgoritmi) eel-
tingimus on, et jagaja ei ole null.

Algoritmi j�areltingimuseks (ingl postcondition) nimetatakse lubadust,
mis peab t�aituma, kui, alustades algoritmi eeltingimust rahuldavast olekust,
sooritada k~oik algoritmi sammud.

Igap�aevase elu algoritmides pole j�areltingimust enamasti v�alja toodud �
see lepitakse osapoolte vahel kokku muul moel. N�aiteks retsepti j�areltingimus
on lubatud roa valmimine, teejuhise j�areltingimus soovitud sihtpunkti j~oud-
mine ning kirjaliku jagamise eeskirja j�areltingimus jagatise ja j�a�agi tekkimine
kindlatesse kohtadesse arvutuse tulemuste hulgas.

Vahetingimus

Algoritmi uurimisel ja eriti selle ~oigsuse t~oestamisel on oluline ka vahetingimuse
m~oiste.

Algoritmi vahetingimuseks (ingl midcondition) algoritmi j�arjestikuste
sammude Si ja Si+1 vahel nimetatakse tingimust, mis kehtib, kui algoritmi
t�aitmine on j~oudnud seisu, kus samm Si on juba l~opetatud, kuid sammu Si+1

pole veel alustatud.
Kui vaadelda sammuga Si l~oppevat osa �uhe algoritmina ja sammuga Si+1

algavat osa teise algoritmina, siis on nende sammude vahel kehtiv vahe-
tingimus samaaegselt esimese osa j�areltingimus ja teise osa eeltingimus.

Mitteformaalselt v~oib �oelda, et eel- ja j�areltingimus on vahetingimuse
erijuhud � eeltingimus on vahetingimus, mis kehtib enne algoritmi esimese
sammu t�aitmist, j�areltingimus on vahetingimus, mis kehtib p�arast algoritmi
viimase sammu t�aitmist.

N�aiteks kohtumispaika minemise algoritmis v~oib olla l~oik: �. . . l�ahed kaks
t�anavavahet edasi ja p�o�orad paremale; seal on sild; l�ahed �ule selle ja p�o�orad
vasakule. . . �. Keskmine fraas ei ole ilmselt algoritmi samm � sild kas on
lubatud kohas v~oi ei ole ja algoritmi t�aitja (antud juhiste j�argi liikuja) ei saa
seda fakti muuta. Tegemist on hoopis vahetingimusega.

T~oend

Algoritmi kirjelduses ilmutatud kujul v�alja toodud vahetingimust nimeta-
takse t~oendiks (ingl assertion). T~oendid v~oimaldavad algoritmi t�aitjal kont-
rollida, kas algoritmi t�aitmine sinnamaani on olnud edukas.



PEAT�UKK 1. P~OHIM~OISTED 9

Nagu eeltingimused, on ka vahetingimused sageli liiga suured, et neid
t�aielikult v�alja kirjutada ja kontrollida. Mittet�aielike vahetingimuste kasuta-
misel peab meeles pidama, et igasuguse t~oendi mittekehtimine t�ahendab ala-
ti veaolukorda, kuid vigade puudumist t~oestab ainult t�aieliku vahetingimuse
kehtimine.

Silla puudumine eelmises n�aites t�ahendab kindlasti, et midagi on vales-
ti l�ainud. Selle olemasolu ei t~oesta veel, et orienteeruja on ~oiges kohas (ta
v~oib olla ka m~one teise silla juures), kuid v�alistab siiski suure hulga valesid
v~oimalusi (k~oik need t�anavad, kus pole �uldse silda).

M~onikord muudab vahetingimuse rikkumine algoritmi edasise t�aitmise
v~oimatuks. Kui silda ei ole, ei saa sellest ka �ule minna, seega tekiks selle
algoritmi t�aitmisel t~orge ka ilma vahetingimust kontrollimata. Alati see siiski
nii ei ole.

N�aiteks juhiste �. . . p�o�orad paremale; seal on lehekiosk; l�ahed kaks t�anava-
vahet edasi ja p�o�orad vasakule. . . � t�aitmist lehekioski puudumine otseselt ei
sega, kuid t~oen�aoliselt ei j~oua kord juba teelt eksinu ka ~oigesse kohta.

Just keerulisemates algoritmides on vahetingimuste v�aljatoomine v�aga
kasulik. Vahetingimuste kontrollimine algoritmi t�aitmise ajal v~oimaldab kohe
avastada, kui midagi on viltu l�ainud.

Diagnostikast veelgi olulisem on aga see, et vahetingimuste s~onastamine
sunnib algoritmi koostajat oma loogika korralikult l�abi m~otlema ja sageli
j�a�avad vead �uldse tegemata.

Algoritmi ~oigsus

Osutub, et vahetingimuste abil on v~oimalik ka algoritmi ~oigsust t~oestada.
Olgu meil antud n-sammuline algoritm, mille sammud on S1, S2, . . . , Sn,

eeltingimus Te ja j�areltingimus Tj. Selle algoritmi ~oigsuse t~oestuseks (ingl
proof of correctness) nimetatakse tingimuste jada T0, T1, . . . , Tn, mille korral
kehtivad v�aited

• T0 = Te;

• iga i ∈ 1, 2, . . . , n korral: tingimuse Ti−1 kehtivuse korral garanteerib
sammu Si t�aitmine tingimuse Ti kehtivuse;

• Tn = Tj.

Selle de�nitsiooni t�ahendus peaks olema ka intuitiivselt �usna h�asti m~oiste-
tav. Algoritmi eeltingimusest alustades n�aitame algoritmi iga sammu juures,
et selle sammu t�aitmine viib sammule eelneva vahetingimuse �ule sammule
j�argnevaks vahetingimuseks. Kui viimase sammu j�arel saavutatav tingimus
on algoritmi j�areltingimus, siis �utlemegi, et algoritmi ~oigsus on t~oestatud.
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1.1.2 Programm

Programmiks (ingl program) nimetatakse algoritmi esitust mingis formaal-
ses keeles, tavaliselt programmikeeles v~oi masinakoodis.

Programmide n�aiteid on v�aljastpoolt arvutimaailma raske leida � tavali-
selt kasutatakse igap�aevases elus eeskirjade ja juhiste esitamiseks loomulikku
keelt. Muidugi v~oib ka inimesele t�aitmiseks antud tegevuskava v~orrelda prog-
rammiga, kuid �uldjuhul ei t�aida inimene talle antud korraldusi mehaaniliselt
ja m~otlemata.

Arvuti seevastu t�aidab programmi alati t�apselt nii, nagu see on kirjas,
juurdlemata selle �ule, mida programmi autor seda kirjutades tegelikult tahtis.
See (Greeri kolmanda seaduse nime all tuntud) p~ohim~ote on nii oluline, et
v�a�arib eraldi esiletoomist:

Arvutiprogramm teeb seda, mida te k�asite tal teha,
ja mitte seda, mida te tahate, et ta teeks.1

1.1.3 Programmikeel

Programmikeeleks (ingl programming language) nimetatakse algoritmide
arvutile esitamiseks loodud formaalset keelt.

Kuigi programmikeeled on esimeste programmeeritavate arvutite ajast
saadik arenenud tublisti inims~obralikumaks, ei ole inimkeeles programmee-
ritavaid arvuteid siiski niipea loota. N�ailisele inims~obralikkusele vaatamata
sarnanevad t�anap�aevased programmikeeled oma j�aikuse poolest pigem masi-
na kui inimese loomulikule keelele.

Loomulik keel ei sobi algoritmide arvutile esitamiseks peamiselt kahel
p~ohjusel: esiteks on ta t�anap�aeva arvutite jaoks liiga keeruline ja teiseks on ta
mitmetim~oistetav. Isegi kui loomuliku keele keerukus ~onnestuks �uletada, j�a�ab
mitmetim~oistetavus ikkagi takistama selle kasutamist algoritmide piisavalt
t�apseks esitamiseks.

Et v�altida loomuliku keele mitmetim~oistetavusest kerkivaid raskusi, ka-
sutatakse formaalseid keeli ka v�aljaspool arvutimaailma. Lihtsaim praktiline
n�aide on pangas maksekorralduse vormistamiseks t�aidetav plank � selle ran-
ge struktuur ja piiratud v�aljendusv~oimalused tagavad, et pangat�o�otaja saab
�uheselt aru, kellelt, kellele ja kui palju tuleb raha �ule kanda. Vabas vormis
kirjutatud maksekorralduse puhul ei tarvitse korralduse andja m~ote �uheselt
arusaadav olla.

Nagu loomuliku keele puhul, tuleb ka formaalsest keelest r�a�akides eristada
selle s�untaksit ja semantikat.

1Arthur Bloch. Murphy seaduste t�aielik kogu. Ersen, 1999.
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Keele s�untaksiks (ingl syntax ) nimetatakse keele lausetele esitatavaid
vormilisi n~oudeid. Teiste s~onadega, keele s�untaks kirjeldab, millised on selles
keeles vormiliselt korrektsed laused.

Keele semantikaks (ingl semantics) nimetatakse selle keele vormiliselt
korrektsetele lausetele omistatavaid sisulisi t�ahendusi. S�untaktiliselt vigastele
lausetele tavaliselt mingit t�ahendust ei anta.

Seejuures v�a�arib eraldi m�arkimist, et s�untaktiliselt korrektne lause v~oib
semantiliselt ikkagi eba~oige olla. N�aiteks on v�aide �Tartu on Eesti pealinn�
vormiliselt k�ull igati korrektne (k~oik s~onad on ~oigesti kirjutatud ja lause-
ehitusega sobivas k�a�andes, p�arisnimed algavad suurt�ahega jne), kuid sisuliselt
vale � Eesti pealinn on Tallinn, mitte Tartu.

Nagu loomuliku keele lause, v~oib ka s�untaktiliselt korrektne programm
semantiliselt vigane olla. Paljud algajad programmeerijad keskendavad uue
keele ~oppimisel kogu t�ahelepanu s�untaksile ja unustavad, et tegelikult on
peamine just semantika � keelekonstruktsioonide sisuline t�ahendus.

Ilmselt soodustab seda tendentsi ka asjaolu, et arvuti on v~oimeline auto-
maatselt kontrollima ainult programmeerija kirjutatud teksti vormilist kor-
rektsust, kuid mitte selle sisu vastavust programmeerija taotlusele (see ongi
Greeri kolmanda seaduse kehtimise p~ohjus!). Sageli ei ~onnestu s�untaktiliselt
vigast programmi �uldse k�aima panna, kuid semantiliselt �logisev� programm
l�aheb k�aima ja v~oib vahel isegi ~oigeid (v~oi esmapilgul ~oigetena tunduvaid)
tulemusi v�aljastada, j�attes petliku mulje, nagu oleks �ulesanne lahendatud.

1.1.4 Programmikeelte liigitus

Kuigi arvutite ja programmeerimise ajaloo jooksul on loodud palju erine-
vaid programmikeeli, on v�aga v�ahe selliseid, mis ei sarnane �uhegi teisega.
Sellest l�ahtuvalt on loomulik, et programmikeeli jagatakse nende �ulesehituse
ja eesm�arkide j�argi mitmetesse kategooriatesse.

Programmikeeli v~oib klassi�tseerida nende otstarbe j�argi � programmi-
keel v~oib olla kas �uld- v~oi eriotstarbeline. �Uldotstarbeline (ingl general-
purpose) programmikeel v~oimaldab kirjutada programme paljude erineva-
te valdkondade jaoks, eriotstarbeline (ingl special-purpose) programmikeel
seevastu on orienteeritud �uhe valdkonna �ulesannete lahendamisele � �~oige�
valdkonna �ulesannete lahendamine on spetsialiseeritud keeles mugavam kui
�uldotstarbelises keeles, kuid m~one teise valdkonna �ulesannete lahendamine
vastavalt ebamugavam v~oi isegi v~oimatu.

Eriotstarbelised programmikeeled on n�aiteks andmebaaside t�o�otlemise
keel SQL ja dokumentide kirjeldamise keel PostScript (vastupidiselt laialt
levinud arvamusele on PostScript t�aievoliline programmikeel, mitte pelgalt
failivorming).
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Teine v~oimalus on liigitada programmikeeli nende keelekonstruktsiooni-
de j�argi � keel v~oib olla kas imperatiivne v~oi deklaratiivne. Deklaratiivses
(ingl declarative) keeles programmeerides kirjeldab programmeerija, mida on
vaja saavutada, imperatiivses (ingl imperative) keeles aga seda, kuidas soo-
vitud tulemuseni j~ouda.

L~oviosa t�anap�aeval kasutatavaid programmikeeli on imperatiivsed, k~oige
laiemalt levinud (kuigi mitte ainus praktikas kasutatav) deklaratiivne keel
ongi andmebaaside t�o�otlemise keel SQL.

Kolmas t�ahtsam v~oimalus on liigitada programmikeeli abstraktsiooni-
taseme j�argi � mida abstraktsem on keel, seda v�ahem peab programmeerija
selles keeles programmeerimisel teadma konkreetse arvuti tehnilistest detai-
lidest. Sellest liigitusest tuleb l�ahemalt juttu j�argnevates l~oikudes.

Kuigi kolme eeltoodud kriteeriumi v~oib pidada peamisteks, ei ammenda
nad kaugeltki k~oiki v~oimalusi programmikeeli liigitada. T�aiendavaid viiteid
erinevat t�u�upi keeltele ja neid kirjeldavatele allikatele on ~oppematerjali vii-
mases peat�ukis.

Masinakood

Arvuti �loomulik keel� koosneb ainult arvudest. Kogu informatsioon, mida ar-
vuti t�o�otleb, esitatakse arvuti m�alus arvudena kodeeritult. K~oik k�asud, mida
arvuti t�aita oskab, kodeeritakse samuti arvudena. Programmide ja andmete
sellist esitust nimetatakse masinakoodiks (ingl machine code).

T�anap�aevase arvuti masinakood on peaaegu kindlasti imperatiivne keel,
mis koosneb tavaliselt m~onek�umnest kuni m~onesajast k�asust ja on �uldiselt
igal arvutit�u�ubil erinev.

Kuna masinakood on igal arvutit�u�ubil erinev, ei ole masinakoodis kirju-
tatud programme �uldjuhul v~oimalik v�ahese vaevaga �uhelt arvutilt teisele �ule
viia. Kui arvutid on piisavalt erinevad, on sageli otstarbekam programm uue
arvuti jaoks lihtsalt uuesti kirjutada.

Masinakoodis programmeerimine on vaevarikas ja veaohtlik tegevus �
n�aiteks t~oen�aosus, et mingit s~ona esitavas arvujadas kogemata 97 asemel
98 kirjutanud inimesel oma viga m�arkamata j�a�ab, on m�arksa suurem kui
t~oen�aosus, et see juhtub selles s~onas `a' asemel `b' kirjutanud inimesel.

Kuigi masinakoodis programmeerimise j�arele pole t�anap�aeval enam prak-
tilist vajadust (v�aga �uksikud erandid v�alja arvatud), on arvuti t�o�o pare-
maks m~oistmiseks siiski kasulik tutvuda v�ahemalt m~one arvutit�u�ubi masina-
koodi �ulesehitusega. Muude eelistuste puudumisel v~oiks selleks olla Donald
E. Knuthi spetsiaalselt ~oppeotstarbeks loodud MIX2 v~oi MMIX3.

2http://www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth/taocp.html
3http://www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth/mmix.html
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S�umbolkeel

S�umbolkeeleks (ingl symbolic language) nimetatakse programmikeelt, mil-
les programmeerimisel kasutatakse operatsioonidele ja andmetele viitamiseks
arvuliste koodide asemel s�umbolkujul nimesid. S�umbolkeeli liigitatakse k~org-
ja madalkeelteks.

Madalkeele (ingl low-level language) k�asud vastavad �uldiselt �usna �uks-
�uhele masinakoodi k�askudele. Seega on madalkeeles kirjutatud programm
endiselt seotud konkreetse arvutit�u�ubi masinakoodiga, kuid s�umbolesitus
v~oimaldab programmeerijal kergemini vigu v�altida ning juba tehtud vigu
avastada ja parandada.

K~orgkeel (ingl high-level language) on konkreetse arvuti ja ops�usteemi
�ulesehitusest s~oltumatu, selle asemel on k~orgkeel orienteeritud programmi
loogika ja t�o�odeldavate andmete struktuuri paremale esitamisele. K~orgkeeles
kirjutatud programmi on v~oimalik ka �uhelt arvutit�u�ubilt teisele �ule viia.

Kompilaator ja interpretaator

Kuna arvuti s�umbolkeeles kirjutatud programme otse t�aita ei saa, tuleb
s�umbolkeelne programm enne t�aitmist masinakoodi t~olkida. K~oige parem
on lasta see t�u�utu t�o�o arvutil endal �ara teha. Selleks vajalikku programmi
nimetatakse translaatoriks (ingl translator).

Translaatorit, mis t~olgib ja t�aidab programmi �uhe k�asu kaupa, nimeta-
takse interpretaatoriks (ingl interpreter); translaatorit, mis t~olgib korraga
terve programmi v~oi mooduli ja salvestab tulemuse hilisemaks kasutamiseks,
nimetatakse kompilaatoriks (ingl compiler).

Praktikas on levinud ka mitmesugused h�ubriidlahendused. N�aiteks Java
kompilaator t~olgib Java-programmi spetsiaalsesse vahekeelde (nn baitkoodi),
mille t�aitmiseks kasutatav programm (nn Java virtuaalmasin) on sisuliselt
baitkoodi interpretaator.

1.2 Programmi elemendid

Valdava enamiku t�anap�aevaste programmikeelte s�untaksi elemendid jagune-
vad kolme liiki: primitiivid, juhtkonstruktsioonid ja deklaratsioonid.

1.2.1 Primitiivid

Primitiivideks (ingl primitive) nimetatakse neid korraldusi, mille t�aitmise
tulemusena tegelikult soovitud tulemus saavutatakse. N�aiteks retseptis on
primitiivid otseselt toiduvalmistamise operatsioonid: �hakkida�, �koorida�,
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�keeta� jne. Analoogiliselt on s~obrale kohtumispaika minekuks j�aetud juhistes
primitiivid otseselt tema liikumist suunavad fraasid: �keera vasakule�, �keera
paremale�, �mine N t�anavavahet edasi� jne.

Primitiivid v~oivad olla parameetriteta v~oi parameetritega. Parameetriteta
primitiiv koosneb ainult korraldusest midagi teha: �istu�, �seisa� jne.

Parameetritega primitiiv sisaldab tegevust t�apsustavaid lisandeid. Ilmselt
on lihtne n�aha, et juhised �mine 2 t�anavavahet edasi� ja �mine 3 t�anavavahet
edasi� on �usna sarnased, erineb ainult �uks detail � t�anavavahede arv. Seda
muutuvat detaili nimetataksegi �uldkujulise primitiivi �mine N t�anavavahet
edasi� parameetriks (ingl parameter).

Nii loomulikes kui ka formaalsetes keeltes on parameetritega primitiive
rohkem kui parameetriteta primitiive, kuigi loomuliku keele puhul pole see
vahetegemine alati selge � n�aiteks, kas �keera vasakule� ja �keera paremale�
on kaks eraldi primitiivi v~oi hoopis �uldkujulise primitiivi �keera suunas X�
kasutamine erinevate parameetritega? (Hiljem n�aeme, et selliste k�usimuste
lahendamisega tuleb tegeleda ka programmeerimise k�aigus.)

1.2.2 Juhtkonstruktsioonid

Juhtkonstruktsioonideks (ingl control structure) nimetatakse programmi
elemente, mis m�a�aravad, milliseid primitiive, millises j�arjekorras ja kui palju
kordi t�aidetakse.

Seni on n�aidetes esinenud ainult �uks juhtkonstruktsioon: j�arjend (ingl
sequence) � k~oik primitiivid t�aidetakse juhistes antud j�arjekorras, �uhtegi
vahele j�atmata v~oi kordamata. J�arjend on enam-v�ahem samal kujul olemas
ka k~oigis programmikeeltes � �uldiselt t�aidetakse muude konstruktsioonide
puudumisel primitiive just selles j�arjekorras, nagu nad programmi tekstis
kirjas on.

Huvitavamate ja keerulisemate juhtkonstruktsioonide uurimisele p�uhen-
dame kolm j�argmist peat�ukki, sellep�arast neil praegu pikemalt ei peatu.

1.2.3 Deklaratsioonid

Deklaratsioonid (ingl declaration) kirjeldavad objekte, millega programmis
edaspidi tegemist tuleb. Deklaratsioonid ei tee otseselt midagi (selleks on
primitiivid) ega suuna ka programmi k�aiku (selleks on juhtkonstruktsioonid).

Deklaratsioone programmis v~oib v~orrelda tegelaste tutvustusega n�aidendi
v~oi �lmistsenaariumi alguses v~oi de�nitsioonidega matemaatika~opikus, sest
nende �ulesandeks on panna paika �tegelased� ja �kseerida �m~oisted�, millega
programm edaspidi opereerima hakkab.
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1.3 Muutuja, v�a�artus, t�u�up

1.3.1 Muutuja

Arvuti m�alu koosneb nummerdatud m�alupesadest. Igasse m�alupessa v~oib
salvestada �uhe arvu4, mis p�usib seal seni, kuni arvuti v�alja l�ulitatakse v~oi
kuni samasse m�alupessa m~oni teine arv salvestatakse.

Programmi t�o�o ajal mingi v�a�artuse hoidmiseks eraldatud m�alupesa nime-
tataksegi muutujaks (ingl variable).

Masinakoodis kasutab programmeerija m�alupesa poole p�o�ordumiseks selle
numbrit, mis pole kuigi mugav � on ju �usna t�u�utu meeles pidada, et paras-
jagu t�o�odeldava arvujada minimaalne v�a�artus on m�alupesas number 325452,
maksimaalne v�a�artus m�alupesas 325456 ja jada elemendid veel mingite muu-
de numbritega m�alupesades.

S�umbolkeeles annab programmeerija igale muutujale nime. �Uldiselt peaks
muutuja nimi kirjeldama selles hoitava v�a�artuse sisu. N�aiteks v~oib jada mi-
nimaalse elemendi v�a�artuse hoidmiseks kasutatavat muutujat nimetada min
ja maksimaalse elemendi v�a�artuse hoidmiseks kasutatavat max.

Muidugi on muutujale antava nime ja selles hoitavate andmete vastavus
programmeerija asi. Arvuti sellest kinnipidamist kontrollida ei saa � kui
arvuti suudaks inimese m~otteid lugeda, oleks programmeerimine kui amet
juba kadunud.

Siiski on programmeerija enda huvides muutujatele m~oistlikud nimed
panna, vastasel korral ei saa ta ise ka varsti aru, millised andmed kuhu sal-
vestatud on � r�a�akimata juba suurtest tarkvaraprojektidest, kus �uhe prog-
rammi kirjutamisega tegeleb mitmete aastate jooksul k�umneid v~oi isegi sadu
programmeerijaid.

1.3.2 V�a�artus ja t�u�up

Nagu eelpool �oeldud, on arvuti riistvara seisukohalt m�alus ainult arvud. See,
et m~onda arvu t~olgendatakse arvuna, m~onda s�umboli koodina ja m~onda veel
mingil muul moel, on programmeerijate omavahelise kokkuleppe k�usimus ja
arvuti protsessor ei tea sellest �uldiselt midagi.

Masinakoodis on nende vastavuste meelespidamine programmeerija mure,
s�umbolkeeles v~otab (v�ahemalt osa) selle(st) vaeva(st) enda kanda translaa-
tor. Selleks, et translaator teaks, mismoodi �uhe v~oi teise m�alupesa sisuga
�umber k�aia, tuleb muutuja kirjeldamisel teatada selle t�u�up (ingl type), see
t�ahendab, �oelda, millist liiki v�a�artusi selles muutujas hoidma hakatakse.

4Tegelikult on asi veidi keerulisem, aga t�apsemaks selgituseks pole siinkohal ruumi.
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Tavaliselt on programmikeeltes eraldi t�u�ubid t�ais- ja reaalarvude, m�arkide
(s�umbolite), tekstide (s~onede) ja t~oev�a�artuste esitamiseks. Paljudes keeltes on
lisaks neile olemas spetsiaalsed t�u�ubid kuup�aevade, kellaaegade jmt suuruste
jaoks.

Abstraktne ja konkreetne t�u�up

Abstraktne andmet�u�up (ingl abstract data type, ADT ) koosneb v�a�artus-
varust ja operatsioonivarust.

Andmet�u�ubi v�a�artusvaru (ingl domain) n�aitab, milliseid v�a�artusi on
v~oimalik seda t�u�upi muutujasse salvestada, ja operatsioonivaru, mida on
v~oimalike nende v�a�artustega peale hakata.

N�aiteks Java t�aisarvut�u�up int v~oimaldab salvestada t�aisarvulisi v�a�artusi
l~oigus −2 147 483 648 kuni 2 147 483 647 ning sooritada nende v�a�artustega
aritmeetilisi tehteid, v~orrelda neid omavahel jmt.

Konkreetne andmet�u�up (ingl concrete data type) erineb abstraktsest
selle poolest, et m�a�arab kindlaks ka selle t�u�ubi k~oigi v~oimalike v�a�artuste
esitamise arvuti m�alus. Veidi lihtsustades v~oib �oelda, et konkreetne t�u�up
seab abstraktse t�u�ubi igale v~oimalikule v�a�artusele vastavusse arvu, millena
see v�a�artus arvuti m�allu salvestatakse.

Tavaliselt j�atab k~orgkeele kirjeldus andmet�u�upide v�a�artuste esituse trans-
laatori kirjutaja otsustada. Sel juhul on k~orgkeele kirjelduses andmet�u�ubid
antud abstraktsete t�u�upidena.

Liht- ja liitt�u�up

Andmet�u�upi, mille v~oimalikud v�a�artused on programmikeele jaoks atomaar-
sed, jagamatud suurused, nimetatakse lihtt�u�ubiks (ingl simple type). T�u�upi,
mille v~oimalikud v�a�artused koosnevad selgelt eristatavatest osadest, nimeta-
takse liitt�u�ubiks (ingl composite type).

N�aiteks m�argit�u�up on lihtt�u�up � �uheski �uldotstarbelises keeles ei vaa-
delda t�ahem�arke kui mingitest osadest koosnevaid moodustisi, vaid ikka kui
terviklikke ja jagamatuid suurusi.

Tekstit�u�up seevastu on liitt�u�up � k~oigis �uldotstarbelistes keeltes, kus
tekstit�u�up �uldse olemas on, vaadeldakse teksti kui m�argijada, millega v~oib
manipuleerida �uhe tervikuna, kuid mida saab t�o�odelda ka �uksikute m�arkide
kaupa.

Arvut�u�ubid on �uldotstarbelistes keeltes enamasti lihtt�u�ubid, kuigi p~ohi-
m~otteliselt poleks v~oimatu ka arvude k�asitlemine numbrijadadena � sama-
moodi, nagu tekste vaadeldakse m�argijadadena.
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Lisaks keeles olemasolevatele standardsetele t�u�upidele on programmeeri-
jal enamasti v~oimalik de�neerida ka uusi t�u�upe konkreetse �ulesande andmete
mugavamaks esitamiseks. Kaks levinumat konstruktsiooni uute liitt�u�upide
moodustamiseks on massiiv ja kirje.

Massiiv

Massiiv (ingl array) on nummerdatud elementide kogum. Nagu igal teisel
muutujal, on ka massiivit�u�upi muutujal �uks nimi; massiivi elemendi poole
p�o�ordumiseks kasutatakse massiivi nime ja elemendi j�arjekorranumbrit ehk
indeksit (ingl index ). Paljudes programmikeeltes kehtib n~oue, et �uhe mas-
siivi elemendid peavad k~oik sama t�u�upi olema.

Massiivid v~oivad olla �uhe- v~oi mitmem~o~otmelised. �Uhem~o~otmelist mas-
siivi v~oib kujutada jadana, mille igal elemendil on �uks indeks � elemendi
j�arjekorranumber jadas. Kahem~o~otmelist massiivi v~oib kujutada tabelina,
mille igal elemendil on kaks indeksit � rea- ja veerunumber. Kuigi praktikas
seda eriti tihti vaja ei l�ahe, lubavad programmikeeled tavaliselt kasutada ka
kolme- ja enamam~o~otmelisi massiive.

Kirje

Kirje (ingl record) on mitmet�u�ubiliste elementide kogum. Kirje elemente
nimetatakse v�aljadeks (ingl �eld). Erinevalt massiivi elementidest on kir-
je v�aljadel tavaliselt nimed, mitte indeksid; kirje v�alja poole p�o�ordumiseks
kasutatakse koos muutuja ja v�alja nimesid.

Keerukamad t�u�ubid

Paljud keeled lubavad liitt�u�upide moodustamise konstruktsioonide kordu-
va kasutamisega kirjeldada kuitahes keerukaid t�u�upe: v~oib de�neerida kirje,
mille �uks v�ali on massiiv, mille elemendid on omakorda kirjed jne. Suurtes
programmis�usteemides pole sugugi haruldased andmestruktuurid, kus sellisel
moel on �uksteise sees 4-5 kihti �organisatsiooni� enne kui tegelike andmeteni
j~outakse.

Sellist hierarhilist moodustist on igati sobilik v~orrelda alamkataloogide
(kaustade) hierarhiaga arvuti k~ovakettal � p~ohim~otteliselt v~oiks ju k~oiki faile
�uhes kataloogis koos hoida, aga siis oleks seal segamini k~oikv~oimalikke fai-
le, millel omavahel mingit pistmist pole ja vajaliku info leidmine v~oib p�aris
t�ulikas olla. Hoopis m~oistlikum on failid teemade kaupa kataloogidesse ja-
gada ja igale kataloogile asjakohane nimi panna. Liitt�u�upidel on programmi
andmete korrastamisel t�apselt samasugune funktsioon.
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1.3.3 Avaldis

Valdava enamiku programmikeelte avaldised (ingl expression) on oma p~ohi-
omadustelt �usna sarnased matemaatikatunnist tuttavate aritmeetiliste aval-
distega: avaldistes v~oib kasutada konstante ja muutujaid, tehtem�arke ja funkt-
sioonide t�ahiseid ning sulge tehete j�arjekorra m�arkimiseks.

Avaldise v�a�artustamiseks (ingl evaluation) � selle avaldise v�a�artuse ar-
vutamiseks � asendatakse muutujate nimed selles avaldises nende muutujate
v�a�artustega � see t�ahendab, nende v�a�artustega, mis on parajasti salvestatud
vastavatesse m�alupesadesse � sooritatakse vajalikud tehted ja l~opptulemust
nimetatakse selle avaldise v�a�artuseks (ingl value).

F�u�usikatunnist peaks olema h�asti teada, et erinevat t�u�upi suurusi (n�aiteks
massi ja aega) ei saa omavahel kokku liita. Sarnased n~ouded kehtivad ka prog-
rammeerimisel: selleks, et avaldises n~outud tehteid oleks v~oimalik sooritada,
tuleb igat tehtem�arki (operaatorit (ingl operator)) rakendada sobivatele
v�a�artustele (operandidele (ingl operand)).

Translaator kontrollib programmis olevate avaldiste korrektsust andme-
t�u�upide operatsioonivarude j�argi � iga v�a�artusega tohib sooritada ainult neid
operatsioone, mis kuuluvad vastava t�u�ubi operatsioonivarusse.

Ka iga operatsiooni tulemusel on oma t�u�up, mida arvestatakse selle tule-
muse kasutamisel j�argmistes operatsioonides � n�aiteks kahe t�aisarvu liitmisel
on tulemuseks uus t�aisarv ja seda v~oib ka edaspidi kasutada ainult operatsi-
oonides, mis kuuluvad t�aisarvut�u�ubi operatsioonivarusse.

Erinevate keelte t�u�ubis�usteemid on erinevad. N�aiteks on m~ones keeles ka-
he t�aisarvu jagamisel tulemuseks uus t�aisarv (sellised keeled jagavad j�a�agiga),
m~ones teises keeles aga reaalarv (sellised keeled jagavad t�apselt5). Selleks, et
kirjutada korrektseid programme, peab programmeerija tundma kasutatava
keele t�u�ubis�usteemi.

1.3.4 Omistamine

Imperatiivse keele k~oige t�ahtsam primitiiv on omistamine (ingl assign-
ment). Omistamisk�ask on tavaliselt kujul

muutuja← avaldis

ning selle t�ahendus (semantika) on: arvutada antud avaldise v�a�artus ja salves-
tada tulemus antud muutuja v�a�artuse hoidmiseks kasutatavasse m�alupessa.
Selles m�alupesas varem olnud andmed (muutuja esialgne v�a�artus) l�ahevad
seejuures kaotsi.

5~Oigem oleks �oelda, et jagavad t�apsemalt, sest tegelikult on reaalarvud arvutis ligi-
kaudsed suurused. Arvutust�apsusest tuleb veidi l�ahemalt juttu edaspidi.
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Omistamisk�asu semantika juures on oluline, et avaldise v�a�artus arvuta-
takse v�alja enne muutuja esialgse v�a�artuse rikkumist. See v~oimaldab kasuta-
da omistamisk�aske kujul

muutuja← muutuja + 1.

Selline omistamisk�ask arvutab v�alja avaldise muutuja+1 v�a�artuse, kasutades
selleks muutuja esialgset v�a�artust, ja alles p�arast seda salvestab tulemuse
muutuja m�alupessa, suurendades sellega muutuja v�a�artust 1 v~orra.

Omistamisk�asust (eriti selle viimatimainitud kujul) r�a�akides torkab sil-
ma, et muutuja osaleb omistamisk�asus kahes erinevas t�ahenduses � avaldise
v�a�artuse arvutamisel kasutatakse muutujat kui v�a�artust (oluline on tema
m�alupesa sisu, mitte selle asukoht), v�a�artuse salvestamisel aga kui kohta
(oluline on tema m�alupesa asukoht, mitte see, mida selles m�alupesas para-
jasti hoitakse).

Muutuja esimeses t�ahenduses kasutamisel saadavat v�a�artust nimetatakse
selle muutuja paremv�a�artuseks (ingl rvalue), sest selles t�ahenduses kasu-
tatakse muutujat omistamism�argist paremal pool; tema teises t�ahenduses
kasutamisel saadavat m�alupesa aga vasakv�a�artuseks (ingl lvalue), sest sel-
les t�ahenduses kasutatakse muutujat omistamism�argist vasakul pool.

Konstantidel ja avaldistel on �uldiselt ainult paremv�a�artused � avaldis
2 + 3 esitab v�a�artust 5, aga ei osuta mingit andmete salvestamiseks sobivat
kohta arvuti m�alus.

Muutujatel on tavaliselt olemas nii vasak- kui ka paremv�a�artus. Erandi
moodustavad muutujad, millele pole veel midagi omistatud. Paljudes keel-
tes kasutatakse sellisel juhul muutuja paremv�a�artusena neid andmeid, mis
muutuja hoidmiseks kasutatavas m�alupesas parajasti on (enamasti on seal
eelmiste programmide t�o�ost m�allu j�a�anud r�amps, millega arvutamine min-
git m~oistlikku tulemust ei anna). M~ones keeles loetakse, et sellisel muutujal
paremv�a�artus puudub ja katse seda kasutada on viga. M~ones keeles antakse
igale muutujale kohe selle loomisel kindel algv�a�artus (arvulist t�u�upi muutuja
korral tavaliselt 0, muudel t�u�upidel kindlat traditsiooni pole).

Neist kolmest variandist on levinuim esimene � efektiivsuse t~ottu. Paraku
on see variant ka ohtlikem, sest v�a�artustamata muutujat kasutav programm
hakkab k�ull t�o�ole, aga v~oib igal k�aivitamisel erinevalt k�aituda � vastavalt sel-
lele, mis parasjagu m�alus olema juhtub. Selliseid ebaj�arjekindlalt avalduvaid
vigu on �uldiselt �usna raske leida.

�Uks v~oimalus algv�a�artustamata muutujatest tingitud vigade v�altimiseks
on igale muutujale kohe selle loomisel mingi v�a�artus omistada. Isegi kui see
v�a�artus pole programmi j�argneva loogika seisukohalt sobiv, on programmi
k�aitumine v�ahemalt j�arjekindel ja vea leidmine seet~ottu m�arksa lihtsam.
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1.4 Pseudokeel

Edasises vaatleme algoritmide kirjeldusi poolformaalses pseudokeeles. Iga
algoritmi kirjeldus koosneb pealkirjast, eel- ja j�areltingimusest, kasutatavate
abimuutujate kirjeldusest ning algoritmi sammude loendist.

Paljud algoritmid on lisaks sellele n�aha ka viies erinevas keeles program-
midena ~oppematerjali lisades. Nende n�aiteprogrammide eesm�ark on illustree-
rida tekstis kirjeldatud p~ohim~otete praktilist realiseerimist erinevates keeltes.

Algoritmi kirjelduses n�aitab eeltingimus tavaliselt seda, millistes muutu-
jates ja millisel kujul peavad olema esitatud algandmed selle algoritmi t�o�oks,
ja j�areltingimus seda, millistes muutujates ja millisel kujul on algoritmi t�o�o
l~oppedes vastus.

Algoritmi sammudena kasutame j�argmisi primitiive:

• omistamisk�ask kujul

muutuja← avaldis

arvutab antud avaldise v�a�artuse ja salvestab selle antud muutuja uue
v�a�artusena;

• sisestusk�ask kujul

sisesta muutuja

loeb sisendist (kasutajalt) v�a�artuse ja salvestab selle antud muutuja
uue v�a�artusena; �uhe muutuja asemel v~oib olla ka muutujate loetelu, sel
juhul loeb see k�ask uued v�a�artused k~oigile muutujatele nende loetelus
esinemise j�arjekorras;

• v�aljastusk�ask kujul

v�aljasta avaldis

arvutab antud avaldise v�a�artuse ja v�aljastab selle kasutajale; �uhe aval-
dise asemel v~oib olla ka avaldiste loetelu;

• kommentaarid kujul

� kommentaari tekst

j�aetakse algoritmi t�aitmisel vahele; need on m~oeldud ainult selgituseks
lugejale.

Juhtkonstruktsioone (peale j�arjendi) meil esialgu ei ole. Nendega tutvume
j�argmistes peat�ukkides.
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1.4.1 N�aited

Lihtne tervitus

Esimene n�aide v�aljastab kasutajale tervituse.
Sellise programmiga on hea kontrollida programmeerimiss�usteemi korras-

olekut � kui isegi nii lihtsa programmi t�aitmine ei ~onnestu, on arvatavas-
ti t�o�ovahendid rikkis; keerulisema programmi korral v~oib eba~onnestumise
p~ohjuseks olla viga programmis. Siiski v~oimaldab see programm teha l�abi
programmi koostamise ts�ukli: teksti sisestamine, transleerimine, k�aivitamine.

Algoritm 1.1 Lihtne tervitus

1. v�aljasta `Tere, kasutaja'

Interaktiivne tervitus

~Oige natuke keerulisem n�aide, mis kasutab ka �uht abimuutujat.

Algoritm 1.2 Interaktiivne tervitus
Abimuutujad: nimi � kasutaja nimi, tekst

1. v�aljasta `Teie nimi: '

2. sisesta nimi

3. v�aljasta `Tere, ', nimi

Tasub t�ahele panna, et viimases v�aljastamisk�asus on esimene koma v�aljas-
tatava teksti osa, teine aga kahe k�asus esineva avaldise (tekstikonstandi ja
muutuja) eraldaja. Samalaadsetele detailidele tuleb t�ahelepanu p�o�orata ka
reaalsetes programmikeeltes.

Vahetus

Kahe antud muutuja (a ja b) v�a�artuste vahetamine.

Algoritm 1.3 Vahetab kahe muutuja v�a�artused
Sisend: a, b � vahetatavad v�a�artused, m~olemad sama t�u�upi
V�aljund: a, b � v�a�artused vahetatud
Abimuutujad: c, sama t�u�upi kui a ja b

1. c← a

2. a← b

3. b← c
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Selle algoritmi n�aitel saame illustreerida ka vahetingimuste kasutamist algo-
ritmi ~oigsuses veendumiseks.

Vastavalt algoritmi kirjelduses olevale eeltingimusele peavad vahetatavad
v�a�artused olema muutujates a ja b. T�ahistame neid v�a�artusi vastavalt a0 ja b0.
Kui lisaks t�ahistame puuduva v�a�artuse s�umboliga⊥, on algoritmi eeltingimus

a = a0, b = b0, c = ⊥.

Esimene samm omistab muutujale c muutuja a esialge v�a�artuse, seega p�arast
esimese sammu t�aitmist peab kehtima vahetingimus

a = a0, b = b0, c = a0.

Analoogiliselt peab p�arast teist omistamist kehtima

a = b0, b = b0, c = a0

ja p�arast kolmandat
a = b0, b = a0, c = a0,

mis, nagu n�aha, sisaldab endas ka programmi j�areltingimust. Lisaks luba-
tud vahetusele on muutunud ka c v�a�artus, aga kuna c oli algusest peale
kuulutatud abimuutujaks, on selle v�a�artuse rikkumine lubatud. Seega v~oime
j�areldada, et meie algoritm on korrektne.

Edaspidises lisame algoritmi olulisemad vahetingimused sageli kommen-
taaridena otse algoritmi sammude vahele.

Algoritm 1.3 Vahetab kahe muutuja v�a�artused
Sisend: a, b � vahetatavad v�a�artused, m~olemad sama t�u�upi
V�aljund: a, b � v�a�artused vahetatud
Abimuutujad: c, sama t�u�upi kui a ja b

� vahetingimus: a = a0, b = b0, c = ⊥

1. c← a

� vahetingimus: a = a0, b = b0, c = a0

2. a← b

� vahetingimus: a = b0, b = b0, c = a0

3. b← c

� vahetingimus: a = b0, b = a0, c = a0
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~Oigete vahetingimuste leidmine on sageli lihtsam programmi v~oi algoritmi
tekstis tagantpoolt ettepoole liikudes.

Vaatleme n�aiteks ruutv~orrandi lahendamise algoritmi 1.4, mis kasutab
�uldtuntud valemit

x1, x2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Muidugi on sama �uldtuntud ka ruutv~orrandi lahendivalemi rakendamise eel-
tingimused, aga oletame hetkeks, et me neid ei tea. Sellisel juhul saame algo-
ritmi t�aitmiseks vajalikud eeltingimused k~oige lihtsamalt leida just tagant-
poolt ettepoole liikudes.

Algoritm 1.4 Lahendab ruutv~orrandi
Sisend: a, b, c � v~orrandi ax2 + bx + c = 0 kordajad
V�aljund: x1, x2 � v~orrandi lahend
Abimuutujad: d � abimuutuja

1. d← b2 − 4ac

2. x1 ← (−b−
√

d)/(2a)

3. x2 ← (−b +
√

d)/(2a)

Omistamisk�asu x2 ← . . . t�aitmiseks peab olema v~oimalik arvutada selle pa-
remal poolel oleva avaldise v�a�artus. Selleks omakorda on vaja, et murrujoone
all ei oleks null (2a 6= 0, ehk a 6= 0) ja juurem�argi all ei oleks negatiivne arv
(d ≥ 0). Samad tingimused peavad kehtima ka omistamise x1 ← . . . eel.

Selleks, et omistamise d ← . . . j�arel kehtiks j�argmiste omistamiste jaoks
vajalik tingimus (d ≥ 0), ei tohi muutujale d omistatava avaldise v�a�artus olla
negatiivne (b2 − 4ac ≥ 0, ehk b2 ≥ 4ac).

Lisades need tingimused algoritmi kirjeldusse, saamegi tulemuse, mille
~oigsust on v~oimalik rangelt t~oestada.

Algoritm 1.4 Lahendab ruutv~orrandi
Sisend: a, b, c � v~orrandi ax2 + bx + c = 0 kordajad, a 6= 0, b2 ≥ 4ac
V�aljund: x1, x2 � v~orrandi lahend
Abimuutujad: d � abimuutuja

� vahetingimus: a 6= 0, b2 ≥ 4ac

1. d← b2 − 4ac

� vahetingimus: a 6= 0, d ≥ 0

2. x1 ← (−b−
√

d)/(2a)

3. x2 ← (−b +
√

d)/(2a)
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Muidugi ei maksa eelnevast j�areldada, et vahetingimuste hoolikas j�algimine
on vajalik ainult matemaatiliste algoritmide ~oigsuses veendumiseks. Peaaegu
k~oigil primitiividel on mingid eeltingimused, mille rikkumise tagaj�arjeks on
kas programmi t�o�o katkemine veateatega v~oi lihtsalt eba~oiged tulemused. Ja
programmi autori mainele ei tule kasuks kumbki variant.



PEAT�UKK 1. P~OHIM~OISTED 25

�Ulesanded

�Ulesanne 1.1 Leida igap�aevasest elust v�ahemalt kaks erinevat algoritmi.
Tuua v�alja nende sammud ning eel- ja j�areltingimused. S~onastada ka m~oni
vahetingimus.

�Ulesanne 1.2 Uurida oma programmeerimiss�usteemi andmet�u�upe.

• Millised t�u�ubid on olemas?

• Milline on iga t�u�ubi v�a�artus- ja milline operatsioonivaru?

• Kui palju igat t�u�upi muutuja m�alus ruumi v~otab?

Kontrollt�o�oks loetleda kasutatava programmeerimiss�usteemi t�aisarvut�u�ubid ja
nende v�a�artusvarud. Miks pole v�a�artusvarude otspunktid ��ummargused� ar-
vud?

�Ulesanne 1.3 Kirjutada algoritm ja (vabalt valitud keeles) programm, mille
t�aitmise k�aigus omistatakse muutujale s kolme muutuja x, y ja z v�a�artuste
summa ning muutujale k nende v�a�artuste aritmeetiline keskmine. Millised
peaks olema s ja k t�u�ubid, kui x, y ja z on t�aisarvud? Miks?

�Ulesanne 1.4 Kirjutada programm, mis sisestab t�aisnurkse kolmnurga kaa-
tetite pikkused ning v�aljastab selle kolmnurga h�upotenuusi pikkuse ja pindala.
Millised on h�upotenuusi pikkuse ja pindala t�u�ubid, kui kaatetite pikkused on
reaalarvud? Aga kui kaatetite pikkused on t�aisarvud? Miks?

�Ulesanne 1.5 Kirjutada programm, mis deklareerib kahe t�aisarvulise v�al-
jaga kirjet�u�ubi ja neist kirjetest koosneva kolmeelemendilise massiivi, omistab
selle massiivi k~oigi kolme kirje m~olemale v�aljale mingid �kseeritud v�a�artused
ning v�aljastab iga kirje sisu eraldi reale.
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Kirjandus

Programmeerimise ~oppimiseks ei pea muidugi l�abi lugema k~oiki j�argnevaid
raamatuid, aga kindlasti soovitan tutvuda P�olya' �ulesannete lahendamise me-
toodikaga ja lugeda v�ahemalt �uhte �ulej�a�anud raamatutest � neis on arvutite
ehituse ja t�o�op~ohim~otete kohta palju huvitavat materjali, mille tundmine
tuleb kasuks nii j�argnevate peat�ukkide omandamisel kui ka �uldisemalt.

Gy�orgy (George) P�olya. Kuidas seda lahendada. Valgus, 2001.
Maailmakuulsa matemaatiku raamat kirjeldab �uldisi �ulesannete lahen-
damise tehnikaid, mis sobivad suurep�araselt ka algoritmide ja program-
mide koostamiseks. 200 lk.

Rein J�urgenson. Programmeerimine. Valgus, 1989.
Programmeerimise alg~opetus Basicu, Pascali ja Fortrani n�aitel. 376 lk.

�Ulo Kaasik, J�uri Kiho, Mare Koit. Kuidas programmeerida. Valgus, 1990.
Programmeerimise alg~opetus Basicu ja E-skeemide n�aitel. 264 lk.

J�uri Kiho. Elementaaralgoritmid. Tartu �Ulikool, 1991.

Programmeerimise alg~opetus E-skeemide n�aitel. 144 lk.

Rein J�urgenson. Programmeerimise algkursus. Tallinna Tehnika�ulikool, 1999.

Programmeerimise alg~opetus Pascali n�aitel. 88 lk.

J. Glenn Brookshear. Computer Science: An Overview. Addison-Wesley, 1999.

Varasemate tr�ukkidega klassikaks saanud programmeerimise ja arvuti-
teaduse alg~opetuse ~opik. 609 lk.
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Vaid v�aga v�aike osa algoritmidest on kirjeldatavad alati t�apselt samas
j�arjekorras t�aidetavate operatsioonide j�arjendina. K�aesolevas peat�ukis vaatle-
me valikulauseid, millega saab kirjeldada tegevuse suunamist vastavalt algo-
ritmi t�aitmise ajal selguvatele tingimustele.

Kasutades n�aitena j�alle kokaraamatut, kohtame retseptides sageli juhi-
seid, kuidas m~ond puuduvat komponenti teisega asendada (n�aiteks �. . . kui
veini�a�adikat k�aep�arast pole, v~oib selle asemel kasutada ka sidrunimahla. . . �)
v~oi v~oimaluse korral rooga mittekohustuslike lisanditega huvitavamaks teha
(n�aiteks �. . . k~oige peale v~oib puistata veidi jahvatatud kaneeli. . . �).

Nii algoritme k�asitlevas kirjanduses kui ka programmikeeltes kasutatakse
tingimuste esitamiseks matemaatilisest loogikast laenatud vahendeid, sestap
alustamegi peat�ukki loogika p~ohim~oistete vaatlemisest.

2.1 Loogika alused

Loogika (ingl logic) on �losoo�a, lingvistika ja matemaatika piiril asuv tea-
dus, mis tegeleb arutluste ja t~oestuste uurimisega, see t�ahendab eelduste ja
nendest tehtavate j�arelduste t~oelevastavuse uurimisega.

~Oigupoolest ei ole formaalse loogika seisukohalt arutlusel ja t~oestusel min-
git vahet � arutluseks nimetatakse �uldiselt m~otlemist, j�arelduste tegemist,
t~oestuseks aga tehtud j�arelduste ~oigsuse demonstreerimist kellelegi teisele.
Loogika seisukohalt pole oluline, kas j�areldusi tehakse omaks tarbeks v~oi
teistele esitamiseks � nende paikapidavust see ei muuda.

V~oib �oelda, et loogika peaeesm�ark on leida sellised j�arelduste tegemise
reeglid, et t~oestest eeldustest tehtaks ainult t~oeseid j�areldusi. (See on muidugi
�usna j�ame lihtsustus, tegelikult on loogika uurimisvaldkond palju laiem ja
probleemid mitmekesisemad.)

Analoogiliselt algoritmidele on ka loogikas v�aidete (ja ennek~oike nende-
vaheliste seoste) t�apsemaks esitamiseks kasutusel formaalsed t�ahistused.

2.1.1 T~oev�a�artus

Loogilise arutluse elementaarosad on v�aited, mis v~oivad olla kas t~oesed v~oi
v�a�arad, n�aiteks �2 + 2 = 4� v~oi �Eesti pealinn on Tartu�.

V�aidet nimetatakse t~oeseks (ingl true), kui see vastab tegelikkusele ja
v�a�araks (ingl false), kui see ei vasta tegelikkusele. Eelpool toodud v�aidetest
on esimene t~oene, teine aga v�a�ar.

Laused, mis midagi ei v�aida, ei saa olla ei t~oesed ega v�a�arad ning po-
le seet~ottu ka loogika uurimisobjektid. Sellised on n�aiteks enamik k�usi- ja
h�u�udlauseid.
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2.1.2 Lausearvutus

Lausearvutus (ingl propositional calculus) on loogika osa, mis uurib keeru-
lisemate v�aidete konstrueerimist lihtsamatest.

Lausearvutuse valemite koostamisel asendatakse lausetes olevad v�aited
neid t�ahistavate muutujatega ja lausete omavahelised seosed loogiliste tehe-
tega. Selleks jagatakse uuritav arutlus v~oi t~oestus lauseteks, need omakorda
osalauseteks jne, kuni j~outakse v�aideteni, mida enam osadeks jagada ei saa.
Saadud v�aiteid t�ahistatakse loogikas harilikult suurte ladina t�ahtedega ja iga
sellise muutuja t~oev�a�artuseks loetakse loomulikult tema poolt t�ahistatava
v�aite t~oev�a�artus.

Loogilised tehted, mille abil v�aited uuesti lauseteks seotakse, on eitus,
konjunktsioon, disjunktsioon, implikatsioon ja ekvivalents. Mitmest seotud
v�aitest koosnevaid avaldisi t�ahistatakse harilikult v�aikeste ladina t�ahtedega
ja nende t~oev�a�artused de�neerime j�argnevates l~oikudes.

Nagu aritmeetikas, v~oib ka lausearvutuses avaldise v�a�artus s~oltuda tehete
sooritamise j�arjekorrast. Nagu aritmeetikas, kasutatakse ka lausearvutuses
tehete j�arjekorra m�arkimiseks sulge � sulgudes olevad tehted sooritatakse
alati enne.

Nagu aritmeetikas, oleks ka lausearvutuses t�ulikas k~oigis avaldistes k~oigi
tehete j�arjekorda sulgudega n�aidata, seep�arast m�a�aratakse tehetele prioritee-
did: k~orgeima prioriteediga tehe on eitus (sarnane miinusm�argi kasutamisele
aritmeetikas), j�argmine konjunktsioon (sarnane korrutamisele), seej�arel dis-
junktsioon (sarnane liitmisele), seej�arel implikatsioon ja l~opuks ekvivalents
(sarnane v~ordusele).

Eitus

Eitus (ingl negation) on unaarne ehk �uheoperandiline tehe ja avaldise ¬p
(loetakse �mitte p�) t~oev�a�artus on vastupidine muutuja v~oi avaldise p t~oe-
v�a�artusele.1

Loogilise eituse abil esitatakse lausearvutuses konstruktsioone, mida loo-
mulikus keeles v�aljendatakse s~onade �ei�, �mitte� ja muude negatiivsete vor-
mide abil. Lausearvutuse valemi ¬p tehniliselt k~oige t�apsem t~olge eesti keelde
on v�aide �pole ~oige, et p kehtib� ehk l�uhemalt �pole ~oige, et p�.

N�aiteks, kui A t�ahistab v�aidet �Kati l�aks eile koos Matiga v�alja�, siis ¬A
t�ahistab v�aidet �pole ~oige, et Kati l�aks eile koos Matiga v�alja�. Oluline on
t�ahele panna, et eitav v�aide ei t�apsusta, kas Kati ei l�ainud �uldse v�alja v~oi
l�aks ta v�alja k�ull, aga ilma Matita; samuti ei �utle eitav v�aide midagi Mati
tegemiste kohta.

1Eituse t�ahistamiseks kasutatakse ¬p asemel sageli ka kirjaviise ∼ p v~oi p.
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Loomuliku keele v�aidet �Kati ei l�ainud eile koos Matiga v�alja� m~oistavad
paljud inimesed selliselt, et Kati ei l�ainud �uldse v�alja; sageli tehakse sellisest
s~onastusest koguni j�areldus, et Mati l�aks v�alja ja Kati j�ai koju.

Juba sellest n�aitest selgub, et loomuliku keele v�aidete lausearvutuse va-
lemiteks teisendamine ei tarvitse alati lihtne �ulesanne olla. Eituse puhul on
oluline selgeks teha, millisele esialgse v�aite osale eitus rakendub (seda osa
nimetatakse eituse fookuseks) ja ka lausearvutuse valemis eitust just samale
osale rakendada, vastasel korral muudame lause valemiks teisendamisel selle
m~otet ja v~oime kergesti valedele j�areldustele j~ouda.

Konjunktsioon

Konjunktsioon (ingl conjunction) ehk loogiline �ja� (ingl boolean and) on
binaarne ehk kaheoperandiline tehe. Avaldis p∧q (loetakse �p ja q�) on t~oene,
kui nii p kui ka q on m~olemad t~oesed, ning v�a�ar igal muul juhul.2

Konjunktsiooni abil esitatakse lausearvutuses kahe v�aite samaaegset keh-
timist. Loomulikus keeles vastab sellele enamasti sides~ona �ja� kasutamine
v~oi lihtsalt v�aidete j�arjest esitamine.

N�aiteks, kui A t�ahistab v�aidet �Kati ~opib� ja B t�ahistab v�aidet �Mati
~opib�, siis A ∧ B v~oib eesti keeles �ules kirjutada nii kujul �Kati ~opib. Mati
~opib.� kui ka kujul �Kati ~opib ja Mati ~opib� kui ka kujul �Kati ja Mati ~opivad�.

�Uldiselt on konjunktsiooni p ∧ q abil v~oimalik esitada v�aiteid, mille saab
s~onastada kujul �kehtivad nii p kui ka q� ehk l�uhemalt �nii p kui ka q�. N�aiteks
v�aidet �1 ja 1 on kokku 2� ei saa konjunktsioonina esitada, kuigi ka selles
v�aites esineb sides~ona �ja�.

Disjunktsioon

Disjunktsioon (ingl disjunction) ehk loogiline �v~oi� (ingl boolean or) on
samuti binaarne tehe. Avaldis p∨q (loetakse �p v~oi q�) on t~oene, kui v�ahemalt
�uks v�aidetest p ja q on t~oene, ning v�a�ar, kui kumbki neist ei kehti.

Loomulikus keeles vastab disjunktsioonile enamasti sides~onade �v~oi� v~oi
�ehk� kasutamine.

N�aiteks, kui A t�ahistab v�aidet �Kati koristab tuba� ja B t�ahistab v�aidet
�Kati laulab�, siis A ∨B v~oib eesti keeles �ules kirjutada kujul �Kati koristab
tuba v~oi laulab�.

Loomulikus keeles kasutatakse v�aidet �p v~oi q� sageli t�ahenduses �kehtib
kas p v~oi q, kuid mitte m~olemad korraga�. N�aiteks v�aidet �Kati koristab oma
toa �ara v~oi saab karistada� m~oistetakse enamasti t�ahendavat, et Kati ei saa

2Konjunktsiooni t�ahistamiseks kasutatakse p ∧ q asemel sageli ka kirjaviisi p&q.



PEAT�UKK 2. VALIKULAUSED 31

karistada, kui ta oma toa korda teeb. S~ona �v~oi� sellise t~olgenduse nimi on
loogikas v�alistav �v~oi� (ingl exclusive or).

Implikatsioon

Implikatsioon (ingl implication) on samuti binaarne tehe. Avaldis p ⊃ q
(loetakse �kui p, siis q�) on v�a�ar ainult siis, kui p kehtib, aga q ei kehti.3

Implikatsiooni p ⊃ q nimetatakse ka j�areldusseoseks, selles s~onastuses on
p implikatsiooni eeldus ja q selle j�areldus. Kuna implikatsioonitehte tulemus
s~oltub ainult avaldiste p ja q t~oev�a�artustest, mitte aga sisulisest p~ohjuslikust
seosest nende v�aidete kehtivuse vahel, ei saa seda tehet p�ariselt samastada
arutluse ja t~oestuse m~oistetega, millest oli juttu peat�uki alguses.4

Loomulikus keeles kasutatakse implikatsiooni p ⊃ q esitamiseks tavaliselt
v�aljendeid �q, sest p� v~oi �kui p, siis q� (vahel ka l�uhemalt �kui p, q�), kuid
siis peetakse silmas ikka p~ohjuslikku seost. Seet~ottu nimetatakse loomulikus
keeles sageli implikatsiooni eeldust p~ohjuseks ja j�areldust tagaj�arjeks.

N�aiteks, kui A t�ahistab v�aidet �Kati ei korista oma tuba� ja B t�ahistab
v�aidet �Kati saab karistada�, siis A ⊃ B v~oib eesti keeles esitada kujul �kui
Kati ei korista oma tuba, saab ta karistada� ja sellisel juhul eeldatakse ikka
p~ohjuslikku seost � Kati saab karistada just oma kohustuste t�aitmataj�atmise
eest, mitte lihtsalt niisama.

Levinuim viga nii implikatsioonitehte kui ka p~ohjusliku seose kasutami-
sel on implikatsiooni eelduse mittekehtimisest selle j�arelduse mittekehtimise
tuletamine. See t�ahendab, kui kehtib p ⊃ q ja p on v�a�ar, tehakse sellest ek-
sij�areldus, et ka q peab olema v�a�ar. See pole aga ~oige ei formaalselt (kui p
on v�a�ar, siis p ⊃ q on t~oene s~oltumata q v�a�artusest) ega ka sisuliselt (�uhel
tagaj�arjel v~oib olla mitu erinevat p~ohjust, n�aiteks Kati v~oib oma toa �ara
koristada, kuid saada karistuse v�aikevenna kiusamise eest).

Ekvivalents

Ekvivalents (ingl equivalence) on samuti binaarne tehe. Avaldis p ≡ q (loe-
takse �p parajasti siis, kui q�) on t~oene, kui p ja q t~oev�a�artused on samad,
ning v�a�ar, kui p ja q t~oev�a�artused on erinevad.5

3Implikatsiooni t�ahistamiseks kasutatakse p ⊃ q asemel sageli ka kirjaviise p → q v~oi
p⇒ q.

4Olukord on sarnane eelmises peat�ukis vaadeldud Greeri kolmanda seaduse m~ottega �
formaalne loogika on abiks arutluste t�apsel �uleskirjutamisel, kuid ei asenda m~otlemist.

5Ekvivalentsi t�ahistamiseks kasutatakse p ≡ q asemel sageli ka kirjaviise p ∼ q, p ↔ q
v~oi p⇔ q.
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Loomulikus keeles kasutatakse ekvivalentsi harva, enamasti matemaati-
listes tekstides, kus p ≡ q s~onastatakse kujul �p parajasti siis, kui q� v~oi �p
siis ja ainult siis, kui q�.

Koondtabel

L~opetuseks lausearvutuse p~ohitehete t~oev�a�artused �uhtse koondtabelina.

A B ¬A A ∧B A ∨B A ⊃ B A ≡ B
v�a�ar v�a�ar t~oene v�a�ar v�a�ar t~oene t~oene
v�a�ar t~oene t~oene v�a�ar t~oene t~oene v�a�ar
t~oene v�a�ar v�a�ar v�a�ar t~oene v�a�ar v�a�ar
t~oene t~oene v�a�ar t~oene t~oene t~oene t~oene

Tabel 2.1: Lausearvutuse tehted

2.1.3 Predikaatarvutus

Predikaatarvutus (ingl predicate calculus) on lausearvutuse laiendus, kus
lausemuutujate asemel kasutatakse predikaate. Predikaatarvutus v~oimaldab
esitada mitmeid praktikas olulisi seoseid ja j�areldusi, milleks lausearvutuse
vahenditest ei piisa.

Predikaat

Esimeses peat�ukis programmi elementidest r�a�akides oli juttu sellest, et pri-
mitiividel v~oivad olla ka parameetrid. Osutub, et ka loogikas on sageli kasulik
�uksikute lausemuutujate asemel vaadelda parametriseeritud v�aiteid.

Vaadeldes v�aiteid A = �Kati ~opib� ja B = �Mati ~opib�, m�arkame, et nad
on sama struktuuriga. T�ahistades nende v�aidete �uhise osa �x ~opib� s�umboliga
Q(x), saamegi predikaadi (ingl predicate), millest x asendamisel konkreet-
sete v�a�artustega v~oime tekitada erinevaid v�aiteid. Kui t�ahistame k = �Kati�
ja m = �Mati�, saame v�aite A esitada kujul Q(k) ja v�aite B kujul Q(m).

Ka matemaatikast tuntud v~ordus- ja v~orratusm�argid (=, <, >, ≤, ≥) on
predikaadid, kuigi �< (2, 4)� asemel kirjutatakse �2 < 4�.6

Sageli seab predikaadi esitatava v�aite olemus piiranguid objektidele, mil-
lele seda predikaati rakendada v~oib (n�aiteks ei ole ju m~oistlik r�a�akida ~oppi-
misest elutute esemete puhul). Hulka, mille elementidele v~oib predikaati ra-
kendada, nimetatakse universumiks (ingl universe).

6Kirjaviisi �< (2, 4)� nimetatakse pre�ks-, �2 < 4� aga in�kskujuks. P~ohim~otteliselt
pole p~ohjust, miks ka muid predikaate ei v~oiks P (x, y) asemel kirjutada kujul xPy.
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Nagu primitiivide puhul, pole ka predikaatide de�neerimisel alati selge,
millised v�aite osad peaks j�atma �kseerituks ja millised eraldama parameet-
ritena. N�aiteks v�aite C = �Kati meeldib Matile� �uldistusteks sobivad

R1(x) = �x meeldib Matile� ;

R2(y) = �Kati meeldib y'le� ;

R(x, y) = �x meeldib y'le�.

Esialgse v�aite saab siis esitada kujul R1(k) v~oi R2(m) v~oi R(k, m).
V~orreldes parameetriteta lausemuutujate kasutamisega v~oimaldavad pre-

dikaadid esitada rohkem infot erinevate v�aidete omavaheliste seoste kohta.
N�aiteks v�aited �Kati ja Mati ~opivad ning Kati meeldib Matile� saame lause-
arvutuse valemina esitada kujul

A ∧B ∧ C,

predikaatarvutuse valemina aga kujul

Q(k) ∧Q(m) ∧R(k, m).

Predikaatarvutuse valemist on kohe n�aha, et meil on tegemist korduvate
v�aidete ja korduvate isikutega, lausearvutuse seisukohalt on tegu lihtsalt kol-
me samaaegselt kehtiva v�aitega.

�Uldisuskvantor

�Uldisuskvantor (ingl universal quanti�er) on tehe, mida v~oib rakendada
predikaatloogika avaldisele. Avaldis ∀x : p (loetakse �iga x korral kehtib p�)
on t~oene, kui v�aide p kehtib iga universumisse kuuluva objekti x jaoks.

Sageli on vaja m�arkida, et v�aide p kehtib ainult teatud hulga H (mitte
terve universumi) elementide kohta. Seda saaks kirjeldada valemiga

∀x : x ∈ H ⊃ p

(loetakse �iga x korral kehtib: kui x on hulga H element, siis kehtib p�),
kuid sagedase kasutamise t~ottu on lepitud kokku l�uhemas ja �ulevaatlikumas
kirjaviisis

∀x ∈ H : p

(loetakse �iga x korral hulgast H kehtib p�). N�aiteks v�aite �naturaalarvude
hulga N k~oik elemendid on mittenegatiivsed� v~oib esitada kujul

∀n ∈ N : n ≥ 0.
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Olemasolukvantor

Olemasolu- ehk eksistentsikvantor (ingl existential quanti�er) on teine
levinud kvantor. Avaldis ∃x : p (loetakse �leidub x, mille korral kehtib p�) on
t~oene, kui v�aide p kehtib v�ahemalt �uhe (aga v~oimalik, et ka enam kui �uhe)
universumisse kuuluva objekti x jaoks.

Analoogiliselt �uldisuskvantoriga v~oib ka olemasolukvantori kasutamisel
n�aidata, millise hulga elemente me vaatleme. N�aiteks v�aite �t�aisarvude hulgas
Z leidub negatiivseid elemente� v~oib esitada kujul:

∃x ∈ Z : x < 0.

2.1.4 Loogiline samav�a�arsus

Loogikas on t�ahtsal kohale valemite loogilise samav�a�arsuse (ingl logically
equivalent) m~oiste.

Lausearvutuse valemeid p ja q nimetatakse loogiliselt samav�a�arseteks ja
kirjutatakse p = q, kui nende t~oev�a�artused on samad nendes esinevate lause-
muutujate k~oigi v~oimalike t~oev�a�artuste korral.

Loogilist samav�a�arsust ei tohi segamini ajada ekvivalentsitehtega. N�aiteks
valemite p = A ∧ B ⊃ A ja q = A ∧ (B ⊃ A) t~oev�a�artused on samad, kui A
ja B on m~olemad t~oesed, seega sellisel juhul v�aide p ≡ q kehtib. Siiski pole
need valemid loogiliselt samav�a�arsed, sest kui A ja B on m~olemad v�a�arad,
pole p ja q t~oev�a�artused samad, seega ei saa me v�aita, et p = q.

K~oige lihtsam (kuigi sageli t�o�omahukas) viis lausearvutuse valemite loo-
gilise samav�a�arsuse kontrollimiseks on koostada nende valemite t~oev�a�artus-
tabelid. Valemi t~oev�a�artustabelis on �uks rida iga v~oimaliku selles valemis
esinevate muutujate v�a�artustuse kohta.7 N�aiteks v~oib tuua eelmises l~oigus
vaadeldud valemite t~oev�a�artustabelid.8

1 2 2 1
A B A ∧ B ⊃ A A ∧ (B ⊃ A)
v v v t v t
v t v t v v
t v v t t t
t t t t t t

Predikaatarvutuse valemite jaoks �uldjuhul selliseid tabeleid koostada ei saa,
sest predikaatide v~oimalike t~oev�a�artuste komplektide leidmiseks tuleb enne

7Kokku on n erineva muutujaga valemi t~oev�a�artustabelis 2n rida.
8T~oev�a�artustabeli kirjalikul koostamisel kantakse sellesse iga tehte tulemus vastava teh-

tem�argi alla tehete sooritamise j�arjekorras, nagu n�aidatud valemite kohal olevate numbri-
tega.
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kokku leppida, millisest universumist p�arit objektidega me tegeleme ja milline
on iga predikaadi sisuline t�ahendus. Ilma neid kahte parameetrit �kseerimata
pole v~oimalik antud predikaadi P (x) jaoks kindlaks teha, kas leiduvad x
v�a�artused, mille korral P (x) on vastavalt t~oene v~oi v�a�ar, seega me ei tea, kas
tabelisse tuleb lisada read vastavate juhtude jaoks.

N�aiteks t�aisarvude hulgal Z v~oib predikaat P (x) = (x < 0) olla (s~oltuvalt
x valikust) nii t~oene kui ka v�a�ar, kuid naturaalarvude hulgal N saab ta olla
ainult v�a�ar.

Siiski on olemas ka predikaatarvutuse valemite paare, mis on samav�a�arsed
igas interpretatsioonis (universumihulga ja predikaatide t�ahenduste �kseeri-
mist nimetatakse valemi interpretatsiooniks). J�argmised samav�a�arused keh-
tivad alati:

¬¬p = p;

¬(p ∧ q) = ¬p ∨ ¬q;

¬(p ∨ q) = ¬p ∧ ¬q;

p ⊃ q = ¬p ∨ q;

p ⊃ q = ¬(p ∧ ¬q);

p ≡ q = (p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q);

p ≡ q = (p ⊃ q) ∧ (q ⊃ p);

¬(∀x : p) = ∃x : ¬p;

¬(∃x : p) = ∀x : ¬p.

2.2 Loogilised avaldised

Siiani r�a�akisime loogika teooriast, n�u�ud p�o�ordume taas programmeerimise
poole ja vaatame, kuidas seda teooriat algoritmide kirjeldamisel rakendada.

2.2.1 Predikaadid

Igas programmikeeles on olemas terve hulk predikaate kontrollimaks mitme-
suguseid tingimusi, mida erinevad andmeobjektid v~oivad rahuldada v~oi mitte
rahuldada.

Arvud

K~oigis levinud programmikeeltes on olemas predikaadid arvut�u�upi v�a�artuste
v~ordlemiseks: =, <, >, ≤, ≥. Kuna m�arke ≤ ja ≥ arvuti klaviatuuril ega
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programmikeelte lubatud s�umbolite hulgas tavaliselt pole, kasutatakse nende
predikaatide esitamiseks mingeid muid kombinatsioone, levinuimad on �<=�
ja �=>�; v~ordusm�argi asemel kasutatakse mitmetes keeltes �==�.

Ettevaatlik peab olema reaalarvude v~ordlemisel. Reaalarve hoitakse arvu-
ti m�alus ligikaudsete suurustena ja �umardamisvigade t~ottu v~oib sageli saada
ootamatuid tulemusi.

Harjutuseks v~oiks uurida, kui palju nulle peab avaldises 1+0,00001 teises
arvus koma ja �uhe vahele panema, et arvuti arvaks, et summa on ikka 1. Siis
v~oiks v~otta selle v�aikese arvu ja v~orrelda teda nulliga. Kes varem pole selliste
asjade peale m~oelnud, v~oib �ullatuse osaliseks saada. . . V�ahimat arvu x, mille
korral 1 + x pole veel 1, nimetatakse selle arvut�u�ubi �epsiloniks�.

V~oimalikud on ka vastupidised vead. N�aiteks v~oib juhtuda, et 0,44 ja
0,11 + 0,33 v~ordlemine annab negatiivse tulemuse. Seda t�u�upi vigade v�alti-
miseks v~oib absoluutselt t�apse v~ordumise asemel n~ouda, et arvude erine-
vus oleks v�aiksem mingist piisavalt pisikesest suurusest v~oi piisavalt palju
v�aiksem v~orreldavatest suurustest. (Kes on matemaatikatunnis ~oppinud ab-
soluutse ja suhtelise vea m~oisteid, peaks m�arkama, et eelnimetatud asendus-
test esimene kontrollib absoluutse ja teine suhtelise vea suurust.)

Lisaks v~ordlemispredikaatidele v~oib programmikeel pakkuda ka muid, aga
need on �uldiselt igal keelel erinevad.

Tekstid

Samuti on k~oigis (v~oi v�ahemalt peaaegu k~oigis) programmikeeltes olemas
predikaadid s�umboli- ja tekstit�u�upi v�a�artuste v~ordlemiseks.9

Tavaliselt v~ordlevad programmikeelte standardsed predikaadid tekstit�u�upi
v�a�artusi leksikograa�liselt (ingl lexicographical order) � v~ordlemisel j�ae-
takse vahele need s�umbolid kummagi teksti algusest, mis on omavahel v~ord-
sed ja otsus langetatakse esimese erineva s�umboli p~ohjal; kui �uks teksti-
dest otsa saab, loetakse tema v�aiksemaks. Samasugust j�arjestust kasutavad
s~onaraamatud ja ents�uklopeediad � leksikograa�lisel v~ordlemisel loetakse
v�aiksemaks tekst, mis oleks s~onaraamatus eespool.

Erinevus on selles, et s~onaraamatutes tavaliselt suuri ja v�aikesi t�ahti ei
eristata, aga enamikus programmikeeltes on s�umbolite v~ordlemine t~ostu-

tundlik (ingl case-sensitive). Kas suuremaks loetakse suuri v~oi v�aikseid
t�ahti, pole �uldiselt m�a�aratud ning s~oltub kasutatavast programmeerimis-
s�usteemist ja arvuti seadetest.

9Hoiatuseks C ja Java kasutajatele � kuigi tekstit�u�upi muutujate v~ordlemine tavalise
v~ordlusoperaatori == abil on m~olemas keeles s�untaktiliselt korrektne, pole tulemus sageli
sugugi ootusp�arane. Tekstit�u�upi v�a�artuste v~ordlemiseks tuleb C's kasutada funktsioone
strcmp() ja strncmp(), Javas aga klassi String meetodeid equals() ja compareTo().
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Eesti t�apit�ahti ei pea enamiku programmikeelte v~ordlemispredikaadid
�uldse t�ahtedeks ja need satuvad sorteerimisel kuhu juhtub (�uhe s�usteemi pii-
res ikka �uhte kohta, aga �uldiselt mitte sinna, kuhu nad eesti t�ahestiku j�argi
k�aima peaks). Kui on vaja korralikku eestikeelset j�arjestamist, tuleb selleks
eraldi vaeva n�aha.

Lisaks v~ordlemispredikaatidele on programmikeeltes sageli olemas pre-
dikaadid, mis kontrollivad, kas antud s�umbol on number, t�aht (nagu juba
�oeldud, �t�apilisi� �uldiselt t�ahtedeks ei peeta) v~oi m~ond muud liiki s�umbol.

M~ones programmikeeles on ka eraldi predikaadid kontrollimaks, kas an-
tud teksti on v~oimalik t~olgendada arvu, kuup�aeva v~oi kellaajana. Milliseid
arvude, kuup�aevade ja aegade vorminguid need funktsioonid �tunnistavad�,
tuleb igal konkreetsel juhul eraldi uurida.

2.2.2 Loogilised tehted

Tavaliselt on programmikeeltes lausearvutuse tehetest olemas eitus, loogiline
�ja�, nii loogiline kui ka v�alistav �v~oi� ja ekvivalents. Implikatsiooni eraldi
tehtena enamasti realiseeritud ei ole, sest seda ei l�ahe programmeerimisel
kuigi sageli vaja.

Kvantoreid �uldotstarbelistes programmikeeltes tavaliselt ei ole, kuigi m~o-
nes s�usteemis olemasolevaid primitiive massiivist v~oi muust andmekogust an-
tud tingimustele vastavate elementide leidmiseks ja loendamiseks v~oib mingil
m�a�aral kvantoritega v~orrelda, samuti saab vajaduse korral nende abil (v~oi
p�aris ise) kvantorid realiseerida.

Loogikatehete kasutamisel peab t�ahelepanu p�o�orama sellele, et lisaks ta-
valistele loogikatehetele, mis opereerivad t~oev�a�artustega, on paljudes keel-
tes olemas ka bitiloogika (ingl bitwise logic) tehted, mis opereerivad t�ais-
arvudega.

Bititehted t~olgendavad t�aisarvu kahendkuju10 iga numbrit 0 v�a�ara ja
numbrit 1 t~oese t~oev�a�artusena, sooritavad loogilise tehte oma operandide sa-
mades positsioonides olevate bittide vahel ja tagastavad tulemusena saadud
bittidest moodustatud arvu.

2.2.3 Loogilised muutujad

Peaaegu k~oigis t�anap�aevastes programmikeeltes on olemas eraldi andmet�u�up
t~oev�a�artuste esitamiseks. Seda t�u�upi muutujale on v~oimalik omistada loogili-
se avaldise v�a�artus ja seej�arel v~oib muutujasse salvestatud v�a�artust kasutada
k~oikjal, kus muidu oleks tulnud kasutada seda avaldist ennast.

10Kahends�usteemi kirjeldus on olemas peaaegu k~oigis arvuti~opikutes ja ka paljudes
matemaatika~opikutes.
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Muutuja kasutamise �uks eelis on see, et talle saab panna korraliku ni-
me, seega on p�arast programmi lugedes kergem aru saada, millist tingimust
see avaldis esitab. Keerukamate avaldiste puhul ei tarvitse see avaldise enda
lugemisest kohe selguda.

Teine eelis on see, et muutujasse salvestatud v�a�artust v~oib korduvalt ka-
sutada ilma, et arvuti peaks kulutama aega avaldise v�a�artuse uuesti arvu-
tamisele. Sellest saadav v~oit on muidugi t�uhine, kui avaldis koosneb ainult
paari arvu v~ordlemisest, kuid keerukate predikaatide kasutamisel v~oib vahe
olla m�argatav.

2.3 Valikulausete liigid

2.3.1 �Uhene valik

�Uhene valik (ingl conditional statement) on lihtsaim v~oimalik valikulause,
kus mingi tegevus kas sooritatakse v~oi j�aetakse sooritamata vastavalt antud
tingimuse kehtivusele.

Peat�uki alguses toodud kokaraamatu n�aide kaneeli kasutamisest oli just
�uhese valiku n�aide � kui kokal oli kaneel k�aep�arast, lisas ta seda toidule,
vastasel korral ei teinud midagi.

�Uhese valikulause �uldkuju on

kui t
k�asud

l~oppkui

Kui tingimus t kehtib, t�aidetakse k�asud ja j�atkatakse algoritmi t�aitmist v~otmes~ona-
le l~oppkui j�argnevast lausest. Kui tingimus t ei kehti, j�aetakse k�asud vahele
ja j�atkatakse kohe v~otmes~onale l~oppkui j�argnevast lausest.

Oluline on t�ahele panna, kuidas m~ojub valikulause kasutamine algoritmi
vahetingimustele. Oletame, et valikulause eel kehtis vahetingimus p.

Kui tingimus t kehtib, on valikulause sees oleva k�asujada eeltingimus p∧ t
� kehtib k~oik, mida me teadsime enne tingimuse t kontrollimist, lisaks saime
teada, et ka t kehtib. Kui me sellest seisust valikulause sees olevaid k�aske
t�aites j~ouame tingimuseni q, siis, kuna l~oppkui pole tegelikult k�ask, vaid
ainult valikulause l~opu n�aitaja, ei muuda see enam midagi ja seega j�a�ab
valikulause t�aitmise l~opuks kehtima vahetingimus q.

Kui tingimus t valikulause alguses selle kontrollimisel ei kehti, t�ahendab
see, et me liigume kohe valikulause l~oppu, kusjuures n�u�ud me teame, et kehtib
p ∧ ¬t.
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V~ottes kokku need kaks ainuv~oimalikku varianti valikulause l�abimiseks,
saame, et valikulause j�arel peab kehtima vahetingimus q ∨ p ∧ ¬t.

N�aiteks, kasutades eelmise peat�uki l~opus toodud algoritmi kahe muutuja
v�a�artuste vahetamiseks, v~oime koostada algoritmi kahe arvu j�arjestamiseks
suuruse j�arjekorda.

Algoritm 2.1 J�arjestab kahe muutuja v�a�artused suuruse j�arjekorda
Sisend: a, b � j�arjestatavad v�a�artused
V�aljund: a, b � v�a�artused vahetatud nii, et a ≤ b
Abimuutujad: c

1. kui a > b

2. c← a

3. a← b

4. b← c

5. l~oppkui

Algoritmi ~oigsuses veendumiseks t�ahistame muutujate a ja b algv�a�artused
vastavalt a0 ja b0 ning c puuduva algv�a�artuse ⊥. Siis saame algoritmi eel-
tingimuseks

a = a0 ∧ b = b0 ∧ c = ⊥.

Kui valikulause tingimus kehtib (see t�ahendab, kui a0 > b0), vahetavad selle
sees olevad k�asud muutujate a ja b v�a�artused ning valikulause l~oppu j~ouame
vahetingimusega

a0 > b0 ∧ a = b0 ∧ b = a0 ∧ c = a0.

Kui valikulause tingimus ei kehti (see t�ahendab, kui a0 ≤ b0), j~ouame valiku-
lause l~oppu vahetingimusega

a0 ≤ b0 ∧ a = a0 ∧ b = b0 ∧ c = ⊥.

V~ottes need tingimused kokku ja j�attes k~orvale abimuutuja c, mille v�a�artusest
me niikuinii ei hooli, saame

(a0 > b0 ∧ a = b0 ∧ b = a0) ∨ (a0 ≤ b0 ∧ a = a0 ∧ b = b0),

millest ongi n�aha, et muutuja a l~oppv�a�artus on kahest algv�a�artusest just
v�aiksem ja muutuja b l~oppv�a�artus neist kahest just suurem.11

11Lisaks on n�aha, et t�aielikud vahetingimused kasvavad t~oesti v�aga ruttu suurteks ja
kohmakateks avaldisteks, mist~ottu j�argnevas kasutame enamasti osalisi vahetingimusi.
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Paljude programmikeelte s�untaks lubab valikulauses tingimuse kehtimisel
t�aidetavate k�askude jada asemel ainult �uht k�asku v~oi lauset. Sellistes keeltes
on tavaliselt olemas vahendid mitme lause �uhendamiseks �uheks liitlauseks �
tavaliselt tuleb liitlause moodustamiseks selle osad grupeerida v~otmes~onade
begin ja end v~oi mingit liiki sulgude vahele.

Kui keeles on liitlause moodustamise v~oimalus, siis v~oib selliselt moo-
dustatud liitlauset harilikult kasutada igal pool, kus on lubatud lihtlause
kasutamine � muuhulgas ka j�argnevalt vaadeldavates valikulausetes.

2.3.2 Kahene valik

Kahene ehk alternatiivne valik (ingl alternative statement) erineb �uhesest
selle poolest, et algoritmis m�a�aratakse mingi tegevus ka juhtumiks, kui kont-
rollitav tingimus ei kehti. Seega kahese valikulause t�aitmisel sooritatakse �uks
tegevus, kui tingimus kehtib ja mingi teine tegevus, kui tingimus ei kehti.

Peat�uki alguses toodud n�aide sidrunimahla kasutamisest veini�a�adika ase-
mel oli kahese valiku n�aide � kui kokal oli veini�a�adikat, kasutas ta seda;
kui ei olnud, kasutas selle asemel sidrunimahla. (Mida teha siis, kui kumbagi
pole, see retsept ei kirjeldanud. Algoritmi ~oigsuse seisukohalt on selline �uhe
v~oimaliku variandi vaatluse alt v�alja j�atmine viga, kui kahest komponendist
v�ahemalt �uhe olemasolu pole algoritmi eeltingimus.)

Kahese valikulause �uldkuju on

kui t
t~oene-k�asud

muidu

v�a�ar-k�asud
l~oppkui

Kui tingimus t kehtib, t�aidetakse t~oene-k�asud ja j�atkatakse algoritmi t�aitmist
v~otmes~onale l~oppkui j�argnevast lausest. Kui tingimus t ei kehti, t�aidetakse
v�a�ar-k�asud ja j�atkatakse v~otmes~onale l~oppkui j�argnevast lausest.

Selle valikulause vahetingimuste uurimiseks oletame j�alle, et valikulause
eel kehtis vahetingimus p.

Siis j~ouame tingimuse t kehtimise korral k�asujada t~oene-k�asud t�aitmisele
eeltingimusega p ∧ t. Kui t~oene-k�asud t�aitmise j�arel kehtib vahetingimus q1,
j~ouame sel juhul valikulause l~oppu vahetingimusega q1.

Tingimuse t mittekehtimise korral j~ouame k�asujada v�a�ar-k�asud t�aitmisele
eeltingimusega p∧¬t. Kui v�a�ar-k�asud t�aitmise j�arel kehtib vahetingimus q2,
j~ouame sel juhul valikulause l~oppu vahetingimusega q2.

Kokkuv~ottes peab valikulause t�aitmise j�arel kehtima vahetingimus q1∨q2.
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Algoritm 2.2 Lahendab lineaarv~orrandi
Sisend: a, b � v~orrandi ax + b = 0 kordajad
V�aljund: x0 � v~orrandi lahend, kui see on �uheselt m�a�aratud

1. sisesta a, b

2. kui a = 0

3. v�aljasta `Pole �uhest lahendit'

4. muidu

5. x0 ← −b/a

6. v�aljasta `Lahend on ', x0

7. l~oppkui

Kindlasti tasub t�ahele panna, et kahene valikulause ei tarvitse olla sama-
v�a�arne kahest �uhesest valikulausest koosneva j�arjendiga

kui t
t~oene-k�asud

l~oppkui

kui ¬t
v�a�ar-k�asud

l~oppkui

Kui tingimus t kehtib, v~oib t~oene-k�asud t�aitmine muuta programmi olekut
nii, et esimesest valikulausest v�aljumise j�arel tingimus t enam ei kehti. Siis
aga on ¬t t~oene ja vastavalt t�aidetakse ka v�a�ar-k�asud.

Kui mingil p~ohjusel on siiski vaja alternatiivse valikulause asemel just
�uheseid valikulauseid kasutada, v~oib eelmises l~oigus kirjeldatud viga v�altida
t~oev�a�artusmuutuja t0 kasutamise abil:

t0 ← t
kui t0

t~oene-k�asud
l~oppkui

kui ¬t0
v�a�ar-k�asud

l~oppkui

Selles versioonis salvestatakse tingimuse t esialgne t~oev�a�artus muutujasse t0,
kus see (eeldusel, et t~oene-k�asud sellele muutujale uut v�a�artust ei omista)
s�ailib ka teise valikulause jaoks.

Veidi keerulisema n�aitena vaatleme kahte erinevat algoritmi kolmest ar-
vust maksimaalse leidmiseks.
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Algoritm 2.3 Leiab kolmest arvust maksimaalse
Sisend: a, b, c � uuritavad arvud
V�aljund: x = max(a, b, c)

1. kui a ≥ b ∧ b ≥ c

2. x← a

3. l~oppkui

4. kui a ≥ c ∧ c ≥ b

5. x← a

6. l~oppkui

7. kui b ≥ a ∧ a ≥ c

8. x← b

9. l~oppkui

10. kui b ≥ c ∧ c ≥ a

11. x← b

12. l~oppkui

13. kui c ≥ a ∧ a ≥ b

14. x← c

15. l~oppkui

16. kui c ≥ b ∧ b ≥ a

17. x← c

18. l~oppkui

Algoritm 2.4 Leiab kolmest arvust maksimaalse
Sisend: a, b, c � uuritavad arvud
V�aljund: x = max(a, b, c)

1. x← a

2. kui b > x

3. x← b

4. l~oppkui

5. kui c > x

6. x← c

7. l~oppkui

Kuigi m~olemad algoritmid saavutavad l~opuks sama tulemuse, kasutab algo-
ritm 2.3 v~ordluspredikaati 12, algoritm 2.4 aga vaid 2 korda, seega on nende
algoritmide efektiivsuse vahe 6-kordne.
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2.3.3 Mitmene valik

Paljudes programmikeeltes on olemas ka mitmene valik ehk l�uliti (ingl
switch), mis v~oimaldab mingi avaldise v�a�artuse j�argi valida �uhe paljudest
tegevustest.

Mitmese valikulause �uldkuju on

valik a
variant v1

k�asud-1
variant v2

k�asud-2
. . .
variant vn

k�asud-n
muidu

muidu-k�asud
l~oppvalik

Kui avaldise a v�a�artus on v1, t�aidetakse k�asud-1 ja j�atkatakse algoritmi
t�aitmist v~otmes~onale l~oppvalik j�argnevast lausest, kui avaldise a v�a�artus
on v2, t�aidetakse k�asud-2 ja j�atkatakse v~otmes~onale l~oppvalik j�argnevast
lausest jne. Kui avaldise a v�a�artus ei ole �ukski vi v�a�artustest, t�aidetakse
muidu-k�asud ja j�atkatakse siis valikuk�asu j�arelt.

Sageli seavad programmikeeled realisatsiooni efektiivsuse huvides piiran-
guid sellele, millist t�u�upi avaldisi ja v�a�artusi v~oib mitmeses valikus kasutada.
Kui on vaja teha mitmene valik mingit muud t�u�upi avaldise p~ohjal v~oi keeles,
kus sellist konstruktsiooni �uldse pole, v~oib selle asemel kasutada korduvaid
kaheseid valikuid. Programmi parema loetavuse huvides tuleks v~oimalusel
siiski kasutada mitmest valikut, mitte seda muude vahenditega imiteerida.

2.4 Lausete pesastamine

Struktuursete programmikeelte oluline ja praktikas v�aga kasulik omadus on
v~oimalus juhtkonstruktsioone �uksteise sisse asetada ehk pesastada (ingl
nest). See t�ahendab seda, et igale poole, kuhu v~oib kirjutada primitiivi, v~oib
selle asemel panna ka keerulisema konstruktsiooni � n�aiteks liitlause v~oi va-
likulause.

Tegelikult oleme eelnevates n�aidetes pesastamist juba kasutanud, pannes
valikulause sisse mitmest k�asust koosneva j�arjendi (mis m�aletatavasti oli ka
�uks juhtkonstruktsioonidest), samuti koostades j�arjendeid mitmetest valiku-
lausetest.
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Osutub, et j�arjend pole selles suhtes mingi erand, t�apselt sama h�asti v~oib
�uhe valikulause sisse panna ka teise valikulause, nagu n�aiteks j�argnevas algo-
ritmis, mis kontrollib, kas antud kolm arvu v~oivad olla mingi kolmnurga
k�uljepikkused.

Algoritm 2.5 Kontrollib, kas antud arvud on kolmnurga k�uljepikkused
Sisend: a, b, c � uuritavad arvud
V�aljund: diagnoos tekstina ekraanil

1. kui a > 0 ∧ b > 0 ∧ c > 0

� a, b, c sobivad pikkusteks

2. kui a + b > c ∧ a + c > b ∧ b + c > a

� sobivad kolmnurga k�uljepikkusteks

3. v�aljasta `Jah'

4. muidu

� ei sobi kolmnurga k�uljepikkusteks

5. v�aljasta `Ei'

6. l~oppkui

7. muidu

� ei sobi �uldse pikkusteks

8. v�aljasta `Ei'

9. l~oppkui

L~oigus 2.3.3 m�argitud mitmese valiku realiseerimine kaheste valikute abil
tuleb �usna loomulikult v�alja just pesastamise teel:

kui a = v1

k�asud-1
muidu

kui a = v2

k�asud-2
muidu

. . .
kui a = vn

k�asud-n
muidu

muidu-k�asud
l~oppkui

. . .
l~oppkui

l~oppkui
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�Ulesanded

�Ulesanne 2.1 Kasutades t�ahistusi A = �sajab vihma�, B = �sajab lund�,
C = �on suvi�, D = �on talv�, esitada lausearvutuse valemitena v�aited

kui sajab vihma, siis on suvi;
kui on talv, sajab lund;
suvel lund ei saja;
pole suvi ega talv.

Millised neist v�aidetest on t~oesed?

�Ulesanne 2.2 Kasutades eelmise �ulesande t�ahistusi, s~onastada eesti keeles
v�aited, mida esitavad valemid

A ∧B;
B ⊃ ¬C;
¬(C ∧D).

Millised neist v�aidetest on t~oesed?

�Ulesanne 2.3 Kasutades tavalisi matemaatilisi t�ahistusi, esitada predikaat-
arvutuse valemitena v�aited

t�aisarvude hulgas leidub nullist suuremaid;
k~oik naturaalarvud on negatiivsed;
k~oik naturaalarvud kuuluvad t�aisarvude hulka.

Millised neist v�aidetest on t~oesed?

�Ulesanne 2.4 S~onastada eesti keeles v�aited, mida esitavad valemid
∀x ∈ Z : x ∈ R;
(∃x ∈ Z : x < 0) ∧ (∃x ∈ Z : x > 0);
∃x ∈ Z : (x < 0 ∧ x > 0).

Millised neist v�aidetest on t~oesed?

�Ulesanne 2.5 Koostada tehte v�alistav �v~oi� ja valemi

(p ∨ q) ∧ ¬(p ∧ q)

t~oev�a�artustabelid ning veenduda, et nad on loogiliselt samav�a�arsed.

�Ulesanne 2.6 She�eri kriips on binaarne loogiline tehe, mille tulemus p|q
on v�a�ar parajasti siis, kui p ja q on m~olemad t~oesed. She�eri kriips on uni-
versaalne tehe � tema abil on v~oimalik avaldada k~oik teised tehted; n�aiteks
eituse v~oib avaldada kujul
¬p = p|p.

Avaldada She�eri kriipsu abil k~oik l~oigus 2.1.2 vaadeldud tehted.
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�Ulesanne 2.7 Kirjutada programm, mis sisestab kolm arvu a, b ja c ning
v�aljastab need mittekahanevas j�arjekorras. Kontrollida, et programm t�o�otab
~oigesti ka siis, kui m~oned arvudest on omavahel v~ordsed.

�Ulesanne 2.8 Kirjutada programm, mis sisestab neli arvu a, b, c ja d ning
v�aljastab need mittekahanevas j�arjekorras.

�Ulesanne 2.9 Kirjutada programm, mis sisestab ruutv~orrandi
ax2 + bx + c = 0

kordajad ja leiab selle reaalarvulised lahendid (kui need on olemas) v~oi v�aljas-
tab korrektse teate (kui v~orrandil reaalarvulised lahendid puuduvad).

�Ulesanne 2.10 Antud kahe kolmnurga k�uljepikkused a1, b1, c1 ja a2, b2, c2.
Kirjutada programm, mis kontrollib, kas need kolmnurgad on kongruentsed,
sarnased v~oi erinevad.

�Ulesanne 2.11 Antud kolm naturaalarvu i, j, k, mis rahuldavad tingimust
1 ≤ i < j < k ≤ 9. Kirjutada programm, mis kontrollib, kas nende arvudega
m�argitud ruudud asuvad allolevas tabelis samas reas, veerus v~oi diagonaalis.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

�Ulesanne 2.12 Kirjutada programm, mis kontrollib, kas antud positiivne
t�aisarv on liig- v~oi lihtaasta number. (Aasta on liigaasta, kui tema number
jagub neljaga, v�alja arvatud need aastad, mille number jagub sajaga, kuid ei
jagu neljasajaga.)
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Arvutite v~oimest t�aita miljoneid k�aske sekundis oleks �usna v�ahe kasu, kui
iga k�ask tuleks eraldi v�alja kirjutada � sellise l�ahenemise korral j�atkuks kogu
maailma programmeerijatest vaevalt m~one t�anap�aevase protsessori j~oudluse
�arakasutamiseks. K�aesolevas peat�ukis vaatleme korduslauseid, mille abil on
v~oimalik �uht programmil~oiku t�aita kuitahes palju kordi ja seega l�uhikese
programmi abil v�aga suur hulk t�o�od �ara teha.

3.1 Korduslause m~oiste

Kordus- ehk iteratsiooni- ehk silmuselause (ingl loop statement) k~oige
levinum kuju on

senikui t
k�asud

l~oppsenikui

Rida senikui t nimetatakse selle korduse p�aiseks ja l~oiku k�asud korduse
kehaks. Kui p�aises olev tingimus t kehtib, t�aidetakse korduse kehas olevad
k�asud ja p�o�ordutakse seej�arel tagasi p�aise juurde. Kui tingimus ikka veel
kehtib, t�aidetakse uuesti k�asud jne, kuni �ukskord saabub hetk, kui t enam ei
kehti. Siis j�atkub algoritmi t�aitmine l~oppsenikui j�arel olevast lausest.

Edasise jaoks on kasulik t�ahele panna, et vastavalt de�nitsioonile on eel-
toodud korduslause samav�a�arne (l~opmatu) konstruktsiooniga

kui t
k�asud
kui t

k�asud
kui t

k�asud
. . .

l~oppkui

l~oppkui

l~oppkui

3.1.1 Korduse invariant

Korduslauset sisaldava algoritmi vahetingimuste leidmiseks p�o�orame k~oige-
pealt t�ahelepanu sellele, et korduse kehas olevate k�askude t�aitmise j�arel v~oib
juhtuda, et kohe hakatakse neidsamu k�aske uuesti t�aitma. Seega on korduse
keha �uhe t�aitmise j�areltingimus �uhtlasi ka sellesama korduse keha j�argmise
t�aitmise eeltingimus (t�apsemalt k�ull selle osa).
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Seda korduse keha eel- ja j�areltingimuse �uhisosa nimetataksegi korduse
invariandiks (ingl loop invariant), vahel ka ts�ukli invariandiks.

Selleks, et vajalik eeltingimus oleks t�aidetud ka korduse keha esimesel
l�abimisel, peab invariant kehtima ka vahetult enne korduslauset. Algoritmi
samme, mis selle tagavad, nimetatakse korduse algatamiseks (ingl loop
initiation).

Seega on korduslausega seotud vahetingimused

korduse algatamine
� vahetingimus: p

senikui t
� vahetingimus: p ∧ t

korduse keha
� vahetingimus: p

l~oppsenikui

� vahetingimus: p ∧ ¬t

(kus p on muidugi selle korduse invariant).
Korduslause koostamist on kasulik alustada just selle invariandi leidmi-

sest. Vaatleme n�aitena n-elemendilise arvumassiivi a1...n elementide summee-
rimist nii, et korduse l~opuks oleks summa muutujas s.

Milline v~oiks olla selle korduse invariant? Ilmselt on meil summeerimise
ajal osa elemente juba kokku liidetud ja osa veel liitmata. K~oige lihtsam on
alustada summeerimist massiivi �uhest otsast, siis saame juba liidetud ja veel
liitmata elementide �ule pidada arvet �uheainsa abimuutuja i abil, mis osutab
viimasena summasse liidetud elemendi positsiooni ehk j�argmisena liidetavale
elemendile eelnevat positsiooni.

Korduse invariant oleks seega s = a1 + a2 + . . . + ai ja selle s�ailitamiseks
peame iga j�arjekordse elemendi summasse liitmisel edasi nihutama ka j�arje-
hoidjat, see t�ahendab suurendama i v�a�artust.

Millised tegevused sobivad sellise korduse algatamiseks? Loomulik on
alustada seisust, kus �ukski element pole veel summasse liidetud; ka i peab
siis olema 0 � j�argmisena liidame summasse jada esimese elemendi a1.

Kui kaua tuleks sellist kordust t�aita? Ilmselt seni, kuni on veel liitmata
elemente, ehk siis seni, kuni kehtib i < n.

Seega otsitav kordus (koos algatamisega) v~oiks olla

i← 0
s← 0
senikui i < n

i← i + 1
s← s + ai

l~oppsenikui
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3.1.2 Korduse osaline ~oigsus

Korduse osalise ~oigsuse (ingl partial correctness) t~oestamiseks on vaja t~oes-
tada

• korduse algatamise ~oigsus: on vaja n�aidata, et korduse algatamise k�asud
tagavad korduse invariandi p kehtivuse vahetult korduslause t�aitmise
eel;

• korduse invariandi s�ailimine: on vaja n�aidata, et eeltingimuse p∧ t keh-
timisest korduse keha t�aitmise eel j�areldub invariandi p kehtimine kor-
duse keha t�aitmise j�arel;

• korduse j�areltingimuse kehtimine: on vaja n�aidata, et korduslause t�o�o
l~oppedes kehtivast vahetingimusest p ∧ ¬t j�areldub algoritmi j�argmise
sammu t�o�oks vajalik eeltingimus.

Massiivi summeerimise n�aite jaoks j�areldub k~oigi kolme n~outud tingimuse
t�aidetus vahetult eelmise l~oigu arutelust, millega me invariandi ja korduse
tingimuse valisime.

3.1.3 Korduse t�aielik ~oigsus

Erinevalt teistest senivaadeldud juhtkonstruktsioonidest (j�arjend ja valik) po-
le korduse kasutamisel alati garanteeritud selle t�o�o l~oppemine.

N�aiteks massiivi summeerimiseks leitud korduslause kehast m~olema omis-
tamise eemaldamisel (korduse kehaks j�a�ab t�uhi k�ask) saame korduse, mis
rahuldab k�ull k~oiki osalise ~oigsuse n~oudeid, kuid ei l~opeta t�o�od, kui n > 0.

Algoritmi osalise ~oigsuse m~oiste t�ahendabki seda, et algoritm annab t�o�o
l~oppedes alati ~oige vastuse, kuid v~oib m~onede sisendandmete korral l~opma-
tuseni t�o�ole j�a�ada.

Algoritmi t�aieliku ~oigsuse (ingl full correctness) t~oestamiseks on vaja
t~oestada

• algoritmi osaline ~oigsus: on vaja n�aidata, et kui see algoritm oma t�o�o
l~opetab, on ta saavutanud n~outud tulemuse (formaalselt v�aljendub see
j�areltingimuse kehtimises);

• algoritmi peatumine: on vaja n�aidata, et algoritm l~opetab oma t�o�o
mistahes korrektsete (eeltingimust rahuldavate) sisendandmete korral.

Tasub m�arkida, et esimeses peat�ukis toodud �uldkujuga algoritmi ~oigsuse t~oes-
tus vastab algoritmi osalisele ~oigsusele. Algoritmi t�aieliku ~oigsuse t~oestami-
seks on lisaks vaja n�aidata, et algoritmi iga samm l~opetab oma t�o�o.
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3.1.4 Korduse variant

Muidugi v~oib kordusega algoritmi t�aieliku ~oigsuse t~oestamisel korduse keha
t�aitmise arvu l~oplikkust n�aidata �uksk~oik millise vettpidava arutluse abil. Aga
et tegemist on sageli lahendatava �ulesandega, siis on selle lahendamiseks v�alja
m~oeldud t�u�uptehnika.

Korduse variandiks (ingl loop variant) nimetatakse mittenegatiivset
t�aisarvulist suurust τ , millel on j�argmised omadused

• τ v�aheneb korduse keha igal t�aitmisel v�ahemalt 1 v~orra;

• kui τ v�a�artus on 0, siis korduse t�aitmine l~opetatakse.

Need kaks omadust koos tagavad, et τ on korduse keha t�aitmiste arvu �ulemine
t~oke: see t�ahendab, et τ v�a�artus korduse keha t�aitmise eel on alati v�ahemalt
sama suur kui selle korduse keha veel teha j�a�anud t�aitmiste arv; seet~ottu
nimetatakse teda ka t~okkefunktsiooniks (ingl bound function).

Sellise τ olemasolu tagab alati, et korduse t�aitmine l~opeb teatava arvu
sammude j�arel, sest pole v~oimalik koostada l~opmatut kahanevat positiivsete
t�aisarvuliste liikmetega jada.

N�aiteks massiivi summeerimise korduse variandiks sobib τ = n− i:

• kuna n v�a�artus korduse t�aitmisel ei muutu ja i v�a�artus suureneb kor-
duse keha igal t�aitmisel 1 v~orra, peab τ v�a�artus samal ajal 1 v~orra
v�ahenema;

• kui τ = 0, siis i = n ja korduse t�aitmine l~opetataksegi.

Mitte alati ei ole v~oimalik korduse varianti leida. M~onikord t�ahendab see, et
kordus on t~oesti vigane (ja selle algoritmi j�argi kirjutatud programm v~oib
�rippuma� j�a�ada); m~onikord t�ahendab see, et kordus on lihtsalt variandi leid-
miseks sobimatu kujuga ja selle t�aieliku ~oigsuse t~oestamiseks tuleb kasutada
muid vahendeid.

M~onikord v~oib �usna lihtsa korduse t�aieliku ~oigsuse t~oestamine �ullatavalt
raskeks p�ahkliks osutuda. N�aiteks pole mitmete v�aljapaistvate matemaati-
kute katsed korduse

� eeltingimus n > 0
senikui n > 1

kui n/2 ∈ N
n← n/2

muidu

n← 3n + 1
l~oppkui

l~oppsenikui
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t�aielikku ~oigsust t~oestada v~oi �umber l�ukata siiani vilja kandnud. Kordus on
n k~oigi seni uuritud v�a�artuste korral oma t�o�o l~opetanud, kuid pole kindel, et
ta seda alati teeb.

Matemaatilises m~ottes sobiks selle �ulesande (enim tuntud 3n+1 �ulesande
ja Ulami �ulesande nime all) lahenduseks nii t~oestus, et see kordus l~opetab
oma t�o�o n mistahes positiivse algv�a�artuse korral kui ka t~oestus, et n mingi
v�a�artuse korral j�a�ab see kordus t~oesti l~opmatuseni t�o�ole, programmeerimise
m~ottes n�aeks me muidugi parema meelega, et lahendus oleks positiivne: et
~onnestuks t~oestada algoritmi t�aielik ~oigsus.

3.1.5 Terviklik n�aide

Naturaalarvu n faktoriaal (mida t�ahistatakse n!) de�neeritakse j�argmiselt:

n! =

{
1, kui n = 0,
1 · 2 · . . . · n, kui n > 0.

Antud arvu faktoriaali arvutamisel pole muidugi erilist vahet, kas korrutada
tegureid n! avaldises kokku vasakult paremale v~oi paremalt vasakule.

Otsustame n�aiteks paremalt vasakule korrutamise kasuks ja t�ahistame
abimuutuja i abil j�argmisena korrutisse lisatava teguri.

Selliste t�ahistuste korral on meil korduse iga l�abimise alguses korrutisse
lisamata tegurid 1 . . . i. P�arast selle t�ahelepaneku tegemist on juba lihtne
v�alja kirjutada kogu kordus koos k~oigi oluliste vahetingimustega:

� eeltingimus n ≥ 0
f ← 1
i← n
� vahetingimus: f = n!/i!
senikui i > 0

� vahetingimus: i > 0 ∧ f = n!/i!
f ← i ∗ f
� vahetingimus: f = n!/i! · i = n!/(i− 1)!
i← i− 1
� vahetingimus: f = n!/i!

l~oppsenikui

� vahetingimus: i = 0 ∧ f = n!/i!

Algoritmi osalises ~oigsuses veendumiseks paneme t�ahele, et

• korduse algatamine on korrektne: kui i = n, siis n!/i! = n!/n! = 1 = f ;
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• korduse samm s�ailitab invarianti vastavalt selles v�alja toodud vahe-
tingimustele;

• korduse l~opetamine on korrektne: kui i = 0, siis n!/i! = n!/1 = n! ja
seega viimasest vahetingimusest j�areldubki, et f = n!.

Algoritmi t�aielikus ~oigsuses veendumiseks paneme lisaks t�ahele, et t~okke-
funktsiooniks sobib v�aga h�asti i v�a�artus ise.

3.2 Kordusskeemide liigid

Programmikeeltes on olemas mitmeid veidi erineva �ulesehitusega kordus-
lauseid, mille sobivuse �uhes v~oi teises olukorras m�a�arab �uldiselt mugavus.

3.2.1 Loendajaga kordus

Loendajaga korduse �uldkuju on

korda i← a . . . b
k�asud

l~oppkorda

ja see on samav�a�arne kordusega

i← a
senikui i ≤ b

k�asud
i← i + 1

l~oppsenikui

Loendajaga korduse ~oigsuse t~oestamiseks on �uks v~oimalus esitada see just
eeltoodud kujul ja rakendada siis l~oikudes 3.1.2 ja 3.1.3 vaadeldud tehnikaid.

Loendajaga kordust on mugav kasutada, kui korduse keha t�aitmiste arv
on teada kohe korduslauseni j~oudmisel. N�aiteks on arvumassiivi summeeri-
mise algoritmi loendajaga kordust kasutav versioon veidi �ulevaatlikum:

s← 0
korda i← 1 . . . n

� vahetingimus: s = a1 + . . . + ai−1

s← s + ai

� vahetingimus: s = a1 + . . . + ai

l~oppkorda
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M~ones keeles (n�aiteks Pascalis) ei ole lubatud korduse juhtmuutuja i v�a�artuse
muutmine korduslause kehas � sellise lubamatu operatsiooni tagaj�arjel v~oib
programmi k�aitumine muutuda ettearvamatuks. M~ones keeles (n�aiteks Ba-
sicus) on loendajaga korduse s�untaksis olemas v~oimalus n�aidata loendaja
suurendamise samm.

3.2.2 Eelkontrolliga kordus

Eelkontrolliga korduslause �uldkuju on

senikui t
k�asud

l~oppsenikui

L~oigus 3.1 vaatlesime korduslauseid just eelkontrolliga korduslause n�aitel,
seega pole selle skeemi t�ahendust enam vaja selgitada.

Eelkontrolliga lauset on hea kasutada, kui korduse keha t�aitmise kordade
arv pole ette teada, vaid l~opetamise vajadus selgub alles siis, kui korduse
keha on juba piisavalt t�aidetud.

Praktikas v�aga levinud n�aide on failist tekstiridade lugemine � tekstifaili
avamisel pole �uldiselt teada, mitu rida failis on, seega pole praktiliselt muud
v~oimalust kui iga rea lugemisel kontrollida, kas fail sai l�abi v~oi ei saanud.1

3.2.3 J�arelkontrolliga kordus

Nagu nimestki arvata v~oib, erineb j�arelkontrolliga korduslause eelkontrolliga
lausest selle poolest, et tingimuse t�aidetust kontrollitakse mitte enne, vaid
p�arast korduse keha t�aitmist.

J�arelkontrolliga korduslause esineb levinud programmikeeltes kahel erine-
val kujul. Neist kahest kujust esimene,

korda

k�asud
senikui t

on samav�a�arne eelkontrolli kasutava konstruktsiooniga

1V�a�arib eraldi m�arkimist, et ka faili l~oppemise kontroll on erinevates s�usteemides
p~ohim~otteliselt erinevalt lahendatud. N�aiteks Pascali ja Basicu funktsioonid annavad et-
te teada, kui j�argmine katse failist midagi lugeda eba~onnestuks faili l~oppemise t~ottu; C
ja C++ funktsioonid seevastu annavad alles tagantj�arele teada, kui viimane juba tehtud
katse failist lugeda sel p~ohjusel eba~onnestus.
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k�asud
senikui t

k�asud
l~oppsenikui

ning teine,

korda

k�asud
kuni t

on samav�a�arne konstruktsiooniga

k�asud
senikui ¬t

k�asud
l~oppsenikui

Nagu n�aha, t�aidetakse j�arelkontrolliga korduslauses korduse kehaks olevaid
k�aske alati v�ahemalt �uks kord ja selle korduslause kahe variandi ainuke erine-
vus on see, et �uhel juhul n�aidatakse korduslause tingimusena korduse t�aitmise
j�atkamis- teisel juhul aga l~opetamistingimus.

Kahe vastandliku variandi kasutamine on tingitud inglise keele erip�arast2,
kummagi olemasolu v~oi puudumine on p~ohiliselt konkreetse programmikeele
autori(te) maitse k�usimus.

�Uldiselt kasutatakse seda liiki kordust praktikas harvemini kui loendajaga
v~oi eelkontrolliga kordust.

3.2.4 Muud kordusskeemid

Tingimuseta kordus, mille �uldkuju on

korda

k�asud
l~oppkorda

t�o�otab alati l~opmatuseni ja pole sellisel kujul ilmselt eriti praktiline.
Seda liiki kordust kasutatakse (keeltes, kus see �uldse olemas on) alati koos

katkestusega kujul

2Erinevalt eesti keelest, kus ts�uklilise tegevuse m�arkimiseks kasutatakse p~ohiliselt �uhte
lausekonstruktsiooni �korda. . . , kuni. . . �, on inglise keeles neid kaks: �repeat. . . while. . . �
ja �repeat. . . until. . . �, kusjuures esimeses neist on �while� j�arel j�atkamistingimus, teises
aga �until� j�arel l~opetamistingimus.
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korda

eel-k�asud
kui t

katkesta

l~oppkui

j�arel-k�asud
l~oppkorda

Keeltes, kus katkestus olemas on, saab seda tavaliselt kasutada ka teiste kor-
duste t�aitmise �ennet�ahtaegseks� l~opetamiseks. Keeltes, kus katkestus puu-
dub, saab selle asendada abimuutujaga ja eel- v~oi j�arelkontrolliga. N�aiteks
eeltoodud kordus on samav�a�arne skeemiga

l← v�a�ar
senikui ¬l

eel-k�asud
l← t
kui ¬l

j�arel-k�asud
l~oppkui

l~oppkorda

3.3 Korduste pesastamine

Kuigi teoreetiliselt on iga algoritm v~oimalik esitada �ulimalt �uhe korduslause
abil, on praktikas sageli mugavam kasutada mitut kordust.

Vaatleme n�aiteks j�arjestamis�ulesannet: antud on n-elemendiline arvu-
massiiv a1...n; j�arjestada selle elemendid mittekahanevalt (see t�ahendab nii,
et a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an).

Tegemist on klassikalise �ulesandega, mille lahendamiseks on v�aga palju
erinevaid algoritme, siinkohal vaatleme neist �uht lihtsamat, mida tuntakse
pistemeetodi (ingl insertion sort) nime all.

Meetodi idee on hoida massiivi algusosa elemente omavahel j�arjestatult
ja kasvatada seda j�arjestatud osa, pistes veel j�arjestamata elemente nende
~oigetele kohtadele juba j�arjestatud elementide vahele.

Algoritmi p~ohiosaks on seega kordus, mille igal sammul kehtib invariant
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1 mingi i jaoks. Kuna t�uhi jada on alati j�arjestatud,
kehtib invariant i = 1 jaoks triviaalselt ja korduse algatamiseks polegi vaja
midagi teha. Kui invariant kehtib i = n + 1 jaoks, on kogu massiiv sobivalt
j�arjestatud ja korduse v~oib l~opetada.

Otsitava algoritmi �uldkuju on seega
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korda i← 1 . . . n
� invariant: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1

korduse keha
l~oppkorda

ja j�a�ab vaid �ule kirjutada korduse keha nii, et selle igal t�aitmisel suureneb i
v�a�artus, mille jaoks invariant kehtib.

Selleks kasutame korduse kehana omakorda kordust. Vaatleme esimest
veel j�arjestamata elementi ai ja v~ordleme teda oma vasakpoolse naabriga:
kui see on suurem kui ai, vahetame nad omavahel ja j�atkame vaadeldava
elemendi (n�u�ud juba ai−1) v~ordlemist oma uue vasakpoolse naabriga jne.

Seega on sisemise korduse invariant aj ≤ aj+1 ≤ . . . ≤ ai. See tingimus
kehtib j = i jaoks triviaalselt j�arelikult pole ka selle korduse algatamiseks
peale j algv�a�artustamise midagi muud teha. Kui invariant kehtib j = 1 jaoks,
olemegi saavutanud v�alimise korduse invariandi senisest �uhe v~orra suurema
i jaoks ja v~oime l~opetada.

J�argneva algoritmi t�aielikus ~oigsuses veendumiseks paneme veel t�ahele, et
m~olemad kordused l~opetavad kindlasti oma t�o�o. V�alimise korduse variandiks
sobib τ1 = (n + 1)− i ja sisemise omaks τ2 = j − 1.

Algoritm 3.1 J�arjestab antud massiivi elemendid mittekahanevalt
Sisend: a1...n � sorteeritav massiiv
V�aljund: a1...n � v�a�artused vahetatud nii, et ∀i < n : ai ≤ ai+1

Abimuutujad: i, j

1. korda i← 1 . . . n

� invariant: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1

2. j ← i

3. senikui j > 1

� invariant: aj ≤ aj+1 ≤ . . . ≤ ai

4. kui aj−1 > aj

5. aj−1 ↔ aj

6. j ← j − 1

7. muidu

8. j ← 1

9. l~oppkui

10. l~oppsenikui

11. l~oppkorda

(siin ja edaspidi kasutame kahe muutuja v�a�artuste vahetamiseks l�uhiduse
huvides s�untaksit a↔ b).
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�Ulesanded

�Ulesanne 3.1 Kirjutada kordus, mis leiab summa

1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n.

Kirjutada v�alja selle korduse eel- ja j�areltingimus, invariant ning variant.
T~oestada selle osaline ja t�aielik ~oigsus.

�Ulesanne 3.2 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
v�a�artuse. T~oestada selle ~oigsus.

�Ulesanne 3.3 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
v�a�artusega elemendi indeksi. T~oestada selle ~oigsus. Millise indeksi v�aljastab
see kordus, kui massiivis on mitu maksimaalse v�a�artusega elementi?

�Ulesanne 3.4 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivist suuruselt
teise v�a�artuse. T~oestada selle ~oigsus. Kontrollida, et programm t�o�otab ~oigesti
ka siis, kui massiivis on mitu maksimaalse v�a�artusega elementi.

�Ulesanne 3.5 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi need
elemendid, millele eelnev element on positiivne. T~oestada selle ~oigsus.

�Ulesanne 3.6 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi posi-
tiivsed elemendid, millele eelnev ja j�argnev element on negatiivsed. T~oestada
selle ~oigsus.

�Ulesanne 3.7 Kirjutada kordus, mis leiab summa

1 + 1/2! + 1/3! + . . . + 1/n!.

T~oestada selle ~oigsus. (Mitte kasutada kahte pesastatud kordust.)

�Ulesanne 3.8 Vaatleme l~oigus 3.2.4 toodud skeemi, mis kasutab katkestu-
sega korduse simuleerimiseks eelkontrolliga kordust ja abimuutujat. Koos-
tada analoogiline skeem, mis kasutab katkestusega korduse simuleerimiseks
j�arelkontrolliga kordust ja abimuutujat. P~ohjendada, et teie skeem on sama-
v�a�arne l~oigus 3.2.4 toodud skeemiga.

�Ulesanne 3.9 Koostada arvumassiivi elementide j�arjestamiseks algoritm,
mis suurendab massiivi alguses olevat j�arjestatud osa sel teel, et leiab veel
j�arjestamata elementide hulgast minimaalse ja paigutab selle j�arjestatud osa
l~oppu. T~oestada selle algoritmi ~oigsus.
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P~ohim~oistete peat�ukis vaatlesime liitt�u�upe kui suurte andmemahtude kor-
rastamise vahendit. K�aesolevas peat�ukis tutvume alamprogrammidega, mida
v~oib analoogiliselt vaadelda kui suurte koodimahtude struktureerimise ja or-
ganiseerimise vahendit.

4.1 Alamprogrammi m~oiste

Alamprogrammiks (ingl subroutine) nimetatakse programmil~oiku, mis on
m~oeldud korduvaks kasutamiseks programmi teiste osade poolt. Tavaliselt
sooritab alamprogramm �uhte suhteliselt terviklikku tegevust, mille m�a�aravad
alamprogrammi eel- ja j�areltingimus.

Alamprogrammi kasutamine koosneb kaht liiki konstruktsioonidest:

• �uhekordsest alamprogrammi kirjeldusest;

• �uhe- v~oi mitmekordsest alamprogrammi v�aljakutsest.

Alamprogrammi kirjeldus seob alamprogrammi nime (madalkeeles aadressi)
ja selle sisuks olevad tegevused, kuid ei soorita neid tegevusi. Alamprogrammi
kirjeldus kuulub seega deklaratsioonide hulka.

Alamprogrammi v�aljakutse on juhtkonstruktsioon, mis n~ouab, et v�alja-
kutse kohas tuleb sooritada eelnevas kirjelduses selle alamprogrammi sisuks
m�argitud tegevused.

Esimeses l�ahenduses (mis tegelikult pole p�aris ~oige) v~oib kujutleda, et
translaator asendab alamprogrammi v�aljakutse lause selle alamprogrammi
sisuks olevate lausetega.

Alamprogrammid pole sugugi programmeerijate leiutatud. N�aiteks v~oib
kokaraamatus esineda tegevusjuhis kujul �. . . piruka jaoks tuleb k~oigepealt
valmistada p�armitaigen (vt p~ohiretsept lk X ). . . �. Tegemist on t�u�upilise
alamprogrammi v�aljakutsega ja lehek�uljel X olev p�armitaigna retsept on
selle alamprogrammi kirjeldus.

4.1.1 Voorused

Alamprogrammide kasutamisel on mitmeid voorusi:

• programm on loetavam � kui igal alamprogrammil on selle sisule vas-
tav nimi, on p~ohiprogrammist palju lihtsam aru saada, sest programmi
�uldise ehitusega tutvumisel ei pea kohe k~oiki selle detaile haarama;
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• programm on testitavam � kui igal alamprogrammil on selge �ulesanne
ning eel- ja j�areltingimus, on v~oimalik iga alamprogramm eraldi t~oes-
tada v~oi testida enne kui neid omavahel �uhtsesse s�usteemi �uhendama
ja siis sellest s�usteemist kui tervikust vigu otsima hakata;

• programm on hallatavam � kui sama tegevuse korduvaks sooritami-
seks tuleks vastavat programmiosa tekstina mitmesse kohta kopeerida,
peaks hiljem sellest osast vigade avastamisel neid vigu igas koopias eral-
di parandama; see on asjata lisat�o�o, pealegi tekib oht, et m~oni koopia
j�a�ab parandamisel vahele.

4.1.2 Metoodika

Alamprogramme sisaldava programmi kirjutamisele v~oib l�aheneda v�ahemalt
kahel p~ohim~otteliselt erineval viisil.

�Ulalt alla arendus

�Ulalt alla (ingl top-down) arenduse korral jagatakse lahendatav �ulesanne
alam�ulesanneteks ja kirjeldatakse tervik�ulesande lahendus alamlahenduste
kombinatsioonina.

Sellise l�ahenemise korral algab struktuurse programmi kirjutamine p~ohi-
programmist, milles alam�ulesannete lahendamise sammud vormistatakse (sel
hetkel veel puuduvate) alamprogrammide v�aljakutsetena ja hiljem lisatakse
vajalike alamprogrammide kirjeldused (v~oimalik, et need tekitavad omakorda
vajaduse uute veel madalama taseme alamprogrammide j�arele).

Sellist j�arjest detailsema taseme alamprogrammide kirjutamist j�atkatakse
seni, kuni k~oigi alam�ulesannete lahendused on v�alja kirjutatud kasutatava
programmikeele primitiivide t�apsuseni.

�Ulalt alla arenduse �uks olulisemaid puuduj�a�ake on see, et programmi k~oiki
osi ei saa kohe nende kirjutamise j�arel testida � kui p~ohiprogrammi kasu-
tatavad alamprogrammid on veel kirjutamata, ei saa p~ohiprogrammi k�aima
panna.

Alt �ules arendus

Alt �ules (ingl bottom-up) arenduse korral vaadeldakse alamprogrammide
kirjutamist kui kasutatava programmikeele primitiivide hulga laiendamist
�ulesande lahendamiseks sobivas suunas. Sellist l�ahenemist ~oigustab ka asja-
olu, et sageli on programmikeele standardsed primitiivid realiseeritud just
alamprogrammidena.
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Alt �ules arenduse k~oige suurem raskus on vajadus prognoosida, milli-
seid uusi primitiive �ulesande lahendamiseks tegelikult vaja l�aheb. Ilma sellise
prognoosita on oht kulutada palju aega sellele, et kirjutada alamprogramme,
mida l~opuks �uldse vaja ei l�ahe ja unustada esimesel l�ahenemisel kirjutada
m~oned, mis hiljem vajalikuks osutuvad.

Kombineeritud arendus

Kahe eelpool kirjeldatud �puhta� arendusmetoodika puuduj�a�akide leevenda-
miseks jagatakse programmi kirjutamine tavaliselt kaheks etapiks.

Projekteerimise etapil l�ahenetakse �ulesande lahendamisele �ulalt alla mee-
todil ja jagatakse selle lahendus ilma programmi kirjutamata (ja sageli isegi
konkreetset programmikeelt valimata) alam�ulesanneteks eesm�argiga saada
teada, milliseid alamprogramme on selle �ulesande lahendamiseks vaja ja kui-
das need alamprogrammid omavahel seotud olema peaks.

Realiseerimise etapil hakatakse vajalikke alamprogramme kirjutama alt
�ules meetodil, sest nii on iga alamprogrammi valmimise ajaks olemas ka k~oik
need, mida ta oma t�o�oks kasutab ja seet~ottu on v~oimalik iga alamprogrammi
kohe p�arast tema kirjutamist testida.

Illustratsiooniks koostame lihtsa algoritmi k~oigi algarvude leidmiseks ette-
antud l~oigust L = a . . . b.1

Projekteerimise etapil paneme t�ahele, et k~oige ilmsem lahendus on kont-
rollida iga l~oiku L j�a�ava arvu kohta, kas ta on algarv, ja v�aljastada need
arvud, mille korral kontrollimine annab positiivse tulemuse.

Kuna �uldotstarbelistes programmikeeltes enamasti algarvulisuse kontrol-
limise primitiivi pole, peame selle ise realiseerima. K~oige lihtsam lahendus
on proovida kontrollitavat arvu k~oigi temast v�aiksemate ja �uhest suuremate
t�aisarvudega jagada; t�apse jagumise korral on tegemist kordarvuga, kui aga
jagamine �uhegi arvuga ei ~onnestu, on tegemist algarvuga.

Realiseerimise etapil alustame altpoolt, algarvulisuse kontrollimise alam-
programmist. Kohe p�arast selle alamprogrammi kirjutamist saame t~oestada
tema aluseks oleva algoritmi ~oigsuse ja testida selle realiseerimise korrekt-
sust. Alles siis, kui algarvulisuse kontrollimise alamprogramm on valmis ja
kontrollitud, liigume edasi p~ohiprogrammi juurde.

1Olgu kohe m�argitud, et see algoritm on oma lihtsuse t~ottu ka silmatorkavalt eba-
efektiivne, algarve saab leida m�arksa v�aiksema hulga arvutustega. Kuna efektiivsemad
algoritmid on ka keerukamad, pole nende uurimine siinkohal p~ohjendatud, n�aite eesm�ark
on illustreerida alamprogrammide kasutamist.
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4.1.3 Protseduur ja funktsioon

Enamik t�anap�aevaseid programmikeeli eristavad protseduure ja funktsioone.
Funktsiooniks (ingl function) nimetatakse alamprogrammi, mis tagas-

tab oma t�o�o tulemusena mingi v�a�artuse. Funktsioonil on t�u�up � funktsioon
tagastab ainult sellesse t�u�upi kuuluvaid v�a�artusi � ja funktsiooni v�aljakutset
v~oib kasutada avaldises seda t�u�upi operandina.

Protseduuriks (ingl procedure) nimetatakse alamprogrammi, mis ei ole
funktsioon. Protseduur ei tagasta otseselt mingit v�a�artust ja seet~ottu ei saa
protseduuri v�aljakutset operandina kasutada.

Selle erinevuse illustreerimiseks vaatleme n�aiteks paljudes programmikeel-
tes protseduurina realiseeritud primitiivi antud s~one v�aljastamiseks ja peaae-
gu k~oigis keeltes funktsioonina realiseeritud primitiivi antud reaalarvu siinuse
arvutamiseks.

Kuna s~one v�aljastamise primitiiv on protseduur, v~oib selle v�aljakutset
kasutada lihtlausena, n�aiteks

v�aljasta `Tere, kasutaja'

Kuna siinuse arvutamine on funktsioon, v~oib selle v�aljakutset kasutada ope-
randina avaldises, n�aiteks

z ← sin(x) + sin(y) + 1

Edaspidises kasutame alamprogrammide kirjeldamiseks esimeses peat�ukis ka-
sutusele v~oetud pseudokeelt, lisades igale algoritmile nime, mille abil on
v~oimalik sellele hiljem mujalt viidata.

N�aiteks protseduuri 1 ja 100 vahele j�a�avate algarvude v�aljastamiseks v~oiks
esitada algoritmis 4.1 toodud kujul, kus OnAlgarv t�ahistab (veel kirjuta-
mata) funktsiooni muutuja a v�a�artuse algarvulisuse kontrollimiseks.

Algoritm 4.1 AlgarvudSajani: V�aljastab algarvud l~oigust 1 . . . 100
Abimuutujad: a ∈ N � jooksev algarvukandidaat

1. korda a← 1 . . . 100

2. kui OnAlgarv

3. v�aljasta a

4. l~oppkui

5. l~oppkorda

Funktsiooni v�a�artuse p~ohiprogrammile tagastamise k�asu s�untaks on erine-
vates programmikeeltes erinev, oma pseudokeeles kasutame edaspidi lauset
kujul
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tagasta v

kus v on funktsiooni v�aljakutse v�a�artus p~ohiprogrammi avaldises.
Funktsiooni muutuja a jooksva v�a�artuse algarvulisuse kontrollimiseks v~oime

seega esitada nii, nagu n�aha algoritmis 4.2.

Algoritm 4.2 OnAlgarv: Kontrollib, kas muutuja a v�a�artus on algarv
Sisend: a ∈ N � uuritav v�a�artus
V�aljund: t~oene, kui a on algarv, v�a�ar vastasel juhul
Abimuutujad: j ∈ N � jooksev jagajakandidaat

1. kui a < 2

� v�ahim algarv on 2

2. tagasta v�a�ar

3. l~oppkui

4. korda j ← 2 . . . a− 1

5. kui a/j ∈ N
� leidsime jagaja, j�arelikult kordarv

6. tagasta v�a�ar

7. l~oppkui

8. l~oppkorda

� ei leidnud jagajat, j�arelikult algarv

9. tagasta t~oene

4.1.4 Deklaratsioon ja de�nitsioon

Paljudes keeltes eristatakse alamprogrammi deklaratsiooni ja de�nitsiooni.
Alamprogrammi deklaratsioon (ingl declaration) �kseerib selle v�alise

liidese � nime, parameetrite arvu ja nende t�u�ubid ning funktsiooni korral ka
tagastatava v�a�artuse t�u�ubi �, kuid ei sisalda alamprogrammi sisuks olevaid
k�aske; de�nitsioon (ingl de�nition) sisaldab ka alamprogrammi sisu, kuid
m~ones keeles pole deklaratsiooni olemasolu korral parameetrite kirjelduse
kordamine enam vajalik.

Neid m~oisteid eristatakse tavaliselt �usna tehnilistel (ja erinevates keeltes
veidi erinevatel) p~ohjustel, seet~ottu me neil pikemalt ei peatu.2

2Pascalis vormistatakse deklaratsioonid forward-lause abil; QBasicu keskkonnas varjab
keskkond need programmeerija eest �ara; C's ja C++'is nimetatakse neid protot�u�upideks
(ingl prototype); Javas pole neid �uldse.
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4.2 Alamprogrammi lokaalsed muutujad

Suures programmis, mis koosneb paljudest alamprogrammidest, v~oib ker-
gesti juhtuda, et mitme alamprogrammi autorid tahavad kasutada samade
nimedega abimuutujaid. See on aga ohtlik, sest sellisel juhul v~oib �uhe alam-
programmi kasutamine rikkuda teise t�o�oks vajalikud andmed.3

Ohu v�ahendamiseks (ja ka muudel p~ohjustel) v~oimaldavad t�anap�aevased
programmikeeled kasutada mitme erineva skoobi ja elueaga muutujaid.

4.2.1 Muutuja eluiga

Muutuja elueaks (ingl lifetime) nimetatakse programmi osa, mille t�aitmise
ajal see muutuja oma v�a�artust s�ailitab.

Kuna muutuja v�a�artust hoitakse m�alus, siis peab ta oma eluea v�altel
mingit m�aluosa oma valduses hoidma.

Eluea j�argi v~oib muutujad jagada kolme liiki:

• staatilise (ingl static) muutuja eluiga on kogu programmi t�aitmise
aeg; talle eraldatakse m�alu programmi k�aivitamise hetkel ja see m�alu
j�a�ab tema kasutusse kuni programmi t�aitmise l~opuni; muutujale kord
omistatud v�a�artus p�usib alles kuni j�argmise omistamiseni;

• automaatse (ingl automatic) muutuja eluiga on tavaliselt mingi alam-
programmi �uhe t�aitmise aeg; automaatne muutuja luuakse (talle eral-
datakse m�alu) alamprogrammi t�aitmise alguses ja ta h�avitatakse (talle
eraldatud m�alu vabastatakse) selle t�aitmise l~oppedes; alamprogrammi
j�argmisel t�aitmisel v~oidakse selle muutuja hoidmiseks kasutada hoo-
pis teist m�alupesa, seega automaatse muutuja v�a�artus alamprogrammi
kahe t�aitmiskorra vahel ei s�aili;

• d�unaamiline (ingl dynamic) muutuja luuakse ja h�avitatakse prog-
rammeerija otsese k�asu peale, seega on d�unaamilise muutuja eluiga
t�aielikult programmeerija m�a�arata.4

4.2.2 Muutuja skoop

Muutuja skoobiks (ingl scope) nimetatakse programmi osa, milles selle muu-
tuja nimi n�ahtav on.

3Kui muutujate v�a�artused programmeerija selja taga iseenesest muutuma hakkavad, ei
kehti enam ka algoritmide ~oigsuse t~oestused!

4M~ones keeles on ka d�unaamiliste muutujate h�avitamine automaatne � s�usteem
h�avitab ise need muutujad, mille v�a�artust ei ole enam v~oimalik kasutada. Seda nime-
tatakse prahikoristusega (ingl garbage collection) m�aluhalduseks.
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Muutuja nimega pole suurt midagi peale hakata, kui sellele ei vasta
m�alupesa, milles muutuja v�a�artust hoida. Sellep�arast ongi muutuja skoop
tavaliselt tema eluea alamhulk.

Skoobi j�argi v~oib muutujad jagada kahte liiki:

• globaalseks (ingl global) nimetatakse muutujat, mis on kirjeldatud
v�aljaspool k~oiki alamprogramme;

Selline muutuja on �uldiselt n�ahtav k~oigile programmi osadele, seega on
alati oht, et keegi teine v~oib selle v�a�artust muuta. Sellep�arast tuleks
globaalseid muutujaid kasutada nii v�ahe kui v~oimalik.

Globaalsed muutujad on tavaliselt staatilised.

• lokaalseks (ingl local) nimetatakse muutujat, mis on kirjeldatud mingi
alamprogrammi sees;

Selline muutuja ei ole sama programmi teistele osadele otse k�attesaadav
ja seega ei saa keegi kogemata seda muutujat kasutades tema v�a�artust
rikkuda.

Tavaliselt on lokaalsed muutujad automaatsed, aga m~oned programmi-
keeled v~oimaldavad luua ka staatilisi lokaalseid muutujaid.5

Staatiliste lokaalsete muutujate abil saab kirjutada alamprogramme,
mis uuel kasutamisel �m�aletavad�, mida nad eelmisel korral tegid. See
v~oib olla kasulik n�aiteks siis, kui alamprogrammi esimesel k�aivitamisel
arvutatakse v�alja mingid abitulemused, mida l�aheb vaja ka j�argmistel
k�aivitamiskordadel.

4.3 Alamprogrammi parameetrid

Alamprogrammide kasutamine oleks �usna t�u�utu, kui vastaks t~oele peat�uki
alguses antud lihtsustatud kujutlus, mille kohaselt translaator asendab alam-
programmi v�aljakutse lause mehhaaniliselt selle alamprogrammi kirjelduses
olevate lausetega.

Oletame, et meil on vaja kirjutada alamprogramm, mis v�aljastab mista-
hes arvu ruudu. Kui alamprogrammi v�aljakutse oleks t~oesti vaid mehhaa-
niline tekstiasendus, oleks meil vaja kirjutada eraldi alamprogrammid k~oigi
v~oimalike arvude ruutude v�aljastamiseks v~oi luua ruutu t~ostetava arvu edas-
tamiseks globaalne muutuja ja omistada enne alamprogrammi v�aljakutsumist

5~Oppematerjalile lisatud n�aiteprogrammid kasutavad ainult automaatseid lokaalseid
muutujaid.
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sellele muutujale vajalik v�a�artus (sisuliselt sama v~otet kasutasime muutuja
a v�a�artuse edastamisel algarvude arvutamise programmis).

Et kumbki variant pole kasutamiseks kuigi mugav � esimene neist on
ilmselt v~oimatu, teise puhul hakkaks suuremates programmides (milles on
palju alamprogramme ja neil omakorda palju parameetreid) tekkima massi-
liselt globaalseid muutujaid �, lubavad k~oik t�anap�aevased programmikeeled
kasutada alamprogrammides parameetreid.

4.3.1 Formaalsed ja tegelikud parameetrid

Parameetrite alamprogrammile edastamise aparaat koosneb formaalsetest ja
tegelikest parameetritest.

Formaalsed parameetrid (ingl formal parameter) on alamprogram-
mi de�nitsioonis kasutusel selleks, et anda parameetritele nimed, millega on
v~oimalik alamprogrammi sisuks olevates k�askudes osutada, millal ja kuidas
alamprogramm talle parameetritena antavaid v�a�artusi kasutab. Alamprog-
rammi v�aljakutsel sellele t�o�otlemiseks antavaid v�a�artusi nimetatakse tegeli-
keks parameetriteks (ingl actual parameter).

Formaalse parameetri m~oiste illustreerimiseks oletame, et �uks s~ober kin-
gib teisele loteriipileti ja k�usib �mida Sa teed, kui v~oidad?�. Kui kingi saaja
vastab midagi stiilis �kui v~oit on v�aike, ostan maiustusi, aga kui suur, siis
peab m~otlema�, on ta sellega de�neerinud parameetriga algoritmi, mis kir-
jeldab tema k�aitumist v~oidu korral vastavalt v~oidu suurusele. V~oidu suurus
on selle algoritmi formaalne parameeter � sest tegelikult selle plaani j�argi
tegutsema hakata ei saa muidugi enne kui v~oit t~oesti k�aes on.

Olukord on veelgi sarnasem matemaatikatunnist tuntud funktsioonidega.
Funktsiooni f kirjelduses kujul f(x) = 2x+1 on x formaalne parameeter, mi-
da kasutatakse selleks, et avaldises 2x+1 n�aidata, kuidas f oma parameetrit
kasutab. Avaldises f(3) + f(4) on arvud 3 ja 4 aga funktsiooni f tegelikud
parameetrid selle kahel kasutamisel, kusjuures f(3) + f(4) t�ahistab muidugi
avaldist (2 · 3 + 1) + (2 · 4 + 1).

Mitme parameetriga alamprogrammides seatakse tegelikke ja formaalseid
parameetreid tavaliselt vastavusse samamoodi kui mitme muutuja funktsioo-
nides matemaatikas � alamprogrammi v�aljakutsel esitatakse k~oik tegelikud
parameetrid j�arjest ja selles j�arjestuses esimene tegelik parameeter loetakse
alamprogrammi esimese formaalse parameetri v�a�artuseks, teine tegelik para-
meeter teise formaalse parameetri v�a�artuseks jne.6

6Kuigi selline parameetrite sidumise viis (kohtomistus) on levinuim, kasutatakse vahel
ka muid skeeme. N�aiteks nimiomistuse korral n�aidatakse alamprogrammi v�aljakutses iga
tegeliku parameetri juures ka sellele vastava formaalse parameetri nimi. K�aesoleva ~oppe-
materjali lisades esinevad keeled kasutavad kohtomistust.
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Lisaks formaalsete parameetrite nimedele n~ouavad paljud keeled ka nende
t�u�upide kirjeldamist. See v~oimaldab translaatoril kontrollida, et parameetri-
tena edastatavate v�a�artuste kasutamine vastab nende v�a�artuste t�u�upidele.7

Programmi transleerimisel toimub parameetrite t�u�ubikorrektsuse kontroll ta-
valiselt kahe sammuna: alamprogrammi de�nitsiooni transleerimisel kontrol-
lib translaator, et parameetrite kasutamine alamprogrammi sisuks olevates
k�askudes on koosk~olas formaalsete parameetrite deklareeritud t�u�upidega �
iga parameetriga sooritatavad operatsioonid peavad k~oik kuuluma selle para-
meetri t�u�ubi operatsioonivarusse; alamprogrammi v�aljakutse transleerimisel
kontrollib translaator, et tegelike parameetritena antud v�a�artuste t�u�ubid vas-
tavad formaalsete parameetrite deklareeritud t�u�upidele.

4.3.2 Sisend- ja v�aljundparameetrid

Alamprogrammide parameetrid v~oib nende kasutuseesm�argi alusel jagada
sisend- ja v�aljundparameetriteks.

Sisendparameetrid (ingl input parameter), nagu nimestki oletada v~oib,
on m~oeldud l�ahteandmete edastamiseks alamprogrammi v�aljakutsujalt sellele
alamprogrammile.

N�aiteks siinusfunktsioonile antav nurga suurus on sisendparameeter. Ka
v�aljastamisprimitiivile (mis on paljudes programmeerimiss�usteemides reali-
seeritud alamprogrammina) v�aljastamiseks antav suurus on selle primitiivi
seisukohalt sisendparameeter � selle kaudu saab primitiiv andmed, mida ta
t�o�otlema (antud juhul v�aljastama) peab.

V�aljundparameetrid (ingl output parameter) seevastu on m~oeldud tu-
lemuste tagastamiseks alamprogrammilt selle v�aljakutsujale.

N�aiteks sisestamisprimitiivile parameetrina antav muutuja on v�aljund-
parameeter � primitiiv ei vaja selle muutuja esialgset v�a�artust (muutuja
v~oib olla ka algv�a�artustamata), vaid kasutab teda ainult kohana kasutajalt
v~oi failist saadud andmete salvestamiseks.

Ka funktsiooni tagastatavat v�a�artust v~oib vaadelda v�aljundparameetrina,
kujutledes, et translaator tekitab ajutise muutuja ja kasutab funktsiooni
poolt sellesse muutujasse salvestatud tulemust avaldises funktsiooni v�alja-
kutse v�a�artusena.

Sageli on �uks parameeter kasutusel nii sisend- kui v�aljundparameetrina.
N�aiteks kui arvumassiivi sorteerimise alamprogramm saab t�o�odeldava mas-
siivi ette parameetrina, siis on see kasutusel nii sisendparameetrina (sel-

7Kuigi sellest �uldhariduskooli matemaatikatunnis ei r�a�agita, on ka matemaatikas funkt-
sioonidel ja nende parameetritel t�u�ubid. N�aiteks t�aisosa arvutamise funktsioon bc teisen-
dab reaalarve t�aisarvudeks, mida matemaatikud t�ahistavad �bc : R→ Z� ja loevad �t�aisosa
on funktsioon reaalarvude hulgast t�aisarvude hulka�.
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le kaudu edastatakse alamprogrammile j�arjestamist vajavad elemendid) kui
ka v�aljundparameetrina (selle kaudu tagastatakse alamprogrammist massiivi
uus sisu, milleks on needsamad elemendid vajalikus j�arjekorras).

4.3.3 V�a�artus- ja muutujaparameetrid

Kuigi eelmises jaotises kirjeldatud parameetrite liigitus on mugav algoritmi
koostaja m~otte v�aljendamiseks, kasutatakse programmikeeltes realiseerimise
efektiivsuse huvides veidi teistsugust klassi�katsiooni.

V�a�artusparameetri (ingl call by value) kasutamisel leiab s�usteem alam-
programmi k�aivitamisel tegeliku parameetrina antud avaldise paremv�a�artuse
ja edastab alamprogrammile selle. Muidugi saab niimoodi kasutada ainult
avaldist, millel on paremv�a�artus olemas.

Alamprogramm v~oib saadud parameetrit kasutada nagu algv�a�artustatud
lokaalset muutujat. See t�ahenab, et kui alamprogramm sellele �lokaalsele
muutujale� uue v�a�artuse omistab, kehtib uus v�a�artus ainult alamprogrammi
sees ja ei m~ojuta p~ohiprogrammi avaldist.

Eelnevast j�areldub, et v�a�artusparameetrite mehhanismi on v~oimalik ka-
sutada ainult alamprogrammide sisendparameetrite realiseerimiseks � kui
alamprogrammis olev v�a�artus on p~ohiprogrammi avaldisest t�aielikult lahuta-
tud, pole selle kaudu kuidagi v~oimalik andmeid alamprogrammist p~ohiprog-
rammile tagastada.

Muutujaparameetri (ingl call by reference) kasutamisel edastatakse
alamprogrammile parameetrina antud avaldise vasakv�a�artus � tavaliselt on
sellise parameetrina kasutusel p~ohiprogrammi muutuja (millest tuleb ka pa-
rameetrite edastamise viisi eestikeelne nimetus), kuigi v~oib kasutada ka k~oiki
muid avaldisi, millel on vasakv�a�artus olemas.

Muutujaparameetrile alamprogrammis omistatud uus v�a�artus muudab ka
p~ohiprogrammi muutuja v�a�artuse, seega on muutujaparameetrite mehhanis-
mi v~oimalik kasutada ka v�aljundparameetrite realiseerimiseks.

Kuna v�a�artusparameetrist alamprogrammi jaoks koopia tegemine kulu-
tab nii aega kui m�alu, edastatakse praktikas suuremahulisi v�a�artusi muutuja-
parameetritena ka siis, kui algoritmi loogika seisukohalt on tegemist alam-
programmi sisendparameetritega. M~ones keeles on olemas isegi eraldi konst-
ruktsioon v�aljendamaks, et alamprogramm talle antud muutujaparameetri
v�a�artust ei muuda (see t�ahendabki, et sisuliselt kasutab alamprogramm seda
sisendparameetrina).

Nimiparameetri (ingl call by name) kasutamisel edastab s�usteem alam-
programmile parameetrina antud avaldise enda, ilma selle v�a�artust arvuta-
mata. Kui alamprogrammil on avaldise v�a�artust (�uksk~oik, kas vasak- v~oi
paremv�a�artust) vaja, peab ta selle ise leidma.
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Nimiparameetreid on hea kasutada n�aiteks siis, kui alamprogramm ei vaja
igal k�aivitamisel k~oigi oma parameetrite v�a�artusi ja m~one v�a�artuse leidmine
v~oib olla v�aga t�o�omahukas � sellisel juhul on otstarbekam arvutada para-
meetri v�a�artus v�alja alles siis, kui on kindel, et seda t~oesti vaja l�aheb.

Parameetrite sellist kohtlemist nimetatakse laisaks v�a�artustamiseks

(ingl lazy evaluation), vastandina agarale v�a�artustamisele (ingl eager eva-
luation). M~oned programmikeeled v�a�artustavad laisalt k~oiki avaldisi, mitte
ainult alamprogrammide parameetreid.8

4.4 Rekursioon

4.4.1 Rekursiooni m~oiste

Alamprogrammide t�ahtis rakendus on rekursiivsete algoritmide programmee-
rimine. Algoritmi nimetatakse rekursiivseks (ingl recursive), kui selles kasu-
tatakse �uhe (v~oi ka mitme) sammuna sama algoritmi ennast. Selle m�a�aratluse
p~ohjal v~oib rekursiooni olemus j�a�ada �usna arusaamatuks, sestap vaatleme
lihtsa n�aitena naturaalarvu faktoriaali arvutamist.

Eelmises peat�ukis de�neerisime arvu n faktoriaali n! valemiga

n! =

{
1, kui n = 0,
1 · 2 · . . . · n, kui n > 0.

Selle de�nitsiooni j�argimisel on k~oige loomulikum tulemus j�argmine kordus-
lauset kasutav algoritm:

Algoritm 4.3 Fakt1: Leiab antud naturaalarvu faktoriaali
Sisend: n ∈ N
V�aljund: tagastab n!
Abimuutujad: i, f

1. f ← 1
2. korda i← 1 . . . n

� vahetingimus: f = (i− 1)!

3. f ← f ∗ i

� vahetingimus: f = i!

4. l~oppkorda

5. tagasta f

8K�aesoleva ~oppematerjali lisades kasutatud keeled �uldiselt ei toeta ei nimiparameetreid
ega laiska v�a�artustamist. Mingil m�a�aral saab neid teiste vahenditega imiteerida, aga see
on tehniliselt �usna keeruline, seet~ottu me neid v~otteid siinkohal ei k�asitle.
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Faktoriaali v~oib lisaks eelpool vaadeldud valemile de�neerida ka seosega

n! =

{
1, kui n = 0,
n · (n− 1)!, kui n > 0.

Selle de�nitsiooni j�argimine annab meile rekursiivse algoritmi:

Algoritm 4.4 Fakt2: Leiab antud naturaalarvu faktoriaali
Sisend: n ∈ N
V�aljund: tagastab n!

1. kui n = 0

2. tagasta 1

3. muidu

4. tagasta n ∗ Fakt2(n− 1)

5. l~oppkui

Selle algoritmi t�aitmine n�aiteks 3! arvutamiseks toimub j�argmiselt:
alamprogrammi kasutaja (tavaliselt programmi m~oni teine osa) k�aivitab
Fakt2(3);

s�usteem loob alamprogrammi Fakt2 esimese eksemplari ja hakkab se-
da t�aitma; kuna n = 3 6= 0, asub s�usteem alamprogrammi kehas t�aitma
valikulause muidu-haru; avaldise 3∗Fakt2(2) arvutamine k�aivitab Fakt2(2);

s�usteem loob alamprogrammi Fakt2 teise eksemplari ja hakkab seda
t�aitma; kuna n = 2 6= 0, asub s�usteem alamprogrammi kehas t�aitma
valikulause muidu-haru; avaldise 2 ∗ Fakt2(1) arvutamine k�aivitab
Fakt2(1);

s�usteem loob alamprogrammi Fakt2 kolmanda eksemplari ja hak-
kab seda t�aitma; kuna n = 1 6= 0, asub s�usteem alamprogrammi
kehas t�aitma valikulause muidu-haru; avaldise 1∗Fakt2(0) arvu-
tamine k�aivitab Fakt2(0);

s�usteem loob alamprogrammi Fakt2 neljanda eksemplari ja
hakkab seda t�aitma; kuna n = 0, tagastab s�usteem Fakt2(0)
v�a�artusena 1;

s�usteem l~opetab 1 ∗ Fakt2(0) arvutamise ja tagastab Fakt2(1)
v�a�artusena 1 · 1 = 1;

s�usteem l~opetab 2 ∗ Fakt2(1) arvutamise ja tagastab Fakt2(2)
v�a�artusena 2 · 1 = 2;

s�usteem l~opetab 3∗Fakt2(2) arvutamise ja tagastab Fakt2(3) v�a�artu-
sena 3 · 2 = 6.
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4.4.2 Programmi magasin

Rekursiooni m~oistmiseks peame k~oigepealt loobuma peat�uki alguses kasutu-
sele v~oetud lihtsustatud kujutlusest alamprogrammide k�aivitamise mehhaa-
nika kohta ja tegema endale selgeks, kuidas asjad tegelikult k�aivad.

Alamprogrammi k�aivitamisel luuakse aktiveerimiskirje (ingl activation
record). Iga alamprogrammi iga eksemplari kohta luuakse uus kirje, mis ise-
loomustab alamprogrammi just seda k�aivitamist. Tavaliselt on selles kirjes
kolme liiki andmed:

• alamprogrammile edastatavad tegelikud parameetrid;

• ruum alamprogrammi lokaalsete muutujate jaoks;

• naasmisaadress (ingl return address) � informatsioon selle kohta,
millisest k�asust tuleb j�atkata p�arast alamprogrammi t�aitmise l~oppu.

Eelmises l~oigus toodud n�aites oleks v�aljakutse Fakt2(2) aktiveerimiskirje
sisu selline:

• tegelikud parameetrid: n = 2;

• lokaalsed muutujad: pole;

• naasmisaadress: korrutamistehe avaldises n ∗ Fakt2(n− 1).

Rekursiooni toimimise jaoks on oluline, et neid aktiveerimiskirjeid v~oib �uhe
alamprogrammi jaoks olla mitu � kui iga alamprogrammi iga eksemplari pa-
rameetrid ja lokaalsed muutujad on omaette kirjes, v~oib korraga olla pooleli
�uhe alamprogrammi mitme eksemplari t�aitmine ilma et need �uksteist segaks.
Parasjagu pooleliolevate alamprogrammide aktiveerimiskirjeid hoitakse prog-
rammi kutsemagasinis (ingl call stack).9

Alamprogrammi �uhe eksemplari t�o�o l~oppedes kustutatakse selle eksemp-
lari aktiveerimiskirje �ara ja vabanenud m�alu v~oib s�usteem kasutada nii selle
kui ka teiste alamprogrammide uute eksemplaride loomiseks.

Magasini t�o�o illustreerimiseks vaatleme veidi keerulisemat rekursiivset
algoritmi, nimelt Hanoi tornide �ulesande lahendust.

�Ulesanne on j�argmine: on kolm varrast, neist �uhel n erineva suurusega
ketast suuruse j�arjekorras (suurim all); vaja on k~oik need kettad viia teisele
vardale, kusjuures t~osta tohib ainult �uhte ketast korraga; kolmandat varrast
v~oib kasutada ajutise hoiukohana, kuid �uhelegi vardale ei tohi panna suu-
remat ketast v�aiksema peale. Selle �ulesande (�uks v~oimalik) lahendus n = 3
jaoks on toodud joonisel 4.1.

9Peaaegu k~oigis programmeerimiskeskkondades on v~oimalik programmi t�o�o ajal maga-
sini seisu vaadata. Rekursiivsete programmide silumisel on see v�aga vajalik vahend, seega
tasub enne rekursiooni puudutavate koduste �ulesannete lahendama hakkamist kindlasti
v�alja uurida, kuidas teie kasutatavas s�usteemis magasinile ligi p�a�aseb.



PEAT�UKK 4. ALAMPROGRAMMID 74

1 2

3 4

5 6

7 8

Joonis 4.1: Hanoi tornid, n = 3

Hanoi tornide �ulesannet on v~oimalik lahendada ka rekursiooni kasutamata,
kuid rekursiivse algoritmi leidmine on palju lihtsam: selleks, et me saaks t~osta
suurima ketta esimeselt vardalt teisele, peame enne k~oik v�aiksemad kettad
kolmandale vardale viima � kui m~oned neist oleks esimesel vardal, ei saaks
me suurimat ketast nende alt k�atte; kui m~oned neist oleks teisel vardal, et
tohiks me suurimat ketast nende peale panna. P�arast suurima ketta teisele
vardale t~ostmist peame ka v�aiksemad kettad kolmandalt vardalt teisele viima.
Osutub, et �ulesande lahendus ongi t�apselt nii lihtne:

Algoritm 4.5 Hanoi: Lahendab Hanoi tornide �ulesande
Sisend: n ∈ N � ketaste arv; kust, kuhu, abi ∈ {A, B, C}

1. kui n > 0

2. Hanoi(n− 1, kust, abi, kuhu) � pealmised kettad l�ahtekohast abivardale

3. v�aljasta kust, `→', kuhu � alumine ketas l�ahtekohast sihtkohta

4. Hanoi(n− 1, abi, kuhu, kust) � pealmised kettad abivardalt sihtkohta

5. l~oppkui

Selle algoritmi t�aitmine n�aiteks 2 ketta viimiseks vardalt A vardale B toimub
j�argmiselt (m�arkide 〈 ja 〉 vahel on toodud programmi magasini seis):
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alamprogrammi kasutaja k�aivitab Hanoi(2, A,B,C);
s�usteem loob Hanoi esimese eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C)〉;
kuna n = 2 > 0, k�aivitatakse Hanoi(1, A, C, B);

s�usteem loob Hanoi teise eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, A, C, B)〉;
kuna n = 1 > 0, k�aivitatakse Hanoi(0, A,B,C);

s�usteem loob Hanoi kolmanda eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, A, C, B),Hanoi(0, A,B,C)〉;
kuna n = 0, l~opetab Hanoi kolmas eksemplar oma t�o�o kohe;

〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, A, C, B)〉;
j�atkub Hanoi teise eksemplari t�aitmine: t~ostetakse �uks ketas vardalt
A vardale C ja k�aivitatakse Hanoi(0, B, C,A);

s�usteem loob Hanoi uue kolmanda eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, A, C, B),Hanoi(0, B, C,A)〉;
kuna n = 0, l~opetab Hanoi kolmas eksemplar oma t�o�o kohe;

〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, A, C, B)〉;
Hanoi teine eksemplar l~opetab oma t�o�o;

〈Hanoi(2, A,B,C)〉;
j�atkubHanoi esimese eksemplari t�aitmine: t~ostetakse �uks ketas vardalt
A vardale B ja k�aivitatakse Hanoi(1, C,B,A);

s�usteem loob Hanoi uue teise eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, C,B,A)〉;
kuna n = 1 > 0, k�aivitatakse Hanoi(0, C,A, B);

s�usteem loob Hanoi kolmanda eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, C,B,A),Hanoi(0, C,A, B)〉;
kuna n = 0, l~opetab Hanoi kolmas eksemplar oma t�o�o kohe;

〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, C,B,A)〉;
j�atkub Hanoi teise eksemplari t�aitmine: t~ostetakse �uks ketas vardalt
C vardale B ja k�aivitatakse Hanoi(0, A,B,C);

s�usteem loob Hanoi uue kolmanda eksemplari;
〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, C,B,A),Hanoi(0, A,B,C)〉;
kuna n = 0, l~opetab Hanoi kolmas eksemplar oma t�o�o kohe;

〈Hanoi(2, A,B,C),Hanoi(1, C,B,A)〉;
Hanoi teine eksemplar l~opetab oma t�o�o;

〈Hanoi(2, A,B,C)〉;
Hanoi esimene eksemplar l~opetab oma t�o�o;
〈〉.
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4.4.3 Rekursiooni ~oigsus

Eeltoodud n�aidete p~ohjal peaks juba silma torkama rekursiivsete algoritmide
�uldskeem: �ulesande mingid lihtsad erijuhud lahendatakse otseselt, keerulise-
mad aga taandatakse kas �uhele v~oi mitmele mingis m~ottes lihtsamale juhule
ja otsitav tulemus saadakse nende lihtsamate juhtude lahendustest.

Neid lihtsaid erijuhte, mille algoritm otseselt lahendab, nimetatakse re-
kursiooni baasiks (ingl base) � nii faktoriaali kui ka Hanoi tornide �ulesandes
on baasiks juhtum, kui n = 0. Keerulisema juhu lahendamist lihtsamate
juhtude kaudu nimetatakse rekursiooni sammuks (ingl step). Nagu eelne-
va p~ohjal oodata v~oibki, tuleb rekursiivse algoritmi ~oigsuses veendumiseks
kontrollida nii baasi kui ka sammu ~oigsust.

Kuna rekursiooni baasi k�asitlemine on �tavaline�, rekursioonita algoritm,
pole selle ~oigsuses veendumiseks vaja mingeid t�aiendavaid vahendeid � kasu-
tada tuleb eelmistes peat�ukkides tutvustatud tehnikaid. N�aiteks Hanoi tor-
nide �ulesande lahenduses on ilmne, et baasjuhtum lahendatakse ~oigesti � kui
n = 0, tuleks �uhelt vardalt teisele viia 0 ketast; kuna selleks pole vaja midagi
teha, on algoritm, mis ei teegi midagi, ilmselt ~oige.

Rekursiooni sammu ~oigsuse t~oestamisel eeldame, et alamprogrammi ak-
tiivsest eksemplarist tehtavad v�aljakutsed selle algoritmi enda poole t�o�o-
tavad ~oigesti. Rekursiooni sammu ~oigsuse t~oestamiseks on vaja veenduda,
et selle eelduse kehtimisel t�o�otab algoritm ~oigesti. N�aiteks Hanoi tornide
�ulesande lahenduse korral eeldame, et m~olemad rekursiivsed v�aljakutsed ku-
jul Hanoi(n − 1, . . .) toimetavad n − 1 ketast n~outud viisil �uhelt vardalt
teisele. Sammu ~oigsuse t~oestamiseks peame esiteks t�ahele panema, et kui me
viime n− 1 ketast l�ahtevardalt abivardale, t~ostame viimase (suurima) ketta
l�ahtevardale ja siis viime ka varem k~orvale pandud n − 1 ketast abivardalt
sihtvardale, on nende operatsioonide tulemusena t~oesti k~oik n ketast sihtvar-
dal. Kui meie eeldused rekursiivsete v�aljakutsete ~oigsuse kohta kehtivad, on
need kettad ka ~oiges j�arjekorras.

Aga sellest ei j�areldu veel meie algoritmi ~oigsus. Nimelt tuleb meil lisaks
kontrollida, et iga rekursiivse v�aljakutse eel kehtib meie algoritmi eeltingimus.
Seda on muidugi raske teha, kui eeltingimus pole selgelt v�alja kirjutatud.
Seda tingimust pole aga algoritmi 4.5 kirjelduses v�alja toodud sellep�arast, et
esimesena p�ahetulev s~onastus � eeltingimus: n ketast vardal kust, �ulej�a�anud
kaks varrast t�uhjad � on liiga range. Sellest eeltingimusest l�ahtudes ei v~oiks
me rekursiivseid p�o�ordumisi teha, sest meil on s�usteemis �uks liigne ketas.

Algoritmi ~oigsuses veendumiseks tuleb t�ahele panna, et tegelikult pole
meil vaja nii ranget eeltingimust. Piisab sellest, kui me eeldame, et k~oik need
kettad, mida me oma algoritmi aktiivses eksemplaris ei puutu, on suuremad
kui need, mida me liigutame. T~oepoolest, m~onel vardal meie ketastest allpool
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olev ja neist k~oigist suurem ketas ei erine �ulesande tingimuste seisukohalt
maapinnast � me v~oime k~oiki teisi kettaid ilma mingite piiranguteta nende
peale asetada.

Eelnevast l�ahtudes saame s~onastada oma lahenduse tegeliku eel- ja j�arel-
tingimuse � eeltingimus: n pealmist ketast vardal kust, k~oik �ulej�a�anud ket-
tad k~oigil kolmel vardal on suuremad k~oigist neist n kettast; j�areltingimus: n
pealmist ketast vardalt kust viidud nende omavahelist j�arjekorda s�ailitades
vardale kuhu, k~oik muud kettad oma esialgsetel kohtadel. Sellise eel- ja
j�areltingimuse korral on rekursiooni sammu t~oestamine juba lihtne.

Arvatavasti pole isegi selle �uhe n�aite p~ohjal raske m�argata, et rekursiivse
algoritmi eeltingimus on natuke sarnane korduse invariandiga. Osutub, et
see sarnasus pole juhuslik � nimelt on mistahes kordust kasutav algoritm
v~oimalik �ules kirjutada rekursiooni abil ja tavaliselt on seda teisendust k~oige
lihtsam teha just korduse invarianti rekursiooni eeltingimusena kasutades.

Rekursioonil ja kordusel on veel �uks sarnasus � m~olemad v~oimaldavad
koostada algoritme, mis j�a�avad l~opmatuseni t�o�ole. Nagu korduse, nii ka re-
kursiooni puhul t~oestab eel- ja j�areltingimuste vaatlemine ainult algoritmi
osalise ~oigsuse � kui see algoritm oma t�o�o l~opetab, saame n~outud tulemuse.
Tegelikult huvitab meid muidugi t�aielik ~oigsus � me tahame olla kindlad, et
see tore hetk mingi l~opliku aja jooksul k�atte j~ouab.

Rekursiivse algoritmi puhul t�ahendab see, et me peame n�aitama, et mis-
tahes lubatud algandmetest alustades j~ouame mingi l~opliku arvu sammude
j�arel v�alja rekursiooni baasini. N�aiteks algoritmide 4.4 ja 4.5 puhul on selles
veendumine triviaalne: kuna rekursiooni baas on n = 0 ja igal rekursiivsel
p�o�ordumisel v�ahendame n v�a�artust 1 v~orra, j~ouame n mistahes naturaal-
arvulisest v�a�artusest alustades baasjuhuni t�apselt n sammu j�arel.

Kokkuv~otteks, rekursiivse algritmi koostamisel peame

• valima selle eel- ja j�areltingimused nii, et need v~oimaldaks kasutada
sama algoritmi �ulesande mingite v�aiksemate osade lahendamiseks;

• valima mingid (soovitavalt lihtsad) baasjuhud, mille algoritm lahendab
otseselt ja t~oestama nende juhtude lahenduse ~oigsuse;

• taandama k~oik �ulej�a�anud juhud lihtsamate juhtude lahendamisele ja
n�aitama, et taandamisel saadud lihtsamad juhud rahuldavad algoritmi
eeltingimusi ja nende lihtsamate juhtude lahendustest koostatud lahen-
dus rahuldab algoritmi j�areltingimust;

• veenduma, et iga lubatud juht oleks kas baasjuht v~oi taanduks baasju-
hule mingi l~opliku arvu sammude j�arel.

Algoritmide 4.4 ja 4.5 jaoks oleme praeguseks k~oik eeltoodud n~ouded rahul-
danud, seega v~oime nende ~oigsuse t~oestatuks lugeda.
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�Ulesanded

�Ulesanne 4.1 Kirjutada ~oppematerjali lisas toodud algarvude arvutamise
programmis protseduur AlgarvudSajani �umber funktsiooniks, mis algarvude
ekraanile v�aljastamise asemel tagastab nende summa.

�Ulesanne 4.2 Muuta sama programmi nii, et funktsioon OnAlgarv saab
uuritava v�a�artuse parameetrina ja seej�arel kaotada programmist globaalne
muutuja a.

�Ulesanne 4.3 Asendada samas programmis AlgarvudSajani funktsioo-
niga AlgarvudAB, mis saab parameetritena kaks t�aisarvu a ja b ning sum-
meerib algarvud l~oigus a . . . b. Uuritava l~oigu otspunktid p�arida kasutajalt.

�Ulesanne 4.4 Naturaalarvu n poolfaktoriaal n!! de�neeritakse j�argmiselt:

n!! =

{
1, kui n = 0,
1 · 3 · . . . · n, kui n > 0 ja n on paaritu,
2 · 4 · . . . · n, kui n > 0 ja n on paaris.

Kirjutada poolfaktoriaalide arvutamiseks kaks funktsiooni: �uks korduse ja tei-
ne rekursiooni abil. T~oestada m~olema ~oigsus. Kontrollida m~olema t�o�od ka
piirjuhtudel (n ∈ {0, 1, 2}).

�Ulesanne 4.5 Algoritmi 4.5 j�argi t�o�otav programm teeb massiliselt alam-
programmi Hanoi v�aljakutseid, kus n = 0. Kuna alamprogramm sellisel ju-
hul mingit kasulikku t�o�od ei tee, kulutab s�usteem ilmaasjata aega selle alam-
programmi uute eksemplaride loomisele ja kustutamisele. Muuta algoritmi nii,
et selliseid asjatuid v�aljakutseid ei oleks � see t�ahendab, kirjutada algoritm,
milles baasjuht oleks n = 1. T~oestada uue versiooni ~oigsus.

�Ulesanne 4.6 Fibonacci jada de�neeritakse j�argmise seosega:

Fi =

{
1, kui i = 0 v~oi i = 1,
Fi−1 + Fi−2, kui i > 1.

Kirjutada antud j�arjekorranumbrile vastava Fibonacci jada liikme arvutami-
seks kaks funktsiooni: �uks rekursiooni ja teine korduse abil. T~oestada m~olema
~oigsus.

V~orrelda (katseliselt) nende funktsioonide t�o�okiirusi parameetri i erineva-
tel v�a�artustel. Kas oskate kirjutada rekursiivse funktsiooni, mis t�o�otab sama
kiiresti kui kordust kasutav? (Viimane pole koduse t�o�o kohtususlik osa.)
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K�aesolevas peat�ukis tutvume algoritmi keerukuse m~oistega ja vaatleme
p~ohilisi meetodeid algoritmide keerukuse hindamiseks.

5.1 Algoritmi keerukuse m~oiste

Algoritmi ~oigsuse k~orval on t�ahtis ka selle efektiivsus � v~oib juhtuda, et
algoritm on k�ull teoreetiliselt korrektne, aga praktikas ei j�atku meil selle
alusel koostatud programmi t�aitmiseks ressursse.

Algoritmi efektiivsust v~oib hinnata mitme erineva ressursi kasutamise sei-
sukohalt. K~oige levinum on algoritmi alusel koostatud programmi t�o�oaja hin-
damine � seda t�u�upi anal�u�usi nimetatakse algoritmi ajalise keerukuse (ingl
time complexity) uurimiseks. Sageli on vaja hinnata ka programmi t�o�oks ka-
sutatava m�alu mahtu � seda nimetatakse algoritmi mahulise keerukuse

(ingl space complexity) uurimiseks. Muude ressursside hindamise vajadust
tuleb praktikas oluliselt harvem ette.

Esmapilgul v~oib tunduda, et anal�u�usi asemel v~oib teha lihtsa katse �
kirjutame programmi, paneme selle k�aima ja m~o~odame meid huvitava ressursi
kulu vahetult. Siiski pole selline lahendus alati kasutatav.

Esiteks v~oib juhtuda, et �ulesanne on nii suur ja keeruline, et otsene m~o~ot-
mine pole praktiliselt v~oimalik � n�aiteks v~oib m~one �ulesande lahendamine
ebaefektiivse algoritmiga isegi parimatel superarvutitel v~otta sajandeid. On
selge, et nii kaua lahendust oodata ei saa. Sageli ongi algoritmi keerukuse
anal�u�usimise eesm�argiks hinnata, kas �ulesanne on olemasolevate ressursside-
ga lahendatav.

Teiseks v~oib algoritmi t�o�oaeg erinevate algandmete korral olla erinev, mis
t�ahendab, et �uhest katsest ei piisa, neid tuleks teha mitmeid. Ja selleks, et
otsustada, kui palju ja milliste andmetega katseid teha, on ikkagi vaja mingit
eelnevat teoreetilist t�o�od.

Selleks, et arvestada algoritmi t�o�oaja (v~oi muu ressursikulu) s~oltuvust
algandmetest, v�aljendatakse algandmete �raskusaste� mingi arvulise suuru-
sena ja avaldatakse t�o�oaja hinnang funktsioonina, mille parameetriks on see
algandmete raskusaste.

Anal�u�usi lihtsustamiseks p�u�utakse andmete raskust v�aljendada v~oima-
likult v�aikese arvu parameetrite abil. K~oige sagedamini kasutatakse para-
meetrina just algandmete mahtu: faili t�o�otlemise algoritmi puhul faili suu-
rust, arvujada t�o�otlemisel selle elementide arvu jne.

N�aiteks arvujadast maksimaalse v�a�artuse leidmiseks tuleb �uldjuhul jada
elemendid k~oik �ukshaaval l�abi vaadata. Kui me loeme algoritmi sammuks
jada �uhe elemendi uurimise, siis kulutab selline j�arjestikune l�abivaatus n-
elemendilise jada t�o�otlemiseks t�apselt n sammu.
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Sageli toob algandmete raskusastme lihtsustamine �uheks parameetriks
kaasa m~oningase ebat�apsuse.

N�aiteks selleks, et kontrollida, kas antud arv antud n-elemendilises jadas
esineb v~oi mitte, tuleb halvimal juhul l�abi vaadata k~oik n elementi � enne
ei saa me kindlalt v�aita, et otsitavat nende hulgas pole. Seevastu parimal
juhul on otsitav element jadas esimene ja me saame vaid �uhe v~ordluse j�arel
kinnitada, et see arv jadas esineb. Edaspidises n�aeme, et keskmiselt kulub
n-elemendilises jadas esineva elemendi leidmiseks n/2 v~ordlust.

Jadast v�a�artuse leidmine pole selles m~ottes erandlik �ulesanne. Paljude
algoritmide puhul on v~oimalik r�a�akida eraldi nende keerukusest halvimal

juhul (ingl worst-case complexity), parimal juhul (ingl best-case) v~oi kesk-
miselt (ingl average-case).

Lauaarvuti rakendusprogrammides huvitab meid tavaliselt keskmine kee-
rukus. N�aiteks otsimisprogrammi kasutaja jaoks on �uldjuhul piisav teada,
et programm suudab sekundis l�abi vaadata keskmiselt 500 kB andmeid ja
pole kuigi oluline, kas programm kulutab faili esimeses pooles iga kilobaidi
l�abivaatamiseks 1 ms ja teises pooles 3 ms v~oi vastupidi.

Hoopis teine on lugu nn sards�usteemide puhul, kus arvuti juhib mingit
reaalajas t�o�otavat seadet. N�aiteks auto pidureid juhtiva pardaarvuti puhul
on kindlasti oluline just selle reaktsiooniaeg halvimal juhul. Vaevalt lepib
piduris�usteemi viivituse t~ottu haiglasse sattunud s~oitja tehase lohutusega, et
keskmiselt reageerivad pidurid piisavalt kiiresti ja teised sama marki auto
omanikud pole veel avariid teinud.

5.1.1 As�umptootiline keerukus

Sageli on �uhe �ulesande lahendamiseks v~oimalik kasutada mitut erinevat algo-
ritmi. Tavaliselt on programmi kasutajad sellisel juhul huvitatud v~oimalikult
efektiivsest lahendusest. Algoritmide keerukuse anal�u�usi �uks oluline rakendus
ongi erinevate algoritmide keerukuse v~ordlemine.

Kuna programmide ressursivajadused on enamasti suuremad just suure-
mahuliste andmete t�o�otlemisel, on ka algoritmide efektiivsuse anal�u�usimisel
loomulik p�o�orata t�ahelepanu p~ohiliselt sellele juhule.

Algoritmi sellist uurimist nimetatakse as�umptootilise keerukuse (ingl
asymptotic complexity) hindamiseks ja seda t�u�upi anal�u�usis keskendutakse
just algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiiruse (ingl growth) uurimisele.

Algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiirus n�aitab, kui kiiresti kasvab selle
algoritmi alusel koostatud programmi ressursivajadus t�o�odeldavate andmete
mahu kasvades.

Veidi lihtsustades v~oib eeldada, et kui mingi algoritmi ajaline keerukus
on f(n), siis selle alusel koostatud programmi t�o�oaeg avaldub kujul cf(n),
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kus c on kasutatava arvuti kiirust iseloomustav konstant. Kui c on �uhe arvuti
piires muutumatu konstant, siis v~oime algoritmide efektiivsuse v~ordlemisel
piirduda ainult f(n) uurimisega.

Tabelist 5.1 on n�aha, et sisendandmete mahu suurenemisel v~oib program-
mi t�o�oaja kasv, s~oltuvalt kasutatava algoritmi keerukusest, olla v�aga erinev.
Seejuures s~oltub kasv algoritmi keerukust iseloomustavast funktsioonist f(n),
kuid ei s~oltu arvutit iseloomustavast konstandist c. Samast on n�aha ka, et
programmi t�o�oaja kasv on lausa plahvatuslik, kui algoritmi keerukus avaldub
eksponentfunktsioonina.1

Funktsioon cf(n) Suhe f(25)/f(5)
c1 1
c2 log n 2
c3 n 5
c4 n log n 10
c5 n2 25
c6 n3 125
c7 2n 1 048 576
c8 3n 3 486 784 401

Tabel 5.1: Programmi t�o�oaja kasv andmete mahu kasvades

Pol�unoomide2 ja eksponentfunktsioonide kasvu p~ohim~ottelist erinevust il-
lustreerib veel paremini tabel 5.2. Selle tabeli esimeses veerus on programmi
ajalise keerukuse hinnang, kolmes j�argmises veerus programmi poolt sekundis
t�o�odeldavate andmete maht vastavalt 1, 10 ja 100 MOPS (miljonit operat-
siooni sekundis) j~oudlusega arvutil ja viimases veerus t�o�odeldavate andmete
mahu kasv arvuti j~oudluse 10-kordsel kasvul.

Keerukus 1 MOPS 10 MOPS 100 MOPS Vahe
n 1 000 000 10 000 000 100 000 000 10 korda
n2 1 000 ∼ 3 162 10 000 ∼ 3 korda
n3 100 ∼ 215 ∼ 464 ∼ 2 korda
2n ∼ 20 ∼ 23 ∼ 26 ∼ 3 v~orra
3n ∼ 13 ∼ 15 ∼ 17 ∼ 2 v~orra

Tabel 5.2: T�o�odeldavate andmete mahu kasv arvuti kiiruse kasvades

1Eksponentfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni kujul ax, kus a on konstant ja x
funktsiooni argument. Mitte segi ajada astmefunktsiooniga, mis avaldub kujul xa.

2Astmefunktsioonid on pol�unoomide lihtsamad erijuhud.
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Tabelist on n�aha, et kui algoritmi keerukusfunktsioon on pol�unoom, siis ar-
vuti j~oudluse kasvamisel kordades kasvab kordades ka t�o�odeldavate andmete
maht. Kui aga algoritmi keerukus avaldub eksponentfunktsioonina, kasvab
t�o�odeldavate andmete maht ainult mingi konstandi v~orra.

5.1.2 Funktsioonide kasv

Nagu eelpool m�argitud, avaldub algoritmi keerukus algandmete raskusastme
funktsioonina. Seega on meil algoritmide keerukuse v~ordlemiseks vaja osata
v~orrelda funktsioone.

Osutub, et see polegi nii lihtne. Vaatleme n�aiteks joonist 5.1. Kui me
v~ordleme f(n) ja g(n) v�a�artusi kohal n0, saame tulemuseks f(n0) < g(n0);
kohal n1 saame f(n1) = g(n1); kohal n2 aga hoopis f(n2) > g(n2).

f(n)

g(n)

n0 n1 n2

Joonis 5.1: Funktsioonide v~ordlemine

Selle �vastuolu� p~ohjus on muidugi asjaolus, et funktsioonide v�a�artused s~oltu-
vad nende argumentide v�a�artustest3 ja selle lahendamiseks on leitud mitme-
suguseid funktsioonide v~ordlemise viise. Algoritmide anal�u�usimisel on neist
k~oige kasulikumaks osutunud funktsioonide v~ordlemine nende kasvukiiruse
j�argi.

�Oeldakse, et funktsiooni f(n) kasvukiirus ei �uleta funktsiooni g(n) kasvu-
kiirust, ja kirjutatakse f(n) = O(g(n)), kui leiduvad positiivsed arvud c1 ja
n0, mille korral kehtib

∀n ≥ n0 : f(n) ≤ c1g(n).

3See ju ongi funktsioonide m~ote!
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(a)

f(n)
c1g(n)

n0 (b)

f(n)
c2g(n)

n0 (c)

f(n)
c2g(n)

c1g(n)

n0

Joonis 5.2: (a) f(n) = O(g(n)); (b) f(n) = Ω(g(n)); (c) f(n) = Θ(g(n))

Paneme t�ahele, et f(n) = O(g(n)) de�nitsioon ei piira mitte f(n) v~oi g(n)
v�a�artusi endid, vaid nende v�a�artuste suhet f(n)/g(n), mis ei tohi l~opmatult
kasvada.

Kuna konstant c1 piirab suhet f(n)/g(n) ��ulalt�, v~oib funktsioonide kas-
vule O-hinnanguid anda suvalise �liiaga� � g(n) v~oib kasvada kuitahes palju
kiiremini kui f(n).

N�aiteks f(n) = 3n2 + 1 korral kehtivad nii f(n) = O(n2) kui ka f(n) =
O(n3), f(n) = O(n4) ja isegi f(n) = O(2n). Nende k~oigi puhul on O de�nit-
siooni tingimused rahuldatud, kui valime c1 = 4 ja n0 = 1.

K�ull aga ei kehti f(n) = O(n) (ehk teisiti �oeldes, kehtib f(n) 6= O(n)),
sest pole v~oimalik valida O de�nitsiooni n~oudeid rahuldavaid c1 ja n0. T~oe-
poolest, mistahes c1 korral f(n) > c1n, kui n ≥ c1/3, seega pole �uhegi c1

jaoks v~oimalik leida O de�nitsioonis n~outud konstanti n0.
Veel kirjutatakse f(n) = Ω(g(n)), kui leiduvad positiivsed c2 ja n0, mille

korral kehtib
∀n ≥ n0 : f(n) ≥ c2g(n).

V�aited f(n) = Ω(g(n)) ja g(n) = O(f(n)) on samav�a�arsed. T~oepoolest, ole-
tame, et f(n) = Ω(g(n)). Vastavalt Ω de�nitsioonile peavad leiduma sellised
positiivsed n0 ja c2, et iga n ≥ n0 korral kehtib f(n) ≥ c2g(n). Kui n�u�ud
v~otame c1 = 1/c2, siis peab iga n ≥ n0 korral kehtima ka g(n) ≤ c1f(n). See
aga on t�apselt g(n) = O(f(n)) de�nitsioonis n~outud tingimus. Vastupidise
j�arelduse v~oime t~oestada analoogiliselt.

Veel kirjutatakse f(n) = Θ(g(n)), kui leiduvad positiivsed c1, c2 ja n0,
mille korral kehtib

∀n > n0 : c2g(n) ≤ f(n) ≤ c1g(n).

J�allegi on lihtne veenduda, et f(n) = Θ(g(n)) parajasti siis, kui f(n) =
O(g(n)) ja f(n) = Ω(g(n)).

Erinevalt seosest O piirab seose Θ de�nitsioon funktsioonide f(n) ja g(n)
v�a�artuste suhet mitte ainult ��ulalt�, vaid ka �alt�. Seega f(n) = Θ(g(n))
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t�ahendab, et f(n) ei kasva k�ull kiiremini kui g(n), kuid samal ajal ei j�a�a
kasvus ka oluliselt maha.

�Ulaltoodud n�aites vaadeldud f(n) = 3n2 + 1 korral f(n) = Θ(n2), kuid
f(n) 6= Θ(n3), f(n) 6= Θ(n4) ja f(n) 6= Θ(2n). V�aite f(n) = Θ(n2) kehtivuses
veendumiseks valime c1 = 4, c2 = 3 ja n0 = 1. �Ulej�a�anud juhtudel on mistahes
positiivse c2 korral v~oimalik n�aidata, et n piisavalt suurte v�a�artuste juures
j�a�avad f(n) v�a�artused teistega v~orreldes liiga v�aikesteks.

Avaldisi f(n) = Ω(g(n)) ja f(n) = Θ(g(n)) loetakse vastavalt �e�-enn
on oomega-gee-enn� ja �e�-enn on teeta-gee-enn�. Avaldist f(n) = O(g(n))
loetakse �e�-enn on oo-gee-enn�, kuigi rangelt v~ottes peaks selles avaldises
v~ordusm�argist paremal olema kreeka t�aht omikron.

Edasises kasutame m~onikord seoseid O, Ω ja Θ ka mitme muutuja funkt-
sioonidel. Need �uldistused de�neeritakse loomulikul viisil: n�aiteks f(n,m) =
O(g(n, m)), kui leiduvad c1, n0 ja m0, mille korral kehtib

∀n ≥ n0, m > m0 : f(n,m) ≤ c1g(n, m).

5.1.3 Kasvuseoste omadused

Nagu eelnevatest l~oikudest n�aha, v~oib t~ommata paralleele funktsioonide vahel
kehtivate seoste O, Ω ja Θ ning arvude vahel kehtivate seoste ≤, ≥ ja =
vahele. See ei tohiks olla eriline �ullatus, sest funktsioonide kasvu asusimegi
uurima just eesm�argiga leida vahend nende v~ordlemiseks.

Siiski pole k~oik arvude v~ordlemise seoste omadused funktsioonidele �ule
kantavad. Nimelt tekitavad funktsioonide kasvukiiruste v~ordlemise seosed
funktsioonide vahel osalise j�arjestuse (ingl partial order), kuid arvude v~ord-
lemise seosed arvude vahel lineaarse j�arjestuse (ingl total order).

Nende erinevus seisneb selles, et mistahes kaks arvu on alati v~orreldavad
� suvaliste arvude a ja b puhul kehtib alati v�ahemalt �uks v�aidetest a ≤ b
v~oi a ≥ b �, aga kahe funktsiooni f(n) ja g(n) puhul ei tarvitse kehtida ei
f(n) = O(g(n)) ega f(n) = Ω(g(n)). �Uks v~orreldamatute kasvukiirustega
funktsioonide paar on n�aiteks f(n) = n ja g(n) = n1+sin n.

Algoritmide keerukuse anal�u�usimisel on sageli kasu seoste O, Ω ja Θ
j�argmistest omadustest:

1. ∀c > 0 : cf(n) = Θ(f(n))
see t�ahendab, et funktsiooni korrutamine konstandiga ei muuda selle
kasvukiirust; erijuhul c = 1 saame f(n) = Θ(f(n)), j�arelikult on seos Θ
re�eksiivne, t�apselt nagu seos = arvudel; samast j�areldub, et ka seosed
O ja Ω on re�eksiivsed, t�apselt nagu seosed ≤ ja ≥ arvudel; erijuhul
f(n) = 1 saame c = Θ(1), j�arelikult on k~oigi konstantsete funktsioonide
kasvukiirused v~ordsed;
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2. f(n) = O(g(n)) ∧ g(n) = O(h(n)) ⊃ f(n) = O(h(n))
f(n) = Ω(g(n)) ∧ g(n) = Ω(h(n)) ⊃ f(n) = Ω(h(n))
see t�ahendab, et seosed O ja Ω on transitiivsed, t�apselt nagu seosed ≤
ja ≥ arvudel; sellest j�areldub, et ka seos Θ on transitiivne, t�apselt nagu
seos = arvudel;

3. f(n) = Θ(h(n)) ∧ g(n) = O(h(n)) ⊃ (f(n) + g(n)) = Θ(h(n))
kahe funktsiooni summa kasvu m�a�arab kiirema kasvuga liidetav;

4. f1(n) = Θ(g1(n)) ∧ f2(n) = O(g2(n)) ⊃ (f1(n)f2(n)) = O(g1(n)g2(n))
f1(n) = Θ(g1(n)) ∧ f2(n) = Ω(g2(n)) ⊃ (f1(n)f2(n)) = Ω(g1(n)g2(n))
seda omadust v~oib t~olgendada nii, et kahe funktsiooni korrutise kasv
on tegurite kasvude korrutis;

5. kui p(n) on k. astme pol�unoom, siis p(n) = Θ(nk)
see t�ahendab, et pol�unoomi kasvu m�a�arab selle k~orgeima astmega liige;
v�aga kasulik omadus, mille p~ohjal v~oime mistahes pol�unoomi uurimise
asendada �uksliikme uurimisega;

6. ∀0 ≤ r ≤ s : nr = O(ns)
see t�ahendab, et madalama astmega astmefunktsioon ei kasva kiire-
mini k~orgema astmega astmefunktsioonist; kehtib ka tugevam v�aide:
madalama astmega funktsioon kasvab alati rangelt aeglasemalt;

7. ∀k ≥ 0, b > 1 : nk = O(bn)
see t�ahendab, et mitte �ukski astmefunktsioon ei kasva kiiremini �uhestki
eksponentfunktsioonist; tegelikult kasvab astmefunktsioon alati rangelt
aeglasemalt;

8. ∀k > 0, b > 1 : logb n = O(nk)
see t�ahendab, et �ukski logaritmfunktsioon ei kasva kiiremini �uhestki
astmefunktsioonist; tegelikult kasvab logaritmfunktsioon alati rangelt
aeglasemalt;

9. ∀b1 > 1, b2 > 1 : logb1 n = Θ(logb2 n)
see t�ahendab, et k~oik logaritmfunktsioonid kasvavad sama kiirusega;

10. ∀r ≥ 0 :
∑n

i=1 ir = Θ(nr+1)
see t�ahendab, et r. j�arku astmerea summa kasvab nagu (r + 1). astme
pol�unoom.

Vaatleme n�aiteks funktsioone f(n) = (n2 − n)/2 ja g(n) = 6n ning uurime
nende kasvukiirusi. Selliste lihtsate funktsioonide puhul pole muidugi raske
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vahetult tuletada, et f(n) > cg(n), kui n > 12c − 1 ja sellest j�areldada, et
f(n) 6= O(g(n)), f(n) = Ω(g(n)) ja f(n) 6= Θ(g(n)).

Pannes t�ahele, et f(n) = (n2−n)/2 = 0,5n2−0,5n on 2. astme pol�unoom,
saame omaduse 5 p~ohjal f(n) = Θ(n2). Kuna g(n) on ilmselt 1. astme pol�u-
noom, kehtib sama omaduse p~ohjal g(n) = Θ(n). Edasi saamegi omaduse 6
alusel f(n) 6= O(g(n)), f(n) = Ω(g(n)) ja f(n) 6= Θ(g(n)), mis muidugi ei
erine eelmises l~oigus otseselt saadud tulemustest.

Erinevalt eelmise n�aite lihtsatest funktsioonidest oleks f(n) = n
√

n ja
g(n) = n + log n kasvukiiruste v~ordlemine otseselt seoste O, Ω ja Θ de�nit-
sioonide p~ohjal �usna t�ulikas. Neid funktsioone on oluliselt mugavam v~orrelda
seoste O, Ω ja Θ eeltoodud omadusi kasutades.

T~oepoolest, elementaaralgebrast on teada, et f(n) = n
√

n = n1,5 ning
omaduste 8 ja 3 p~ohjal saame g(n) = n + log n = O(n). Edasi on omaduse 6
n~orgema v�aite p~ohjal n�aha, et g(n) = O(f(n)) ehk f(n) = Ω(g(n)); sama
omaduse tugevama v�aite p~ohjal saame f(n) 6= O(g(n)), millest omakorda
j�areldub f(n) 6= Θ(g(n)).

Avaldiste teisendamisel kirjutatakse sageli n�aiteks f(n) = n + log n =
Θ(n)+O(n) = Θ(n). Selle (rangelt v~ottes veidi ebakorrektse) kirjutise t�ahendus
on, et f(n) koosneb kahest liidetavast, milles �uks kasvab t�apselt sama kiiresti
kui n ja teine mitte kiiremini kui n, seega peab ka summa kasvama t�apselt
sama kiiresti kui n.

Ebakorrektsus seisneb selles, et O(n) pole konkreetne funktsioon, mida
oleks v~oimalik m~one teise funktsiooniga liita. Siiski on selline notatsioon
just mugavuse t~ottu laialt levinud. Tuleb ainult olla ettevaatlik, et mitte
teha eba~oigeid teisendusi. N�aiteks �taandamine� f(n) = log n/ log log n =
O(n)/O(n) = O(1) on eba~oige, sest kuigi log n ja log log n on m~olemad O(n),
pole nende kasvukiirused sugugi v~ordsed � nad ainult kasvavad m~olemad
aeglasemalt kui n.

5.2 Algoritmide keerukuse hindamine

J�argnevates l~oikudes vaatleme t�ahtsamaid v~otteid algoritmide ajalise keeru-
kuse hindamiseks. Kuna just juhtkonstruktsioonid m�a�aravad, milliseid primi-
tiive ja kui palju kordi t�aidetakse, ei tohiks olla eriline �ullatus, et nii algoritmi
ajaline keerukus kui ka selle hindamise v~otted on otseselt seotud algoritmi
struktuuriga.

Mahulise keerukusega tegeleme j�argmistes peat�ukkides andmestruktuure
vaadeldes, sest programmi m�aluvajadus s~oltub otseselt just andmete, mitte
algoritmi struktuurist.
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5.2.1 Maksumuse mudel

Selleks, et hinnata algoritmi k~oigi primitiivide t�aitmiseks kuluvat koguaega,
on muidugi vaja teada iga primitiivi t�aitmiseks kuluvat aega. Seda infot k~oigi
primitiivide kohta kokku nimetatakse s�usteemimaksumuse mudeliks (ingl
cost model). Erinevate operatsioonide maksumused v~oivad s~oltuda nii arvuti
riistvarast, operatsioonis�usteemist kui ka kasutatavatest programmeerimis-
vahenditest.

Lihtsaima mudeli puhul eeldame, et k~oigi primitiivide maksumused on
v~ordsed. Sellisel juhul saame algoritmi ajaliseks keerukuseks primitiivi mak-
sumuse ja t�aidetud primitiivide arvu korrutise. Kuigi selline mudel pole pea-
aegu kunagi p�aris t�apne, on see sageli siiski piisav.

N�aiteks v~oime arvutusalgoritmide hindamisel v~ordsustada k~oik aritmee-
tilised tehted k~oigi standardsete arvut�u�upide vahel. Kuigi tehte sooritami-
seks kuluv aeg s~oltub tavaliselt nii sooritatavast tehtest kui ka operandide
t�u�upidest (ja veel paljudest muudest asjadest), on need erinevused suhteliselt
v�aikesed ja, mis peamine, konstantsed. Seega, kui meid huvitab ainult t�o�oaja
kasvu s~oltuvus algandmetest, pole �uksikute tehete vahelistel erinevustel meie
jaoks erilist t�ahtust.

Selline lihtne mudel pole aga piisav, kui programmeerimiss�usteemi primi-
tiivide hulgas on ka keerulisemaid operatsioone. N�aiteks mingi andmehulga
sorteerimine v~oi sellest hulgast vajalike andmete leidmine on operatsioonid,
mille ajakulu ei s~oltu mitte ainult andmet�u�upidest, vaid ka andmemahtudest.
Selliseid s~oltuvusi enam eirata ei v~oi.

5.2.2 Lineaarne algoritm

Algoritmi, milles ainsa juhtkonstruktsioonina on kasutusel j�arjend, nimeta-
takse lineaarseks (ingl linear). Kuna sellises algoritmis t�aidetakse iga pri-
mitiivi t�apselt �uks kord, on terve algoritmi t�aitmiseks kuluv aeg primitiivide
t�aitmisaegade summa.

T�apsemalt, kui algoritm on kujul

k�ask-1
k�ask-2
. . .
k�ask-k

ning k�ask-i t�aitmiseks kuluv aeg on fi(n), siis avaldub algoritmi t�aitmise
koguaeg T (n) kujul

T (n) = f1(n) + f2(n) + . . . + fk(n).



PEAT�UKK 5. ALGORITMIDE KEERUKUS 89

Erijuhul, kui k~oigi primitiivide t�aitmisajad on konstandid, on seda ilmselt ka
terve lineaarse algoritmi t�aitmise aeg.

Kui primitiivide t�aitmise ajad on keerukamad funktsioonid, v~oib kasvu-
kiiruse avaldise lihtsustamiseks kasutada l~oigus 5.1.3 vaadeldud omadusi.

5.2.3 Hargnemistega algoritm

Algoritmi, milles juhtkonstruktsioonidena on kasutusel j�arjend ja valik, ni-
metatakse hargnemistega (ingl branching) algoritmiks. Sellises algoritmis
t�aidetakse iga primitiivi �ulimalt �uks kord, seega ei saa algoritmi t�aitmiseks
kuluv aeg mingil juhul �uletada k~oigi primitiivide t�aitmisaegade summat, k�ull
aga v~oib olla sellest v�aiksem.

T�apsemalt, kui algoritm on kujul

kui tingimus
t~oene-k�asud

muidu

v�a�ar-k�asud
l~oppkui

ning t~oene-k�asud ajaline keerukus on f1(n), v�a�ar-k�asud ajaline keerukus
f2(n) ja tingimuse t~oev�a�artuse arvutamise keerukus f0(n), siis terve algo-
ritmi ajaline keerukus on parimal juhul

Tmin(n) = f0(n) + min(f1(n), f2(n))

ja halvimal juhul

Tmax(n) = f0(n) + max(f1(n), f2(n)).

Kui tingimus kehtib t~oen�aosusega p4, on algoritmi keskmine keerukus

T (n) = f0(n) + pf1(n) + (1− p)f2(n).

Selle valemi p~ohjenduseks paneme t�ahele, et igal juhul tuleb v�a�artustada
tingimus, kulutades selleks f0(n). Edasi tuleb t~oen�aosusega p t�aita t~oene-
k�asud, kulutades selleks f1(n), v~oi t~oen�aosusega 1 − p t�aita v�a�ar-k�asud, ku-
lutades selleks f2(n). Kui me k�aivitame seda algoritmi M korda, siis kesk-
miselt pM juhul on tingimus t~oene, �ulej�a�anud M − pM = (1 − p)M ju-
hul aga on tingimus v�a�ar. Kokku kulutame algoritmi M -kordsel k�aivitamisel

4Siin ja edaspidi m�argime t~oen�aosusi mitte protsentides, vaid reaalarvudega 0 . . . 1.
Arvestades, et protsent t�ahendab sajandikku, saame 20% = 20/100 = 0,2. Vahe on selles,
et viimast kuju kasutades ei pea valemites t~oen�aosusi sajaga jagama, mis muudab valemid
veidi lihtsamaks ja �ulevaatlikumaks.
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Mf0(n) + pMf1(n) + (1− p)Mf2(n), mis annabki �uhe k�aivitamiskorra kesk-
miseks hinnaks f0(n) + pf1(n) + (1− p)f2(n).

Vaatleme n�aiteks �uhest valikulausest koosnevat algoritmi:

� n, k ∈ N; n ≥ k > 0
kui n/k ∈ N

� midagi, mis on Θ(n)
muidu

� midagi, mis on Θ(1)
l~oppkui

Kui n ja k on programmeerimiss�usteemi standardsed t�aisarvud, v~oime eelda-
da, et nende jaguvus on kontrollitav konstantse ajaga. Seega on selle algoritmi
ajalise keerukuse hinnangud vastavalt eelpool toodud seostele

• parimal juhul:
Tmin(N) = Θ(1) + min(Θ(n), Θ(1)) = Θ(1) + Θ(1) = Θ(1);

• halvimal juhul:
Tmax(n) = Θ(1) + max(Θ(n), Θ(1)) = Θ(1) + Θ(n) = Θ(n);

• keskmiselt:
kui arvudele n ja k pole seatud muid piiranguid, on jaguvuse t~oen�aosus
1/k, mis annab keskmiseks ajakuluks
T (n) = Θ(1) + (1/k)Θ(n) + (1− 1/k)Θ(1) = Θ(n/k),
sest pole raske n�aha, et n ≥ k korral on T (n) avaldises domineeriv
keskmine liidetav.

5.2.4 Iteratiivne algoritm

Algoritmi, milles juhtkonstruktsioonina on kasutusel kordus, nimetatakse
iteratiivseks (ingl iterative). Sellises algoritmis t�aidetakse korduslause ke-
has olevaid primitiive korduvalt, seega v~oib selle keerukus olla �usna suur.

Kui iteratiivne algoritm on kujul

korda i← 1 . . . k
k�asud

l~oppkorda

ning k�asud ajaline keerukus on f(n), siis on kogu korduslause ajaline keerukus
muidugi kf(n).

Vaatleme n�aiteks juba tuttavat algoritmi arvujada liikmete summa leid-
miseks:
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� a1...n � summeeritav jada

s← 0
korda i← 1 . . . n

s← s + ai

l~oppkorda

v�aljasta s

Korduse kehaks on siin �uks liitmis- ja �uks omistamistehe, mille t�aitmiseks
kulub ilmselt konstantne hulk aega, seega antud juhul f(n) = Θ(1). Seda
korduse keha t�aidetakse t�apselt n korda, seega on korduse keerukuseks nΘ(1).
Lisaks sellele t�aidetakse enne kordust veel �uks omistamine (keerukus Θ(1)) ja
p�arast seda �uks v�aljastamine (j�alle Θ(1)). Seega on algoritmi kogukeerukus

T (n) = Θ(1) + nΘ(1) + Θ(1) = Θ(1) + Θ(n) + Θ(1) = Θ(n).

�Ulesanne muutub raskemaks, kui korduse keha t�aitmise hind pole korduse
k~oigil l�abimistel sama. Sellisel juhul peame k�asud keerukuse avaldama kahe
muutuja funktsioonina f(n, i) ja kogu korduslause ajaline keerukus avaldub
summana

T (n) =
k∑

i=1

f(n, i) = f(n, 1) + f(n, 2) + . . . + f(n, k).

V�aliselt on summa sarnane eelpool vaadeldud lineaarse algoritmi keerukuse
avaldisega, kuid sellest ei tohi ennast petta lasta. Oluline erinevus v~orreldes
lineaarse algoritmiga seisneb asjaolus, et lineaarses algoritmis on summas
esinevate liidetavate arv m�a�aratud programmi struktuuriga, kordusega algo-
ritmis aga v~oib s~oltuda sisendandmetest.

Vaatleme n�aiteks kahest pesastatud kordusest koosnevat algoritmi, mis
loendab antud arvujadas k~oik inversioonid (paarid, kus suurem arv on jadas
v�aiksemast eespool):

� a1...n � uuritav jada

k ← 0
korda i← 1 . . . n

korda j ← i + 1 . . . n
kui ai > aj

k ← k + 1
l~oppkui

l~oppkorda

l~oppkorda

v�aljasta k
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Selliste pesastatud juhtkonstruktsioonidega algoritmide keerukust on sageli
lihtsam arvutada, liikudes algoritmi struktuuris seestpoolt v�aljapoole.

Valikulauses on nii arvude v~ordlemine kui ka tingimuslikult t�aidetav omis-
tamine konstantse ajaga operatsioonid, seega on kogu valikulause ajaline kee-
rukus Θ(1).

Valikulause ise on sisemise korduslause keha, teda t�aidetakse j v�a�artustel
i+1 kuni n, see t�ahendab t�apselt n−i korda. Kuna selle korduse keha t�aitmise
maksumus on k~oigil l�abimistel sama, on meil tegemist lihtsama juhuga ja
korduse kogukeerukus f(n, i) = (n− i)Θ(1).

Sisemine korduslause omakorda on v�alimise korduse keha, teda t�aidetakse
i v�a�artustel 1 kuni n. Kuna selle korduse keha t�aitmise maksumus on erineva-
tel l�abimistel erinev, on meil seekord tegemist keerukama juhuga ja korduse
kogukeerukus

T (n) = (n− 1)Θ(1) + (n− 2)Θ(1) + . . . + (n− n)Θ(1)

= ((n− 1) + (n− 2) + . . . + (n− n))Θ(1)

=
n(n− 1)

2
Θ(1) = Θ(n2)Θ(1) = Θ(n2).

Toodud n�aites on �uleminek teiselt realt kolmandale tehtud aritmeetilise jada
summa valemi p~ohjal. Kahjuks pole selliste summade lihtsustamiseks �uldist
eeskirja � neisse tuleb suhtuda loominguliselt.

Muidugi tasub v~oimalusel alati kasutada seoste O ja Θ l~oigus 5.1.3 vaa-
deldud omadusi, korduslausete puhul on sageli abiks just omadus 10.

Osutub, et ka k�aesoleval juhul saaks me kasutada just seda omadust: T (n)
avaldises

T (n) = ((n− 1) + (n− 2) + . . . + (n− n))Θ(1)

v~oime sulgudes olevat summat S teisendada j�argmiselt:

S = (n− 1) + (n− 2) + . . . + (n− n)

= 0 + 1 + . . . + (n− 1)

= 0 +
n∑

i=1

i− n

= Θ(1) + Θ(n2)−Θ(n) = Θ(n2).

Veel v~oib olla kasulik meeles pidada, et O-hinnanguid v~oib, erinevalt Θ-
hinnanguist, anda suvalise liiaga. See t�ahendab, et kui korduse keeruku-
se t�apse avaldise lihtsustamine ei ~onnestu, v~oime Θ-hinnangu asemel anda
m~oningase liiaga O-hinnangu, ��umardades� k~oik liidetavad �ulespoole mingiks
lihtsustamiseks soodsama kujuga avaldiseks.
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N�aiteks inversioonide loendamise programmi keerukuse avaldise lihtsus-
tamisel v~oime kasutada �ara asjaolu, et k~oigis liidetavates on esimene korrutis
n-st v�aiksem arv, seega saame

T (n) = (n− 1)Θ(1) + (n− 2)Θ(1) + . . . + (n− n)Θ(1)

< nΘ(1) + nΘ(1) + . . . + nΘ(1)

= n2Θ(1) = Θ(n2)

T (n) = O(n2).

Selle n�aite puhul juhtus, et ka ��ulespoole �umardatud� hinnang on t�apne,
aga alati ei pruugi see nii olla. Sellep�arast ei v~oi me liiaga antud hinnangu
avaldamisel enam kasutada seost Θ.

5.2.5 Rekursiivne algoritm

Rekursiivse alamprogrammina avaldatavat algoritmi nimetatakse samuti re-
kursiivseks (ingl recursive). Nagu rekursiivne alamprogramm ise de�neeri-
takse iseenda kaudu, tehakse seda ka tema keerukusfunktsiooniga.

Vaatleme n�aiteks juba varasemast tuttavat rekursiivset algoritmi antud
naturaalarvu n faktoriaali leidmiseks:

� n ∈ N
kui n = 0

tagasta 1
muidu

� rekursioon

tagasta n ∗ (n− 1)!
l~oppkui

Selle algoritmi t�o�oaja hinnangu T (n) v~oib avaldada kujul

T (n) =

{
Θ(1), kui n = 0,
T (n− 1) + Θ(1), kui n > 0,

kus juhul n > 0 v�aljendab T (n − 1) rekursiivsele v�aljakutsele kuluvat aega
ja Θ(1) selle v�a�artuse kasutamist n! arvutamisel.

Sellised rekurrentsed (ingl recurrent) v~orrandid ja v~orrandis�usteemid
pole matemaatikas midagi haruldast. K~oige �uldisem meetod nende lahen-
damiseks on: tuleb rekurrentseid p�o�ordumisi m~oned korrad avaldisse sisse
asendada ja p�u�uda vastuse �uldkuju �ara arvata. Tekkinud h�upoteeside t~oes-
tamiseks on tavaliselt k~oige parem matemaatilise induktsiooni meetod.
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N�aiteks faktoriaali leidmise algoritmi puhul saame

T (n) = T (n− 1) + Θ(1)

= T (n− 2) + Θ(1) + Θ(1)

= T (n− 3) + Θ(1) + Θ(1) + Θ(1),

millest on juba k�ullalt lihtne pakkuda T (n) = (n + 1)Θ(1) = Θ(n).
Tabelis 5.3 on �ara toodud m~onede rekursiivsete algoritmide anal�u�usimisel

sageli esinevate rekurrentsete v~orrandite lahendid. Tabeli vasakpoolses vee-
rus on antud T (n) avaldis n > 0 jaoks, lisaks eeldatakse k~oigil juhtudel
rajatingimust T (0) = Θ(1).

T (n) avaldis lahend
T (n/c1) + Θ(1) Θ(log n)
T (n− 1) + Θ(1) Θ(n)
c2T (n/c2) + Θ(1) Θ(n)
c3T (n/c3) + Θ(n) Θ(n log n)
T (n− 1) + Θ(n) Θ(n2)
c4T (n− 1) + Θ(1) Θ(c4

n)

Tabel 5.3: M~onede sageli esinevate rekurrentsete v~orrandite lahendid

5.3 Praktiline n~ouanne

Algoritmide efektiivsuse hindamisele p�uhendatud peat�uki l~opetuseks tasub
m�arkida, et efektiivsus pole siiski algoritmi k~oige t�ahtsam omadus. ~Oigsus
on alati efektiivsusest olulisem. T~oepoolest, millist kasu v~oiks loota prog-
rammist, mis t�o�otab k�ull v�alkkiirelt, kuid annab valesid vastuseid?
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�Ulesanded

�Ulesanne 5.1 Kontrollida otseselt seoste O, Ω ja Θ de�nitsioonidest l�ahtu-
des, kas kehtivad v�aited

(a) 2n+1 = O(2n); (d) 22n = O(2n);
(b) 2n+1 = Ω(2n); (e) 22n = Ω(2n);
(c) 2n+1 = Θ(2n); (f) 22n = Θ(2n).

P~ohjendada oma vastuseid ka l~oigus 5.1.3 toodud omaduste abil.

�Ulesanne 5.2 Vaatleme j�argmisi funktsioone:
√

n n 2n n log n
n− n3 + 7n5 n2 + log n n2 n3

log n n1/3 + log n (log n)2 log2 n
log log n (1/3)n (3/2)n 6

Grupeerida need funktsioonid nii, et �uhes grupis oleks koos sama kasvu-
kiirusega funktsioonid. J�arjestada grupid omavahel funktsioonide kasvukiirus-
te kasvamise j�arjekorras. (K~oigi nende funktsioonide kasvukiirused on oma-
vahel v~orreldavad.)

�Ulesanne 5.3 Vaatleme j�argmist algoritmi:

� n ∈ N
korda i← 1 . . . n

korda j ← 1 . . . i
v�aljasta i, j

l~oppkorda

l~oppkorda

Milline on selle algoritmi ajaline keerukus parimal, halvimal ja keskmisel
juhul? Kas teie antud hinnangud on t�apsed v~oi liiaga? P~ohjendada oma vas-
tuseid.

�Ulesanne 5.4 Vaatleme algoritmi Bitte naturaalarvu kahendkujus esine-
vate 1-bittide loendamiseks (kus div ja mod t�ahendavad t�aisarvulise jagami-
se jagatist ja j�a�aki):

� n ∈ N
kui n = 0

tagasta 0
muidu

tagasta Bitte(n div 2) + (n mod 2)
l~oppkui

Milline on selle algoritmi ajaline keerukus?
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Kombinatoorika on matemaatika haru, mis uurib etteantud hulga elemen-
tide kombineerimise v~oimalusi. Kuna selliste v~oimaluste arv on sageli v�aga
suur, tuleb k~oigi variantide t�o�otlemist n~oudvad �ulesanded arvutile usaldada.
K�aesolevas peat�ukis vaatlemegi p~ohilisi kombinatoorseid objekte ja nendega
seotud algoritme.

6.1 Kombinatoorika p~ohim~oisted

Kombinatoorseid algoritme v~oib liigitada mitme tunnuse alusel. Kaks loo-
mulikumat liigitust on t�o�odeldavate objektide liikide ja nende objektidega
sooritatavate tegevuste alusel.

6.1.1 Kombinatoorsed objektid

Kombineeritavate elementide hulka nimetatakse p~ohihulgaks (ingl base set).
�Uldiselt v~oivad selle elementideks olla mistahes objektid, aga arvutis on
muidugi k~oige mugavam kasutada arve ja seep�arast eeldame edaspidi, et
m-elemendiline p~ohihulk on alati M = {1, . . . ,m}. See pole kuigi oluline
kitsendus, sest kui m~ones praktilises �ulesandes on vaja kombineerida muid
objekte, v~oime tegelikke objekte hoida eraldi massiivis ja kasutada hulga M
elemente indeksitena objektide sellest massiivist leidmisel.

Lihtsaim kombinatoorne objekt on j�arjend ehk ennik (ingl tuple), mis
koosneb �kseeritud arvust p~ohihulga elemendidest. Kaht j�arjendit loetakse
v~ordseks, kui nende pikkused ja vastavatel positsioonidel olevad elemendid
on samad.

N�aiteks p~ohihulga M = {1, 2, 3} korral saame moodustada 9 erinevat 2-
elemendilist j�arjendit (ehk l�uhemalt 2-j�arjendit): (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1),
(2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2) ja (3, 3).

Permutatsiooni (ingl permutation) ehk �umberj�arjestuse puhul n~outak-
se lisaks, et p~ohihulga iga element v~oib permutatsioonis esineda maksimaal-
selt �uhe korra.

Eelmise n�aite p~ohihulga korral on erinevaid 2-elemendilisi permutatsioone
(ehk 2-permutatsioone) kokku 6: (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1) ja (3, 2).1

Ka kombinatsioon (ingl combination) v~oib, sarnaselt permutatsiooniga,
sisaldada p~ohihulga iga elementi maksimaalselt �uhes eksemplaris. Erinevus
on selles, et kaks kombinatsiooni loetakse erinevateks ainult juhul, kui nende
elementide hulgad (j�arjestusest hoolimata) on erinevad.

1M~onedes vanemates raamatutes nimetatakse m-elemendilise p~ohihulga korral permu-
tatsioonideks ainult m-permutatsioone ja k < m korral r�a�agitakse k-variatsioonidest.
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Kahes eelmises n�aites vaadeldud p~ohihulga korral on erinevaid 2-kombi-
natsioone vaid 3: {1, 2}, {1, 3} ja {2, 3}.2

Hulga t�ukelduseks (ingl partition) nimetatakse selle jagamist mitte-
t�uhjadeks alamhulkadeks nii, et p~ohihulga iga element kuulub t�apselt �uhte
alamhulka. Kaht t�ukeldust loetakse erinevateks, kui leiduvad kaks elementi,
mis �uhes t�ukelduses on samas alamhulgas, aga teises erinevates.

N�aiteks 3-elemendilisel p~ohihulgal on 5 erinevat t�ukeldust: {{1, 2, 3}}
(�t�ukeldus� koosneb �uhest t�ukist); {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}
(t�ukeldused kaheks t�ukiks) ja {{1}, {2}, {3}} (t�ukeldus kolmeks t�ukiks).

Kuigi sellega pole kombinatoorsete objektide liigid kaugeltki ammenda-
tud, on meil n�u�udseks juba piisavalt n�aiteid, et vaadelda l�ahemalt, millised
on p~ohilised kombinatoorika�ulesanded.

6.1.2 Kombinatoorsed �ulesanded

�Uks ilmsemaid kombinatoorika�ulesandeid on k~oigi vastavat liiki objektide
genereerimine (ingl generation) ehk loetlemine (ingl enumeration)3, see
t�ahendab k~oigi objektide nimekirja koostamine.

Vahel pole meil aga vaja mitte objekte endid, vaid ainult nende arvu.
Muidugi v~oib loendamise (ingl counting) �ulesande (v�ahemalt teoreetiliselt)
alati taandada genereerimisele � kui meil on olemas meid huvitavate objekti-
de nimekiri, v~oime nende arvu teadasaamiseks nad vahetult �ule lugeda. Aga
sageli on objektide arvu v~oimalik leida ka oluliselt efektiivsemalt.

Kombinatoorse otsimise (ingl searching) �ulesandes n~outakse k~oigi objek-
tide hulgast ainult teatud tingimusele vastava(te) objekti(de) leidmist. Kui
tingimuseks on mingi hinnangufunktsiooni minimeerimine v~oi maksimeeri-
mine, nimetatakse seda �ulesannet ka kombinatoorse optimeerimise (ingl
optimization) �ulesandeks.

2Kuna kombinatsioonid on p~ohihulga alamhulgad, m�argitaksegi neid tavaliselt hulka-
dena, andes elementide loetelu �umarsulgude asemel looksulgudes.

3NB! Inglise keeles kasutatakse s~ona `enumerate' nii `loetlema' kui ka `loendama'
t�ahenduses.
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6.2 Loendamine

Ajalooliselt olid loendamis�ulesanded kombinatoorika �uks esimesi praktilise
v�a�artusega rakendusi � loendamisel p~ohineb t~oen�aosustooria, ja sellel oma-
korda p~ohinevad hasartm�angud.

Lihtsamate ja korrap�arasemate objektide korral on loendamis�ulesanded
sageli lahendatavad ka arvuti abita. Arvutusvahendist s~oltumata on loenda-
misel v�aga kasulikud kaks p~ohireeglit: korrutamisreegel ja liitmisreegel.

6.2.1 Korrutamisreegel

Korrutamisreegel �utleb, et kui meil on vaja teha j�arjest kaks valikut ning
esimese valiku tegemiseks on v1 v~oimalust ja iga esimese valiku j�arel on teise
valiku tegemiseks v2 v~oimalust, siis nende kahe valiku tegemiseks on kokku
v1 · v2 v~oimalust.

Selle reegli p~ohjal on lihtne leida m-elemendilise p~ohihulga n-j�arjendite
arv: j�arjendi iga elemendi valimiseks on meil t�apselt m v~oimalust, seega on
k~oigi n elemendi valimiseks kokku

T (m, n) = m ·m · . . . ·m︸ ︷︷ ︸
n

= mn

v~oimalust.
Ka permutatsioonide arv on leitav korrutamisreegli abil: permutatsioo-

ni esimese elemendi valimiseks on meil kogu p~ohihulk, seega m v~oimalust;
teiseks elemendiks ei tohi me valida juba valitud elementi, seega j�a�ab m− 1
v~oimalust; kolmandaks ei tohi me valida kumbagi juba valitud elementi, seega
j�a�ab m − 2 v~oimalust. Samal moel j�atkates saame, et m-elemendilise p~ohi-
hulga n-permutatsioonide arv on

P (m, n) = m · (m− 1) · . . . · (m− (n− 1)) =
m!

(m− n)!
, (6.1)

millest erijuhul n = m saame m-permutatsioonide arvuks

P (m) = P (m, m) = m!. (6.2)

Korrutamisreeglit v~oib kasutada ka tagurpidi, jagamisreeglina: kui on teada,
et kahe j�arjestikuse valiku tegemise v~oimaluste koguarv on v ja et mistahes
esimese valiku j�arel on teist valikut v~oimalik teha v2 erineval viisil, saame
sellest avaldada esimese valiku tegemise v~oimaluste arvu v1 = v/v2.

N�aiteks kombinatsioonide arvu leidmine on jagamisreegli abil tunduvalt
mugavam kui korrutamisreegli abil. Korrutamisreegli kasutamist raskendab
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asjaolu, et sama kombinatsiooni korduva loendamise v�altimiseks tuleks ele-
mente kombinatsiooni lisada mingis kindlas j�arjekorras (n�aiteks kasvavas).
Siis aga s~oltub teise elemendi valimise v~oimaluste arv sellest, millise elemen-
di me esimeseks valisime ja korrutamisreeglit ei saa enam rakendada.

Hoopis lihtsam on l�ahtuda t�ahelepanekust, et igast n-kombinatsioonist
(mis on lihtsalt p~ohihulga n-elemendiline alamhulk) saab valemi 6.2 koha-
selt moodustada P (n) = n! erinevat n-permutatsiooni. Pole raske veendu-
da, et nii saame koostada k~oik v~oimalikud n-permutatsioonid, ja seejuures
iga�uhe t�apselt �uhe korra. Valemi 6.1 ja jagamisreegli p~ohjal saame seega n-
kombinatsioonide arvuks

C(m, n) =
P (m, n)

n!
=

m!

n! · (n−m)!
=

(
m

n

)
. (6.3)

6.2.2 Liitmisreegel

Liitmisreegel �utleb, et kui meil on vaja teha �uks kahest valikust ning esimese
valiku tegemiseks on v1 v~oimalust ja teise tegemiseks v2 v~oimalust, siis neist
kahest valikust �uhe tegemiseks on kokku v1 + v2 v~oimalust. Seejuures on
oluline, et nende kahe valiku v~oimaluste hulgad peavad olema �uhisosata.

Selle reegli abil on lihtne leida rekurrentne valem m-elemendilise p~ohi-
hulga n-kombinatsioonide arvu loendamiseks: k~oik n-kombinatsioonid v~oime
jagada kaheks selle p~ohjal, kas nad sisaldavad v~oi ei sisalda elementi m.

Igast elementi m sisaldavast n-kombinatsioonist saame selle eemaldami-
sega (m − 1)-elemendilise p~ohihulga (n − 1)-kombinatsiooni. Iga elementi
m mittesisaldav n-kombinatsioon on automaatselt ka (m − 1)-elemendilise
p~ohihulga n-kombinatsioon.

Kuna need variandid on teineteist v�alistavad (ei ole v~oimalik, et min-
gi kombinatsioon kuulub m~olemasse alamhulka) ja katavad k~oik v~oimalused
(ei ole v~oimalik, et mingi kombinatsioon ei kuulu kumbagi alamhulka), siis
saamegi liitmisreegli p~ohjal, et C(m,n) = C(m− 1, n− 1) + C(m− 1, n).

Lisades sellele valemile veel �a�aretingimused C(m, 0) = 1 (ainus 0-kombi-
natsioon on t�uhi hulk) ja C(m, m) = 1 (ainus m-kombinatsioon on p~ohihulk
ise), ongi k�aes rekursiivse programmi koostamiseks piisav tulemus

C(m, n) =


1, kui n = 0,
1, kui n = m,
C(m− 1, n− 1) + C(m− 1, n), kui 0 < n < m.

(6.4)

Kuna valemid 6.3 ja 6.4 loendavad samasid objekte, siis on igati ootusp�arane,
et nende alusel kirjutatud programmid annavad ka �uhesuguseid tulemusi.

Hulga t�ukelduste loendamine on eelmistest veidi t�ulikam �ulesanne. Selle
lahendamiseks tuleb liitmisreeglit rakendada kaks korda.
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Esmalt paneme t�ahele, et m-elemendilise hulga k~oigi t�ukelduste arvud
B(m) (ehk Belli arvud) avalduvad n t�ukiks t�ukelduste arvude S(m, n) (ehk
Stirlingi teist liiki arvude) kaudu:

B(m) =
m∑

n=1

S(m, n).

Liitmisreegli veelkordse kasutamisega saame rekurrentse v~orrandi Stirlingi
arvude avaldamiseks, arvestades, et m-hulga t�ukeldused on saadavad (m−1)-
hulga t�ukeldustest j�argmiselt: igast (m − 1)-hulga (n − 1)-t�ukeldusest saa-
me m-hulga n-t�ukelduse, kui lisame sellele eraldi t�ukina elemendi m; igast
(m − 1)-hulga n-t�ukeldusest saame n erinevat m-hulga n-t�ukeldust, kui li-
same elemendi m kordam�o�oda iga�uhele olemasolevast n t�ukist. Pole raske
veenduda, et saadud variandid on k~oik erinevad ja katavad �uhtlasi ka k~oik
v~oimalikud m-hulga n-t�ukeldused. Seega saame nende koguarvuks S(m,n) =
n · S(m− 1, n) + S(m− 1, n− 1).

Lisades sellele valemile �a�aretingimused S(m, 1) = 1 (ainus 1-elemendiline
t�ukeldus on p~ohihulk ise) ja S(m, m) = 1 (ainus m-t�ukeldus on selline, kus
iga element on omaette alamhulk), ongi k�aes programmeerimiseks k~olblik

S(m,n) =


1, kui n = 1,
1, kui n = m,
n · S(m− 1, n) + S(m− 1, n− 1), kui 1 < n < m.

Ka liitmisreeglit on v~oimalik p�o�orata lahutamisreegliks.
N�aiteks selleks, et leida 1 ja 100 vahele j�a�avate kolmega mittejaguvate

t�aisarvude arv, on lihtsam leida k~oigepealt kolmega jaguvate t�aisarvude arv
(mis on loomulikult 33) ja siis j�areldada, et k~oik �ulej�a�anud 100 − 33 = 67
arvu peavad olema kolmega mittejaguvad.

6.2.3 Elimineerimismeetod

Elimineerimismeetod (ingl inclusion-exclusion principle) aitab leevendada
liitmisreegli (praktikas �usnagi ahistavat) n~ouet, et valikuvariantide hulgad
peavad olema �uhisosata.

N�aiteks 1 ja 100 vahele j�a�avate kolme v~oi viiega jaguvate arvude loen-
damiseks liitmisreeglit kasutada ei saa, sest need variandid pole teineteist
v�alistavad � leidub ka arve, mis jaguvad nii kolme kui viiega.

Alamhulkade l~oikumatuse n~oude ignoreerimisel saame t~oesti vale vastuse:
1 ja 100 vahel on kolmega jaguvaid arve 33 ja viiega jaguvaid 20, kuid kolme
v~oi viiega jaguvaid 47, mitte 33 + 20 = 53.
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Vea p~ohjuseks on muidugi asjaolu, et arve, mis jaguvad nii kolme kui
viiega, loeme topelt � �uhe korra kui kolmega, teise korra kui viiega jaguvaid.
Topelt loeme seega k~oiki 15-ga jaguvaid arve, mida uuritaval l~oigul on 6.
~Oige vastuse saamiseks tuleb topelt loetud variantide arv l~oppsummast maha
lahutada: 33 + 20− 6 = 47.

Sama kehtib mistahes kahe tunnusega objektide loendamisel (joonisel 6.1
vasakul): kui n1 objektil on esimene tunnus (ja v~oib-olla samaaegselt ka teine)
ja n2 objektil on teine tunnus (ja v~oib-olla samaaegselt ka esimene) ning n12

objektil on m~olemad tunnused, siis v�ahemalt �uks neist kahest tunnusest on
kokku n = n1 + n2 − n12 objektil.

n1 n2n12

n1 n2

n3

n12

n13 n23

n123

Joonis 6.1: Elimineerimismeetod

Kolme erineva tunnuse korral (joonisel 6.1 paremal) oleme �uhe tunnusega
objektide arvude liitmisel ja kahe tunnusega objektide arvude lahutamisel
k~oigi kolme tunnusega objektide arvu lisanud summasse kolm korda (n1, n2

ja n3 hulgas) ja ka lahutanud kolm korda (n12, n13 ja n23 hulgas), seega on
need objektid sisuliselt loendamata ja ~oige tulemuse saamiseks tuleb neid
eraldi arvestada (n123).

N�aiteks 1 ja 100 vahele j�a�avate kahe, kolme v~oi viiega jaguvate arvude
loendamiseks peame arvestama, et: kahega jaguvaid arve on 50, kolmega
jaguvaid 33, viiega jaguvaid 20; kahe ja kolmega jaguvaid 16, kahe ja viiega
jaguvaid 10, kolme ja viiega jaguvaid 6; k~oigi kolmega jaguvaid 3. Seega on
kahe, kolme v~oi viiega jaguvaid arve kokku 50+33+20−16−10−6+3 = 74.

�Uldiselt, t erineva tunnuse korral on v�ahemalt �uhe tunnusega objektide
koguarv

N = −
t∑

i=1

(−1)i ·Ni,

kus Ni t�ahistab v�ahemalt i tunnusega objektide arvude summat, kusjuures
iga i korral tuleb vaadelda k~oiki v~oimalikke i erineva tunnuse kombinatsioone.
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6.3 Genereerimine

Genereerimisel, erinevalt loendamisest, peame m~otlema ka sellele, millises
j�arjekorras me tulemust saada tahame.

Elementide loeteluna esitatavate kombinatoorsete objektide (j�arjendid,
permutatsioonid, kombinatsioonid) puhul peetakse �uldiselt standardseimaks
leksikograa�list (ingl lexicographical) j�arjestust � kahe objekti v~ordlemisel
j�aetakse vahele need elemendid kummagi objekti algusest, mis on omavahel
v~ordsed ja otsus langetatakse esimese erineva elemendi p~ohjal.

M~onikord on kasulikum objekte genereeridaminimaalse muutuse (ingl
minimal change) j�arjestuses � tulemuste hulgas j�arjest olevate objektide eri-
nevus peab olemas minimaalne. Minimaalsuse de�nitsioon s~oltub muidugi
konkreetsest objektist ja vahel ka sellest, milleks neid objekte kasutatakse.

N�aiteks permutatsioone on v~oimalik j�arjestada nii, et iga j�argmine on
saadav eelmisest kahe k~orvutioleva elemendi vahetamise teel, j�arjendeid aga
nii, et iga j�argmine erineb eelmisest ainult �uhes positsioonis �uhe v~orra.

Leksikograa�line Minimaalse muutuse
(1, 2, 3) (1, 2, 3)
(1, 3, 2) (1, 3, 2)
(2, 1, 3) (3, 1, 2)
(2, 3, 1) (3, 2, 1)
(3, 1, 2) (2, 3, 1)
(3, 2, 1) (2, 1, 3)

Tabel 6.1: Hulga {1, 2, 3} permutatsioonide j�arjestusi

Leksikograa�line Minimaalse muutuse
(1, 1, 1) (1, 1, 1)
(1, 1, 2) (1, 1, 2)
(1, 2, 1) (1, 2, 2)
(1, 2, 2) (1, 2, 1)
(2, 1, 1) (2, 2, 1)
(2, 1, 2) (2, 2, 2)
(2, 2, 1) (2, 1, 2)
(2, 2, 2) (2, 1, 1)

Tabel 6.2: Hulga {1, 2} 3-j�arjendite j�arjestusi

Edasi tegeleme objektide genereerimisega leksikograa�lises j�arjekorras.



PEAT�UKK 6. KOMBINATOORIKA 105

6.3.1 Tagurdusmeetod

V�aga �uldine meetod igasugusteks variantide genereerimiseks on tagurdus-

meetod (ingl backtracking). Selle p~ohiideed illustreerib n�aide 6.1: tegemist
on rekursiivse algoritmiga, mis saab osaliselt valmis genereeritud variandi
(parameeter v), leiab k~oik v~oimalikud sammud selle t�aiendamiseks (loetelu
w1 kuni wn) ja proovib j�atkata genereerimist iga v~oimaliku t�aiendatud va-
riandiga (abimuutuja v′). Kui m~oni t�aiendatud variantidest osutub t�aielikuks
(tingimus real 1), kasutame selle �ara (n�aiteks v�aljastame) ja j�atkame uute va-
riantide genereerimist.

Tagurdusmeetodi kasutamiseks tuleb selle esimesel v�aljakutsel (kas p~ohi-
programmist v~oi m~onest teisest alamprogrammist) anda kaasa seeme (ingl
seed) � l�ahtepunkt, millest k~oigi teiste konstrueerimist alustada. Tavaliselt
on seemneks mingis m~ottes t�uhi variant.

Algoritm 6.1 GenRek: Variantide genereerimine rekursiivselt
Sisend: v � osaline variant
V�aljund: leiab k~oik v~oimalused v t�aiendamiseks

1. kui v on t�aielik variant

� kasutame v

2. muidu

� vatleme k~oiki v t�aiendamise v~oimalusi

3. korda w ∈ w1...n

4. v′ ← v + w

� invariant: v′ on suurem osaline variant

5. GenRek(v′)

� tagurdus: proovime v j�argmist t�aiendusv~oimalust

6. l~oppkorda

7. l~oppkui

V�aga lihtne on tagurdusmeetodil genereerida n�aiteks j�arjendeid (algoritm
6.2): n-j�arjendi genereerimisesl on osaliseks variandiks mingi k-j�arjend (kus
k ≤ n) ja t�aiendamise �uks samm on elemendi ak+1 lisamine antud k-j�arjendi
l~oppu.

Nagu j�arjendite loendamisel juba mainitud, on selle sammu tegemiseks m
v~oimalust � uueks elemendiks v~oime ilma piiranguteta valida �uksk~oik millise
p~ohihulga elemendi.

Seemneks on t�uhi (0-elemendiline) j�arjend.
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Algoritm 6.2 JarjRek: J�arjendite genereerimine rekursiivselt
Sisend: a1...k on k-j�arjend

1. kui k = n

� a1...n on leitud n-j�arjend

2. muidu

3. korda ak+1 ← 1 . . .m

� invariant: a1...k+1 on (k + 1)-j�arjend

4. JarjRek(a1...k+1)

5. l~oppkorda

6. l~oppkui

Permutatsioonide genereerimine (algoritm 6.3) erineb j�arjendite genereeri-
misest ainult permutatsiooni de�nitsioonist l�ahtuva kitsenduse v~orra: ette-
antud k-permutatsiooni l~oppu lisatava elemendi valimisel peame kontrollima,
et see element permutatsioonis eespool juba kasutusel ei ole.

Selle kontrolli t~ohusaks realiseerimiseks kasutatakse tavaliselt globaalset
massiivi v1...m, mille element vi n�aitab, kas p~ohihulga element i on veel vaba.
Siis taandub real 4 oleva tingimuse kontrollimine selle massiivi �uhe elemendi
v�a�artuse uurimisele, kuid selle eest peame enne rekursiivset v�aljakutset real
5 elemendi ak+1 jooksva v�a�artuse kasutatuks m�arkima ja p�arast rekursioonist
naasmist selle elemendi j�alle vabastama.

Algoritm 6.3 PermRek: Permutatsioonide genereerimine rekursiivselt
Sisend: a1...k on k-permutatsioon

1. kui k = n

� a1...n on leitud n-permutatsioon

2. muidu

3. korda ak+1 ← 1 . . .m

4. kui ak+1 6∈ a1...k

� invariant: a1...k+1 on (k + 1)-permutatsioon

5. PermRek(a1...k+1)

6. l~oppkui

7. l~oppkorda

8. l~oppkui
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Kombinatsioonide genereerimisel (algoritm 6.4) on kasulik uusi elemente kom-
binatsiooni lisada kasvavas j�arjekorras � nii on lihtne hoiduda sama elemendi
korduvast lisamisest ja on v�alistatud ka samade elementide �umberj�arjestuste
eksikombel erinevateks kombinatsioonideks lugemine.

Algoritm 6.4 KombRek: Kombinatsioonide genereerimine rekursiivselt
Sisend: a1...k on k-kombinatsioon
Abimuutujad: x � v�ahim vaba element

1. kui k = n

� a1...n on leitud n-kombinatsioon

2. muidu

3. kui k = 0

4. x← 1

5. muidu

6. x← ak + 1

7. l~oppkui

8. korda ak+1 ← x . . . m

� invariant: a1...k+1 on (k + 1)-kombinatsioon

9. KombRek(a1...k+1)

10. l~oppkorda

11. l~oppkui

6.3.2 Iteratsioonimeetod

Teine �uldisem v~oimalus on genereerida objekte iterativselt.
Iteratiivse generaatori struktuur on toodud n�aites 6.5: k~oigepealt luuakse

esimene otsitav objekt vahetult ja edasi leitakse igal sammul jooksva objekti
p~ohjal j�argmine.

Algoritm 6.5 GenIte: Variantide genereerimine iteratiivselt
Abimuutujad: v � jooksev variant

1. v ← EsimeneVariant

2. senikui v 6= ∅
� kasutame v

3. v ← JargmineVariant(v)

4. l~oppsenikui
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Nagu �uldiselt iteratiivsete generaatorite puhul, nii on ka j�arjendite generee-
rimisel p~ohiline jooksva j�arjendi p~ohjal uue leidmine (algoritm 6.6): suuren-
dada tuleb k~oige parempoolsemat positsiooni, mille suurendamine on v~oima-
lik; k~oik sellest positsioonist paremal pool olevad peavad olema maksimaalse
v~oimaliku v�a�artusega (muidu oleks ju v~oimalik suurendada m~onda neist) ja
j�argmises j�arjendis peavad nende v�a�artused j�alle v�ahimast alustama.

(Sisuliselt on tegemist �uhe liitmisega n-kohalisele m-s�usteemi arvule. T~oe-
n�aoliselt oleks seda kergem m�argata, kui p~ohihulk oleks {1 . . . m} asemel
{0 . . . m− 1}.)

Algoritm 6.6 JrgmJarj

Sisend: a1...n on n-j�arjend
V�aljund: leksikograa�liselt j�argmine n-j�arjend
Abimuutujad: u ∈ {0, 1} � jooksev �ulekanne

1. u← 1

2. korda i← n . . . 1

3. ai ← ai + u

4. kui ai > m

5. ai ← 1

6. muidu

7. u← 0

8. l~oppkui

9. l~oppkorda

10. kui u = 0

11. tagasta v

12. muidu

13. tagasta ∅
14. l~oppkui
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6.4 Otsimine

�Uldiselt on otsimis- ja optimeerimis�ulesanded kombinatoorikas k~oige loomin-
gulisemad. P~ohiline lahendusmeetod on variantide genereerimine rekursiiv-
selt, kusjuures algoritmi t�o�o kiirendamiseks p�u�utakse v~oimalikult vara aru
saada, kui parasjagu k�asilolevat osalist varianti ei ole v~oimalik k~oiki �ulesande
tingimusi rahuldavaks t�aielikuks variandiks v�alja arendada.

Otsimis�ulesande n�aitena vaatleme �ulesannet paigutada N lippu N × N
malelauale nii, et mitte �ukski neist poleks �uhegi teise tule all.

Esiteks paneme kohe t�ahele, et iga lipp peab laual olema eraldi real �
samal real olevad lipud tulistaks �uksteist kindlasti. See aga t�ahendab, et me
v~oime k~oik potentsiaalsed lahendused m�arkida �ules kujul a1...N , kus ak n�aitab
k. real oleva lipu veerunumbrit.

Edasi v~oime hakata lippude paigutuse variante j�arjest l�abi proovima. Seda
on kasulik teha tagurdusmeetodil, sest nii saame k. lipu paigutamisel kohe
kontrollida, et see ei j�a�a juba varem laual olevate lippude (1 . . . k − 1) tule
alla ja mitte kulutada aega �ulej�a�anud lippude (k + 1 . . . N) paigutamisele,
kuna seisu muudab k~olbmatuks ka �uksainus tule alla j�a�anud lipp. Lahenduse
t�o�okiiruse seisukohalt on oluline, kuidas me hoiame infot tule all olevate
v�aljade kohta.

�Uks v~oimalus on seda infot eraldi �uldse mitte hoida ja v~orrelda iga uue lipu
paigutamisel selle asukohta laual k~oigi varem paigutatud lippude omadega
� iga lipu korral tuleb kontrollida, kas uus on temaga samas veerus v~oi
samal diagonaalil, seega kulutame k. lipu iga positsiooni kontrollimiseks O(k)
operatsiooni.

Teine v~oimalus on iga lipu lauale paigutamisel m�arkida �ara k~oik v�aljad,
mida see lipp tule all hoiab. Siis on k�ull v~oimalik uuele lipule koha valimisel
selle koha k~olblikkuse v~oi k~olbmatuse �ule v�aga kiiresti otsustada, aga lipu
lauale paigutamine ja selle sealt eemaldamine muutuvad ebaefektiivseks �
N ×N laual v~oib lipp tulistada maksimaalselt 4 ·N − 3 v�alja.

K~oige parema lahenduse saame, pannes t�ahele, et laual v~oib olla �ulimalt
�uks lipp igas veerus ning igal t~ousval ja igal langeval diagonaalil. J�a�ab veel
leida efektiivne viis neid kolme liiki objekte h~oivatuks ja vabastatuks m�arkida
(nagu p~ohihulga elementide haldamisel permutatsioonide genereerimisel).

Veergude haldamine on muidugi lihtne � selleks v~oime kasutada massiivi
v1...N . Aga osutub, et ka diagonaalidega pole palju rohkem muret. Nimelt on
igal t~ousval diagonaalil rea- ja veerunumbri vahe �uhe diagonaali piires sama
ja erinevatel diagonaalidel erinev � seega v~oib nende olekute hoidmiseks
kasutada massiivi td1−N...N−1. Langeva diagonaali identi�tseerimiseks sobib
rea- ja veerunumbri summa � seega v~oib nende olekute hoidmiseks kasutada
massiivi ld2...2·N .
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Algoritm 6.7 Lipud: Lippude paigutamine malelauale
Sisend: r � rida, millele lippu paigutame

1. kui r > n

� on leitud n lipu paigutus

2. muidu

3. korda x← 1 . . . N

4. kui vx = vaba ∧ tdr−x = vaba ∧ tlr+x = vaba

� invariant: positsioon (r, x) on vaba

5. vx ← kinni; tdr−x ← kinni; tdr+x ← kinni

6. Lipud(r + 1)

7. vx ← vaba; tdr−x ← vaba; tdr+x ← vaba

8. l~oppkui

9. l~oppkorda

10. l~oppkui

Optimeerimis�ulesannete puhul on sageli kasulik hoida eraldi infot parima
seni leitud lahenduse kohta ja hinnata iga variandi t�o�otlemisel, kas on �uldse
v~oimalik, et selle edasiarendamisel v~oiks saada parema lahenduse. Kui see
pole v~oimalik, pole ka m~otet seda varianti edasi t�o�odelda.
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�Ulesanded

�Ulesanne 6.1 Kui palju on standardses 52-kaardilises pakis (kaks punast ja
kaks musta masti, igas mastis 9 numbri- ja 4 pildilehte) kaarte, mis on:

(a) punased?
(b) numbrid?
(c) punased ja numbrid?
(d) punased ja mitte numbrid?
(e) punased v~oi numbrid?
(f) punased v~oi numbrid, kuid mitte m~olemat korraga?

Vastata ilma kaarte vahetult loendamata. P~ohjendada k~oiki oma vastuseid.

�Ulesanne 6.2 Tavalist 6-tahulist t�aringut visatakse viis korda. Mitmel eri-
neval viisil on v~oimalik saada viie viske summas paarisarv silmi? P~ohjendada
oma vastust.

�Ulesanne 6.3 Kirjutada iteratiivne programm m-hulga m-permutatsioonide
genereerimiseks leksikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.4 Kirjutada iteratiivne programm m-hulga n-kombinatsioonide
genereerimiseks leksikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.5 P~ohihulga M = {1, . . . ,m} korratuseks (ingl derangement)
nimetatakse m-permutatsiooni P = (p1, p2, . . . , pm), milles �ukski element ei
asu �oma ~oigel kohal�, s.t. ∀i ∈ M : pi 6= i. T~oestada korratuste arvude
D(m) v~orrand D(m) = (m− 1) · (D(m− 1) + D(m− 2)). M�a�arata vajalikud
�a�aretingimused ja kirjutada programm korratuste loendamiseks.

�Ulesanne 6.6 Kirjutada rekursiivne programm korratuste genereerimiseks
leksikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.7 Kirjutada iteratiivne programm korratuste genereerimiseks lek-
sikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.8 Kirjutada programm, mis paigutab N×N lauale maksimaalse
hulga maleratsusid nii, et mitte �ukski neist poleks �uhegi teise tule all.
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K�aesolevas peat�ukis tutvume andmestruktuuri m~oistega ning vaatleme
t�ahtsamaid lineaarseid andmestruktuure ja nendega seotud algoritme.

7.1 Andmestruktuuri m~oiste

Andmestruktuur (ingl data structure) on vahend suure hulga (tavaliselt
samat�u�ubiliste) andmete hoidmiseks ja neile efektiivse juurdep�a�asu korral-
damiseks.

K�aesolevas peat�ukis vaadeldavaid struktuure �uhendab asjaolu, et nende
sisu saab esitada lineaarse elementide loendina. Seet~ottu kasutataksegi nende
struktuuride kohta �uhist nimetajat �lineaarne�.

7.2 Madalama taseme struktuurid

Esimeste struktuuridena v~otame vaatluse alla massiivi ja lihtahela. Neid v~oib
pidada madalama taseme struktuurideks, kuna neid kasutatakse sageli abi-
vahendina keerulisemate ja abstraktsemate struktuuride realiseerimisel.

Muidugi ei maksa sellest j�areldada, et pole rakendusi, kus just massiiv
v~oi lihtahel ongi sobivaimad struktuurid. Neid on piisavalt.

7.2.1 Massiiv

Nagu juba varem m�argitud, on massiiv �uhet�u�ubiliste elementide kogum, kus
iga elementi identi�tseerib t�aisarvuline indeks (mitmem~o~otmelise massiivi
korral vastavalt �uks indeks iga m~o~otme kohta).

Massiivi kui andmestruktuuri iseloomustavad j�argmised omadused:

• Massiivi suurus on tavaliselt �kseeritud. Keeltes, kus massiivi suurust
p�arast massiivi loomist �uldse muuta saab, on see �usna ajamahukas ope-
ratsioon (oluliselt ei peta ettekujutus, et selleks tehakse uus massiiv,
kopeeritakse vana massiivi k~oik elemendid uude �umber ja kustutatakse
vana massiiv m�alust �ara). Paljudes keeltes pole massiivi suuruse muut-
mine p�arast selle loomist enam v~oimalik.

Kui on siiski vaja massiivi omadustega andmestruktuuri, mille elemen-
tide arv pole kohe teada, on �uks v~oimalus luua maksimaalse vaja minna
v~oiva suurusega massiiv ja pidada eraldi muutuja abil arvet selle �ule,
kui suur osa massiivist tegelikult kasutusel on.

• Massiivi elemendi leidmine tema indeksi j�argi on kiire operatsioon ja
selleks tehtava t�o�o maht ei s~oltu massiivi suurusest. Selle operatsiooni
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ajakulu s~oltub tavaliselt massiivi m~o~otmete arvust, aga on igal juhul
t�uhine v~orreldes k~oigi keerulisemate struktuuridega.

• Massiivi elemendi v�a�artuse v�aljavahetamine (massiivi elemendile uue
v�a�artuse omistamine) on tavaline omistamistehe ja selleks tehtava t�o�o
maht (kui element on indeksi j�argi juba leitud) ei s~oltu massiivi suuru-
sest ega selle m~o~otmete arvust.

• Vaadeldes muutuva suurusega massiive, on v~oimalik r�a�akida ka massiivi
elementide lisamisest ja eemaldamisest.

Kui k~oigi olemasolevate elementide j�arjekord peab s�ailima, on massii-
vist elemendi eemaldamine v~oi uue lisamine �usna kallis operatsioon.
Elemendi lisamisel tuleb uuele elemendile teiste vahele ruumi tegemi-
seks k~oiki temast tahapoole j�a�avaid elemente nihutada �uhe koha v~orra
massiivi l~opu suunas (joonis 7.1 (a)). Olemasoleva elemendi eemaldami-
sel tekkinud t�uhimiku t�aitmiseks tuleb k~oiki temast tahapoole j�a�avaid
elemente nihutada massiivi alguse suunas (joonis 7.1 (b)). Nagu jooni-
selt n�aha, on n-elemendilise massiivi i. elemendi lisamisel v~oi eemalda-
misel selleks tehtava t�o�o maht Θ(n− i).

a1 . . . ai ai+1 . . . an−1 an . . .

012. . .n-i-1n-in-i+1

(a)

a1 . . . ai ai+1 . . . an−1 an

0 1 2 . . . n-i-1 n-i

(b)

a1 . . . ai ai+1 . . . an−1 an . . .

01

(c)

a1 . . . ai ai+1 . . . an−1 an

0 1

(d)

Joonis 7.1: Elemendi massiivi lisamine ja massiivist eemaldamine

Kui olemasolevate elementide j�arjekorra s�ailimine pole oluline, saab nii
uue elemendi antud positsioonile lisamise kui ka elemendi eemaldamise
realiseerida konstantse t�o�omahuga (joonis 7.1 (c) ja (d)).
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Kui indeksi j�argi elemendi leidmine on massiivis v�aga efektiivne standard-
operatsioon, siis elemendi j�argi indeksi leidmine (ehk antud v�a�artuse otsimi-
ne massiivi elementide hulgast) pole �uldiselt kumbagi: �uldjuhul ei saa seda
teha efektiivselt ja seet~ottu pole see operatsioon sageli ka programmikeele
standardvahendite hulgas.

Ilma massiivi elementidele t�aiendavaid tingimusi kehtestamata on ainus
v~oimalus antud v�a�artuse leidmiseks (v~oi veendumiseks, et seda v�a�artust mas-
siivi elementide hulgas �uldse ei leidu) k~oik massiivi elemendid j�arjest l�abi
vaadata. Sellist meetodit nimetatakse lineaarseks otsinguks (ingl linear
search).

Algoritm 7.1 LinOtsV: Lineaarne otsing massiivis
Sisend: a1...n � antud massiiv; x � otsitav v�a�artus
V�aljund: tagastab leitud elemendi indeksi, v~oi n + 1, kui x massiivis ei esine
Abimuutujad: i ∈ N � uuritava elemendi indeks

1. korda i← 1 . . . n

� invariant: a1...i−1 otsitavat v�a�artust ei sisalda

2. kui ai = x

� otsitav v�a�artus leitud, tagastame selle indeksi

3. tagasta i

4. l~oppkui

5. l~oppkorda

� vahetingimus: a1...n otsitavat v�a�artust ei sisalda

6. tagasta n + 1

Muidugi pole raske n�aha, et selle algoritmi keerukus on parimal juhul Θ(1)
(kui otsitav v�a�artus on a1) ja halvimal juhul Θ(n) (kui otsitav v�a�artus on an

v~oi ei esine massiivis �uldse).
Veidi keerukam on hinnata keskmist keerukust. Selleks peame k~oigepealt

tegema mingi eelduse erinevate v�a�artuste jaotumise kohta massiivis. Muude
andmete puudumisel on k~oige loomulikum eeldada, et otsitav v�a�artus v~oib
v~ordse t~oen�aosusega asuda �uksk~oik millises massiivi elemendis.

Seega, t~oen�aosusega 1/n leiame otsitava v�a�artuse elemendist a1 juba p�arast
1. v~ordlust, t~oen�aosusega 1/n elemendist a2 p�arast 2. v~ordlust, . . . , t~oen�aosusega
1/n elemendist an p�arast n. v~ordlust. Selle eelduse kohaselt kulub M otsingu
peale kokku

M

n
1 +

M

n
2 + . . . +

M

n
n =

M

n
(1 + 2 + . . . + n) =

M

n

n(n + 1)

2
= M

n + 1

2
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v~ordlust, mis annab �uhe otsingu keerukuseks keskmiselt

n + 1

2
= Θ(n).

J�arelikult kasvab lineaarseks otsinguks keskmiselt kuluv aeg v~ordeliselt and-
mete mahuga.

Lineaarse otsingu suur ajakulu on tingitud eesk�att sellest, et iga v~ordluse
alusel saame edasise vaatluse alt v�alja j�atta ainult �uhe elemendi � selle, mida
me just otsitava v�a�artusega v~ordlesime.

Kui on teada, et massiiivi elemendid on j�arjestatud, saame elemente
k~orvale heita suuremate gruppidena. (Edasises eeldame, et massiivi elemen-
did on j�arjestatud mittekahanevalt: ∀i < n : ai ≤ ai+1. Muidugi oleks arutelu
sarnane ka vastupidiselt j�arjestatud massiivi korral.)

Sellises massiivis saame elemendi ak otsitava v�a�artusega v~ordlemise tu-
lemusest teha j�areldusi ka teiste elementide kohta. T~oepoolest, kui ak < x,
v~oime edasise vaatluse alt v�alja j�atta mitte ainult ak, vaid ka k~oik ai, kus
i < k, sest �ukski neist ei saa olla suurem kui ak (joonis 7.2, vasakpoolne
looksulg). Analoogiliselt, kui ak > x, v~oime edasise vaatluse alt v�alja j�atta
ka k~oik ai, kus i > k (joonis 7.2, parempoolne looksulg).

≤ak︷ ︸︸ ︷
a1 ≤ . . . ≤ ak−1 ≤ ak ≤

≥ak︷ ︸︸ ︷
ak+1 ≤ . . . ≤ an

Joonis 7.2: Kahendotsimise p~ohiidee

N�u�ud j�a�ab veel valida k v�a�artus, mis annaks maksimaalse v~oidu. Osutub, et
kasulik on igal sammul valida veel vaatluse all olevatest elementidest keskmi-
ne � sellisel juhul saame iga v~ordluse j�arel heita k~orvale pooled elemendid.
Seda algoritmi nimetatakse kahendotsinguks (ingl binary search).

Kahendotsingu ajalise keerukuse hindamiseks v~oime selle s~onastada re-
kursiivselt: igal sammul j�atame konstantse ajaga operatsiooni (�uhe v~ordlus-
tehte) p~ohjal vaatluse alt v�alja pooled andmed ja j�atkame sama algoritmi
abil otsimist �ulej�a�anud poolest. Selline s~onastus annab kahendotsingu ajaku-
lu hinnanguks rekurrentse v~orrandi

T (n) = Θ(1) + T (n/2),

millest (eelmises peat�ukis toodud tabeli p~ohjal) saame

T (n) = Θ(log n).
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See tulemus n�aitab k�ull, et kahendotsing on lineaarsest oluliselt efektiivsem,
kuid ei selgita, miks on kasulik just keskmine element valida.

Asi on selles, et m~one muu elemendi valimisel parandame ajahinnangut
parima v~oimaliku juhu jaoks (n�aiteks, valides massiivi alguse poole j�a�ava
elemendi, saame ak > x korral k~orvale heita rohkem kui pooled elemendid),
aga samal ajal halvendame seda halvima v~oimaliku juhu jaoks (tulemuse
ak < x korral saame k~orvale heita v�ahem elemente). Samas, jagades massiivi
ebav~ordse pikkusega osadeks, on suurem t~oen�aosus, et otsitav element j�a�ab
suuremasse poolde � mis aga on meie algoritmi seisukohalt halvem v~oimalus.

Massiivi jagamisel v~ordseteks osadeks on seega kaks kasulikku omadust:
see v�ahendab esiteks halvema v~oimaluse t~oen�aosust ja teiseks ka halvema
v~oimaluse halbust (t~osi k�ull, seda viimast parema v~oimaluse headuse arvelt).

Muide, massiivi ebav~ordse jagamise �a�armuslikul juhul � kui valime alati
k~oige vasakpoolsema elemendi � j~ouame tagasi lineaarse otsingu juurde.

Enne algoritmi detailset koostamist on kasulik m~oelda ka, mida peaks
tegema, kui otsitav v�a�artus esineb massiivis korduvalt, ja mida siis, kui se-
da massiivis �uldse pole. J�argnev algoritm lahendab need k�usimused nii: ta
leiab otsitava v�a�artuse vasakpoolseima v~oimaliku pistekoha (ingl insertion
point) � see t�ahendab vasakpoolseima koha, kuhu me v~oiks selle v�a�artuse
massiivi olemasolevate elementide vahele pista nii, et tulemuseks oleks ikkagi
j�arjestatud massiiv.

Algoritm 7.2 KahOtsV: Kahendotsing massiivis
Sisend: a1...n � antud massiiv, ∀i < n : ai ≤ ai+1; x � otsitav v�a�artus
V�aljund: tagastab x vasakpoolseima pistekoha
Abimuutujad: v, p ∈ N � uuritava l~oigu otspunktid;

k ∈ N � l~oigu keskpunkt

1. v ← 1; p← v + n

2. senikui v < p

� invariant: otsitav pistekoht on v . . . p

3. k ← b(v + p)/2c
4. kui ak < x

5. v ← k + 1
6. muidu

7. p← k

8. l~oppkui

9. l~oppsenikui

� vahetingimus: otsitav pistekoht on v . . . p ja v = p

10. tagasta v

V�a�arib m�arkimist, et algoritmi real 3 on oluline �umardada allapoole. (Miks?
M~oelge, mis juhtuks �ulespoole �umardades, kui x > an.)
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7.2.2 M�aluhaldus

Enne j�argmise struktuuri � lihtahela � juurde asumist peame korraks p�o�or-
duma tagasi juba k�asitletud teema juurde ja uurima d�unaamiliste muutujate
loomise ja kasutamise tehnikaid.

Nagu juba varem �oeldud, luuakse d�unaamiline muutuja programmi t�o�o
ajal vastava k�asu peale. Kuna sellist muutujat ei deklareerita programmi kir-
jutamise ajal, pole sellel ka nime, vaid ainult aadress. Selleks, et neid muu-
tujaid oleks siiski v~oimalik kasutada, on olemas spetsiaalsed andmet�u�ubid
aadresside hoidmiseks, mida nimetatakse viidat�u�ubiks (ingl pointer) v~oi
viitet�u�ubiks (ingl reference).

Viida- v~oi viitet�u�upi muutuja on �uldiselt muutuja nagu iga teinegi, ai-
nult tema v�a�artus on m�aluaadress ja p~ohiline operatsioon selle aadressi j�argi
vastava m�alupesa poole p�o�ordumine.

Oletame, et meil on programmis t�aisarvmuutuja a ja viitmuutuja v. Prog-
rammi k�aivitamisel eraldatakse kummalegi neist �uks m�alupesa, mille sisuks
on �uldiselt mingi juhuslik v�a�artus (joonis 7.3 (a)). �Tavalisele� muutujale
v�a�artuse omistamisega oleme me juba tuttavad, n�aiteks

a← 3

salvestatab muutuja a m�alupessa v�a�artuse 3 (joonis 7.3 (b), �uleval).
Kuna viitmuutuja v�a�artus on aadress, siis on viitmuutujaga seotud kaks

v~oimalikku vasakv�a�artust: esiteks viitmuutuja enda aadress (tema v�a�artuse
hoidmiseks kasutatava m�alupesa number) ja teiseks tema v�a�artus (aadress,
mille hoidmiseks seda muutujat kasutatakse). Seega on viitmuutujale omista-
misel vaja eristada, kumba kahest v~oimalikust vasakv�a�artusest me kasutame.

Enamasti t�ahendab tavaline omistamine viitmuutuja v�a�artuseks uue aad-
ressi m�a�aramist, n�aiteks

v ← tee-uus Z

eraldab t�aisarvu hoidmiseks sobiva m�alupesa (tee-uus Z) ja salvestatab sel-
le m�alupesa aadressi muutujasse v (joonis 7.3 (b), all). Kuna uuel muutujal
ei ole nime, on seda v~oimalik kasutada ainult tema aadressi kaudu. Selleks
on viitmuutujale omistamisel tavaliselt olemas eriline s�untaks, mis n�aitab, et
me soovime salvestada uut v�a�artust mitte muutuja enda m�alupessa (joonisel
t�ahistatud �v:�), vaid tema poolt viidatavasse m�alupessa (joonisel t�ahistatud
�?:�). N�aiteks

[[v]]← 3

salvestatab v poolt viidatavasse m�alupessa v�a�artuse 3 (joonis 7.3 (c)).
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Vahel on kasulik viitmuutujasse salvestada ka m~one �tavalise� muutuja
aadress. Selle v~oimaldamiseks on paljudes keeltes olemas spetsiaalne operat-
sioon mistahes muutuja m�aluaadressi leidmiseks. N�aiteks

v ← ]]a[[

salvestatab muutuja a aadressi muutuja v m�alupessa (joonis 7.3 (d)).

. . .

?

. . .

?

. . .

a:

v:

(a)

. . .

3

. . .

. . .

?

a:

v:

?:

(b)

. . .

3

. . .

. . .

3

a:

v:

?:

(c)

. . .

3

. . .

. . .

3

a:

v:

?:

(d)

. . .

3

. . .

. . .

a:

v:

(e)

Joonis 7.3: Arv- ja viitmuutuja

Viitmuutujate kasutamisel peab silmas pidama, et me ei kaotaks �ara ainukest
v~oimalust oma d�unaamilise muutuja poole p�o�ordumiseks. N�aiteks eelpool
vaadeldud omistamistest koosneva programmil~oigu

� vahetingimus: joonis 7.3 (a)

a← 3
v ← tee-uus Z
� vahetingimus: joonis 7.3 (b)

[[v]]← 3
� vahetingimus: joonis 7.3 (c)

v ← ]]a[[
� vahetingimus: joonis 7.3 (d)

t�aitmise j�arel on meil m�alus d�unaamiliselt loodud t�aisarvmuutuja, mille poole
me ei saa p�o�orduda, sest meil pole kuskil alles selle muutuja aadressi. Samas
on see m�alu h~oivatud ja s�usteem ei saa seda kasutada ka muude andmete
hoidmiseks. Tegemist on sageli esineva programmiveaga, mida nimetatakse
m�alulekkeks (ingl memory leak).

M�alulekete v�altimiseks kasutatakse paljudes k~orgkeeltes prahikoristust
(ingl garbage collection) � s�usteem kustutab automaatselt k~oik d�unaamilised
muutujad, millele ei osuta enam �ukski viit.

Keeltes, kus prahikoristust ei ole, tuleb mittevajalikud d�unaamilised muu-
tujad kustutada spetsiaalse k�asu abil. N�aiteks programmil~oik
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� vahetingimus: joonis 7.3 (a)

a← 3
v ← tee-uus Z
� vahetingimus: joonis 7.3 (b)

[[v]]← 3
� vahetingimus: joonis 7.3 (c)

kustuta v
v ← ]]a[[
� vahetingimus: joonis 7.3 (e)

m�alu ei lekita, kuna d�unaamiline muutuja kustutatakse m�alust enne selle
aadressi �unustamist�.

Muutujate m�alust kustutamisel kehtivad j�argmised reeglid:

• Kustutada tohib ainult d�unaamilisi muutujaid. Selle reegli vastu on ker-
ge eksida, kui programmis kasutatakse viitu, mis osutavad staatilistele
v~oi automaatsetele muutujatele.

• Iga muutuja tuleb kustutada t�apselt �uks kord. Eelpool juba oli n�aide
m�alulekke kohta, mis tekib, kui d�unaamilist muutujat �uldse ei kustu-
tata. Muutuja korduv kustutamine on isegi raskem viga, sest v~oib aja-
da segadusse s�usteemi arvepidamise vaba ja kasutatud m�alu �ule. Selle
reegli vastu on kerge eksida, kui �uhele muutujale osutab mitu viita.

• Kustutatud muutujat enam kasutada ei tohi. Ka selle reegli vastu on
eriti kerge eksida, kui �uhele muutujale osutab mitu viita.

Mitut viita, mis osutavad samale muutujale, nimetatakse teisikuteks (ingl
alias). Teisikviitade ja nendega seotud probleemide illustratsiooniks vaatleme
joonist 7.4 ja paneme programmil~oigu

� vahetingimus: joonis 7.4 (a)

v ← tee-uus Z
[[v]]← 3
� vahetingimus: joonis 7.4 (b)

w ← v
[[w]]← 5
� vahetingimus: joonis 7.4 (c)

kustuta v
� vahetingimus: joonis 7.4 (d)

kohta t�ahele j�argmist:
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• Omistamine [[w]] ← . . . muudab lisaks [[w]] v�a�artusele ka [[v]] v�a�artust.
See on muidugi ootusp�arane, arvestades, et [[w]] ja [[v]] on tegelikult �uks
muutuja. K�ull aga tuleb see �ullatusena, kui programmeerija ei m�arka,
et v ja w on teisikud.

• Samal p~ohjusel ei tarvitse p�arast d�unaamilise muutuja kustutamist v
kaudu olla ilmne, et kadunud on ka w poolt viidatav muutuja. Kui
s�usteem pole vabanenud m�aluosa millegi muu jaoks kasutusele v~otnud,
v~oib [[w]] kasutamine p�arast muutuja kustutamist isegi ~onneks minna.
See on eriti ohtlik, sest sellisel juhul v~oib viga programmi testimisel
m�arkamata j�a�ada ja avalduda alles selle reaalsel kasutamisel.

• Paljudes keeltes pole eelmise vea tegemiseks teisikuid vajagi, sest ka v
s�ailitab oma v�a�artuse ja ka selle kaudu on v~oimalik p�u�uda kustutatud
muutuja poole p�o�orduda. Tagaj�arjed on muidugi samad, ainus erinevus
on selles, et niisugust viga on kergem m�argata (ja seega tegemata j�atta).
Ka aitab vea seda juhtu �ara hoida muutujale v t�uhiviida omistamine
kohe p�arast k�asku kustuta v.

T�uhiviit on spetsiaalne viidat�u�upi v�a�artus, millele ei vasta reaalset
m�aluaadressi. Enamikus s�usteemides toob iga katse t�uhiviida poolt
osutatava m�alupesa poole p�o�orduda kaasa veaolukorra, mist~ottu see ei
j�a�a programmi testimisel m�arkamata. T�uhiviita t�ahistatakse erinevates
keeltes erinevalt1, meie kasutame edaspidi s�umbolit ⊥.

. . .

?

. . .

?

. . .

v:

w:

(a)

. . .

. . .

?

. . .

3

v:

w:

?:

(b)

. . .

. . .

. . .

5

v:

w:

?:

(c)

. . .

. . .

. . .

5

v:

w:

?:

(d)

Joonis 7.4: Teisikviidad

Muidugi oleks k~oiki neid vigu v~oimalik v�altida, kui s�usteem kontrolliks iga
kustutamisk�asu juures vabastatava aadressi olekut ja nulliks k~oik sellele muu-
tujale osutavad viidad. Paraku oleks see v�aga ressursikulukas, mist~ottu seda
ei tehta. Seega peab programmeerija ise hoolikas olema.

1N�aiteks Pascalis nil, Visual Basicus Nothing, C's NULL, C++'s 0, Javas null.
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7.2.3 Ahel

Nagu lubatud, vaatleme j�argmise andmestruktuurina lihtahelat.
Lihtahel (ingl singly linked list) koosneb elementidest, millest iga�uhes

on lisaks rakenduse seisukohalt vajalikele andmetele ka j�argmise elemendi
aadress. Nii on ahela t�o�otlemisel v~oimalik liikuda esimeselt elemendilt teisele,
teiselt kolmandale ja nii edasi kuni ahela l~opuni. Ahela viimases elemendis
on t�uhiviit, mis annabki m�arku ahela l~opust.

Tavaliselt kasutatakse ahela hoidmiseks viita selle esimesele elemendile.
Rohkem pole vaja, sest esimeselt elemendilt saame liikuda k~oigi teisteni.

Ahelat kui andmestruktuuri iseloomustavad j�argmised omadused:

• Ahela pikkus ei ole �kseeritud. See v~oimaldab ahela abil realiseerida
muutuva suurusega andmestruktuure ka keeltes, kus massiivi pikkus
tuleb m�a�arata juba programmi kirjutamise ajal.

• Ahela elemendi leidmine tema indeksi j�argi on �usna kulukas. �Uldjuhul
tuleb selleks alustada ahela algusest ja liikuda vastav arv kordi �uhelt
elemendilt teisele. Seega on i. elemendi leidmise ajakulu Θ(i).

• Ahela elemendi v�a�artuse v�aljavahetamine (ahela elemendi andmev�aljale
uue v�a�artuse omistamine) on tavaline omistamistehe ja selleks tehtava
t�o�o maht (kui element on juba leitud) ei s~oltu ei ahela pikkusest ega
elemendi positsioonist ahelas.

• Uue elemendi lisamine ahelasse on �uldiselt efektiivne operatsioon. Kui
meil on olemas lisamispositsioonile eelneva elemendi aadress, kulub li-
samiseks ainult kaks viitmuutuja omistamist (joonis 7.5).

. . . . . .

. . .

. . . . . .

. . .

. . . . . .

. . .

(a) (b)

(c)

Joonis 7.5: Elemendi lisamine ahelasse

T�apselt sama efektiivne on �uhe elemendi asemel terve teise ahela lisa-
mine ahelasse, kui meil on (lisaks lisamispositsioonile eelneva elemendi
aadressile) olemas lisatava ahela esimese ja viimase elemendi aadressid.
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• Ahelast elemendi eemaldamine on �uldiselt efektiivne operatsioon. Kui
meil on olemas eemaldatavale elemendile eelneva elemendi aadress, ku-
lub eemaldamiseks ainult �uks viitmuutuja omistamine (joonis 7.6).

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

(a)

(b)

(c)

Joonis 7.6: Elemendi eemaldamine ahelast

Sama efektiivne on �uhe elemendi asemel terve l~oigu eemaldamine ahe-
last, kui meil on (lisaks eemaldamispositsioonile eelneva elemendi aad-
ressile) olemas eemaldatava l~oigu viimase elemendi aadress.

Muidugi tuleb m~olemal juhul arvestada lisaks ka eemaldatud elemen-
tide m�alust kustutamisega.

Nagu eelnevast n�aha, on ahela kasutamisel sageli vaja jooksvale elemen-
dile eelneva elemendi aadressi. See tekitab raskusi ahela esimese elemendi
t�o�otlemisel, sest sellele eelnev element puudub.

Tihti on mugavaim lahendus lisada ahela algusse �ktiivne element, mille
andmev�aljad on t�uhjad ja mille ainus �ulesanne on olla esimesele tegelikule
elemendile eelnev element. Sellist ahelat nimetatakse p�aisega lihtahelaks

ja lisatud elementi p�aiseelemendiks ehk p�aiseks (ingl header).
Teine komplikatsioon lihtahela kasutamisel on, et antud elemendile eel-

neva elemendi leidmine on �usna kulukas operatsioon. �Uldjuhul tuleb selleks
alustada ahela algusest ja liikuda edasi, kuni j~ouame otsitava elemendini.

Paljudes algoritmides on v~oimalik ahela l�abimiseks kasutada kaht muu-
tujat, millest �uks osutab eelmisele ja teine jooksvale elemendile. Sellist paari
nimetatakse tandemiks.

Kui algoritmi pole siiski v~oimalik (v~oi efektiivne) �ules ehitada tandemile,
v~oib lihtahela asemel kasutada topeltahelat (ingl doubly linked list), mil-
le igas elemendis on lisaks andmev�aljadele kaks viita: �uks eelmisele, teine
j�argmisele elemendile.

Topeltahela peamine halvemus lihtahelaga v~orreldes on keerukam vii-
tade s�usteem ja sellest tulenevalt ka keerukamad lisamis- ja eemaldamis-
operatsioonid. Muidugi v~oib ka topeltahelast teha p�aisega variandi.
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Kuna k~oigis neis ahelates on indeksi j�argi elemendi leidmine ikkagi kulu-
kas, on v�a�artuse j�argi elemendi leidmiseks m~oeldav ainult lineaarne otsimine.
Ahelas, erinevalt massiivist, oleks kahendotsimine lineaarsest aeglasem.

7.3 J�arjestamine

Massiiv ja ahel on esitatavad elementide loendina ja sellest tekib tihti va-
jadus loetleda nende elemente nende v�a�artuste j�arjekorras. Andmeid v~oib
j�arjestada (ingl order) ehk sortida (ingl sort) paljude erinevate algoritmi-
de abil.

Korduslausete peat�ukis vaatlesime �uhe n�aitealgoritmina pistemeetodit

(ingl insertion sort):

Algoritm 7.3 PisteSort

Sisend: a1...n � t�o�odeldav massiiv
V�aljund: a1...n � v�a�artused vahetatud nii, et ∀i < n : ai ≤ ai+1

Abimuutujad: i, j

1. korda i← 1 . . . n

� invariant: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1

2. j ← i

3. senikui j > 1
� invariant: aj ≤ aj+1 ≤ . . . ≤ ai

4. kui aj−1 > aj

5. aj−1 ↔ aj

6. j ← j − 1
7. muidu

8. j ← 1
9. l~oppkui

10. l~oppsenikui

11. l~oppkorda

Olles vahepeal l�abinud keerukuse peat�uki v~oime n�u�ud hinnata ka selle algo-
ritmi efektiivsust. Selleks paneme t�ahele, et sisemise korduslause kehaks on
meil tingimuslause, milles on �uks v~ordlemine ja (s~oltuvalt v~ordluse tulemu-
sest) �uks v~oi neli omistamist. Igal juhul on selle korduse keha t�aitmiseks kuluv
aega t~okestatud mingi massiivi suurusest s~oltumatu konstandiga. Seega on
sisemise korduse keha keerukus Θ(1).

Seda kordust v~oidakse l�abida minimaalselt 1 kord (kui ai on a1..i hul-
gas maksimaalne) ja maksimaalselt i korda (kui ai on a1..i hulgas v�ahim).
Kui massiiv on alguses j�arjestatud juhuslikult, v~oiks eeldada, et elemendi ai
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l~opliku asukohana on v~ordt~oen�aolised k~oik i erinevat positsiooni, mis annab
sisemise korduse t�aitmiste keskmiseks arvuks i/2.

V�alimist kordust l�abitakse t�apselt n korda, mis annab kogu algoritmi
keerukuseks parimal, halvimal ja keskmisel juhul vastvalt

Tmin(n) =
n∑

i=1

Θ(1) = nΘ(1) = Θ(n),

Tmax(n) =
n∑

i=1

iΘ(1) =
n(n + 1)

2
Θ(1) = Θ(n2),

T (n) =
n∑

i=1

i

2
Θ(1) =

n(n + 1)

4
Θ(1) = Θ(n2).

Pistemeetodit on v~oimalik kohandada lihtahela sortimiseks. Kuna lihtahelas
on v~oimalik liikuda ainult �uhes suunas, tuleb sel juhul ka sisemises korduses
liikuda ahela alguse poolt l~opu poole. See muudab k�ull algoritmi vahetingi-
musi, kuid mitte selle efektiivsust.

Korduslausete peat�ukist on tuttav ka teine suhteliselt lihtne sortimis-
algoritm, valikumeetod (ingl selection sort):

Algoritm 7.4 ValikuSort

Sisend: a1...n � t�o�odeldav massiiv
V�aljund: a1...n � v�a�artused vahetatud nii, et ∀i < n : ai ≤ ai+1

Abimuutujad: i, j, k

1. korda i← 1 . . . n

� invariant: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1

� invariant: ∀j ≥ i : aj ≥ ai−1

2. k ← i

3. korda j ← i + 1 . . . n

� invariant: ak = min(ai...j−1)
4. kui aj < ak

5. k ← j

6. l~oppkui

� vahetingimus: ak = min(ai...j)
7. l~oppkorda

� vahetingimus: ak = min(ai...n)
8. ai ↔ ak

� vahetingimus: ∀j ≥ i : aj ≥ ai

� vahetingimus: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai

9. l~oppkorda
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Ajalise keerukuse hindamine on seekord isegi lihtsam kui pistemeetodi puhul:
sisemise korduse keha on Θ(1); sisemist kordust l�abitakse n − i korda ja
v�alimist n korda, mis kokku annab selle meetodi keerukuseks igal juhul

T (n) =
n∑

i=1

(n− i)Θ(1)

= (n2 − n(n− 1)

2
)Θ(1) =

n(n + 1)

2
Θ(1) = Θ(n2).

Valikumeetodi puhul on Θ(n2) ainult elementide v~ordlemiste arv, j�arjesta-
tava massiivi elementide omistamiste arv on Θ(n), mis v~oib olla oluline, kui
elemendid on suured kirjed v~oi kui nende liigutamisega kaasneb mingeid muid
kulutusi (n�aiteks v~oivad mingid teised andmestruktuurid hoida elementide
indekseid, mida tuleks elemendi liigutamisel uuendada).

Valikumeetod vajab t�o�odeldavate andmete hulgas ainult �uhesuunalist lii-
kumist (m~olemad kordused liiguvad andmete alguse poolt l~opu poole), seega
on see peaaegu muutusteta kasutatav ka lihtahela sortimiseks.

Praktikas on massiivide sortimisel �uldiselt efektiivseim kiirmeetod (ingl
quicksort). Selle meetodi p~ohiidee jagada massiiv a1...n kaheks osaks a1...k

ja ak+1...n nii, et �ukski esimese osa element pole suurem �uhestki teise osa
elemendist (joonis 7.7, �uleval). P�arast seda v~oime kummagi osa eraldi sortida
ja saamegi tulemuseks korrektselt j�arjestatud massiivi.

≤min(ak+1...n)︷ ︸︸ ︷
a1 . . . ak

≥max(a1...k)︷ ︸︸ ︷
ak+1 . . . an

≤x︷ ︸︸ ︷
a1 . . . ai−1

?︷ ︸︸ ︷
ai . . . aj

≥x︷ ︸︸ ︷
aj+1 . . . an

Joonis 7.7: Kiirmeetodi p~ohiidee

Jaotamiseks valime mingi massiivis esineva v�a�artuse x ning hakkame sellest
v�aiksemaid elemente koguma massiivi esimesse ja suuremaid teise poolde
(joonis 7.7, all). Alustame seisust i = 1, j = n ning liigume edasi i← i + 1,
kui ai < x (see t�ahendab, kui ai kuulub esimesse poolde) ja j ← j − 1, kui
aj > x (kui aj kuulub teise poolde). Kui oleme m~olemas pooles avastanud ele-
mendi, mis v~oiks kuuluda vastaspoolde, vahetame need elemendid omavahel
ja j�atkame v~ordlemist kuni vaatlemata osa ai...j on t�uhi.

Kui kasutada kummagi jaotamisel saadud massiiviosa sortimiseks sama
meetodit, on tulemuseks j�argmine rekursiivne algoritm:
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Algoritm 7.5 KiirSort

Sisend: av...p � t�o�odeldav massiiviosa
V�aljund: av...p � v�a�artused vahetatud nii, et av ≤ . . . ≤ ap

Abimuutujad: i, j, x

1. kui v < p

2. i← v; j ← p

3. x← ab(i+j)/2c
4. senikui i < j

� invariant: ∀i′ < i : ai′ ≤ x ja ∀j′ > j : aj′ ≥ x

5. senikui ai < x

� invariant: ∀i′ < i : ai′ ≤ x

6. i← i + 1
7. l~oppsenikui

8. senikui aj > x

� invariant: ∀j′ > j : aj′ ≥ x

9. j ← j − 1
10. l~oppsenikui

11. kui i < j

12. ai ↔ aj

13. i← i + 1; j ← j − 1
14. l~oppkui

15. l~oppsenikui

16. KiirSort(av...j)
17. KiirSort(aj+1...p)
18. muidu

� �uhest elemendist koosnev osa on alati sorditud

19. l~oppkui

Kiirmeetodi ajalise keerukuse hindamiseks paneme t�ahele, et n-elemendilise
massiivi jagamiseks kulub igal juhul Θ(n) sammu, millele j�argneb kaks re-
kursiivset v�aljakutset.

Parimal juhul ~onnestub massiiv igal sammul jagada kaheks v~ordseks osaks.
Siis on kiirmeetodi keerukus

Tmin(n) = Θ(n) + 2Tmin(n/2) = Θ(n log n).

Halvimal juhul valime �veelahkmeks� alati kas maksimaalse v~oi minimaalse
v�a�artusega elemendi ja saame tulemuseks jaotuse 1- ja (n-1)-elemendiliseks
osaks. Siis on kiirmeetodi keerukus

Tmax(n) = Θ(n) + Tmax(n− 1) = Θ(n2).
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~Onneks realiseerub halvim stsenaarium �uliharva ja keskmiselt on kiirmeetodi
ajaline keerukus optimistlik T (n) = Θ(n log n). Selle tulemuse t~oestamine
pole aga sugugi triviaalne ja j�a�ab siinkohal tegemata.

Kuna kiirmeetod vajab kindlasti kahesuunalist liikumist andmete hulgas,
ei sobi ta lihtahela t�o�otlemiseks. K�ull aga on v~oimalik seda algoritmi kohan-
dada kasutamiseks topeltahelal.

Lisaks senivaadelduile on olemas veel palju huvitavaid sortimisalgoritme,
millega tasuks kindlasti tutvuda peat�uki l~opus soovitatud raamatute abil.

7.4 Abstraktsemad struktuurid

7.4.1 Magasin

Magasin (ingl stack) ehk pinu on lineaarne andmestruktuur, mis v~oimal-
dab juurdep�a�asu oma elementidele kindlas j�arjekorras � magasinist elemendi
v�aljav~otmisel saame esimesena selle elemendi, mille me sinna viimasena pa-
nime, j�argmisena selle, mille panime eelviimasena jne.

Sellise juurdep�a�asus�usteemi kohta kasutatakse sageli l�uhendit LIFO (ingl
last-in-�rst-out) ja seda v~oib kujutleda �uhest otsast kinnise toruna (joo-
nis 7.8) � mistahes elemendi k�attesaamiseks peame k~oigepealt eest �ara v~otma
need, mis on tema ja toru lahtise otsa vahel.

Joonis 7.8: Magasini t�o�op~ohim~ote

P~ogusalt puutusime magasini m~oistega kokku juba alamprogramme k�asit-
ledes. Seda meenutades on selge, et alamprogrammide aktiveerimiskirjete
hoidmiseks on k~oige ~oigem just magasin � kui �uks alamprogramm kutsub
v�alja teise ja teine omakorda kolmanda, tahame loomulikult, et kolmanda
alamprogrammi t�o�o l~oppedes j�atkatakse teise alamprogrammi t�aitmist ning
esimese juurde p�o�ordutakse tagasi alles p�arast teise l~opetamist.

Kuna LIFO-t�u�upi andmehoidla on kasulik ka mitmetel muudel juhtudel,
tuleb keeltes, kus magasinit�u�upi standardselt olemas ei ole, see realiseerida
m~one teise andmestruktuuri abil.

�Uks v~oimalus on kasutada magasini baasina massiivi. See on �usna lihtne:
hoiame magasini elementide arvu muutujas n ja magasini sisu massiivi a ele-
mentides a1 kuni an nii, et an on k~oige uuem element (joonis 7.9). Andmete
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magasini panemisel suurendame n v�a�artust ja salvestame uued andmed mas-
siivi elementi an. Andmete magasinist v~otmisel tagastame an sisu ja seej�arel
v�ahendame n v�a�artust.

a1 a2 . . . an . . .

Joonis 7.9: Magasin massiivi baasil

Alternatiiv on kasutada lihtahelat (joonis 7.10). Ka see pole palju keerulisem,
kui hoiame magasini sisu ahelas nii, et uuemad elemendid on ahelas vanema-
test eespool. Andmete magasini panemisel lisame uusi kirjeid ahela algusse,
andmete v~otmisel tagastame ahela esimese elemendi sisu. K~oik lisamise ja
eemaldamise operatsioonid toimuvad alati ahela alguses, mis on juurdep�a�asu
efektiivsuse seisukohalt parim variant.

. . . . . . . . . ⊥

Joonis 7.10: Magasin lihtahela baasil

7.4.2 J�arjekord

Teine lihtne, aga kasulik andmestruktuur on j�arjekord (ingl queue). Ka
j�arjekord v~oimaldab juurdep�a�asu oma elementidele kindlas j�arjekorras, kuid
erinevalt magasinist tagastab j�arjekord esimesena oma vanima elemendi.

Sellise juurdep�a�asus�usteemi kohta �oeldakse FIFO (ingl �rst-in-�rst-out)
ja seda v~oib kujutleda toruna, mille sisu liigub alati �uhes suunas (joonisel 7.11
vasakult paremale).

Joonis 7.11: J�arjekorra t�o�op~ohim~ote

J�arjekord on kasulik sellistes algoritmides, kus mingi protsess toodab and-
meid ja mingi teine protsess tarbib neid, aga pole garanteeritud, et tarbija
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k~oige toodetuga piisavalt kiiresti hakkama saab. V�aga levinud on sellised �to-
rud� multitegums�usteemides, aga peagi n�aeme, et neist v~oib olla kasu isegi
siis, kui andmete tootja on ise ka nende tarbija.

Ka j�arjekorra v~oib realiseerida massiivi baasil, kuid efektiivse tulemuse
saamine on sel juhul natuke keerulisem. Magasinis toimus andmete lisamine
ja eemaldamine elementide jada samas otsas, jada teine ots �p�usis paigal�.
J�arjekorra puhul see aga nii ei ole. P�u�ud hoida j�arjekorra elemente alati
massiivi �uhes otsas t�ahendaks seda, et �uks kahest operatsioonist (lisamine
v~oi eemaldamine) n~ouaks k~oigi elementide nihutamist.

Selle v�altmiseks on kasulikum hoida eraldi j�arjekorras olevate elementide
arvu n ja esimese elemendi indeksit e. J�arjekorra elemendid on sellisel juhul
massiivi a elementides ae, ae+1, . . . , ae+n−1. Esimene vaba element on ae+n.
Selleks, et indeksid j�arjekorra kasutamisel t~okestamatult kasvama ei hakkaks,
kasutame massiivi ringpuhvrina, kus massiivi viimasele elemendile j�argneb
esimene (joonis 7.12). Selline lahendus v~oimaldab realiseerida nii lisamise
kui eemaldamise massiivi suurusest v~oi j�arjekorras olevate elementide arvust
s~oltumatu v�aikese ajakuluga.

ae+2 . . . ae+n−1 ae+n . . . ae ae+1

Joonis 7.12: J�arjekord massiivi baasil

Vajadus p�a�aseda kiiresti ligi j�arjekorra m~olemale otsale komplitseerib ka
selle realiseerimist lihtahela baasil. Siin on lahenduseks hoida eraldi viita
j�arjekorda kujutava ahela viimasele elemendile (joonis 7.13). Erinevalt iga-
p�aevase elu elavast j�arjekorrast, kus inimene j�atab meelde tema ees seisja,
on arvutis kasulikum hoida igas elemendis talle j�argneva aadressi. Seega on
lihtahela alguses j�arjekorra vanim ja l~opus uusim element.

J�arjekorra viimase elemendi eemaldamisel tuleb panna t�ahele, et meil on
tegemist teisikviitadega: kuna ainus element on ahelas �uheaegselt nii esimene
kui ka viimane, osutavad m~olemad viidad talle ja elemendi eemaldamisel
tuleks ka m~olemad nullida.

. . . . . . . . . ⊥

Joonis 7.13: J�arjekord lihtahela baasil
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�Ulesanded

�Ulesanne 7.1 Kui otsitav v�a�artus esineb massiivi elementide hulgas kordu-
valt, leiab LinOtsV selle vasakpoolseima (v�ahima indeksiga) esinemiskoha.
Kirjutada LinOtsP, mis leiab otsitava v�a�artuse parempoolseima (suurima
indeksiga) esinemiskoha. Tuua v�alja selle korduse invariant.

�Ulesanne 7.2 KahOtsV leiab antud v�a�artuse jaoks vasakpoolseima v~oima-
liku pistekoha. Kirjutada KahOtsP, mis leiab parempoolseima v~oimaliku
pistekoha. Tuua v�alja selle korduse invariant ja p~ohjendada selle s�ailimist
korduse keha t�aitmisel.

�Ulesanne 7.3 Realiseerida lihtahela jaoks lineaarse otsimise m~olemad va-
riandid (nii LinOtsV kui ka LinOtsP analoog).

�Ulesanne 7.4 Koostada algoritmid p�aisega topeltahela elementide lisami-
seks ja eemaldamiseks.

Lisamisoperatsiooni parameetrid on lisamispositsioonile eelneva elemendi
aadress ja lisatava elemendi aadress. Eemaldamisoperatsiooni ainus paramee-
ter on eemaldatava elemendi aadress.

Kontrollida, et m~olemad operatsioonid t�o�otavad ~oigesti ka ahela esimese
ja viimase elemendi lisamisel ja eemaldamisel.

�Ulesanne 7.5 Realiseerida algoritm PisteSort lihtahela jaoks.
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K�aesolevas peat�ukis j�atkame t�ahtsamate andmestruktuuride ja nendega
seotud algoritmide uurimist. Seekord v~otame vaatluse alla objektid, mille
sisemine struktuur on keerulisem kui lihtsalt nende elementide loend, ja mida
seet~ottu nimetatakse �mittelineaarseteks�.

8.1 P~ohilised mittelineaarsed struktuurid

T�ahtsaim mittelineaarne andmestruktuur on graaf. Arvutiteaduses on v�aga
v�ahe �ulesandeid, mis poleks �uhel v~oi teisel moel esitatavad graa��ulesannetena.
Graa� t�ahtsaim erijuht on puu. Nende kahega j�argnevalt tutvumegi.

8.1.1 Graaf

Graaf (ingl graph) on matemaatiline objekt, mis koosneb mingist hulgast
tippudest (ingl vertex ) ja neid tippe paarikaupa �uhendavatest servadest
(ingl edge). Asjaolu, et graa� G tippude hulk on V ja servade hulk E,
m�argitakse tavaliselt G = (V, E).

Kui graa� tippe u ja v �uhendaval serval ei ole suunda m�a�aratud (seda
serva pidi v~oib liikuda nii tipust u tippu v kui ka vastupidi), siis nimetatakse
seda orienteerimata ehk suunamata servaks ehk l�uhemalt lihtsalt servaks ja
t�ahistatakse e = {u, v}.

Kui aga serval on suund m�a�aratud, nimetatakse seda orienteeritud ehk
suunatud servaks ehk kaareks (ingl arc) ja t�ahistatakse e = (u, v).

Joonisel kujutatakse graa� tippe tavaliselt punktide, s~o~oride v~oi kastikes-
tena. Suunamata servi kujutatakse vastavaid tippe �uhendavate joontena ja
suunatud servi nooltena.

A B

CD

E F

GH

I J

KL

Joonis 8.1: Graa�de n�aiteid

Graa�, mille k~oik servad on suunamata, nimetatakse suunamata graa�ks

(ingl undirected graph) ehk l�uhemalt lihtsalt graa�ks. Graa�, mille k~oik ser-
vad on suunatud, nimetatakse suunatud graa�ks (ingl directed graph).
Graa�, mille osa servi on suunatud ja osa suunamata, nimetatakse sega-
graa�ks. N�aiteks joonisel 8.1 toodud graa�dest on vasakpoolne suunamata,
keskmine suunatud ja parempoolne segagraaf.
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Teeks (ingl path) graa�s G = (V, E) nimetatakse �j�arjestikuste� serva-
de jada e1 = {v0, v1}, e2 = {v1, v2}, . . . , en = {vn−1, vn}, milles iga serva
l~opptipp on talle j�argneva serva algustipp.

Ahelaks (ingl chain) nimetatakse teed, mis ei l�abi �uhtki serva korduvalt
ja lihtahelaks (ingl simple chain) ahelat, mis ei l�abi korduvalt �uhtki tippu.
Ts�ukliks (ingl cycle) nimetatakse ahelat ja lihtts�ukliks (ingl simple cycle)
lihtahelat, mille algus- ja l~opptipp langevad kokku (v0 = vn). Silmuseks
(ingl loop) nimetatakse �uhest servast koosnevat ts�uklit.1

Graa� G = (V, E) alamgraa�ks (ingl subgraph) nimetatakse mistahes
graa� G′ = (V ′, E ′), mille korral kehtib V ′ ⊆ V ja E ′ ⊆ E. See t�ahendab, et
alamgraaf on saadav �ulemgraa�st mingi hulga tippude ja servade eemalda-
mise teel. Asjaolu, et G′ on G alamgraaf, t�ahistatakse G′ ⊆ G.

Graa� G alamgraa� G′, mis ei ole v~ordne graa� G endaga, nimetatakse
tema p�arisalamgraa�ks (ingl proper subgraph) ja seda t�ahistatakse G′ ⊂ G.

T�ahtsal kohal on graa�teoorias sidususe m~oiste. Suunamata graa� nime-
tatakse sidusaks (ingl connected), kui selle mistahes tipupaari v1, v2 jaoks
leidub tee tipust v1 tippu v2.

Graa� G alamgraa� G′ nimetatakse graa� G sidususkomponendiks

(ingl connected component), kui G′ on sidus ja graa�s G ei leidu sidusat
alamgraa� G′′, mis sisaldaks graa� G′ p�arisalamgraa�na. See t�ahendab, et
sidususkomponent on maksimaalne sidus alamgraaf, seda ei saa kasvatada
talle uute servade v~oi tippude lisamisega ilma sidusust rikkumata.

A

BC

D

E F

Joonis 8.2: Suunamata graa� sidususkomponendid

N�aiteks joonisel 8.2 toodud graa�s on kaks sidususkomponenti: tipud A, B,
C ja k~oik nendega seotud servad ning tipud D, E, F ja k~oik nendega seotud
servad.

1Teede, ahelate ja ts�uklitega seonduv terminoloogia ei ole graa�teoorias v�aga h�asti
standardiseeritud, seet~ottu tuleb enne p~ohjalikumate j�arelduste tegemist uurida, kuidas
konkreetse raamatu autor need terminid enda jaoks de�neerinud on. N�aiteks kasutatakse
m~ones ingliskeelses raamatus s~ona `path' meie `ahela' t�ahenduses ja meie `tee' jaoks sel
juhul otsest vastet polegi. Mingil m�a�aral kehtib sama ka graa� enda m~oiste kohta. N�aiteks
nimetatakse paljudes raamatutes graa�deks ainult selliseid, milles mistahes kahe tipu vahel
v~oib olla �ulimalt �uks serv ja silmused pole �uldse lubatud. Programmeerimises tavaliselt
graa�dele selliseid piiranguid ei seata.
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Suunatud v~oi segagraa� G nimetatakse sidusaks, kui graa� G k~oigi kaarte
(v1, v2) suunamata servadega {v1, v2} asendamisel saadud suunamata graaf
G′ on sidus, ja tugevalt sidusaks (ingl strongly connected), kui G mistahes
tipupaari v1 ja v2 jaoks leidub nii tee tipust v1 tippu v2 kui ka tee tipust v2

tippu v1. Analoogiliselt v~oime eristada ka sidususkomponente ja tugevalt

sidusaid komponente (ingl strongly connected component).2

A

BC

D

E F

Joonis 8.3: Suunatud graa� sidususkomponendid

N�aiteks joonisel 8.3 toodud suunatud graa�s on kaks sidususkomponenti:
tipud A, B, C ja k~oik nendega seotud kaared ning tipud D, E, F ja k~oik
nendega seotud kaared. (Kaarte asendamisel servadega saame sama graa�,
mis on toodud joonisel 8.2.) Tugevalt sidusaid komponente on selles graa�s
aga tervelt neli: tipud A, B, C ja k~oik nendega seotud kaared ning tipud
D, E ja F iga�uks eraldi. Tippe D, E ja F �uhendavad kaared ei kuulu �uhegi
tugevalt sidusa komponendi koosseisu.

8.1.2 Puu

Puu (ingl tree) on sidus ts�ukliteta graaf.
Tegemist on m~ones m~ottes piirjuhtumiga: puu on �uhelt poolt minimaalne

sidus graaf (�uksk~oik millise serva eemaldamine muudab puu mittesidusaks) ja
teiselt poolt maksimaalne ts�ukliteta graaf (�uksk~oik millise uue serva lisamine
tekitab ts�ukli).

Esimese v�aite kehtivuses veendumiseks vaatleme puu serva e = {u, v}.
Oletame, et p�arast selle serva eemaldamist on graaf endiselt sidus. See aga
t�ahendab, et leidub mingi tee tipust u tippu v, mis ei l�abi serva e. Lisades
n�u�ud sellele teele serva e, saame ts�ukli. See on muidugi vastuolus eeldusega, et
esialgne graaf oli ts�ukliteta, mist~ottu peame j�areldama, et sellist teed tipust
u tippu v ei saa leiduda. Kuna arutelu ei s~oltu serva e valikust, t�ahendab see,
et puu muutub mittesidusaks �uksk~oik millise serva eemaldamisel.

Teise v�aite p~ohjendamine on sarnane: vaatleme puu tippe u ja v. Kuna
puu on sidus, siis peab leiduma tee tipust u tippu v. See aga t�ahendab, et

2Peaks olema ilmne, et suunamata graa�s langevad sidususe ja tugeva sidususe m~oisted
kokku, mist~ottu sel juhul pole tugeva sidususe ja tugevalt sidusa komponendi m~oiste j�arele
vajadust.
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tippude u ja v vahele uue serva lisamine tekitaks ts�ukli. Kuna arutelu ei s~oltu
tippude u ja v valikust, t�ahendab see, et puusse tekib ts�ukkel mistahes serva
lisamisel.

Programmeerimise seisukohalt pakuvad rohkem huvi juurega puud (ingl
rooted tree). Juurega puu erineb tavalisest selle poolest, et �uht selle tippu ni-
metatakse juureks (ingl root). Joonisel m�argitakse juurtipp m~onikord rasva-
selt, aga sagedamini paigutatakse tipud nii, et juurtipp on teistest k~orgemal,
nagu n�aiteks tipud A, K ja S joonisel 8.4 toodud puudes.

Juurtipu esilet~ostmine muudab puu hierarhiaks. Iga serva otstippudest
on �uks juurele l�ahemal kui teine. Juurele l�ahemat tippu nimetatakse teise
�ulemuseks (ingl parent), kaugemat tippu omakorda tema alluvaks (ingl
child). N�aiteks joonisel 8.4 vasakul toodud puus on tipp B tipu A alluv ja
samal ajal tippude D ja E �ulemus.

Puu tippu, millel on m~oni alluv, nimetatakse s~olmeks (ingl inner node),
alluvateta tippu aga leheks (ingl leaf ). N�aiteks joonisel 8.4 keskel kujutatud
puus on K, M ja N s~olmed, aga L, O, P ja Q lehed.

Puu tippu koos tema k~oigi (nii vahetute kui ka kaugemate) alluvatega
nimetatakse alampuuks (ingl subtree). N�aiteks joonisel 8.4 parempoolses
puus moodustavad alampuu tipud T , V ja W . Muidugi on alampuu ka iga
leht eraldi ja kogu puu tervikuna.

A

B C

D E F

G H

K

L M

N O

P Q
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T U

V W

Joonis 8.4: Kahendpuude n�aiteid

Puud, mille igal s~olmel on maksimaalselt n alluvat, nimetatakse n-puuks.
N�aiteks k~oik joonisel 8.4 kujutatud puud on kahendpuud (ingl binary tree).
Puud, mille k~oigil s~olmedel on sama arv alluvaid, nimetatakse homogeen-

seks. N�aiteks joonisel 8.4 vasakul toodud puu ei ole homogeenne (tippudel
C, D ja F on iga�uhel ainult �uks alluv), aga keskmine ja parempoolne on.

Homogeenset puud, mille k~oik lehed on juurest v~ordsel kaugusel, nime-
tatakse t�aielikuks. Joonisel 8.4 kujutatud puudest pole �ukski t�aielik, kuid
parempoolset nimetatakse kompaktseks � tal puuduvad t�aielikkusest vaid
m~oned lehed alumise tippuderea l~opust.

Kahendpuus on sageli kasulik eristatada, kas alluv on oma �ulemuse vasak
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v~oi parem alluv, isegi juhul kui tegu on ainsa alluvaga. Kahendpuu joonista-
misel paigutatakse vasak alluv oma �ulemusest madalamale ja vasakule, parem
alluv aga vastavalt madalamale ja paremale. Seega on joonisel 8.4 vasakul
kujutatud puus tipp F tipu C parem ja tipp H omakorda tipu F vasak alluv.

8.2 Puualgoritmid

8.2.1 Kahendpuu esitamine arvuti m�alus

Kahendpuud on loomulik hoida rekursiivse struktuurina, kus iga tippu esitab
kirje, milles on v�aljad selle tipu andmetega ja lisaks viidad selle tipu vasakule
ja paremale alluvale. Kui tipul �uht v~oi teist (v~oi ka m~olemat) alluvat pole,
siis on vastavas v�aljas t�uhiviit. Kahendpuu loomuliku esituse n�aide on toodud
joonisel 8.5.

S

T U

V W

⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

Joonis 8.5: Kahendpuu loomulik esitus

Teine v~oimalus on hoida kahendpuud massiivis, nagu n�aidatud joonisel 8.6:
puu juur on massiivi elemendis a1; elemendis ai hoitava tipu alluvad on ele-
mentides a2i ja a2i+1 ning tema �ulemus elemendis abi/2c.

3

Massiiviesitus sobib h�asti t�aielike ja kompaktsete kahendpuude hoidmi-
seks, sest siis t�aidab n-tipuline puu parajasti massiivi elemendid a1...n.

S T U V W
1 2 3 4 5

Joonis 8.6: Kompaktse kahendpuu massiiviesitus

Nagu n�aha ka jooniselt 8.7, j�a�aks mittet�aieliku puu sellisel esitamisel osa
massiivi elemente kasutamata. Esiteks oleks see muidugi asjatu m�alukulu.

3Kirjutis bi/2c t�ahendab, et jagamisel tuleb v~otta jagatise t�aisosa.
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Joonis 8.7: Mittet�aieliku kahendpuu massiiviesitus

Teiseks peaks me siis leidma mingi v~oimaluse neid t�uhje elemente t�ahistada,
et me neid hiljem puu t�o�otlemisel kogemata kasutada ei p�u�uaks. Kuna jooni-
sel n�aidatud nooled on vaid m~ottelised seosed, mitte viidad, ei saa me nende
puhul t�uhiviidaga v~ordlemist kasutada!

8.2.2 Kahendpuu l�abimine

Paljude puu�ulesannete lahendamisel on vaja puu tippe l�abida mingis kind-
las j�arjekorras. Vaatleme n�aiteks sellist �ulesannet: antud puu, mille lehtedes
on arvud; vaja on saada igasse s~olmtippu sellest algavas alampuus olevate
lehtede arvude summa.

Muidugi saame igas s~olmes vajaliku summa leida tema vahetutes alluvates
olevate arvude summana, aga seda ainult eeldusel, et alluvates on vajalikud
summad juba v�alja arvutatud. See t�ahendab, et n~outud summade efektiivseks
arvutamiseks tuleb iga tipu alluvad t�o�odelda enne seda tippu ennast.

Puu niisugust l�abimist nimetatakse l~oppj�arjestuses l�abimiseks (ingl
post-order traversal) ja selle �uldkuju kahendpuude jaoks kirjeldab algoritm 8.1,
mille t�aiendamine summa�ulesande lahenduseks oleks muidugi triviaalne.

Algoritm 8.1 LabiPuuLJ: Kahendpuu l�abimine l~oppj�arjestuses
Sisend: t � viit puu juurele, kus [[t]].v ja [[t]].p on vasak ja parem alampuu

1. kui t 6= ⊥ � t�uhja puu korral pole midagi l�abida

2. LabiPuuLJ([[t]].v) � t�o�otleme vasaku alampuu

3. LabiPuuLJ([[t]].p) � t�o�otleme parema alampuu

4. � siin t�o�otleme tipu [[t]]
5. l~oppkui

Kui summa�ulesandes liikus informatsioon puu l�abimisel �alt �ules� ja selle
lahendamiseks oli vaja alluvad t�o�odelda enne �ulemust, siis paljudes teistes
�ulesannetes liigub informatsioon vastupidi, ��ulalt alla�.

Seda t�u�upi �ulesannete efektiivseks lahendamiseks on sageli mugavaim viis
algoritm 8.2, puu l�abimine eesj�arjestuses (ingl pre-order).
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Algoritm 8.2 LabiPuuEJ: Kahendpuu l�abimine eesj�arjestuses
Sisend: t � viit puu juurele, kus [[t]].v ja [[t]].p on vasak ja parem alampuu

1. kui t 6= ⊥ � t�uhja puu korral pole midagi l�abida

2. � siin t�o�otleme tipu [[t]]
3. LabiPuuEJ([[t]].v) � t�o�otleme vasaku alampuu

4. LabiPuuEJ([[t]].p) � t�o�otleme parema alampuu

5. l~oppkui

Kolmandat klassikalist tehnikat kujutav algoritm 8.3 l�abib kahendpuu tipud
keskj�arjestus (ingl in-order): k~oigepealt vasaku alampuu, siis juurtipu ja
l~opuks parema alampuu. Erinevalt kahest eelmisest on see meetod loomulikul
viisil kasutatav ainult kahendpuude korral, sest �uldisemal juhul pole selge,
millise kahe alluva vahel peaks t�o�otlema alampuu juurtipu.

Algoritm 8.3 LabiPuuKJ: Kahendpuu l�abimine keskj�arjestuses
Sisend: t � viit puu juurele, kus [[t]].v ja [[t]].p on vasak ja parem alampuu

1. kui t 6= ⊥ � t�uhja puu korral pole midagi l�abida

2. LabiPuuKJ([[t]].v) � t�o�otleme vasaku alampuu

3. � siin t�o�otleme tipu [[t]]
4. LabiPuuKJ([[t]].p) � t�o�otleme parema alampuu

5. l~oppkui

Joonis 8.8 illustreerib �uhe kahendpuu l�abimist nende kolme algoritmi poolt:
joonisel vasakul, keskel ja paremal on puu tipud nummerdatud vastavalt
nende ees-, kesk- ja l~oppj�arjestuses l�abimise j�arjekorras.
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Joonis 8.8: Kahendpuu kolm l�abimist
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8.2.3 Kahendotsingu puu

Kahendpuud T nimetatakse kahendotsingu puuks (ingl binary search tree),
ehk l�uhemalt otsingupuuks, kui (a) T on t�uhi v~oi (b.1) vasaku alampuu k~oigi
tippude v�a�artused on juurtipu omast v�aiksemad ja (b.2) parema alampuu
k~oigi tippude v�a�artused juurtipu omast suuremad ja (b.3) kumbki alampuu
on ka ise otsingupuu.4

Mingi v�a�artuse otsimine otsingupuus (algoritm 8.4) on sarnane kahend-
otsinguga j�arjestatud massiivis: igal sammul v~ordleme otsitavat v�a�artust puu
juurtipus olevaga; kui puu tipus olev v�a�artus on otsitavast v�aiksem, v~oime
lisaks juurtipule edasise vaatluse alt v�alja j�atta ka kogu vasaku alampuu, see
t�ahendab j�atkata otsimist paremas alampuus; kui puu juurtipus olev v�a�artus
on otsitavast suurem, v~oime otsimist j�atkata vasakus alampuus.

Algoritm 8.4 OtsiPuus: Otsimine otsingupuus
Sisend: t � viit otsingupuu juurele; x � otsitav v�a�artus
V�aljund: Tagastab leitud kirje, v~oi ⊥, kui x puus ei esine

1. kui t = ⊥
2. tagasta ⊥ � t�uhjas puus ei leia midagi

3. muidukui x < [[t]].x
4. tagasta OtsiPuus([[t]].v, x)
5. muidukui x > [[t]].x
6. tagasta OtsiPuus([[t]].p, x)
7. muidu

8. tagasta t � leidsime otsitava

9. l~oppkui

Elemendi lisamine otsingupuusse (algoritm 8.4) on otsimisega �usna sarnane.
See pole ka kuigi �ullatav, sest algoritmi p~ohiline iva on uuele elemendile
sobiva koha leidmine. Selle k�aigus saame ilma lisat�o�ota tuvastada ka juhu,
kui lisatav v�a�artus puus juba esineb.

4See de�nitsioon eeldab, et puus ei ole korduvaid v�a�artusi. Sellest eeldusest loobumisel
peame t�apsustama, kuidas me korduvaid v�a�artusi hoida tahame, ja muidugi ka j�argnevaid
algoritme vastavalt t�aiendama.
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Algoritm 8.5 LisaPuusse: Lisamine otsingupuusse
Sisend: t � viit otsingupuu juurele; x � lisatav v�a�artus
V�aljund: Lisab v�a�artuse x puusse, kui see seal juba ei esine

1. kui t = ⊥
2. tee-uus t � t�uhi puu, lisame uue lehe

3. [[t]].x← x

4. [[t]].v ← ⊥; [[t]].p← ⊥
5. muidukui x < [[t]].x
6. LisaPuusse([[t]].v, x)
7. muidukui x > [[t]].x
8. LisaPuusse([[t]].p, x)
9. muidu

� v�a�artus juba on puus, pole midagi teha

10. l~oppkui

Pole raske n�aha, et m~olema algoritmi keerukus on v~ordeline leitud v~oi lisa-
tud tipu kaugusega puu juurtipust � just nii palju kordi tuleb kummaski
algoritmis teha rekursiivseid p�o�ordumisi iseenda poole. Parimal juhul, kui
t�o�odeldav puu on t�aielik kahendpuu, on k-kihilises puus kokku n = 2k − 1
tippu ja n-elemendilise andmehulga t�o�otlemiseks kuluvad O(k) = O(log n)
sammu on sel juhul koosk~olas juba varem viidatud kahendotsimise analoo-
giaga. Paraku kehtib see analoogia ainult selliste puude korral, mille iga tipu
vasak ja parem alampuu on ligikaudu sama suured (sellisel juhul �utleme, et
puu on tasakaalus).

Ilma spetsiaalseid pingutusi tegemata ei saa me �uldjuhul eeldada, et meie
otsingupuud tasakaalus p�usivad. N�aiteks elementide kasvavas v~oi kahanevas
j�arjekorras lisamisel saame tasakaalustatud puu asemel hoopis ahela, milles
nii otsimine kui ka lisamine taanduvad lineaarseks ja v~otavad O(log n) asemel
O(n) operatsiooni.

Selleks, et otsingupuud t�o�o k�aigus jooksvalt tasakaalus hoida (ja seda
piisavalt efektiivselt teha), on v�alja m~oeldud mitmeid kavalaid v~otteid. Tun-
tumad neist on AVL-puud (ingl AVL-tree) ja puna-mustad puud (ingl
red-black tree). Nende algoritmide detailne kirjeldus on aga k�aesoleva mater-
jali jaoks natuke liiga pikk.
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Antud v�a�artuse x eemaldamine otsingupuust on veidi keerulisem kui otsi-
mine v~oi lisamine. Kui me oleme eemaldatavat v�a�artust sisaldava tipu puust
�ules leidnud, on p~ohim~otteliselt kolm v~oimalust:

• x asub lehes (n�aiteks x = 9, joonisel 8.9 vasakul); siis v~oime selle lehe
lihtsalt puust eemaldada;

• x asub �uhe alluvaga s~olmes (x = 4, joonisel keskel); siis v~oime s~olme
puust eemaldada ja tema ainsa alluva tema asemele panna (on lihtne
veenduda, et puu j�a�ab endiselt otsingupuuks);

• x asub kahe alluvaga s~olmes (x = 5, joonisel paremal); siis ei saa me
seda s~olme puust lihtsalt eemaldada, sest kahe vabaks j�a�ava alluva hoid-
miseks pole eemaldatava tipu �ulemusel vabu viitasid; selle asemel leiame
puust minimaalse eemaldatavast v�a�artusest suurema v�a�artuse x′ (n�aites
x′ = 6), asendame eemaldatava v�a�artuse x tema asukohas v�a�artusega
x′ ja eemaldame selle asemel x′ tema endisest asukohast (on lihtne
veenduda, et puu j�a�ab endiselt otsingupuuks; lisaks on lihtne veendu-
da, et x′ ei saa asuda kahe alluvaga s~olmes, seega tema kustutamiseks
pole enam vaja suuruselt j�argmist elementi otsida; algoritmi ~oigsuse
seisukohalt pole viimane ajaolu oluline).
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Joonis 8.9: Elemendi eemaldamine otsingupuust
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Algoritm 8.6 EemaldaPuust: Eemaldamine otsingupuust
Sisend: t � viit otsingupuu juurele; x � eemaldatav v�a�artus
V�aljund: Eemaldab v�a�artuse x puust, kui see seal esineb

1. kui t = ⊥
� t�uhi puu, pole midagi teha

2. muidukui x < [[t]].x
3. EemaldaPuust([[t]].v, x)
4. muidukui x > [[t]].x
5. EemaldaPuust([[t]].p, x)
6. muidu � vaja on eemaldada tipp t

7. kui [[t]].p = ⊥
8. t′ ← t; t← [[t]].v � haagime t puust lahti

9. kustuta t′ � ja kustutame m�alust

10. muidu

11. [[t]].x←Minimaalne([[t]].p) � asendame naaberv�a�artusega

12. EemaldaPuust([[t]].p, [[t]].x) � ja eemaldame vana eksemplari

13. l~oppkui

14. l~oppkui

Algoritm 8.7 Minimaalne: Leiab otsingupuust minimaalse v�a�artuse
Sisend: t � viit otsingupuu juurele, ei v~oi olla ⊥

1. kui [[t]].v = ⊥
2. tagasta [[t]].x
3. muidu

4. tagasta Minimaalne([[t]].v)
5. l~oppkui

Teema l~opetuseks v~oiks veel m�arkida, et otsingupuu l�abimisel keskj�arjestuses
k�ulastame selle tippe nende v�a�artuste kasvamise j�arjekorras. See omadus
j�areldub �usna lihtsalt otsingupuu de�nitsioonist.

8.2.4 Kahendkuhi

Puud nimetatakse kuhjaks (ingl heap), kui tema �uhegi tipu v�a�artus ei �uleta
selle tipu vahetu �ulemuse v�a�artust. Kahendpuud, mis on samal ajal ka kuhi,
nimetatakse muidugi kahendkuhjaks.

Vahetult kuhja de�nitsioonist j�areldub, et mistahes kuhjas peab maksi-
maalse v�a�artusega element asuma juurtipus. See t�ahelepanek ongi aluseks, et
konstrueerida kahendkuhjal p~ohinev andmestruktuur, millesse saab efektiiv-
selt andmeid juurde lisada ja suvalisel hetkel kiiresti leida parasjagu kuhjas
olevate elementide maksimumi.
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Kuhja selliseks kasutamiseks on otstarbekas hoida kuhja elemente kom-
paktse kahendpuu massiiviesitusena. Uue elemendi lisamisel kuhja lisame
selle k~oigepealt massiivi l~oppu (mis selle massiivi puuna t~olgendamise termi-
nites t�ahendab, et me lisame puule uue lehe; joonisel 8.10 vasakul). Muidugi
v~oib juhtuda, et uus leht ei rahulda kuhja tingimust.

3

4

5

6

7

8

9

. . . . . .

. . . . . .

3

4

5

6

7

8

9

. . . . . .

. . . . . .

3

4

5 6

7

8

9

. . . . . .

. . . . . .

3

4

5 6

7

8

9

. . . . . .

. . . . . .

Joonis 8.10: Elemendi lisamine kahendkuhja

Kuhja taastamiseks hakkame lisatud elementi puus �ulespoole nihutama. Kui
uus leht on oma �ulemusest suurem, siis v~oime need kaks lelementi lihtsalt
omavahel vahetada � siis on kuhja omadus v�ahemalt selles paaris taas rahul-
datud. Kui vastlisatud element on suurem ka oma uuest �ulemusest, vahetame
ta veelkord �ulespoole � nii j�atkame, kuni �uhel hetkel j~ouame piisavalt suure
�ulemuseni v~oi kuni uus element j~ouab puu juurtippu.

Ei tohiks olla raske veenduda, et kui esialgne puu oli kuhi, siis on seda ka
uue elemendi �ules viimisel saadud puu.

Algoritm 8.8 ViiUles: Viib kahendkuhja lisatud lehe selle ~oigele kohale
Sisend: a1...n � puu massiiviesitus, kus a1...n−1 moodustavad kuhja
V�aljund: an viidud kuhjas oma ~oigele kohale

1. i← n

2. senikui i > 1
� invariant: a1..n miinus ai alampuu on kuhi ∧ ai alampuu on kuhi

3. k ← bi/2c
4. kui ak < ai

5. ai ↔ ak � ai on oma �ulemusest suurem, t~orjub selle allapoole

6. l~oppkui

7. i← k

8. l~oppsenikui

Kuhjast maksimaalse elemendi v�aljav~otmisel tekib samasugune probleem na-
gu otsingupuust elemendi eemaldamisel � me ei saa eemaldatud elemendi
kohta t�uhjaks j�atta. Esimene m~ote � tuua juurtipu uueks v�a�artuseks tema
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kahest alluvast suurem � ei ole pikas perspektiivis hea lahendus, sest siis v~oib
uus vaba koht puu lehtede hulgas tekkida �uksk~oik kuhu ja j�argmisel lisamisel
on raske seda leida.

Selleks, et vaba koht j�a�aks kindlasti puu massiiviesituse l~oppu, toome puu
juurtipu uueks v�a�artuseks justnimelt massiivi viimase elemendi (ja selle koht
omakorda j�a�ab vabaks; joonisel 8.11 vasakul). Kuna see on puu leht ja seega
�usna v�aikese v�a�artusega, on t~oen�aoline, et sellega saab j�alle puu kuhjaomadus
rikutud.
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Joonis 8.11: Elemendi eemaldamine kahendkuhjast

Kuhja taastamiseks hakkame n�u�ud vastset juurtipu kuhjas allapoole viima:
igal sammul valime uue elemendi ja tema alluvate hulgast maksimaalse ning
t~ostame selle lokaalseks �ulemuseks. Nagu elemendi �ules viimisel, j�argneme ka
seekord vahetuse korral uuele elemendile ja j�atkame v~ordlemist ja vahetamist,
kuni puu on taas kuhi.

Algoritm 8.9 ViiAlla: Viib kahendkuhja lisatud juure selle ~oigele kohale
Sisend: a1...n � puu massiiviesitus, kus a2...n moodustavad kaks kuhja
V�aljund: a1 viidud kuhjas oma ~oigele kohale

1. i← 1
2. senikui i < n

� invariant: a1...i on kuhi ∧ ai alampuu oleks kuhi, kui ai oleks ∞
3. k ← i

4. kui 2 · i ≤ n ∧ a2·i > ak

5. k ← 2 · i
6. l~oppkui

7. kui 2 · i + 1 ≤ n ∧ a2·i+1 > ak

8. k ← 2 · i + 1
9. l~oppkui

10. kui k > i

11. ai ↔ ak � ai on oma alluvast v�aiksem, see t~orjub ta allapoole

12. l~oppkui
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13. i← k

14. l~oppsenikui

Kahe eeltoodud v~otte kombineerimisel saame efektiivse algoritmi massiivide
sortimiseks: k~oigepealt muudame massiivi kuhjaks, �lisades� selle elemente
j�arjest kuhja, mida hoiame sama massiivi algusosas; seej�arel v~otame kuhjast
maksimaalse elemendi, taastame kuhja, v~otame allesj�a�anutest maksimaalse,
taastame uuesti kuhja, ja nii edasi, kuni olemegi k~oik elemendid j�arjestanud.

Algoritm 8.10 KuhjaSort

Sisend: a1...n � t�o�odeldav massiiv
V�aljund: a1...n � v�a�artused vahetatud nii, et ∀i < n : ai ≤ ai+1

� muudame massiivi kuhjaks

1. korda i← 1 . . . n

� invariant: a1...i−1 juba on kuhi

2. ViiUles(a1...i)
3. l~oppkorda

� muudame kuhja j�arjestatud massiiviks

4. korda i← n . . . 1
� invariant: a1...i on kuhi

5. ai ↔ a1

6. ViiAlla(a1...i−1)
� vahetingimus: ai ≤ ai+1 ≤ . . . ≤ an

7. l~oppkorda

Kuna n-tipulises kompaktses puus v~oib element nii �ules kui alla liikuda
�ulimalt O(log n) sammu, saame kummagi korduse ajalise keerukuse hinnan-
guks O(n log n).

8.3 Graa�algoritmid

8.3.1 Graa� esitamine arvuti m�alus

Kaks t�ahtsamat v~otet graa�de esitamiseks arvuti m�alus on naabrusmaatriks
ja kaareloendid. M~olemad v~otted sobivad paremini orienteeritud graa�de esi-
tamiseks. Orienteerimata servi esitatakse tavaliselt kahe vastassuunalise kaa-
rena. See t�ahendab, et iga serva {v1, v2} asemel pannakse graa� kaks kaart
(v1, v2) ja (v2, v1). Kui pidada silmas ainult graa� �uhelt tipult teisele liikumise
v~oimalikkust, siis ei muuda selline asendus midagi. Kui aga m~ones �ulesandes
on vaja servi graa�st eemaldada v~oi v�altida sama serva korduvat l�abimist,
tuleb sellised paariskaared kuidagi eraldi t�ahistada.
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Graa� G naabrusmaatriks (ingl adjacency matrix ) on ruutmaatriks,
milles on �uks rida ja �uks veerg graa� G iga tipu kohta. Tipule v1 vastava rea
ja tipule v2 vastava veeru ristumiskohas on info kaare (v1, v2) kohta.

Sellist maatriksit on k~oige mugavam hoida 2-m~o~otmelise massiivina. Liht-
saimal juhul on massiivi elemendid t~oev�a�artused v~oi t�aisarvud, ning kaare
olemasolu t�ahistab siis v�a�artus 1 ja selle puudumist v�a�artus 0 massiivi vasta-
vas elemendis (nagu n�aha joonisel 8.12 toodud n�aites). Vajadusel v~oib luua
ka massiivi, mille elemendid on keerukamad kirjed, ja hoida iga kaare kohta
rohkem andmeid.

T�aielikult orienteerimata graa� puhul kasutatakse naabrusmaatriksi ase-
mel m~onikord �naabruskolmnurka� � maatriksist on kasutusel ainult selle
peadiagonaali kohal olev osa. Kuna orienteerimata graa� naabrusmaatriks
on alati peadiagonaali suhtes s�ummeetriline, siis pole sel juhul diagonaali
alla j�a�ava osa andmetega t�aitmine vajalik.

A B

CD

A B C D
A 0 1 0 1
B 1 0 1 1
C 0 0 0 1
D 0 1 1 0

Joonis 8.12: Segagraaf ja tema naabrusmaatriks

Graa� esitus kaareloenditena (ingl adjacency-lists representation) annab
iga tipu kohta sellest tipust v�aljuvate servade loetelu.

Selliseid loetelusid on tavaliselt mugav hoida lihtahelates, ja kogu graa�
esitus koosneb siis massiivist v~oi ahelast, milles on �uks element graa� iga
tipu kohta. Lisaks otseselt tipu enda andmetele sisaldab see element ka viita
tipust v�aljuvate servade loetelule (nagu n�aha joonisel 8.13 toodud n�aites), ja
iga serva element omakorda viitab mingil viisil selle serva l~opptipule.

A B

CD

A → (B)
B → (A, D)
C → (B, D)
D → (A, B, C)

Joonis 8.13: Segagraaf ja tema kaareloendid

Kaareloendeid on parem kasutada sellistes algoritmides, kus on vaja kiiresti
leida k~oik antud tipust v�aljuvad kaared (v~oi k~oik tipud, kuhu antud tipust
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edasi liikuda saab). Naabrusmaatriksid on t~ohusamad algoritmides, kus on
vaja kiiresti kontrollida, kas kahe antud tipu vahel on kaar v~oi mitte.

M�alukasutuse seisukohalt on naabrusmaatriksid efektiivsemad tihedate ja
kaareloendid h~oredate graa�de esitamisel.5

8.3.2 Graa� l�abimine laiuti

Nagu puude korral, nii on ka paljude graa��ulesannete lahenduse v~oti graa�
tippude (ja servade) ~oiges j�arjekorras l�abimises. Sageli osutub selleks ~oigeks
j�arjekorraks graa� l�abimine laiuti (ingl breadth-�rst search).

Laiuti l�abimine (algoritm 8.11) algab mingist l�ahtetipust (joonisel 8.14
tipp A) ja vaatleb juba leitud tippudest v�aljuvaid servi v~oi kaari, et lei-
da uusi, seni avastamata tippe.6 Uusi tippe t�o�odeldakse nende avastami-
se j�arjekorras, seet~ottu moodustavad avastatud, aga veel t�o�otlemata tipud
(algoritmis j�arjekorra Q sisu, joonisel t�ahistatud helehalliga) l�ahtetipu �umber
omamoodi �laineharja� v~oi �rindejoone�, mis sellest igas suunas v~ordse kiiru-
sega eemaldub. Viimase asjaolu j�argi ongi laiuti l�abimine oma nime saanud.

Algoritm 8.11 LabiGraafL: L�abib graa� laiuti, alustades antud tipust
Sisend: graaf G; l�ahtetipp v0 ∈ V (G)
Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutuja v.olek; tippude j�arjekord Q

1. korda v ∈ V (G) � k~oik V tipud

2. v.olek ← valge

3. l~oppkorda

4. Q← v0; v0.olek ← hall

5. senikui Q 6= ∅ � j�arjekord pole t�uhi

6. v ← Q � v~otame j�arjekorra esimese elemendi

7. korda w ∈ V (v) � k~oik v naabertipud

8. kui w.olek = valge � uus tipp

9. Q← w; w.olek ← hall

10. l~oppkui

11. l~oppkorda

12. v.olek ← must � v t�o�odeldud

13. l~oppsenikui

5Tihedaks (ingl dense) nimetatakse graa�, mille mille tipupaaridest enamik on oma-
vahel �uhendatud. H~oredaks (ingl sparse) nimetatakse graa�, mille tipupaaridest enamik
on omavahel �uhendamata.

6Siin ja ka j�argnevates n�aidetes eeldame, et igast tipust v�aljuvaid servi vaadeldakse
naabertippude nimede t�ahestikulises j�arjekorras. Algoritmid t�o�otavad ~oigesti ka ilma selle
eelduseta, aga n�aited tuleks teise l�abivaatusj�arjekorra puhul veidi erinevad.
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8.3.3 L�uhima tee leidmine

Sidusa graa� laiuti l�abimisel tippude avastamiseks kasutatud servad (jooni-
sel 8.14 m�argitud paksema joonega) moodustavad selle graa� toesepuu (ingl
spanning tree) � puu, mille tippude hulk langeb kokku graa� G tippude hul-
gaga ja mille servade hulk on graa� servade hulga alamhulk.

Graa�l v~oib olla mitmeid erinevaid toesepuid, kuid just laiuti l�abimisel
saadud toesepuu kasulik omadus on, et igast tipust m�o�oda sellesse puusse
kuuluvaid servi l�ahtetippu viiv tee ongi minimaalse v~oimaliku pikkusega, kui
me loeme tee pikkuseks sellele j�a�avate servade arvu. Seega on graa�s l�uhimate
teede leidmiseks vaja laiuti l�abimist vaid minimaalselt modi�tseerida.

Algoritm 8.12 LyhTeed: Leiab l�uhimad teed, alustades antud tipust
Sisend: graaf G; l�ahtetipp v0 ∈ V (G)
Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutujad v.kaug ja v.eelm;

tippude j�arjekord Q

1. korda v ∈ V (G) � k~oik V tipud

2. v.kaug ←∞
3. l~oppkorda

4. Q← v0; v0.kaug ← 0; v0.eelm← ⊥
5. senikui Q 6= ∅ � j�arjekord pole t�uhi

6. v ← Q � v~otame j�arjekorra esimese elemendi

7. korda w ∈ V (v) � k~oik v naabertipud

8. kui w.kaug =∞ � uus tipp

9. Q← w; w.kaug ← v.kaug + 1; w.eelm← v

10. l~oppkui

11. l~oppkorda

12. l~oppsenikui

Algoritmi 8.12 ~oigsuse p~ohjendamiseks paneme t�ahele, et

• l�abimise algatamine real 4 on ilmselt ~oige, sest l�ahtetipu v0 kaugus
iseendast on 0;

• real 5 algav kordus t�o�otleb graa� tippe nende l�ahtetipust kaugenemi-
se j�arjekorras; t�apsemalt, k~oik tipud, mille kaugus l�ahtetipust on k
t�o�odeldakse enne kui �ukski tipp, mille kaugus on k + 1;

• viitade vk.eelm = vk−1, vk−1.eelm = vk−2, . . . , v1.eelm = v0 poolt
n�aidatav tee mistahes tipust vk l�ahtetippu v0 on minimaalse sammude
arvuga; kui see nii ei oleks, siis peaks sellel teel leiduma tipp vi, mille
viit vi.eelm osutab tipule vi−1 ja millel on olemas ka naaber vj, mille
kaugus l�ahtetipust on v�aiksem kui i − 1; siis aga oleks vj t�o�odeldud
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enne kui vi−1 ja tipp vi avastatud serva {vj, vi} kaudu; kuna seda ei
juhtunud, siis j�arelikult sellist tippu vj ei ole, ja leitud tee ongi l�uhim
v~oimalik.

Kuna algoritm t�o�otleb graa� G iga tippu t�apselt �uhe korra ja vaatleb iga
serva t�apselt kaks korda, siis kulub N tipu ja M servaga graa� t�o�otlemiseks
kokku O(N + M) operatsiooni.

Selle algoritmi t�o�od illustreerib joonis 8.15, kus tippudele on m�argitud
nende kaugused l�ahtetipust ja nooled osutavad igast tipust tema �ulemusele
toesepuus.

Teema l~opetuseks v~oiks veel m�arkida, et algoritmi 8.12 on v~oimalik �uldis-
tada ka juhule, kui graa� servadele on antud mittenegatiivsed kaalud ja tee
pikkuseks loetakse mitte teel olevate servade arvu, vaid nende kaalude sum-
mat. Seda �uldistust tuntakse autori j�argi Dijkstra algoritmi nime all, aga
selle t�apsemaks kirjeldamiseks ja p~ohjendamiseks ei j�atku siinkohal ruumi.

8.3.4 Graa� l�abimine s�ugavuti

Laiuti l�abimise k~orval on teine t�ahtsam viis graa� t�o�otlemiseks selle l�abimine

s�ugavuti (ingl depth-�rst search). Sarnaselt laiuti l�abimisega algab ka s�uga-
vuti l�abimine (algoritmid 8.13 ja 8.14) mingist l�ahtetipust ja vaatleb uute
tippude leidmiseks juba avastatud tippudest v�aljuvaid servi v~oi kaari. Erine-
vus seisneb selles, et iga uue tipu avastamisel t�o�odeldakse sellest tipust algav
�haru� enne j�argmise juurde asumist l~opuni.

Algoritm 8.13 LabiGraafS: L�abib graa� s�ugavuti, alustades antud tipust
Sisend: graaf G; l�ahtetipp v0 ∈ V (G)
Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutuja v.olek, v.alust, v.lopet;

globaalne loendur t

1. korda v ∈ V (G) � k~oik V tipud

2. v.olek ← valge

3. l~oppkorda

4. t← 0
5. TootleTippS(v0)

Algoritm 8.14 TootleTippS: L�abib s�ugavuti antud tipu �alampuu�
Sisend: v ∈ V (G)

1. v.olek ← hall; t← t + 1; v.alust← t � v t�o�otlemise algus

2. korda w ∈ V (v) � k~oik v naabertipud

3. kui w.olek = valge � uus tipp

4. TootleTippS(w)
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5. l~oppkui

6. l~oppkorda

7. v.olek ← must; t← t + 1; v.lopet← t � v t�o�otlemise l~opp

Sarnaselt laiuti l�abimisega eraldab ka s�ugavuti l�abimine t�o�odeldavast graa-
�st toesepuu, aga see puu hoopis teise kujuga (vrdl jooniseid 8.14 ja 8.16).
Sarnaselt laiuti l�abimisega on ka s�ugavuti l�abimise keerukus O(N + M).

8.3.5 Topoloogiline sorteerimine

Paljudes s�ugavuti l�abimisel p~ohinevates algoritmides on kasulik t�ahele panna
iga tipu t�o�otlemise alguse (algoritmi 8.14 rida 1) ja l~opu (rida 7) aega. Nende
aegade omavahelised suhted erinevate tippude vahel on tihedalt seotud graa�
l�abimise k�aigus eraldatava toesepuu struktuuriga.

�Uks �ulesandeid, mille lahendamisel tippude l�abimise aegade v~ordlemi-
ne kasuks tuleb, on suunatud graa� tippude sorteerimine topoloogilisse

j�arjekorda (ingl topological order). Topoloogiliseks nimetatakse graa� tip-
pude j�arjestust, mille korral k~oik kaared osutavad j�arjekorras eespool olevatelt
tippudelt tagapool olevatele, aga mitte kunagi vastupidi.

Topoloogilist sorteerimist on vaja n�aiteks �uksteisest s~oltuvate t�o�ode j�arje-
korra planeerimisel: kui me esitame iga t�o�o graa� tipuna ja t~ombame igasse
tippu kaared k~oigist neist, mis peavad enne selle t�o�o alustamist tehtud olema,
siis saame t�oid topoloogilises j�arjekorras ette v~ottes k~oik ~oigesti tehtud.

Algoritm 8.15 TopoSort: Leiab suunatud graa�s topoloogilise j�arjestuse
Sisend: graaf G
Abimuutujad: G iga tipu v jaoks abimuutuja v.olek; tippude magasin S

1. korda v ∈ V (G) � k~oik V tipud

2. v.olek ← valge

3. l~oppkorda

4. S ← ∅
5. korda v ∈ V (G) � k~oik V tipud

6. kui v.olek = valge � uus juurtipp

7. TopoTipp(w)
8. l~oppkui

9. l~oppkorda

10. senikui S 6= ∅ � magasin pole t�uhi

11. v ← S � v~otame magasini tipmise elemendi

12. v�aljasta v

13. l~oppsenikui
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Algoritm 8.16 TopoTipp: L�abib s�ugavuti antud tipu �alampuu�
Sisend: v ∈ V (G)

1. v.olek ← hall

2. korda w ∈ V (v) � k~oik v naabertipud

3. kui w.olek = valge � uus tipp

4. TopoTipp(w)
5. l~oppkui

6. l~oppkorda

7. v.olek ← must; S ← v � t�o�odeldud tipp magasini

Algoritmi 8.15 ~oigsuse p~ohjendamiseks tuleb t�ahele panna, et

• v�aljakutse TopoTipp(v) t�o�otleb k~oik need tipud, mis on tipust v graa�
servi (v~oi kaari) pidi liikudes saavutatavad ja mis veel ei ole t�o�odeldud;

• seega on v�aljakutse TopoTipp(v) t�aitmise l~opuks t�o�odeldud k~oik need
tipud, mis ei tohi topoloogilises j�arjestuses tipust v eespool olla;

• seega tuleks topoloogilise j�arjestuse saamiseks tipud v�aljastada nende
t�o�otlemise l~opuaegade kahanemise j�arjekorras;

• seda aga TopoSort teebki, kuna TopoTipp v�aljakutsed panevad ti-
pud nende t�o�otlemise l~oppedes magasini ja TopoSort v�aljastab nad
magasinist v�aljav~otmise j�arjekorras (mis vastavalt magasini de�nitsioo-
nile on vastupidine nende magasini panemise j�arjekorrale.

Algoritmi 8.15 t�o�od illustreerib joonis 8.17.
Muidugi ei saa topoloogiliselt j�arjestada graa�, milles on ts�uklid. N�aiteks

graa�s G = (V, E), kus V = {A, B, C} ja E = {(A, B), (B, C), (C, A)}, ei
saa �ukski tipp ei saa olla topoloogilises j�arjekorras esimene. Osutub, et efek-
tiivne viis graa� ts�uklilisuse kontrollimiseks ongi p�u�uda teda topoloogiliselt
sorteerida ja kontrollida, et selle k�aigus vastuolu ei teki.
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Joonis 8.14: Graa� l�abimine laiuti
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Joonis 8.15: L�uhimate teede leidmine graa�s
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Joonis 8.16: Graa� l�abimine s�ugavuti
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Joonis 8.17: Graa� topoloogiline sorteerimine
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�Ulesanded

�Ulesanne 8.1 Kirjutada alamprogramm TrykiPuu, mis saab kahendpuu
loomuliku esituse ja v�aljastab suluavaldise, mis sobib selle puu uuesti sisse-
lugemiseks n�aidete hulgas toodud alamprogrammi LoePuu abil. (Vihje: mil-
lises j�arjekorras peavad puu tipud selles suluavaldises olema?)

�Ulesanne 8.2 Koostada algoritm ja kirjutada programm loomulikus esitu-
ses antud kahendpuu tippude l�abimiseks �s�ugavuse j�arjekorras�: k~oigepealt
juurtipp, siis selle vahetud alluvad, siis nende vahetud alluvad jne. N�aiteks
k~oigis kolmes joonisel 8.4 toodud puus tuleks tipud l�abida nende m�argendite
t�ahestikulises j�arjekorras.

�Ulesanne 8.3 Koostada algoritm, mis leiab naabrusmaatriksina antud suu-
natud graa� iga tipu jaoks temast v�aljuvate ja temasse sisenevate kaarte arvu.
Milline on selle algoritmi t�o�oaeg N tipu ja M servaga graa� t�o�otlemisel?

Kohandada see algoritm kaareloenditena antud graa�le. Milline on tema
t�o�oaeg n�u�ud?

�Ulesanne 8.4 Koostada laiuti l�abimisel p~ohinev algoritm ja kirjutada sel-
le alusel programm, mis leiab naabrusmaatriksina antud suunamata graa�
sidususkomponendid. Vastusena v�aljastada komponentide arv ja igasse kom-
ponenti kuuluvate tippude loetelu.

�Ulesanne 8.5 Millise tulemuse annab algoritmi 8.15 rakendamine suunatud
graa�le, milles on ts�ukkel? T�aiendada ~oppematerjali lisas toodud programmi
TopoSort nii, et ts�ukleid sisaldava graa� t�o�otlemisel oleks tulemuseks asja-
kohane veateade.
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Kirjandus

K~oik eelmises peat�ukis viidatud materjalid k�asitlevad v�ahemalt mingil m�a�a-
ral ka mittelineaarseid struktuure. Samuti v~oib puude ja graa�dega seotud
peat�ukke leida paljudest kombinatoorika~opikutest, sealhulgas ka k�aesoleva
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Kokkuv~otteks

~Oppematerjaliga l~opule j~oudnud lugejale tahaksin �oelda kahte asja.
Esiteks, �ara on tehtud p�aris suur hulk t�o�od; muidugi v�a�arivad kiitust eriti

need, kes on lisaks teksti lugemisele ka k~oik �ulesanded �ara lahendanud.
Ja teiseks, kindlasti ei maksa arvata, et sellega ongi kogu programmeeri-

mine selge. Informaatika on v�aga lai valdkond ja areneb meeletu kiirusega.
Kindlasti ei j~oua keegi seda t�aielikult omandada, aga sellele vaatamata peab
vormis p�usimiseks ennast pidavalt arendama.

Selleks soovin k~oigile j~oudu, p�usivust ja vastuv~otlikku meelt.
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