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Arvutite voimest tiita miljoneid késke sekundis oleks iisna vahe kasu, kui
iga késk tuleks eraldi vilja kirjutada — sellise lihenemise korral jatkuks kogu
maailma programmeerijatest vaevalt mone tdnapievase protsessori joudluse
arakasutamiseks. Kédesolevas peatiikis vaatleme korduslauseid, mille abil on
voimalik {iht programmildiku téita kuitahes palju kordi ja seega liihikese
programmi abil viga suur hulk t66d &dra teha.

3.1 Korduslause moiste

Kordus- ehk iteratsiooni- ehk silmuselause (ingl loop statement) koige
levinum kuju on

senikui ¢
kdsud
18ppsenikui

Rida senikui ¢ nimetatakse selle korduse paiseks ja 16iku kdsud korduse
kehaks. Kui péises olev tingimus ¢ kehtib, tdidetakse korduse kehas olevad
kidsud ja poordutakse seejirel tagasi péise juurde. Kui tingimus ikka veel
kehtib, taidetakse uuesti kdsud jne, kuni iikskord saabub hetk, kui ¢ enam ei
kehti. Siis jatkub algoritmi tditmine 18ppsenikui jérel olevast lausest.

Edasise jaoks on kasulik tdhele panna, et vastavalt definitsioonile on eel-
toodud korduslause samavééirne (I6pmatu) konstruktsiooniga

kui t
kdsud
kui ¢
kdsud
kui ¢
kasud
13ppkui
13ppkui
16ppkui

3.1.1 Korduse invariant

Korduslauset sisaldava algoritmi vahetingimuste leidmiseks p6orame koige-
pealt tdhelepanu sellele, et korduse kehas olevate kéiskude tiitmise jarel voib
juhtuda, et kohe hakatakse neidsamu késke uuesti tditma. Seega on korduse
keha iihe tditmise jareltingimus iihtlasi ka sellesama korduse keha jargmise
tditmise eeltingimus (tdpsemalt kiill selle osa).
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Seda korduse keha eel- ja jareltingimuse iihisosa nimetataksegi korduse
invariandiks (ingl loop invariant), vahel ka tsiikli invariandiks.

Selleks, et vajalik eeltingimus oleks tdidetud ka korduse keha esimesel
labimisel, peab invariant kehtima ka vahetult enne korduslauset. Algoritmi
samme, mis selle tagavad, nimetatakse korduse algatamiseks (ingl loop
ingtiation).

Seega on korduslausega seotud vahetingimused

korduse algatamine
— vahetingimus: p
senikui ¢
— vahetingimus: p At
korduse keha
— vahetingimus: p
13ppsenikui
— vahetingimus: p A =t

(kus p on muidugi selle korduse invariant).

Korduslause koostamist on kasulik alustada just selle invariandi leidmi-
sest. Vaatleme néitena n-elemendilise arvumassiivi a; _,, elementide summee-
rimist nii, et korduse 16puks oleks summa muutujas s.

Milline vGiks olla selle korduse invariant? Ilmselt on meil summeerimise
ajal osa elemente juba kokku liidetud ja osa veel liitmata. Koige lihtsam on
alustada summeerimist massiivi iihest otsast, siis saame juba liidetud ja veel
liitmata elementide iile pidada arvet iiheainsa abimuutuja i abil, mis osutab
viimasena summasse liidetud elemendi positsiooni ehk jargmisena liidetavale
elemendile eelnevat positsiooni.

Korduse invariant oleks seega s = a; + as + ... + a; ja selle sdilitamiseks
peame iga jirjekordse elemendi summasse liitmisel edasi nihutama ka jarje-
hoidjat, see tdhendab suurendama 7 vaartust.

Millised tegevused sobivad sellise korduse algatamiseks? Loomulik on
alustada seisust, kus iikski element pole veel summasse liidetud; ka ¢ peab
siis olema 0 — jargmisena liildame summasse jada esimese elemendi a;.

Kui kaua tuleks sellist kordust tdita? Ilmselt seni, kuni on veel liitmata
elemente, ehk siis seni, kuni kehtib 7 < n.

Seega otsitav kordus (koos algatamisega) voiks olla

10

5«0

senikui 7 < n
1+—1+1
S« s+ a

13ppsenikui
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3.1.2 Korduse osaline Gigsus

Korduse osalise Gigsuse (ingl partial correctness) toestamiseks on vaja toes-
tada

e korduse algatamise digsus: on vaja ndidata, et korduse algatamise kdsud
tagavad korduse invariandi p kehtivuse vahetult korduslause taitmise
eel;

e korduse invariandi sdilimine: on vaja nédidata, et eeltingimuse p At keh-
timisest korduse keha tditmise eel jireldub invariandi p kehtimine kor-
duse keha téiitmise jirel;

e korduse jareltingimuse kehtimine: on vaja ndidata, et korduslause t66
16ppedes kehtivast vahetingimusest p A =t jareldub algoritmi jargmise
sammu tocks vajalik eeltingimus.

Massiivi summeerimise néite jaoks jiareldub koigi kolme noutud tingimuse
taidetus vahetult eelmise 16igu arutelust, millega me invariandi ja korduse
tingimuse valisime.

3.1.3 Korduse taielik oigsus

Erinevalt teistest senivaadeldud juhtkonstruktsioonidest (jarjend ja valik) po-
le korduse kasutamisel alati garanteeritud selle t66 16ppemine.

Naiteks massiivi summeerimiseks leitud korduslause kehast molema omis-
tamise eemaldamisel (korduse kehaks jadb tiihi késk) saame korduse, mis
rahuldab kiill koiki osalise Gigsuse noudeid, kuid ei I6peta t66d, kui n > 0.

Algoritmi osalise digsuse moiste tdhendabki seda, et algoritm annab t66
I6ppedes alati dige vastuse, kuid voib monede sisendandmete korral I6pma-
tuseni toole jadda.

Algoritmi téieliku Gigsuse (ingl full correctness) toestamiseks on vaja
toestada

e algoritmi osaline Gigsus: on vaja néidata, et kui see algoritm oma t66
Iopetab, on ta saavutanud ndutud tulemuse (formaalselt viljendub see
jareltingimuse kehtimises);

e algoritmi peatumine: on vaja niidata, et algoritm ISpetab oma t66
mistahes korrektsete (eeltingimust rahuldavate) sisendandmete korral.

Tasub mérkida, et esimeses peatiikis toodud iildkujuga algoritmi Gigsuse toes-
tus vastab algoritmi osalisele digsusele. Algoritmi téieliku Gigsuse toestami-
seks on lisaks vaja néidata, et algoritmi iga samm 1opetab oma t566.
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3.1.4 Korduse variant

Muidugi voib kordusega algoritmi téieliku oigsuse toestamisel korduse keha
taitmise arvu 16plikkust nédidata iikskoik millise vettpidava arutluse abil. Aga
et tegemist on sageli lahendatava iilesandega, siis on selle lahendamiseks vilja
moeldud tiitiptehnika.

Korduse variandiks (ingl loop variant) nimetatakse mittenegatiivset
taisarvulist suurust 7, millel on jargmised omadused

e 7 viheneb korduse keha igal tditmisel vihemalt 1 vorra;

e kui 7 vidrtus on 0, siis korduse tditmine l1opetatakse.

Need kaks omadust koos tagavad, et 7 on korduse keha taitmiste arvu iilemine
toke: see tdhendab, et 7 vairtus korduse keha téditmise eel on alati vihemalt
sama suur kui selle korduse keha veel teha jididnud tditmiste arv; seetottu
nimetatakse teda ka tGkkefunktsiooniks (ingl bound function).

Sellise 7 olemasolu tagab alati, et korduse tditmine 16peb teatava arvu
sammude jarel, sest pole voimalik koostada 16pmatut kahanevat positiivsete
taisarvuliste liikmetega jada.

Naiteks massiivi summeerimise korduse variandiks sobib 7 =n — :

e kuna n vaidrtus korduse téditmisel ei muutu ja ¢ vadrtus suureneb kor-
duse keha igal tditmisel 1 vorra, peab 7 vadrtus samal ajal 1 vorra
viahenema;

e kui 7 = 0, siis ¢ = n ja korduse tditmine 1opetataksegi.

Mitte alati ei ole vGimalik korduse varianti leida. Monikord tdhendab see, et
kordus on tdesti vigane (ja selle algoritmi jérgi kirjutatud programm voib
“rippuma” jadda); monikord tdhendab see, et kordus on lihtsalt variandi leid-
miseks sobimatu kujuga ja selle tiieliku Gigsuse toestamiseks tuleb kasutada
muid vahendeid.

Mbonikord voib iisna lihtsa korduse téieliku Sigsuse toestamine iillatavalt
raskeks pahkliks osutuda. Néiteks pole mitmete viljapaistvate matemaati-
kute katsed korduse

— eeltingimus n > 0
senikui n >1
kui n/2 €N
n<«—mn/2
muidu
n—3n+1
13ppkui
1dppsenikui
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taielikku oigsust toestada voi timber liikata siiani vilja kandnud. Kordus on
n koigi seni uuritud vaartuste korral oma t66 1opetanud, kuid pole kindel, et
ta seda alati teeb.

Matemaatilises mottes sobiks selle tilesande (enim tuntud 3n+1 iilesande
ja Ulami iilesande nime all) lahenduseks nii tGestus, et see kordus 1opetab
oma t60 n mistahes positiivse algviartuse korral kui ka toestus, et n mingi
vadrtuse korral jadb see kordus toesti Iopmatuseni todle, programmeerimise
mottes ndeks me muidugi parema meelega, et lahendus oleks positiivne: et
onnestuks toestada algoritmi téielik oigsus.

3.1.5 Terviklik naide

Naturaalarvu n faktoriaal (mida tdhistatakse n!) defineeritakse jargmiselt:

ol — 1, kui n = 0,
" 11-2-...-n, kuin>0.

Antud arvu faktoriaali arvutamisel pole muidugi erilist vahet, kas korrutada
tegureid n! avaldises kokku vasakult paremale v&i paremalt vasakule.
Otsustame néiteks paremalt vasakule korrutamise kasuks ja tdhistame
abimuutuja ¢ abil jirgmisena korrutisse lisatava teguri.
Selliste tahistuste korral on meil korduse iga ldbimise alguses korrutisse
lisamata tegurid 1...:. Parast selle tdhelepaneku tegemist on juba lihtne
valja kirjutada kogu kordus koos koigi oluliste vahetingimustega:

— eeltingimus n > 0
f—1
1M
— vahetingimus: f = n!/d!
senikui ¢ >0
— vahetingimus: ¢ > 0 A f = n!/d!
feixf
— vahetingimus: f =n!/il-i=nl/(i —1)!
1—1—1
— vahetingimus: f = n!/d!
1dppsenikui

— vahetingimus: ¢ = 0 A f = nl/d!
Algoritmi osalises 0igsuses veendumiseks paneme téhele, et

e korduse algatamine on korrektne: kui i = n, siis n!/i! =nl/nl =1 = f;
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e korduse samm sailitab invarianti vastavalt selles vilja toodud vahe-
tingimustele;

e korduse Iopetamine on korrektne: kui i = 0, siis n!/i! = n!/1 = n! ja
seega viimasest vahetingimusest jareldubki, et f = nl.

Algoritmi téaielikus Gigsuses veendumiseks paneme lisaks tdhele, et tokke-
funktsiooniks sobib viga hésti ¢ vaartus ise.

3.2 Kordusskeemide liigid

Programmikeeltes on olemas mitmeid veidi erineva {ilesehitusega kordus-
lauseid, mille sobivuse iihes voi teises olukorras méaérab tldiselt mugavus.

3.2.1 Loendajaga kordus

Loendajaga korduse iildkuju on

korda 7« a...b
kdsud
1dppkorda

ja see on samavaidrne kordusega

1+ a

senikui ¢ <b
kasud
1—1+1

1dppsenikui

Loendajaga korduse digsuse toestamiseks on iiks vGimalus esitada see just
eeltoodud kujul ja rakendada siis l16ikudes 3.1.2 ja 3.1.3 vaadeldud tehnikaid.
Loendajaga kordust on mugav kasutada, kui korduse keha tiitmiste arv
on teada kohe korduslauseni joudmisel. Niiteks on arvumassiivi summeeri-
mise algoritmi loendajaga kordust kasutav versioon veidi iilevaatlikum:

s« 0

korda 1+ 1...n
— vahetingimus: s = a1 + ...+ a;—1
S <« S+ a;
— vahetingimus: s =a; + ...+ q;

1dppkorda
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Mones keeles (néiteks Pascalis) ei ole lubatud korduse juhtmuutuja i vadrtuse
muutmine korduslause kehas — sellise lubamatu operatsiooni tagajérjel voib
programmi kditumine muutuda ettearvamatuks. Mones keeles (néiteks Ba-
sicus) on loendajaga korduse siintaksis olemas vGimalus niidata loendaja
suurendamise samm.

3.2.2 Eelkontrolliga kordus

Eelkontrolliga korduslause iildkuju on

senikui ¢
kdsud
13ppsenikui

Loigus 3.1 vaatlesime korduslauseid just eelkontrolliga korduslause néitel,
seega pole selle skeemi tdhendust enam vaja selgitada.

Eelkontrolliga lauset on hea kasutada, kui korduse keha taitmise kordade
arv pole ette teada, vaid 1opetamise vajadus selgub alles siis, kui korduse
keha on juba piisavalt tdidetud.

Praktikas viga levinud néide on failist tekstiridade lugemine — tekstifaili
avamisel pole iildiselt teada, mitu rida failis on, seega pole praktiliselt muud
voimalust kui iga rea lugemisel kontrollida, kas fail sai ldbi voi ei saanud.t

3.2.3 Jarelkontrolliga kordus

Nagu nimestki arvata voib, erineb jarelkontrolliga korduslause eelkontrolliga
lausest selle poolest, et tingimuse tdidetust kontrollitakse mitte enne, vaid
parast korduse keha taitmist.

Jarelkontrolliga korduslause esineb levinud programmikeeltes kahel erine-
val kujul. Neist kahest kujust esimene,

korda
kdsud

senikui ¢

on samavaarne eelkontrolli kasutava konstruktsiooniga

'Visrib eraldi mirkimist, et ka faili 16ppemise kontroll on erinevates siisteemides
pohimdtteliselt erinevalt lahendatud. N&iteks Pascali ja Basicu funktsioonid annavad et-
te teada, kui jirgmine katse failist midagi lugeda ebadnnestuks faili 16ppemise tottu; C
ja C++ funktsioonid seevastu annavad alles tagantjarele teada, kui viimane juba tehtud
katse failist lugeda sel pShjusel ebadnnestus.
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kasud

senikui ¢
kasud

13ppsenikui

ning teine,

korda

kdsud
kuni ¢

on samavaarne konstruktsiooniga

kasud

senikui —t
kasud

18ppsenikui

Nagu nédha, tiidetakse jarelkontrolliga korduslauses korduse kehaks olevaid
késke alati vahemalt iiks kord ja selle korduslause kahe variandi ainuke erine-
vus on see, et iihel juhul ndidatakse korduslause tingimusena korduse taitmise
jatkamis- teisel juhul aga 16petamistingimus.

Kahe vastandliku variandi kasutamine on tingitud inglise keele eripirast?,
kummagi olemasolu v6i puudumine on pohiliselt konkreetse programmikeele
autori(te) maitse kiisimus.

Uldiselt kasutatakse seda liiki kordust praktikas harvemini kui loendajaga
voi eelkontrolliga kordust.

3.2.4 Muud kordusskeemid

Tingimuseta kordus, mille iildkuju on

korda
kdsud

1ldppkorda

tootab alati lopmatuseni ja pole sellisel kujul ilmselt eriti praktiline.
Seda liiki kordust kasutatakse (keeltes, kus see iildse olemas on) alati koos
katkestusega kujul

2Erinevalt eesti keelest, kus tsiiklilise tegevuse méirkimiseks kasutatakse pohiliselt iihte
lausekonstruktsiooni “korda. . ., kuni...” on inglise keeles neid kaks: “repeat...while...”
ja “repeat...until...”, kusjuures esimeses neist on “while” jarel jatkamistingimus, teises
aga “until” jarel 16petamistingimus.
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korda
eel-kasud
kui ¢
katkesta
18ppkui
jarel-kdsud
13ppkorda

Keeltes, kus katkestus olemas on, saab seda tavaliselt kasutada ka teiste kor-
duste tditmise “ennetédhtaegseks” Iopetamiseks. Keeltes, kus katkestus puu-
dub, saab selle asendada abimuutujaga ja eel- voi jirelkontrolliga. Néaiteks
eeltoodud kordus on samavéairne skeemiga

[ < vaar
senikui -l
eel-kasud
l— 1t
kui -l
jarel-kdsud
16ppkui
1ldppkorda

3.3 Korduste pesastamine

Kuigi teoreetiliselt on iga algoritm voimalik esitada iilimalt {ihe korduslause
abil, on praktikas sageli mugavam kasutada mitut kordust.

Vaatleme naiteks jarjestamisiilesannet: antud on n-elemendiline arvu-
massiiv a;._,; jarjestada selle elemendid mittekahanevalt (see tdhendab nii,
et a; <ay <...<ay,).

Tegemist on klassikalise iilesandega, mille lahendamiseks on viga palju
erinevaid algoritme, siinkohal vaatleme neist {iht lihtsamat, mida tuntakse
pistemeetodi (ingl insertion sort) nime all.

Meetodi idee on hoida massiivi algusosa elemente omavahel jirjestatult
ja kasvatada seda jirjestatud osa, pistes veel jarjestamata elemente nende
oigetele kohtadele juba jirjestatud elementide vahele.

Algoritmi pohiosaks on seega kordus, mille igal sammul kehtib invariant
a; < ay < ... < a;—1; mingi ¢ jaoks. Kuna tiihi jada on alati jarjestatud,
kehtib invariant ¢ = 1 jaoks triviaalselt ja korduse algatamiseks polegi vaja
midagi teha. Kui invariant kehtib ¢ = n 4 1 jaoks, on kogu massiiv sobivalt
jarjestatud ja korduse voib lopetada.

Otsitava algoritmi {ildkuju on seega
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korda 1« 1...n
— invariant: a1 < ag <.
korduse keha
1dppkorda

L<ai

ja jaib vaid iile kirjutada korduse keha nii, et selle igal tditmisel suureneb ¢
vaartus, mille jaoks invariant kehtib.

Selleks kasutame korduse kehana omakorda kordust. Vaatleme esimest
veel jirjestamata elementi a; ja vordleme teda oma vasakpoolse naabriga:
kui see on suurem kui a;, vahetame nad omavahel ja jatkame vaadeldava
elemendi (niiiid juba a;_1) vordlemist oma uue vasakpoolse naabriga jne.

Seega on sisemise korduse invariant a; < a;y1 < ... < a;. See tingimus
kehtib j = i jaoks triviaalselt jérelikult pole ka selle korduse algatamiseks
peale j algvadrtustamise midagi muud teha. Kui invariant kehtib 5 = 1 jaoks,
olemegi saavutanud valimise korduse invariandi senisest iihe vorra suurema
1 jaoks ja voime lGpetada.

Jargneva algoritmi tiielikus digsuses veendumiseks paneme veel tdhele, et
molemad kordused 1opetavad kindlasti oma t66. Valimise korduse variandiks
sobib 771 = (n + 1) — i ja sisemise omaks 7 = j — 1.

Algoritm 3.1 Jérjestab antud massiivi elemendid mittekahanevalt
Sisend: a; ,, — sorteeritav massiiv

Viljund: a;_, — vidrtused vahetatud nii, et Vi <n :a; < a;44
Abimuutujad: i, j

1. korda 1« 1...n

invariant: a1 < asg <...<a;_1
2. J—1
3. senikui 57 > 1
— invariant: a; < a;11 < ... <a
4. kui aj 1 > a;
5. aj_1 < aj
6. je—gj3—1
7. muidu
8. j1
9. 18ppkui

10. 1dppsenikui
11. 13ppkorda

(siin ja edaspidi kasutame kahe muutuja véértuste vahetamiseks lithiduse
huvides siintaksit a < b).
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Ulesanded

Ulesanne 3.1 Kirjutada kordus, mis leiab summa
1+1/2+1/3+...+1/n.

Kirjutada vdlja selle korduse eel- ja jareltingimus, invariant ning variant.
Toestada selle osaline ja taielik oigsus.

Ulesanne 3.2 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
vadartuse. Toestada selle oigsus.

Ulesanne 3.3 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
vddrtusega elemendi indeksi. Toestada selle oigsus. Millise indeksi viljastab
see kordus, kui massiivis on mitu maksimaalse vddrtusega elementi?

Ulesanne 3.4 Kirjutada kordus, mis letab antud arvumassiivist suuruselt
teise vadartuse. Toestada selle oigsus. Kontrollida, et programm toétab digesti
ka siis, kui massiivis on mitu maksimaalse vidrtusega elementi.

Ulesanne 3.5 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi need
elemendid, millele eelnev element on posititune. Toestada selle digsus.

Ulesanne 3.6 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi posi-
tivvsed elemendid, millele eelnev ja jargnev element on negatiivsed. Toestada
selle oigsus.

Ulesanne 3.7 Kirjutada kordus, mis leiab summa
1+1/214+1/314+ ...+ 1/nl.
Toestada selle digsus. (Mitte kasutada kahte pesastatud kordust.)

Ulesanne 3.8 Vaatleme loigus 3.2.4 toodud skeemi, mis kasutab katkestu-
sega korduse simuleerimiseks eelkontrolliga kordust ja abimuutujat. Koos-
tada analoogiline skeem, mis kasutab katkestusega korduse simuleerimiseks
jarelkontrolliga kordust ja abimuutujat. Pohjendada, et teie skeem on sama-
vadrne loigus 3.2.4 toodud skeemiga.

Ulesanne 3.9 Koostada arvumassiivi elementide jirjestamiseks algoritm,
mis suurendab massiivi alguses olevat jarjestatud osa sel teel, et leiab veel
jarjestamata elementide hulgast minimaalse ja paigutab selle jarjestatud osa
loppu. Toestada selle algoritmi digsus.



