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Arvutite v~oimest t�aita miljoneid k�aske sekundis oleks �usna v�ahe kasu, kui
iga k�ask tuleks eraldi v�alja kirjutada � sellise l�ahenemise korral j�atkuks kogu
maailma programmeerijatest vaevalt m~one t�anap�aevase protsessori j~oudluse
�arakasutamiseks. K�aesolevas peat�ukis vaatleme korduslauseid, mille abil on
v~oimalik �uht programmil~oiku t�aita kuitahes palju kordi ja seega l�uhikese
programmi abil v�aga suur hulk t�o�od �ara teha.

3.1 Korduslause m~oiste

Kordus- ehk iteratsiooni- ehk silmuselause (ingl loop statement) k~oige
levinum kuju on

senikui t
k�asud

l~oppsenikui

Rida senikui t nimetatakse selle korduse p�aiseks ja l~oiku k�asud korduse
kehaks. Kui p�aises olev tingimus t kehtib, t�aidetakse korduse kehas olevad
k�asud ja p�o�ordutakse seej�arel tagasi p�aise juurde. Kui tingimus ikka veel
kehtib, t�aidetakse uuesti k�asud jne, kuni �ukskord saabub hetk, kui t enam ei
kehti. Siis j�atkub algoritmi t�aitmine l~oppsenikui j�arel olevast lausest.

Edasise jaoks on kasulik t�ahele panna, et vastavalt de�nitsioonile on eel-
toodud korduslause samav�a�arne (l~opmatu) konstruktsiooniga

kui t
k�asud
kui t

k�asud
kui t

k�asud
. . .

l~oppkui

l~oppkui

l~oppkui

3.1.1 Korduse invariant

Korduslauset sisaldava algoritmi vahetingimuste leidmiseks p�o�orame k~oige-
pealt t�ahelepanu sellele, et korduse kehas olevate k�askude t�aitmise j�arel v~oib
juhtuda, et kohe hakatakse neidsamu k�aske uuesti t�aitma. Seega on korduse
keha �uhe t�aitmise j�areltingimus �uhtlasi ka sellesama korduse keha j�argmise
t�aitmise eeltingimus (t�apsemalt k�ull selle osa).
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Seda korduse keha eel- ja j�areltingimuse �uhisosa nimetataksegi korduse
invariandiks (ingl loop invariant), vahel ka ts�ukli invariandiks.

Selleks, et vajalik eeltingimus oleks t�aidetud ka korduse keha esimesel
l�abimisel, peab invariant kehtima ka vahetult enne korduslauset. Algoritmi
samme, mis selle tagavad, nimetatakse korduse algatamiseks (ingl loop
initiation).

Seega on korduslausega seotud vahetingimused

korduse algatamine
� vahetingimus: p

senikui t
� vahetingimus: p ∧ t

korduse keha
� vahetingimus: p

l~oppsenikui

� vahetingimus: p ∧ ¬t

(kus p on muidugi selle korduse invariant).
Korduslause koostamist on kasulik alustada just selle invariandi leidmi-

sest. Vaatleme n�aitena n-elemendilise arvumassiivi a1...n elementide summee-
rimist nii, et korduse l~opuks oleks summa muutujas s.

Milline v~oiks olla selle korduse invariant? Ilmselt on meil summeerimise
ajal osa elemente juba kokku liidetud ja osa veel liitmata. K~oige lihtsam on
alustada summeerimist massiivi �uhest otsast, siis saame juba liidetud ja veel
liitmata elementide �ule pidada arvet �uheainsa abimuutuja i abil, mis osutab
viimasena summasse liidetud elemendi positsiooni ehk j�argmisena liidetavale
elemendile eelnevat positsiooni.

Korduse invariant oleks seega s = a1 + a2 + . . . + ai ja selle s�ailitamiseks
peame iga j�arjekordse elemendi summasse liitmisel edasi nihutama ka j�arje-
hoidjat, see t�ahendab suurendama i v�a�artust.

Millised tegevused sobivad sellise korduse algatamiseks? Loomulik on
alustada seisust, kus �ukski element pole veel summasse liidetud; ka i peab
siis olema 0 � j�argmisena liidame summasse jada esimese elemendi a1.

Kui kaua tuleks sellist kordust t�aita? Ilmselt seni, kuni on veel liitmata
elemente, ehk siis seni, kuni kehtib i < n.

Seega otsitav kordus (koos algatamisega) v~oiks olla

i← 0
s← 0
senikui i < n

i← i + 1
s← s + ai

l~oppsenikui
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3.1.2 Korduse osaline ~oigsus

Korduse osalise ~oigsuse (ingl partial correctness) t~oestamiseks on vaja t~oes-
tada

• korduse algatamise ~oigsus: on vaja n�aidata, et korduse algatamise k�asud
tagavad korduse invariandi p kehtivuse vahetult korduslause t�aitmise
eel;

• korduse invariandi s�ailimine: on vaja n�aidata, et eeltingimuse p∧ t keh-
timisest korduse keha t�aitmise eel j�areldub invariandi p kehtimine kor-
duse keha t�aitmise j�arel;

• korduse j�areltingimuse kehtimine: on vaja n�aidata, et korduslause t�o�o
l~oppedes kehtivast vahetingimusest p ∧ ¬t j�areldub algoritmi j�argmise
sammu t�o�oks vajalik eeltingimus.

Massiivi summeerimise n�aite jaoks j�areldub k~oigi kolme n~outud tingimuse
t�aidetus vahetult eelmise l~oigu arutelust, millega me invariandi ja korduse
tingimuse valisime.

3.1.3 Korduse t�aielik ~oigsus

Erinevalt teistest senivaadeldud juhtkonstruktsioonidest (j�arjend ja valik) po-
le korduse kasutamisel alati garanteeritud selle t�o�o l~oppemine.

N�aiteks massiivi summeerimiseks leitud korduslause kehast m~olema omis-
tamise eemaldamisel (korduse kehaks j�a�ab t�uhi k�ask) saame korduse, mis
rahuldab k�ull k~oiki osalise ~oigsuse n~oudeid, kuid ei l~opeta t�o�od, kui n > 0.

Algoritmi osalise ~oigsuse m~oiste t�ahendabki seda, et algoritm annab t�o�o
l~oppedes alati ~oige vastuse, kuid v~oib m~onede sisendandmete korral l~opma-
tuseni t�o�ole j�a�ada.

Algoritmi t�aieliku ~oigsuse (ingl full correctness) t~oestamiseks on vaja
t~oestada

• algoritmi osaline ~oigsus: on vaja n�aidata, et kui see algoritm oma t�o�o
l~opetab, on ta saavutanud n~outud tulemuse (formaalselt v�aljendub see
j�areltingimuse kehtimises);

• algoritmi peatumine: on vaja n�aidata, et algoritm l~opetab oma t�o�o
mistahes korrektsete (eeltingimust rahuldavate) sisendandmete korral.

Tasub m�arkida, et esimeses peat�ukis toodud �uldkujuga algoritmi ~oigsuse t~oes-
tus vastab algoritmi osalisele ~oigsusele. Algoritmi t�aieliku ~oigsuse t~oestami-
seks on lisaks vaja n�aidata, et algoritmi iga samm l~opetab oma t�o�o.
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3.1.4 Korduse variant

Muidugi v~oib kordusega algoritmi t�aieliku ~oigsuse t~oestamisel korduse keha
t�aitmise arvu l~oplikkust n�aidata �uksk~oik millise vettpidava arutluse abil. Aga
et tegemist on sageli lahendatava �ulesandega, siis on selle lahendamiseks v�alja
m~oeldud t�u�uptehnika.

Korduse variandiks (ingl loop variant) nimetatakse mittenegatiivset
t�aisarvulist suurust τ , millel on j�argmised omadused

• τ v�aheneb korduse keha igal t�aitmisel v�ahemalt 1 v~orra;

• kui τ v�a�artus on 0, siis korduse t�aitmine l~opetatakse.

Need kaks omadust koos tagavad, et τ on korduse keha t�aitmiste arvu �ulemine
t~oke: see t�ahendab, et τ v�a�artus korduse keha t�aitmise eel on alati v�ahemalt
sama suur kui selle korduse keha veel teha j�a�anud t�aitmiste arv; seet~ottu
nimetatakse teda ka t~okkefunktsiooniks (ingl bound function).

Sellise τ olemasolu tagab alati, et korduse t�aitmine l~opeb teatava arvu
sammude j�arel, sest pole v~oimalik koostada l~opmatut kahanevat positiivsete
t�aisarvuliste liikmetega jada.

N�aiteks massiivi summeerimise korduse variandiks sobib τ = n− i:

• kuna n v�a�artus korduse t�aitmisel ei muutu ja i v�a�artus suureneb kor-
duse keha igal t�aitmisel 1 v~orra, peab τ v�a�artus samal ajal 1 v~orra
v�ahenema;

• kui τ = 0, siis i = n ja korduse t�aitmine l~opetataksegi.

Mitte alati ei ole v~oimalik korduse varianti leida. M~onikord t�ahendab see, et
kordus on t~oesti vigane (ja selle algoritmi j�argi kirjutatud programm v~oib
�rippuma� j�a�ada); m~onikord t�ahendab see, et kordus on lihtsalt variandi leid-
miseks sobimatu kujuga ja selle t�aieliku ~oigsuse t~oestamiseks tuleb kasutada
muid vahendeid.

M~onikord v~oib �usna lihtsa korduse t�aieliku ~oigsuse t~oestamine �ullatavalt
raskeks p�ahkliks osutuda. N�aiteks pole mitmete v�aljapaistvate matemaati-
kute katsed korduse

� eeltingimus n > 0
senikui n > 1

kui n/2 ∈ N
n← n/2

muidu

n← 3n + 1
l~oppkui

l~oppsenikui
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t�aielikku ~oigsust t~oestada v~oi �umber l�ukata siiani vilja kandnud. Kordus on
n k~oigi seni uuritud v�a�artuste korral oma t�o�o l~opetanud, kuid pole kindel, et
ta seda alati teeb.

Matemaatilises m~ottes sobiks selle �ulesande (enim tuntud 3n+1 �ulesande
ja Ulami �ulesande nime all) lahenduseks nii t~oestus, et see kordus l~opetab
oma t�o�o n mistahes positiivse algv�a�artuse korral kui ka t~oestus, et n mingi
v�a�artuse korral j�a�ab see kordus t~oesti l~opmatuseni t�o�ole, programmeerimise
m~ottes n�aeks me muidugi parema meelega, et lahendus oleks positiivne: et
~onnestuks t~oestada algoritmi t�aielik ~oigsus.

3.1.5 Terviklik n�aide

Naturaalarvu n faktoriaal (mida t�ahistatakse n!) de�neeritakse j�argmiselt:

n! =

{
1, kui n = 0,
1 · 2 · . . . · n, kui n > 0.

Antud arvu faktoriaali arvutamisel pole muidugi erilist vahet, kas korrutada
tegureid n! avaldises kokku vasakult paremale v~oi paremalt vasakule.

Otsustame n�aiteks paremalt vasakule korrutamise kasuks ja t�ahistame
abimuutuja i abil j�argmisena korrutisse lisatava teguri.

Selliste t�ahistuste korral on meil korduse iga l�abimise alguses korrutisse
lisamata tegurid 1 . . . i. P�arast selle t�ahelepaneku tegemist on juba lihtne
v�alja kirjutada kogu kordus koos k~oigi oluliste vahetingimustega:

� eeltingimus n ≥ 0
f ← 1
i← n
� vahetingimus: f = n!/i!
senikui i > 0

� vahetingimus: i > 0 ∧ f = n!/i!
f ← i ∗ f
� vahetingimus: f = n!/i! · i = n!/(i− 1)!
i← i− 1
� vahetingimus: f = n!/i!

l~oppsenikui

� vahetingimus: i = 0 ∧ f = n!/i!

Algoritmi osalises ~oigsuses veendumiseks paneme t�ahele, et

• korduse algatamine on korrektne: kui i = n, siis n!/i! = n!/n! = 1 = f ;
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• korduse samm s�ailitab invarianti vastavalt selles v�alja toodud vahe-
tingimustele;

• korduse l~opetamine on korrektne: kui i = 0, siis n!/i! = n!/1 = n! ja
seega viimasest vahetingimusest j�areldubki, et f = n!.

Algoritmi t�aielikus ~oigsuses veendumiseks paneme lisaks t�ahele, et t~okke-
funktsiooniks sobib v�aga h�asti i v�a�artus ise.

3.2 Kordusskeemide liigid

Programmikeeltes on olemas mitmeid veidi erineva �ulesehitusega kordus-
lauseid, mille sobivuse �uhes v~oi teises olukorras m�a�arab �uldiselt mugavus.

3.2.1 Loendajaga kordus

Loendajaga korduse �uldkuju on

korda i← a . . . b
k�asud

l~oppkorda

ja see on samav�a�arne kordusega

i← a
senikui i ≤ b

k�asud
i← i + 1

l~oppsenikui

Loendajaga korduse ~oigsuse t~oestamiseks on �uks v~oimalus esitada see just
eeltoodud kujul ja rakendada siis l~oikudes 3.1.2 ja 3.1.3 vaadeldud tehnikaid.

Loendajaga kordust on mugav kasutada, kui korduse keha t�aitmiste arv
on teada kohe korduslauseni j~oudmisel. N�aiteks on arvumassiivi summeeri-
mise algoritmi loendajaga kordust kasutav versioon veidi �ulevaatlikum:

s← 0
korda i← 1 . . . n

� vahetingimus: s = a1 + . . . + ai−1

s← s + ai

� vahetingimus: s = a1 + . . . + ai

l~oppkorda
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M~ones keeles (n�aiteks Pascalis) ei ole lubatud korduse juhtmuutuja i v�a�artuse
muutmine korduslause kehas � sellise lubamatu operatsiooni tagaj�arjel v~oib
programmi k�aitumine muutuda ettearvamatuks. M~ones keeles (n�aiteks Ba-
sicus) on loendajaga korduse s�untaksis olemas v~oimalus n�aidata loendaja
suurendamise samm.

3.2.2 Eelkontrolliga kordus

Eelkontrolliga korduslause �uldkuju on

senikui t
k�asud

l~oppsenikui

L~oigus 3.1 vaatlesime korduslauseid just eelkontrolliga korduslause n�aitel,
seega pole selle skeemi t�ahendust enam vaja selgitada.

Eelkontrolliga lauset on hea kasutada, kui korduse keha t�aitmise kordade
arv pole ette teada, vaid l~opetamise vajadus selgub alles siis, kui korduse
keha on juba piisavalt t�aidetud.

Praktikas v�aga levinud n�aide on failist tekstiridade lugemine � tekstifaili
avamisel pole �uldiselt teada, mitu rida failis on, seega pole praktiliselt muud
v~oimalust kui iga rea lugemisel kontrollida, kas fail sai l�abi v~oi ei saanud.1

3.2.3 J�arelkontrolliga kordus

Nagu nimestki arvata v~oib, erineb j�arelkontrolliga korduslause eelkontrolliga
lausest selle poolest, et tingimuse t�aidetust kontrollitakse mitte enne, vaid
p�arast korduse keha t�aitmist.

J�arelkontrolliga korduslause esineb levinud programmikeeltes kahel erine-
val kujul. Neist kahest kujust esimene,

korda

k�asud
senikui t

on samav�a�arne eelkontrolli kasutava konstruktsiooniga

1V�a�arib eraldi m�arkimist, et ka faili l~oppemise kontroll on erinevates s�usteemides

p~ohim~otteliselt erinevalt lahendatud. N�aiteks Pascali ja Basicu funktsioonid annavad et-

te teada, kui j�argmine katse failist midagi lugeda eba~onnestuks faili l~oppemise t~ottu; C

ja C++ funktsioonid seevastu annavad alles tagantj�arele teada, kui viimane juba tehtud

katse failist lugeda sel p~ohjusel eba~onnestus.
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k�asud
senikui t

k�asud
l~oppsenikui

ning teine,

korda

k�asud
kuni t

on samav�a�arne konstruktsiooniga

k�asud
senikui ¬t

k�asud
l~oppsenikui

Nagu n�aha, t�aidetakse j�arelkontrolliga korduslauses korduse kehaks olevaid
k�aske alati v�ahemalt �uks kord ja selle korduslause kahe variandi ainuke erine-
vus on see, et �uhel juhul n�aidatakse korduslause tingimusena korduse t�aitmise
j�atkamis- teisel juhul aga l~opetamistingimus.

Kahe vastandliku variandi kasutamine on tingitud inglise keele erip�arast2,
kummagi olemasolu v~oi puudumine on p~ohiliselt konkreetse programmikeele
autori(te) maitse k�usimus.

�Uldiselt kasutatakse seda liiki kordust praktikas harvemini kui loendajaga
v~oi eelkontrolliga kordust.

3.2.4 Muud kordusskeemid

Tingimuseta kordus, mille �uldkuju on

korda

k�asud
l~oppkorda

t�o�otab alati l~opmatuseni ja pole sellisel kujul ilmselt eriti praktiline.
Seda liiki kordust kasutatakse (keeltes, kus see �uldse olemas on) alati koos

katkestusega kujul

2Erinevalt eesti keelest, kus ts�uklilise tegevuse m�arkimiseks kasutatakse p~ohiliselt �uhte

lausekonstruktsiooni �korda. . . , kuni. . . �, on inglise keeles neid kaks: �repeat. . . while. . . �

ja �repeat. . . until. . . �, kusjuures esimeses neist on �while� j�arel j�atkamistingimus, teises

aga �until� j�arel l~opetamistingimus.
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korda

eel-k�asud
kui t

katkesta

l~oppkui

j�arel-k�asud
l~oppkorda

Keeltes, kus katkestus olemas on, saab seda tavaliselt kasutada ka teiste kor-
duste t�aitmise �ennet�ahtaegseks� l~opetamiseks. Keeltes, kus katkestus puu-
dub, saab selle asendada abimuutujaga ja eel- v~oi j�arelkontrolliga. N�aiteks
eeltoodud kordus on samav�a�arne skeemiga

l← v�a�ar
senikui ¬l

eel-k�asud
l← t
kui ¬l

j�arel-k�asud
l~oppkui

l~oppkorda

3.3 Korduste pesastamine

Kuigi teoreetiliselt on iga algoritm v~oimalik esitada �ulimalt �uhe korduslause
abil, on praktikas sageli mugavam kasutada mitut kordust.

Vaatleme n�aiteks j�arjestamis�ulesannet: antud on n-elemendiline arvu-
massiiv a1...n; j�arjestada selle elemendid mittekahanevalt (see t�ahendab nii,
et a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an).

Tegemist on klassikalise �ulesandega, mille lahendamiseks on v�aga palju
erinevaid algoritme, siinkohal vaatleme neist �uht lihtsamat, mida tuntakse
pistemeetodi (ingl insertion sort) nime all.

Meetodi idee on hoida massiivi algusosa elemente omavahel j�arjestatult
ja kasvatada seda j�arjestatud osa, pistes veel j�arjestamata elemente nende
~oigetele kohtadele juba j�arjestatud elementide vahele.

Algoritmi p~ohiosaks on seega kordus, mille igal sammul kehtib invariant
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1 mingi i jaoks. Kuna t�uhi jada on alati j�arjestatud,
kehtib invariant i = 1 jaoks triviaalselt ja korduse algatamiseks polegi vaja
midagi teha. Kui invariant kehtib i = n + 1 jaoks, on kogu massiiv sobivalt
j�arjestatud ja korduse v~oib l~opetada.

Otsitava algoritmi �uldkuju on seega
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korda i← 1 . . . n
� invariant: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1

korduse keha
l~oppkorda

ja j�a�ab vaid �ule kirjutada korduse keha nii, et selle igal t�aitmisel suureneb i
v�a�artus, mille jaoks invariant kehtib.

Selleks kasutame korduse kehana omakorda kordust. Vaatleme esimest
veel j�arjestamata elementi ai ja v~ordleme teda oma vasakpoolse naabriga:
kui see on suurem kui ai, vahetame nad omavahel ja j�atkame vaadeldava
elemendi (n�u�ud juba ai−1) v~ordlemist oma uue vasakpoolse naabriga jne.

Seega on sisemise korduse invariant aj ≤ aj+1 ≤ . . . ≤ ai. See tingimus
kehtib j = i jaoks triviaalselt j�arelikult pole ka selle korduse algatamiseks
peale j algv�a�artustamise midagi muud teha. Kui invariant kehtib j = 1 jaoks,
olemegi saavutanud v�alimise korduse invariandi senisest �uhe v~orra suurema
i jaoks ja v~oime l~opetada.

J�argneva algoritmi t�aielikus ~oigsuses veendumiseks paneme veel t�ahele, et
m~olemad kordused l~opetavad kindlasti oma t�o�o. V�alimise korduse variandiks
sobib τ1 = (n + 1)− i ja sisemise omaks τ2 = j − 1.

Algoritm 3.1 J�arjestab antud massiivi elemendid mittekahanevalt
Sisend: a1...n � sorteeritav massiiv
V�aljund: a1...n � v�a�artused vahetatud nii, et ∀i < n : ai ≤ ai+1

Abimuutujad: i, j

1. korda i← 1 . . . n

� invariant: a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ai−1

2. j ← i

3. senikui j > 1

� invariant: aj ≤ aj+1 ≤ . . . ≤ ai

4. kui aj−1 > aj

5. aj−1 ↔ aj

6. j ← j − 1

7. muidu

8. j ← 1

9. l~oppkui

10. l~oppsenikui

11. l~oppkorda

(siin ja edaspidi kasutame kahe muutuja v�a�artuste vahetamiseks l�uhiduse
huvides s�untaksit a↔ b).
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�Ulesanded

�Ulesanne 3.1 Kirjutada kordus, mis leiab summa

1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n.

Kirjutada v�alja selle korduse eel- ja j�areltingimus, invariant ning variant.
T~oestada selle osaline ja t�aielik ~oigsus.

�Ulesanne 3.2 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
v�a�artuse. T~oestada selle ~oigsus.

�Ulesanne 3.3 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivi maksimaalse
v�a�artusega elemendi indeksi. T~oestada selle ~oigsus. Millise indeksi v�aljastab
see kordus, kui massiivis on mitu maksimaalse v�a�artusega elementi?

�Ulesanne 3.4 Kirjutada kordus, mis leiab antud arvumassiivist suuruselt
teise v�a�artuse. T~oestada selle ~oigsus. Kontrollida, et programm t�o�otab ~oigesti
ka siis, kui massiivis on mitu maksimaalse v�a�artusega elementi.

�Ulesanne 3.5 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi need
elemendid, millele eelnev element on positiivne. T~oestada selle ~oigsus.

�Ulesanne 3.6 Kirjutada kordus, mis summeerib antud arvumassiivi posi-
tiivsed elemendid, millele eelnev ja j�argnev element on negatiivsed. T~oestada
selle ~oigsus.

�Ulesanne 3.7 Kirjutada kordus, mis leiab summa

1 + 1/2! + 1/3! + . . . + 1/n!.

T~oestada selle ~oigsus. (Mitte kasutada kahte pesastatud kordust.)

�Ulesanne 3.8 Vaatleme l~oigus 3.2.4 toodud skeemi, mis kasutab katkestu-
sega korduse simuleerimiseks eelkontrolliga kordust ja abimuutujat. Koos-
tada analoogiline skeem, mis kasutab katkestusega korduse simuleerimiseks
j�arelkontrolliga kordust ja abimuutujat. P~ohjendada, et teie skeem on sama-
v�a�arne l~oigus 3.2.4 toodud skeemiga.

�Ulesanne 3.9 Koostada arvumassiivi elementide j�arjestamiseks algoritm,
mis suurendab massiivi alguses olevat j�arjestatud osa sel teel, et leiab veel
j�arjestamata elementide hulgast minimaalse ja paigutab selle j�arjestatud osa
l~oppu. T~oestada selle algoritmi ~oigsus.


