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Zusammenfassung

Im ersten Teil der Dissertation werden zum ersten Mal QCD-Strahlungskorrekturen erster
Ordnung zur Polarisation schwerer Quarks berechnet, die in Paarvernichtungsprozessen
von Elektronen mit Positronen entstehen. Dazu wird der Anteil des Wirkungsquerschnitts,
der sich auf den Eingangskanal bezieht, auf eine Drehmatrix zuriickfithrt. Anders als bei
den Beitragen niedrigster Ordnung (Bornsche Beitriage) treten bei der Berechnung der
Schleifenintegrale erster Ordnung Ultraviolett- und Infrarot-Divergenzen auf, die mit Hilfe
der dimensionalen Regularisierung und dem modifizierten minimalen Subtraktionssche-
ma renormiert werden kénnen. Die Schleifenintegrale lassen sich durch Formfaktoren der
Vertexkorrektur parametrisieren, welche im Folgenden berechnet werden, ebenso wie die
Beitrage weicher Gluonen, also solcher Baumgraphen mit einer Gluonenergie, welche eine
vorgegebene Schwelle nicht iiberschreitet. Bei der Addition beider Anteile heben sich die
Infrarot-Divergenzen auf, wie es auch das Theorem von Lee und Nauenberg postuliert.
SchlieBllich wird tiber den gesamten Phasenraum integriert, wobei sémtliche auftretenden
Integrationen analytisch durchgefithrt werden. Es werden Ergebnisse fiir die drei Polari-
sationskomponenten des schweren Quarks in Abhéngigkeit von der Schwerpunktsenergie,
der Energie des Quarks und dem Polarwinkel angegeben.

Im zweiten Teil der Dissertation werden erstmalig QCD-Strahlungskorrekturen zu Stro-
men schwerer Baryonen bestimmt und mit ihrer Hilfe strahlungskorrigierte QCD-Sum-
menregeln aufgestellt. Grundlage der Rechnungen ist hier die effektive Theorie schwerer
Quarks (HQET) im Grenzfall unendlich schwerer Quarkmassen, in welchem eine neuartige
Spin-Flavour-Symmetrie gilt. Es schlieit sich die Vorstellung von Techniken an, die er-
lauben, die auftretenden Integrale auf bekannte Fin- und Zweischleifenfunktionen zuriick-
zufithren und die Tensorintegrale in skalare Integrale zu entwickeln. Mit den vorgestellten
Techniken werden QCD-Strahlungskorrekturen zum Stromvertex berechnet, welche an-
schliefend zur Bestimmung der anomalen Dimension bis zur zweiten Schleifenordnung
verwendet werden. Diese findet Fingang in das Evolutionsverhalten, also die mit der
Renormierungsgruppengleichung vertrégliche Fortsetzung von Ergebnissen der Stérungs-
reihe erster Ordnung von einem Skalierungspunkt zu einem anderen. In eben dieser ersten
Ordnung werden anschliefend perturbative Strahlungskorrekturen und Strahlungskorrek-
turen zu den nichtperturbativen Kondensatbeitrigen zum Zweipunktkorrelator berechnet,
die schlieflich in QCD-Summenregeln einfliefen. Im abschliefenden Kapitel werden diese
analysiert und liefern Werte fiir die Residuen der beteiligten Strome.



Einleitung

Die Bestatigung des Standardmodells der Elementarteilchenphysik, welches die Physik
der elektroschwachen und der starken Wechselwirkung beschreibt, wird sowohl auf ex-
perimenteller wie auf theoretischer Seite von Jahr zu Jahr verfeinert und hat bislang
zu keinen erkennbaren Differenzen gefithrt. Die Verfeinerung geschieht auf der Seite der
Theorie in zwei Bereichen. In den Bereichen, die sich stérungstheoretisch (perturbativ)
behandeln lassen, erfolgt die Verbesserung durch die Berechnung von Strahlungskorrek-
turen zu bereits bestehenden Graphen, die Verbesserung der Ergebnisse des nichtpertur-
bativen Bereiches gelingt beispielsweise durch immer genauere Durchfiihrung der QCD-
Summenregelanalyse. Ziel und Inhalt dieser Arbeit ist die Berechnung von bisher noch
nicht bekannten QCD-Strahlungskorrekturen im Bereich der Polarisation schwerer Quarks
in der ete™-Vernichtung und im Bereich der QCD-Summenregeln fiir schwere Baryonen.

Thema des ersten Teils dieser Arbeit ist die Berechnung von QCD-Strahlungskorrekturen
erster Ordnung zur Polarisation schwerer Quarks. Die Messung der Polarisation von
Quarks, die bei der Vernichtung von Elektronen mit Positronen entstehen, gibt Aufschlufl
iiber den Charakter der schwachen Wechselwirkung, resultiert die Polarisation der ent-
stehenden Teilchen doch aus dem Wechselspiel zwischen den paritdtsverletzenden und
paritdtserhaltenden Anteilen im Austausch des intermedidren Photons bzw. Zy;-Bosons.
Die Polarisation hdngt vom erzeugten Quarktyp, seiner Masse und der Schwerpunktsener-
gie ab. So ergibt sich fiir die longitudinale Polarisation auf der Zg-Resonanz fiir Quarks
des up-Typs, also Zerfille wie Z, — ¢'é (der Pfeil deutet auf die gemessene Quarkpolarisa-
tion hin) ein Wert von —69%, fiir Quarks des down-Typs, also beispielsweise in Z, — b'b,
sogar ein Wert von —94%.

Die Beobachtung der Polarisation des top-Quarks ist ideal, da es zerfillt, bevor es zur
Hadronisierung kommt. Seine Polarisation kann damit direkt durch die Analyse der an-
schlieBenden Zerfallsmoden bestimmt werden [1]. Beim Zerfall ¢ — b+ et +v beispielsweise
werden die Korrelationen (&-p,) oder (&-p;) gemessen, wobei ¢ die zu bestimmende Polari-
sation des top-Quarks ist. Beim bottom-Quark wird die Polarisation teilweise vom Baryon
Ay iibernommen [2], im Grenzfall schwerer Quarks erreicht diese Ubernahme 100% [3]. Die
Polarisation der Baryonen kann wiederum aus ihren Zerfallsmoden abgelesen werden [4].
Die Annahme, dafl bereits die schwersten der tatsachlich vorhandenen Quarks dem ange-
gebenen Grenzfall entsprechen, also eine nahezu vollstindige Ubernahme der Polarisation
durch die im nachfolgenden Prozefl entstehenden Hadronen erfolgt, legt es nahe, der Phy-
sik schwerer Quarks und Hadronen verstarkte Aufmerksamkeit zu schenken. Dies stellt
die Verbindung her zum zweiten Teil der Arbeit, die sich mit der Bestimmung der anoma-
len Dimension schwerer baryonischer Stréme und der Analyse von QQCD-Summenregeln
beschéftigt, welche auf der Berechnung von Strahlungskorrekturen zu den Zweipunktkor-
relatoren basiert.



Ein weiteres wichtiges Bindeglied zwischen den beiden Teilen, also dem hochenergetischen
Bereich der Erzeugung schwerer Quarks und dem niederenergetischen Bereich der Ana-
lyse von Summenregeln, welche mit Methoden der effektiven Theorie schwerer Quarks
(HQET) aufgestellt wurden und nichtperturbative Beitridge enthalten, ist das gemeinsa-
me Konzept der Spektraldichte. Wahrend diese Spektraldichte im zweiten Teil der Arbeit
iiber die Dispersionsrelation als Imaginéarteil des Zweipunktkorrelators bestimmt wird, ist
sie im ersten Teil durch den perturbativen Beitrag zum Hadrontensor gegeben, also den
Anteil des Wirkungsquerschnitts, der die Zerfallsseite des Streuprozesses beschreibt. Der
Leptontensor indes, welcher fiir die Paarvernichtung im Strahl steht, reduziert sich mit
Hilfe der verwendeten Methoden auf eine Drehmatrix.

So wird im ersten Teil der hier vorliegenden Arbeit nach Vorstellung der technischen
Grundlagen in Kapitel 1 im zweiten Kapitel die Methode entwickelt, welche den Lep-
tontensor in eine Drehmatrix umschreibt (Hilfsmittel dazu finden sich in Anhang A).
An dieser Stelle werden auch bereits die Beitrage fithrender Ordnung, auch Bornsche
Beitrige genannt, bestimmt. Zur Berechnung der Schleifenintegrale erster Ordnung tre-
ten UV- und IR-Divergenzen auf, hier muf} eine Regularisierung vorgenommen werden.
In Kapitel 3 werden zu diesem Zwecke die dimensionale Regularisierung und geeigne-
te Subtraktionsschemata vorgefithrt, um dieses Verfahren sogleich auf die Berechnung
der Formfaktoren der Vertezkorrektur anwenden zu koénnen. Diese Formfaktoren werden
dann als geschlossene Ausdriicke in der Bestimmung der Schleifenkorrekturen in Kapitel 4
benutzt. In diesem Kapitel wird auch gezeigt, daf3 die IR-Divergenzen dieser Schleifen-
korrekturen sich gegen entsprechende Divergenzen aus den Beitragen weicher Gluonen,
also den Baumbeitrigen erster Ordnung mit einer festgelegten maximalen Gluonenergie
kiirzen lassen, wie es das Theorem von Lee und Nauenberg postuliert. Die Baumbeitriage
erster Ordnung werden anschliefend in Kapitel 5 iiber den gesamten Phasenraum inte-
griert, wobei alle Integrale analytisch durchgefithrt werden. Diese Berechnungen werden
in Anhang B vertieft. Kapitel 6 schlieBllich gibt die drei Polarisationskomponenten des
Quarks in Abhéngigkeit von der Schwerpunktsenergie, der Energie des Quarks und dem
Polarwinkel an [5, 6, 7]. Es werden hier auch die laufende Kopplungskonstante der starken
Wechselwirkung und im Zusammenhang mit dem Grenzfall verschwindender Quarkmas-
se das ys-Problem angeschnitten. In Anhang C schliellich sind die temporalen Anteile
des Hadrontensors berechnet, welche bei der in dieser Arbeit durchgiangig erfolgten Ver-
nachlassigung der Elektronmasse ohne Bedeutung sind. Diese Rechnungen sind ein Ne-
benprodukt der Arbeit und bestatigen iiberzeugend Ergebnisse, die von anderen Autoren
auf anderem Wege erzielt wurden.

Der zweite Teil dieser Arbeit beginnt mit der Vorstellung der Effektiven Theorie schwe-
rer Quarks (HQFET) in Kapitel 7 und ihrem Grenzfall, der Symmetrie schwerer Quarks
(HQS), in welchem der Spin, die Flavour und damit die Masse des als unendlich schwer
angenommenen Quarks von den sonstigen Bestandteilen des betrachteten Hadrons ent-
koppeln. Diese Symmetrie wird auch als Spin-Flavour-Symmetrie bezeichnet und bildet
die Grundlage des zweiten Teils dieser Arbeit. Im betrachteten Grenzfall kénnen die den
schweren Baryonen zugeordneten Stréme unter ein gemeinsames Konzept gestellt wer-
den. Kapitel 7 erlautert die Integrationstechniken, wie beispielsweise die Zuriickfithrung
der Integrale auf Fin- und Zweischleifenfunktionen, wobei allerdings die sehr technische
Entwicklung der Tensorintegrale in Kovariante nach einer Methode, die auf Passarino und
Veltman zuriickgeht, zum gréfiten Teil in Anhang D zu finden ist. Die vorgestellten Tech-



niken werden in Kapitel 9 angewandt, um Korrekturen zum Stromverter zu berechnen,
welche in Anhang E niedergelegt sind und nach einer Vorstellung der Renormierungs-
gruppengleichung in Kapitel 10 zur Bestimmung der Anomalen Dimension zur zweiten
Schleifenordnung verwendet werden [8]. Diese anomale Dimension zweiter Ordnung findet
Eingang in das Fvolutionsverhalten, also in eine mit der Renormierungsgruppengleichung
vertragliche Fortsetzung von Ergebnissen der Storungsreihe erster Ordnung von einem
Skalierungspunkt zu einem anderen. In eben dieser ersten Ordnung werden in Kapitel 11
perturbative Strahlungskorrekturen und Strahlungskorrekturen zu den nichtperturbati-
ven Kondensatbeitragen zum Zweipunktkorrelator (ebenfalls in Anhang E zu finden), die
schlieBllich in QCD-Summenregeln zum Tragen kommen. Diese werden in Kapitel 12 ana-
lysiert und liefern Werte fiir die Residuen der beteiligten Strome [9].

Abschlielend sei bemerkt, dafl der Autor nur deshalb bereits bekannte Sachverhalte in
den Haupttext dieser Arbeit mit aufnahm, um ihr eine in sich geschlossene Form zu geben.
So kann beispielsweise die Aufstellung der Feynmanregeln zu Beginn des ersten Kapitels
zunachst iibersprungen und erst im Zweifelsfall zu Rate gezogen werden. Fiir die Arbeit
spezifische Grundlagen finden sich dann im zweiten Abschnitt dieses Kapitels, und erste
konkrete Rechnungen erscheinen in den daran anschliefenden Kapiteln.
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Kapitel 1

Technische Grundlagen

Messungen der Hochenergiephysik geschehen tiber Zerfallsraten und Wirkungsquerschnit-
te. Der Wirkungsquerschnitt selber kann jedoch von unterschiedlichen Parametern abhan-
gig sein, und als solche bieten sich die unterschiedlichen Phasenraumparameter an, im
einfachsten Fall die Winkelverteilung oder die Energie der auslaufenden Teilchen, oder
aber ihre Polarisation. Alle diese Moglichkeiten spiegeln sich in Fermis goldener Regel

2
do = %|Tﬁ|2dPS (1.1)

wider, die den differentiellen Wirkungsquerschnitt mit dem Lorentz-invarianten Phasen-
raumelement dPS und dem Betragsquadrat der Ubergangsmatrix T, in Beziehung setzt.
Diese Formel ist sehr kompakt. Es wird daher zunachst einmal dringende Aufgabe sein,
die einzelnen Bestandteile unter die Lupe zu nehmen.

Das Betragsquadrat der Ubergangsmatrix Ty, ist ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit, mit
der ein Anfangszustand ¢ in einen Endzustand f iibergeht. Zu ihrer Bestimmung wird die
Matrix in eine Stérungsreihe entwickelt, deren Entwicklungsparameter die Kopplungskon-
stante der betrachteten Wechselwirkung ist und die sich bildhaft durch die nach Richard
P. Feynman benannten Graphen ausdriickt. Diese Graphen représentieren alle Anteile, die
in die Ubergangsmatrix eingehen. Punkte oder Vertizes markieren Stellen, an denen ein
Boson abgestrahlt oder absorbiert wird. Diese Bosonen sind Vermittler der Wechselwir-
kung, man spricht daher von Wechselwirkungspunkten. Verbindungslinien zwischen diesen
Punkten symbolisieren die Propagation eines Teilchens zwischen zwei solchen Wechselwir-
kungen. Wahrend es sich hier um virtuelle Vorgénge handelt, sind schlielich die &uferen
Linien Symbol fiir die ein- und auslaufenden Teilchen, die physikalisch beobachtet werden
kénnen.

Die Feynmangraphen dhneln einem Kirchhoffschen Netzwerk, fiir das ja bekanntlich an
jedem Knoten die Erhaltung der Strome gewidhrleistet sein mufl. Auch wenn man mit
dieser Analogie nicht zu weit gehen sollte, so gilt doch fiir die Feynmangraphen eine sol-
che Stromerhaltung. Sie fordert vor allem die Erhaltung so fundamentaler physikalischer
Groflen wie der Ladung, des Impulses und der Energie der Teilchen an jedem Vertex.
Beriicksichtigt man diese Regeln, so ist es méglich, allein aus einer symbolischen Schreib-
weise heraus, eben der Darstellung durch Feynmangraphen, die Ubergangsmatrix in eine
Storungsreihe zu entwickeln.
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1.1 Grundlagen der Diracschen Fermionentheorie

In diesem Abschnitt werden kurz die generellen Grundlagen der Stérungsrechnung darge-
stellt, wie sie von Richard P. Feynman entwickelt wurde. Wie bereits im Vorwort erwéhnt,
geschieht dies, um der Arbeit eine in sich geschlossene Form zu verleihen. Hinzuweisen ist
ferner darauf, dafl in diesem Abschnitt zunéchst Einheiten des internationalen Systems
(SI-Einheiten) verwendet werden. Jedoch sieht sich der Autor in den daran anschlieffenden
Rechnungen gezwungen, dieses Einheitensystem zugunsten des Systems der ,natiirlichen
Einheiten® aufzugeben, um mit anderen Autoren vergleichen zu kénnen. Dieses System
ergibt sich durch die Setzung h = ¢ =¢4 = 1.

Grundlage der Theorie der Fermionen ist die von Paul Dirac entwickelte und nach ihm
benannte kovariante Gleichung

, 0
(zh’y“@ —me)p(x) = 0. (1.2)
Die 4 x 4-Matrizen 4* sind Elemente einer Clifford-Algebra, erfiillen also die Beziehungen

(VA g =AY A = 20" (1.3)
Aus thnen 128t sich ferner die Matrix

vs := i7"y mit [y, =0, [, 78]y = 2 (1.4)

konstruieren. An dieser Stelle seien auch die wichtigsten Regeln iiber die Bildung der Spur
einer oder mehrerer dieser Matrizen in vier Dimensionen erwéahnt,

Sp(l) = 4
SP(vu) = A9
SP(Vu Y Ve) = MHIwpe = GupGve + GuoGs)
SP(Vur Yo Vw,) = 0 fiir p ungerade
SP(Vs YV Yo Ve)
SP(V5 Vs Yoz " Vip)

— = = =
O o ~J O Ot
R N ) g O N

= dig 0

[ PR

A

jam)

= 0 fiir p < 4 oder ungerade, (

ferner die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur. Weitere Regeln kénnen in [10] nach-
geschlagen werden. Der metrische Tensor (g, ) ist diagonal gewéhlt und trégt die Signatur
(1; —1,—1,—=1), fiir den total antisymmetrischen Tensor soll eg193 = 1 festgelegt sein.

1.1.1 Freie Fermionlinien

Die Diracgleichung (1.2) kann mit Hilfe des Ansatzes
T

¥(x,p) = a(p)u(p) exp(—i];—x) + b(p)v(p) exp(i%) (1.11)

formal gelost werden. Die nun vom Viererimpuls p abhéngigen Losungen u(p) und v(p),
als Spinoren bezeichnet, sowie die zugehérigen adjungierten Spinoren u(p) = u'(p)vyo und
o(p) = v1(p)y, erfiillen die Gleichungen

(# —meJulp) =0 (§ +me)o(p) =0

1.12
u(p)(p —me) =0 o(p)(p +me) =0 )
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(p :=p,y"). Die Spinoren sind ferner Funktionen eines Spinvierervektors s, der durch die
Eigenschaften s* = s,s* = —1 und sp = s,p* = 0 charakterisiert ist. Dies bedeutet, daf
der Spin im Ruhesystem des Teilchens, welches durch den Impuls p beschrieben wird, ein
rein raumartiger Vierervektor der Lange 1 ist. Orthogonalitéts- und Vollstandigkeitsrela-
tionen fiir die Spinoren haben die Form

u(p,s)u(p,s’) = 2mcd(s,s’) = —v(p,s)v(p,s), (1.13)
Z u(p, s)u(p,s) = p+ me, Z v(p,s)o(p,s) = p—me. (1.14)
s=+1/2 s=+1/2

Ferner gilt, 1a8t man die Summation iiber den Spin fort,

u(p. )i(p.s) = LU 3h)F 4 me). vlp.s)olps) = (1 +3A)E-me).  (L15)

Im Feynmandiagramm werden diese Spinoren nun den dufleren fermionischen Linien zu-
geordnet. Linien von Teilchen erhalten dabei einen Pfeil in Bewegungsrichtung, Linien
von Antiteilchen einen entgegengesetzten Pfeil. Das hat damit zu tun, dafl Antiteilchen,
also Losungen negativer Energie, im Rahmen der Fermischen Theorie auch als Lésungen
interpretiert werden kénnen, die in der Zeit riickwérts laufen. Es bezeichnet

e u(p) ein einlaufendes fermionisches Teilchen,
e u(p) ein auslaufendes fermionisches Teilchen,
o v

)
p) ein auslaufendes fermionisches Antiteilchen und
) ein einlaufendes fermionisches Antiteilchen.

(
o(

o U(p

1.1.2 Fermionische Propagatoren

Die inneren fermionischen Linien sind Symbol fiir die Propagatoren. Diese sind Greensche
Funktionen, also Losungen der aus der Diracgleichung hervorgehenden Gleichung

<ih’y“% - mc> S(x —2') = ih(27)?5*(x — 2'), (1.16)

welche die freie Forthewegung eines Teilchens vom Raumzeitpunkt #’ zum Raumzeitpunkt
x beschreiben. Diese Richtung wird einzig durch den angebrachten Pfeil beschrieben,
der denselben Gesetzméafligkeiten folgt wie bei den freien Linien. Entsprechend wird das
Vorzeichen des Impulses behandelt, der mit der Linie verbunden ist. In den Impulsraum
transformiert, lautet der Propagator

~ 1h # + me
= =1h 1.1
$() = i T (117)
Offensichtlich besitzt diese Funktion auf der Massenschale, also bei p* = m?c? einen

Pol. Daher wird dem Nenner ein Summand +ie hinzugefiigt, der die Kausalitat der Teil-
chenbewegung bestimmt. Fin so erganzter Propagator Sp wird als Feynmanpropagator
bezeichnet, er 1a3t Losungen positiver Energie vorwérts und Losungen negativer Energie
riickwérts in der Zeit laufen. In einer vereinfachenden Darstellung wird der Term +:c
nicht explizit ausgeschrieben.



12 KAPITEL 1. TECHNISCHE GRUNDLAGEN

1.1.3 Der Photonpropagator

Die Photonen sind Losungen der Wellengleichung
92
Ox ,0xr
die sich aus den Maxwellschen Gleichungen ergibt. Auch hier wird ein Propagator gesucht,
der die dazu assoziierte Gleichung

A" = g, (1.18)

62 v / l 2 uvcd /
T2, 007 D" (x—2a') = %(27{') g ot (e — ') (1.19)
16st. In den Impulsraum transformiert, lautet dieser Propagator
S _ihg“” “u o —1hg"
Mit seiner Hilfe berechnet sich
At(z) = h / D* (& — a')(— (;’“:;QJ'U(QC'))CZ%’. (1.21)

1.1.4 Der elektromagnetische Vertex

Die Ankopplung des elektromagnetischen Feldes an ein Fermion geschieht durch die mini-
male Substitution p — p—e() A in der Diracgleichung, wobei () ; die Ladung des Fermions
in Finheiten der Elementarladung e ist. Man erhélt dann die inhomogene Differentialglei-

chung
0
<ih’y“w — mc> Y(z) = eQ " A () (), (1.22)

die sich mit dem nun schon bekannten fermionischen Propagator 16sen 1483t zu
1eQ)
b(x) = () + / Sp(a —a') <— : fww(x’)> Yoy (1.23)
wobei g(x) Losung der freien Diracgleichung ist. Dies ist die rekursive Formel einer
Storungsreihe. Lost man diese auf, so kommt es zu einer Verkettung freier fermionischer

Propagatoren mit Elementen der Form —ile’yuA“(x(i))/h, was als freie Fortbewegung
des Fermions zwischen Wechselwirkungspunkten interpretiert werden kann. So beschreibt

beispielsweise das zweite Reihenglied

¢(2)(x) — // SF(J?—J}/) <_Z€gf,mAu(x/)> SF(J?/—J}”) <_Z€gf,mAu(x//)> 77Z}(x//)d4x//d4x/
(1.24)
die Wechselwirkung am Raumzeitpunkt z”, die Bewegung zum Raumzeitpunkt z’, dort
eine zweite Wechselwirkung und anschlielend die Bewegung zum Raumzeitpunkt x. Sieht
man sich den Term an, der fiir die Wechselwirkung zustandig ist, so z&hlt A*/h zum Zu-
stand des elektromagnetischen Feldes, das ankoppelt, wéhrend der Rest diese Ankopplung
bewerkstelligt. Fiir einen elektromagnetischen Vertex steht also der Faktor

—ieQ) Y, (1.25)

Man spricht von einem Vektorstrom

.]L/ = _ileJ)’Y;ﬂbv (126)
an den das Photon ankoppelt.
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1.1.5 Der elektroschwache Vertex

Was fiir die elektromagnetische Theorie giiltig war, kann nun auf die elektroschwache
Theorie des Weinberg-Salam-Modells iibertragen werden. Wahrend die Vektorbosonen
W+ und W~ allein die schwache Wechselwirkung vermitteln, ist das Vektorboson Z°, das
in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielt, ein Masseneigenzustand. Die sich daraus erge-
bende Mischung zwischen elektromagnetischer und schwacher Wechselwirkung ist durch
einen Winkel, den Weinberqwinkel 0y, gegeben. Zuséatzlich enthélt die Kopplung einen
Axialvektoranteil, schreibt sich also als die Uberlagerung

—ie(VsYy = apYuYs) (1.27)

eines Vektorstroms und eines Azialvektorstroms,

= ichyd  wd 3= —iedyud (129

Die Koeffizienten vy und ay, auch elektroschwache Kopplungskonstanten genannt, sind
wie bisher abhangig von der Fermionladung, aber zusétzlich noch vom Weinbergwinkel
und von der 3-Komponente [J??L des schwachen Isospins. Es ergibt sich

vy = ZI?L —4Q); sin? Oy, a; = 212k speziell

v, = —1+4sin’0y, a = —1 fiir Leptonen, (1.29)
v = 1-— gsim2 Ow, a; =1 fiir Quarks des up-Typs (Q; = 2) und

vy = —1+ %sim2 Ow, a; = —1 fiir Quarks des down-Typs (Q; = —3%).

Fiir den Weinbergwinkel wird in dieser Arbeit sin® fy = 0.226 gesetzt.

1.1.6 Der elektroschwache Propagator

Im Gegensatz zum Photon besitzt das Vektorboson Z° (wie auch W+ und W™) eine
Masse myz &~ 91.178 GeV /c* und eine endliche Lebensdauer, die sich in der Zerfallsbreite
I'y ~ 2.487 GeV ausdriickt. Diese Groflen finden Eingang in die Breit- Wignersche Reso-

nanzfunktion

Gr myclq? Gr
xz(q) = 3 2 _ 2.2 | ; ’ he)3
8\/§7roz(hc) q* —myc? +aimyly (he)

~ 1.166 - 107° GeV™*  (1.30)

zusammenfassen, die den Photonvertex korrigiert. g, in (1.20) wird noch ergénzt durch
einen Term —g,q,/m%. Da jedoch der Propagator zwischen dem leptonischen Eingangs-
kanal und dem Ausgangskanal der Quarks steht, geht dieser Zusatzterm bei Kontrakti-
on in einen Term —m,m,/m% iiber, der selbst fiir das top-Quark aufgrund der kleinen
Elektronmasse m, vernachlédssigt werden kann. Fiir den elektroschwachen Propagator des

Z°-Vektorbosons gilt folglich

DY (q) = ——5— xz(q). (1.31)
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1.1.7 Der Gluonvertex

Bei der starken Wechselwirkung handelt es sich um eine nichtabelsche Eichtheorie, die
durch der Gruppe SU(3)¢ der Farbwechselwirkungen beschrieben wird. Adjungierte Dar-
stellungen dieser Gruppe sind die Gluonen. Die QCD fafit diese Gluonen als Wechselwir-
kungsteilchen auf, die an die Quarks koppeln. Die Elemente der SU(3)s sind die Gell-
Mann-Matrizen A\, (a = 1,2,...,8), welche der Vertauschungsrelation [A,, A\y] = 2i fapcAe
gentigen (fu. sind die total antisymmetrischen Strukturkonstanten). Aus Griinden der
Einfachheit werden in dieser Arbeit stattdessen die Matrizen T, := A, /2 verwendet. Fiir

sie gilt

8 2
NZ —1
T.T, = = 1.32
Z:l ata 2NC CF7 ( 3)
Sp(TaTa) == CFNC (133)

N¢ = 3 ist die Anzahl der Farbfreiheitsgrade, der Casimir-Operator ist also als Cp = 4/3
gegeben. Auflerdem wird die elektromagnetische Ladung e} durch die starke Ladung g,
ersetzt. Der Vertexfaktor besitzt demnach die Form

—1gsT0,- (1.34)

Wie im Falle der QED héngt auch hier die Ladung eng mit der Kopplung «, zusammen,
die den Ordnungsparameter fiir die verwendete Storungsreihe darstellt. Es ist

_ 9
 Ar’

(1.35)

O

1.1.8 Der Gluonpropagator und freie Gluonen

Das Gluon ist wie das Photon masselos. Sein Propagator entspricht also auch dem des
Photons, aufler dafl das Gluon eine Farbe tragt. Dies schlagt sich in einem Zusatzfaktor
§% wieder. Der Gluonpropagator ist

. —ihd%g

Dglq) = —5——. 1.36
G(Q) q2 Te ( )

Eine freie Gluonlinie wird mit dem Polarisationsvektor (¢*) bezeichnet, fiir diesen Polari-

sationsvektor gilt > e'e” = —g"”.
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Abbildung 1.1: Zur eTe”-Vernichtung in ¢q(g) beitragende Diagramme. Die Impulse der
Antiteilchen sind mit einem zusétzlichen Vorzeichen versehen, um ihre Ausrichtung mit
den Pfeilrichtungen in Einklang zu bringen.

1.2 Polarisation — was 1st zu berechnen?

Wie bereits eingangs angesprochen, kann der Wirkungsquerschnitt von verschiedenen Pa-
rametern abhéngen. Finer dieser Parameter ist der Spin der Teilchen, welche die Wech-
selwirkungszone verlassen. Fiir die m-Quantenzahl des Spins gibt es fiir Fermionen als
Teilchen mit s = 1/2 grundsétzlich die beiden Einstellungen m, = +1/2 und m, = —1/2.
Diese beiden Moglichkeiten sollen durch ,, 1% und ,,]“ symbolisch beschrieben werden.
Gemessen wird im Experiment die Polarisation, also der Quotient

do (1) - do(})

U= T oty

(1.37)
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Man erkennt, dafl der Nenner die iibliche Summe iiber die Spineinstellungen des End-
zustands darstellt. Um den Zéahler zu erhalten, muf} jedoch diese Summation entfallen.
Daher wurden die spinunabhéngigen Nennerausdriicke bereits frith numerisch berech-
net [11], wahrend analytische Ergebnisse zeitgleich mit den Ergebnissen dieser Arbeit
erschienen [12, 13].! Dagegen standen die spinabhiingigen Terme des Zihlers lange nicht
zur Verfiigung. Aufgabe dieser Arbeit soll daher sein, auch diese fiir Rechnungen erster
Ordnung in der starken Kopplung darzustellen und die entsprechenden Polarisationen zu
berechnen.

Anhand des Terms nullter Ordnung, auch Bornscher Term genannt, soll zunachst gekléart
werden, welche generelle Struktur zu erwarten ist. Dabei wird von einem Prozefl ausgegan-
gen, bei dem ein Elektron und ein Positron vernichtet werden und dabei ein Quark und
ein Antiquark erzeugen. Die Anwendung der im letzten Abschnitt entwickelten Feynman-
Regeln auf diesen einfachen Graphen, in Abbildung 1.1(a) dargestellt, ist recht einfach.
Sie liefert

—igh

e A R

Tri(y) = v(py )(—1eQ ey, )u(p-) <

fiir den Austausch eines Photons und

T(Z°) = v(py ) (—ie(vey, — acy,s) Ju(p-) <

_i]g;sz(q)> u(py)(—ie(vyy, —apy,vs))v(p2)

(1.39)

fiir den Austausch eines Z°-Bosons. Beide Anteile tragen zu diesem Prozef bei. Um mit

dem einfachsten Fall zu beginnen, soll als erstes das Betragsquadrat fiir den Photonaus-
tausch berechnet werden. Dabei wird zunéchst tiber die Spins der einlaufenden Leptonen

gemittelt und iiber die Spins der auslaufenden Quarks und deren Farbfreiheitsgrade sum-
miert. Es ergibt sich dann unter Ausnutzung der Beziehung 4* := ’yo’y“T’yO = *
TP = 2850 Y o) ie@autoo) (25 ) ulm)=ie@ (e -
S4,5— 51,52
i@ utm) (3 ) wp-ieQr o) =
= 646%@ % > vp)o(pe ) ) ulp-)u(p-)y, -

q

S+ S5—

> ulpu(p)y™ Y v(p)o(p)y” =

51 52

- - %Qf % SP((Be — me)7u(B= + me)7) Sp((Br + mp)y (B2 — ms)y") =

e'Q2Q7 y
- SO (1.40)

Dieses Betragsquadrat 148t sich also als Kontraktion des Leptontensors

L 1= 7 80((2 — mob- +mo)a,) (1.41)

!Durch Korrespondenz mit den Autoren der Artikel [12] konnte ein Fehler in der Preprintversion ihres
in Phys. Rev. D54 erschienen Artikels berichtigt werden.
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mit dem Hadrontensor

H, i= No Sp((fr + mp) vz = ms)y) (1.42)

beschreiben. Dieser einfachste Fall kann nun schrittweise erweitert werden. Die erste Er-
weiterung ergibt sich einfach tiber den Vergleich von Gleichung (1.14) mit (1.15). Fallt ei-
ne der Spinsummationen (beim Hadrontensor) oder Spinmittlungen (beim Leptontensor)
fort, so ist der entsprechende Ausdruck (p +m) um den vorangesetzten Faktor (1 +vs4)
(fiir den Hadrontensor) bzw. (1 + v54) (fiir den Leptontensor) zu ergénzen.

1.3 Vektor- und Axialvektoranteile

Etwas linger werden die Ausdriicke, wenn die Wechselwirkung iiber das Z°-Boson mit-
beriicksichtigt wird. Dann namlich treten zu den Vektoranteilen in der Spur Axialvekto-
ranteile. Sie driicken sich in den beiden Spuren dadurch aus, daff die Gamma-Matrix des
Vertex um einen angehéngten Faktor v5 ergdnzt wird. Dementsprechend sei

LL/VV = L;wv LfyA = LMU(VM — 7#75771/ — 71/75)7
LL/f = L,(v = 77s), Lf}y = L. = 7u75) (1.43)

und entsprechend auch fiir den Hadrontensor gesetzt. Dann ist

'QQ]

Ta(ThH(y) = . Ly HYVw (1.44)
€4Q6Qf v v
Tr(NTH(Z%) = " Xo(@)(veLy = acLyy Yo HYV —agHYA) - (1.45)
4
Tp(Z)TH(y) = - %ZQsz(Q)(UeLZVV —a L))o HYYY —agHAY ) (1.46)

4

TA(Z)THZ") = a0l — v L+ L) + a2
. (UJ%HVVM/ o vfaf(HVA“” 4 HAV;W) 4 Cl?cHAAM/) (147)

Die Summe all dieser Terme ergibt schlieBlich das Betragsquadrat der Ubergangsmatrix
fiir den Beitrag nullter Ordnung. Dies erscheint zunéchst ziemlich uniibersichtlich. Doch
man kann die Ausdriicke ordnen. Die Einfithrung der vier neuen Leptontensorgréfien

1 1
L%lw = §(LZY+Lff)7 Liu = §(LZY_Lff)7

i 1
L, = §(LL/§—Lny) und LY, = 5(LZ§‘—|—L§‘UV) (1.48)

148t zunichst erst einmal nur den Sinn einer Okonomie in der Wahl der Indizes erkennen.
In diesen neuen Groflen geschrieben, lautet das Betragsquadrat des Matrixelements nun

4 4
e . .
Tl = = > gLy H™. (1.49)
q 7,75=1
Das Fortlassen der Indizes ¢« und j, die hier fiir 1, 2, 3 und 4, allgemein aber auch fiir
VV, VA, AV und AA stehen konnen, soll im Folgenden nicht zu den Gleichungen (1.41)

und (1.42) zuriickfithren, sondern andeuten, dafl diese Indizes nicht festgelegt sein sollen.
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1.4 Strukturfunktionen der elektroschwachen Theorie

Wiéhrend der Leptontensor fiir die einlaufenden und der Hadrontensor fiir die auslaufen-
den Teilchen steht, représentieren die Strukturfunktionen g;; der elektroschwachen Theo-
rie als Bindeglieder die Wechselwirkungslinie. Sie enthalten also Gréflen wie die elek-
trischen Ladungen der beteiligten Teilchen, die elektroschwachen Kopplungskonstanten
sowie die Breit-Wigner-Funktion xz(¢). Diese ist stark abhéngig von der Schwerpunkts-
energie. Fernab von der Z°-Resonanz ¢* = m% kénnen die Terme in yz(q) vernachlissigt
werden. An dieser Stelle jedoch dominiert der Term proportional zu |y ;(q)*. Die Struk-

turfunktionen sind im einzelnen (nach der Setzung Q. = —1)
g = QF —2Qv.vs Rexy + (vl 4+ al)(vi + af)xz|’
g2 = QF —2Qpvvs Rexy + (vl +al) (v} — af)|xzl"
g1z = —2Qv.aplmyxy
g = 2Qv.a; Rexy —2(v: + al)vpag|xy|
gn = QF —2Qvv; Rexz + (v —ag) (v} + af)Ixz[*
g2 = QF —2Qpvvs Rexy + (v — al) (v} — af)|xzl"
g3 = —2Qpveaylmyy
g0 = 2Qpv.a; Rexz —2(v:—a)vpag|xz|
(1.50)
g1 = —2Qravplmyxy
g2 = —2Qra.vslmyy
933 = 2Qja.ay Rexz
Gaa = 2QacayImxyz
gn = 2Qa.v; Rexy —2v.a.(vf + af)|x 7|
gz = 2Qra.vsRexy — 21}6@6(1}? — Cl?f)|XZ|2
913 = 2Qgacaylmyy
g = —2Qaca; Rexz+ 4v.avpagx |

1.5 Kovarianz und Wahl eines Bezugsystems

Es wurden bisher und werden in dieser Arbeit Vierervektoren und -tensoren verwen-
det. Thr besondere Eigenschaft ist es, daf} sie Lorentz-kovariante Gréfien sind, sich also
beispielsweise ihr Skalarprodukt unter Lorentztransformationen nicht &ndert. Auch die
Diracgleichung, die Maxwellgleichung und alle sonstigen in die Rechnung eingehenden
Gleichungen sind in kovarianter Weise konstruiert. Da als Mefigrofen nur Skalare in Frage
kommen, hat die Kovarianz somit zur Folge, dafl die Streuprozesse in einem frei gewahl-
ten Intertialsystem betrachtet werden koénnen. Als Intertialsystem soll in dieser Arbeit
fast ausschlieBlich das Schwerpunktsystem verwendet werden, also das Ruhesystem des
Photons oder Vektorbosons. Auch die Achsen sollen festgelegt werden. Dazu seien im Fall
der Messung der Quarkpolarisation zwei verschiedene Systeme verwendet:
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o Das Leptonsystem richtet sich nach den Teilchen des Fingangskanals, also dem Elek-
tron und Positron. Zusammen mit dem Quark spannen sie die Leptonebene auf.
Dabei soll der Impuls des Quarks in positive z’-Richtung weisen, der Impuls des
Elektrons eine negative x’-KKomponente besitzen. Der Winkel, der den Elektronim-
puls in den Quarkimpuls dreht, ist der Polarwinkel 6. Die y-Achse wird dann so
gewahlt, dafl (2',y', 2') ein rechtshandiges Koordinatensystem bildet.

e Das Hadronsystem wird nur fiir einen Dreiteilchenzerfall interessant, also fiir die
Diagramme in Abbildung 1.1(e) und (f). Die Hadronebene wird aufgespannt von
den Impulsen des Quarks, Antiquarks und Gluons. Der Impuls des Quarks bestimmt
die z-Achse, die mit der z’-Achse iibereinstimmt. Der Impuls des Antiquarks besitzt
eine positive, der des Gluons eine negative z-Komponente. Die y-Achse ergdnzt diese
Achsen zu einem rechtshdndigen System.

Das Hadronsystem ist gegeniiber dem Leptonsystem um den Azimuthalwinkel y gedreht.
Die beschriebene Beziehung zwischen den Impulsen und den Ebenen sowie deren Stellung
zueinander ist in Abbildung 1.2 dargestellt.

N
|
N

Abbildung 1.2: Lepton- und Hadronebene



Kapitel 2

Projektionen

Zu Beginn dieses Kapitels, das auf der Schwelle von den technischen Grundlagen zu den
konkreten Rechnung steht, soll noch einmal klar vor Augen gestellt werden, was die ex-
perimentellen Moglichkeiten der Messung mit den Vorgaben fiir die phdnomenologischen
Rechnungen verbindet. Vereinfachend sei angenommen, dafl im Experiment Eigenschaften
wie die Polarisation und die Energie, der Impuls und die Winkelverteilung der austreten-
den Teilchen gemessen werden kénnen und dafl aus den auftretenden Jets oder Teilchen-
schauern auf das Primérteilchen, also in diesem Fall das Quark, Antiquark oder Gluon,
zurlickgefolgert werden kann. Dahingestellt bleibt dabei die konkrete Verwirklichung die-
ser Annahmen, doch sind dariiber im Vorwort bereits wesentliche Worte gesagt worden.

Gemessen wird also in einem Laborsystem, genauer in einem der Wechselwirkungspunkte
eines Elektron-Positron-Speicherringes. Damit ist eine der Achsen des Laborsystems be-
reits als die Achse des Strahls festgelegt. Gemessen wird das Auftreten eines Quarkjets.
Der Impuls des priméaren Quarks bestimmt also eine zweite Achse, die nicht mit der Strahl-
achse zusammenfallt (denn dort kann ja bekanntlich nicht gemessen werden). Damit ist
die Ebene klar, in der die Messungen stattfinden: Es ist die im letzten Kapitel erwidhnte
Leptonebene. Fiir die Rechnungen muf sie lediglich noch um den Polarwinkel 6 gedreht
werden, so daf} die z’-Achse auf die Quarkrichtung fallt. Die Wahl des Polarwinkels ist
so vorgenommen, daf fiir 6y, = 0 die Streuung der Quarks in Vorwéartsrichtung (also fiir
0 <0 < 7/2) grofer ist als in Riickwértsrichtung.

Alle zuséatzlich gemessenen Grofien sind auf dieses Laborsystem zu beziehen, so auch die
Polarisation des Quarks. Unterschieden wird zwischen einer longitudinalen Polarisation
parallel zum Impuls des Quarks, einer transversal ebenen Polarisation senkrecht zum
Quarkimpuls in der Leptonebene und einer transversal normalen Polarisation senkrecht
zur Leptonebene. Diese Polarisationsrichtungen sind im Leptonsystem durch die 2'-, x'-
bzw. y'-Achse gegeben. Dies ist zu beriicksichtigen, wenn der Hadrontensor spater im Ha-
dronsystem auszurechnen sein wird. Uber alle sonstigen Freiheiten, die in der Lage der
Hadronebene relativ zur Leptonebene liegen, wird gemittelt, also insbesondere iiber die
Impulsfreiheitsgrade des Antiquarks und den Azimuthalwinkel.

20
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2.1 Entwicklung in Kovariante

Eine der Moglichkeiten, bei der Vielgestaltigkeit des Hadrontensors den Uberblick zu
wahren, ist die Entwicklung in Kovariante, also in Lorentz-kovariante Vektoren und Ten-
soren maximal zweiter Stufe. Dies sind der Viererimpuls (¢,) des Bosons (Photon oder
7Z°-Vektorboson), der Viererimpuls (p;,) des Quarks und der metrische Tensor (g,,).
Statt der letzten beiden Gréflen werden solche verwendet, deren Null-Komponente im
Schwerpunktsystem, also im Ruhesystem des Bosons, verschwindet. Es sind dies der wvie-

rertransversale Quarkimpuls
P1-q

ﬁlu = plu - q—2 qM (21)

und der vierertransversale metrische Tensor

N 9.9
Guv ‘= Guv — MQ . (22)
q

Hinzu kommt der Spin (s,) des Quarks, der sich auf das Leptonsystem bezieht, sowie
Konstruktionen unter Zuhilfenahme des total antisymmetrischen Tensor (¢,,,,) der Form
e(prab) := 5waﬁaabﬁ und  e(pabe) = 5wﬁwaabﬁcw. (2.3)

Der Hadrontensor des Bornschen Falls, der ja nicht gemittelt werden muf}, da er keine
Hadronebene aufspannt, besitzt die vollstandige Entwicklung

H,,(Born) =
= —GuwH, + p1uprHy + ic(pvpiq)Hs + q,q,Hy + (4,01, + Praq0) Hs +
‘|‘(Q‘5) [_Q;WG1 + ﬁluﬁluGz + i5(HVﬁ1Q)G3 + %%G4 + (%}511/ + ﬁIp,QU)GE)] +
+(8uP10 + P1u5,)Ge + (5.4, + q,5,)Grtie(prgs)Gs + 1e(purvps)Gy +
+2(5,P10 — P15 )Gro + (5,9, — qu5, )G +

+(P1ue(vgprs) + e(pugp1s)p1,) Gz + (que(vgprs) + e(pgpis)q, ) Gis. (2.4)

Zu erkennen sind fiinf spinunabhéangige und dreizehn spinabhingige Terme, die durch die
Strukturfunktionen H; bzw. G; der kovarianten Entwicklung klassifiziert sind. Nur dann,
wenn der Spin nicht in die Richtung des Quarkimpulses féllt, sind diese Terme auch wirk-
lich unabhéngig voneinander. Im Falle der longitudinalen Polarisation wird daher nur der
Beitrag der fiinf spinunabhangigen Terme betrachtet. Zu erkennen ist ferner eine Unter-
scheidung, die im Druckbild sichtbar gemacht ist: Nur die dickgedruckten Anteile tragen
fiir Elektronen und Positronen, die im Vergleich zur gewéhlten Schwerpunktsenergie qua-
si masselos sind, zum Wirkungsquerschnitt bei. Das hangt wieder damit zusammen, daf
alle iibrigen Anteile von der Ordnung m?/q¢?*, also in dieser Anwendung zu vernachlissigen
sind. Die Systematik der Entwicklung orientiert sich an dieser Unterscheidung. Gg und
(g sind so gewahlt, dal Gs nur fiir transversal polarisierte Quarks Beitrage erhilt. Die
Strukturfunktionen G4, G1, G5 und G153 sind unter der Zeitumkehr 7" ungerade.
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2.2 Berechnung des Leptontensors

Die Berechnung des Leptontensors ist elementar. Dennoch oder gerade auch deshalb soll
die Berechnung hier im Detail vorgestellt sein, um sie spéater auf &hnliche Félle iibertragen
zu kénnen. Es ist

LY = 8ol mn et mn) = TSpUhdon) — 7l Sp(ra,) =

= (PyuP-v = (P4P=)Guw + PpPrs) — MG (2.5)
L = S0l = mm (- m s = 5 Splabirdon) =

= ic(ppup-v) = —ic(prpyp-) (2.6)
LAY = 10— myas(e Fmn) = PO =

= ic(p-vpyp) = 1e(pvp_py) (2.7)
LA = 1500y~ mmonbo +moras) = 10— monasm —mo) =

= TSP (B~ mn) = (o) + il Sp(i,a) =

= (p-l—up—u - (p-l—p—)g;w —I_p—up-l—l/) —I_ mgguuv (28)

wobei die abkiirzende Schreibweise des Epsilonsymbols aus Gleichung (2.3) Verwendung
fand. Neu kombiniert ergibt sich

Ly = PruPv + Pl = (PP )90 (2.9)
Liu = _mgguu (210)
Ly, = 0 und (2.11)
Ly, = i(pwp_py) (2.12)

(vgl. Gleichung (1.48)). Die relevante Massenskala ist M7, demnach kann man Terme wie

wa, die proportional zu m?/q? sind, vernachlissigen.

2.2.1 Polarisierte Leptonstrahlen

Etwas komplizierter wird die Rechnung im Fall polarisierter Leptonen, doch wird im Fol-
genden gezeigt, dafl dieser Fall durch eine einfache Ersetzung aus dem unpolarisierten
hervorgeht. Hier soll nur der Fall longitudinaler Strahlpolarisation betrachtet werden, fiir
die Behandlung der transversalen Strahlpolarisation sei auf [14] verwiesen. Wie bereits im
letzten Kapitel erwahnt, wird im Falle der Polarisation eines einlaufenden Teilchens der
Ausdruck (ps £ m) um den Faktor 3(1 + v5¢) ergénzt. Dieser Faktor geht im Grenzfall
masseloser Teilchen in £(1 & 75) iiber. Mit Pluszeichen beschreibt es ein rechtshéndiges
Teilchen bzw. ein linkshandiges Antiteilchen, mit Minuszeichen genau die umgekehrte Si-
tuation. Jedoch miissen in einem Teilchenstrahl nicht alle Teilchen polarisiert sein. Der
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Grad der longitudinalen Strahlpolarisation wird durch eine Zahl i zwischen —1 und +1
beschrieben, wobei positives h {iberwiegend rechtshandige und negatives h {iberwiegend
linkshidndige Teilchen meint. Diese Grofie kann formal in den Faktor £(1 & v5) hineinge-
zogen werden, er lautet dann £(14 A~~s) bzw. £(1 — ht~s). Mit diesen Ergdnzungen soll
erneut der Leptontensor berechnet werden. Es ergibt sich

! 1 _
Ly = 75p((1 =A™ y5)p v (1 + P 35)p-7) =
1 1
= 750 b-v) = 70T Sp(vsbe o) +

1 1
+7h7 Sp(vsB- b7 — AR Sp(vsba b)) =

= LL/J/ - h"’LL/f + h_LfJ/ - h_h"'Lff und entsprechend (2.13)
VA VA VV | p—7AA -4 AV
Lyt = Ly —htLy +h™ Ly —hmhTL (2.14)
AV AV AA | —gVV - VA
Ly = L) —h Ly + k7L, —h"hTL), (2.15)
AA AA AV | g —7VA g - 4%
Lot = Lyt —htLy +h™Ly) —hThYL) . (2.16)
Damit ist (fiir vernachlassigte Leptonmasse)
Ly, = (1=h"h*)L,, +(h~ =)L}, (2.17)
LY = (1+h™hM)L:, +i(h~ +hT)LS, = 0, (2.18)
Ly, = —i(h™+RrYL2, + (14 A~ AL, = 0, (2.19)
LY, = (hm=hHL, +(1—h"R")L,. (2.20)
Die Summe in Gleichung (1.49) schreibt sich dann
4 . . 4 .
Y gL H =Y (gL, + g L) HI =
7,75=1 4 7=1
= D oul(L=h™h") Ly 4 (k™ = W)Ly, ) H™ +
7=1 4 4
+ qu (A7 = h¥) Ly, + (1= R™RF )Ly, ) HO ™
4 7=l
= D (g (1= h™h%) 4 gy (h™ = k) Ly, H* + (2.21)

+ > (g (h™ = bF) 4 gu, (1= WA Lo B =3 " Gy Ly, HY M.
=1

1,5=1
Der bisher verwendete Leptontensor kann also weiter verwendet werden, wenn entspre-
chend die Formfaktoren ersetzt werden durch

G = glj(l — h_h+) + g4j(h_ — h"’) und
G, = gi;(h" = hT) 4+ g;(1 = h7RT). (2.22)

Die Formfaktoren und damit der Wirkungsquerschnitt verschwinden fiir A = A~ = £1.
Gleichhéndiges Elektron und Positron wechselwirken also nicht miteinander.
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2.2.2 Leptontensor im Hadronsystem

Um die Rechnungen fiir den (im allgemein komplexeren) Hadrontensor zu vereinfachen,
sollen alle Rechnungen im Hadronsystem durchgefithrt werden. Dazu ist auch der Lep-
tontensor im Hadronsystem zu berechnen. Die Impulsvierervektoren schreiben sich dort

als
1
(ph) = 5\/q72(1;sinecosx,—sinesinx,—COS@), (2.23)
1
() = 5\/;2(1;—sin@cosx,sin@sinx,cos@) (2.24)

So ausgedriickt, ergibt sich

0 0 0 0
(L) = l 2| 0 1 —sin*fcos*y sin®#sinycosy  sinfcosfcosy
w) = 57 g sin®fsinycosy 1 —sin®fsin®y —sinfcosfsiny
0 sinfcosfcosy —sinfcoshsiny 1 —cos?d
0 0 0 0
1 0 0 —1cosf 2 sin f sin y
4y _ o9
(L) = 29 [ o 1 cosf 0 1sin f cos y (2.25)
0 —isinfsiny —isinfcosy 0

Zu erkennen ist neben dem Verschwinden der zeitartigen Komponenten ein breites Spek-
trum an Winkelabhangigkeiten. Die Abhangigkeit vom Polarwinkel 6 spiegelt sich bei-
spielsweise im differentiellen Wirkungsquerschnitt wider, der die allgemeine Form

d (m) 3 3 3 3 3
dZos 0= g(l + cos” 0)05”“ + —sin? HUgm) + —cos HU%m) + —sin# cos HUgm) + 1 sin HUXH)

4 4 4

(2.26)
besitzt, wobei der Index (m) entweder den unpolarisierten Wirkungsquerschnitt angibt,
in welchem Fall er wegfillt, oder eine der drei Polarisationsrichtungen, also m € {¢, L, N}.
Da der Hadrontensor in der Ereignisebene keine Abhéngigkeit vom Winkel 6 besitzt
(denn die Richtung des Strahls ist hier nicht von Bedeutung), ist die Winkelabhangig-
keit vollstdandig auf den Leptontensor {ibergegangen. Um die einzelnen winkelabhangigen
Anteile des Wirkungsquerschnitts berechnen zu kénnen, ist es sinnvoll, den Leptontensor
in diese verschiedenen Anteile aufzuspalten. Diese Anteile konnen vermittels der Kontrak-
tion der Lorentzindizes als ,,Projektoren® auf die verschiedenen Winkelabhangigkeiten be-
trachtet werden. Es sind allerdings keine Projektoren im strengeren Sinne, da sie nicht

die Eigenschaft II? = II besitzen.

2.2.3 Trennung vom Leptontensor

Nach der Entwicklung des Leptontensors in Projektoren bleibt ein Faktor (p_py) = 1¢°

iibrig, der in den Phasenraumfaktor aufgenommen wird. Die Kontraktion der Projektoren
mit dem Hadrontensor (HZW) (i = 1,2,3,4) liefert die entsprechenden Projektionen Hy;,
Hi, Hp, Hy und HY mit

H, =M1, (2.27)
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2.3 Konstruktion der Projektoren

Die Projektoren stehen gewissermaflen dual zu den Tensoren der kovarianten Entwick-
lung, werden also aus den entsprechend kontravarianten Vektor- und Tensorkomponenten
konstruiert. Hier sollen gleich die normierten Formen der Vektoren aufgefithrt werden, sie
besitzen im Hadronsystem die Form

o = (ef)) = <%q“> = (1;0,0,0), (2.28)

e = (ef) = L) = 0:0,0,1). (2.20)
( (p19)*/q* — pt )

Die Konstruktionsmoglichkeit eines dritten Einheitsvektors zur Beschreibung des Hadron-
systems hdngt davon ab, welche Polarisation gemessen wird. Die Richtung der Polarisation
ist durch die Spinrichtung gegeben. Da jeweils aber nur ein Spin gemessen werden kann,
kann auch jeweils nur ein weiterer Vektor konstruiert werden. Fiir den Fall longitudina-
ler Polarisation ist dieser Spinvektor kollinear zu ¢” und €® und kann daher keine eigene
Richtung aufspannen. Im Falle der transversal ebenen und der transversal normalen Po-
larisationsrichtung gibt es aber jeweils eine zusétzliche Richtung, ndmlich

s, = =(0;cos x,—siny,0) (transversal ebene Polarisation) oder (2.30)

s, = =(0;sinx,cosx,0) (transversal normale Polarisation). (2.31)

Y

Die y-Abhéngigkeit rithrt daher, dafl die Polarisation in der Strahl- und nicht in der Ereig-
nisebene gemessen wird. Als weitere Konstruktionselemente treten der metrische Tensor
(¢"") wie auch der total antisymmetrische Tensor (¢*7?7) hinzu. Ohne die Spinrichtung
konstruiert man so zunachst

My = () Iy =0 Il = (1) (2.32)
mit

g, = des—g =~ 233

PN N

Py q PP
Y = ehey = ——————— 2.34
L 33 (plQ)2_p%q2 ( )
ﬁlﬂiy = ie(uresey) = ie{urpra) (2.35)

(P1q)? — pi?

(man beachte fiir ﬁ;ﬁ”, daf die Lorentzindizes g und v nur raumartige Werte annehmen
konnen, daher liefert der Unterschied zur Stellung der Indizes in der Kurzschreibweise (2.3)
keinen Vorzeichenwechsel). Dies sind fiir die longitudinale Polarisation die einzigen maogli-
chen Projektoren. Fiir den nicht kollinearen Spin jedoch sind weitere Projektoren denkbar:

I = stel +ebs” 1Y = —(e(pegess)el + ehe(vegess))
ﬁzy = @'5(”1/605) ﬁ%y = Z'(Sﬂeg — egsy) (236)
ﬁéﬁ” = Mg ﬁg” = e(pegess)e(vegess).

Die Darstellungen dieser Projektoren im gewédhlten Bezugssystem ist in Anhang A nach-
zusehen. Zu bemerken ist dabei, daf} fiir rein rdumliche Komponenten der so konstruierten
Tensoren zweiter Stufe die doppelt kovarianten gleich den doppelt kontravarianten Kom-
ponenten sind.
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2.3.1 Die Drehung der Projektoren

s stand im Vorhergehenden allgemein fiir den (nicht kollinearen) Spin. Das Aussehen
dieser Projektoren &ndert sich also je nach Messung von transversal ebener oder normaler
Polarisation. Nicht nur das: Man kann erkennen, daf je zwei der neuen Projektoren ihre
Winkelabhéngigkeit austauschen. So wechseln ﬁl und ﬁE, ﬁA und ﬁR bzw. ﬁT und ]70
ihre Funktion. Vergleicht man die Darstellung des Leptontensors mit den Darstellungen
der Projektoren, so ist leicht zu erkennen, daf jeweils nur die Hélfte dieser sich ineinander
drehenden Projektoren zum Leptontensor beitragt. So ergibt sich fiir die longitudinale
Polarisation

1 . . 1 .
L' = §q2(HU+L — cos” 011}), Lt = §q2 cos Oy, (2.37)
fiir die transversal ebene Polarisation
1

L' = §q2(ﬁU+L — cos? 011, — sin? 011 + sin 0 cos Gﬁl),
1 A A
L* = §q2(cos OIl +sin b1l ,) (2.38)

und fiir die transversal normale Polarisation

1 _ 1 2/ F 2 al .2 A . A
L = §q (Hyyp —cos™ 01l —sin® 015 + sinf cos 011 ),

Lt = %qz(coseﬁp—l—sineﬁg). (2.39)

2.3.2 Transformationsregeln

Die etwas verwirrende Zerlegung des Leptontensors 1afit sich vereinfachen und in die
Standardform bringen, wenn folgende Konvention benutzt wird:

HU = ﬁU-|—L_ﬁL7 HL = ﬁL, HF = ﬁF (240)
0 fiir longitudinale Polarisation

Iy = { II;  fiir transversal ebene Polarisation (2.41)
Il fiir transversal normale Polarisation
0 fiir longitudinale Polarisation

Iy = { I14 fiir transversal ebene Polarisation (2.42)
Il fiir transversal normale Polarisation
0 _ fiir longitudinale Polarisation

Iy = %HU — II7 fiir transversal ebene Polarisation (2.43)

%HU — [Il, fir transversal normale Polarisation

Effektiv, also in seiner Wirkung auf den Hadrontensor, gilt Iy =1, = 1. Das hingt
damit zusammen, daf} der Hadrontensor den Spin nur bis zur ersten Potenz enthélt. Der
Leptontensor schreibt sich damit als

1

L' = §(]2(%(1 + cos? NIl + sin? 011, + sin 6 cos O11;),

1
Lt = §qz(cos OIl +sin 011 ). (2.44)
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2.4 Behandlung des Bornschen Falls

Mit dem Bornschen Term beginnt die Storungsreihe in der Kopplungskonstanten «, der
starken Wechselwirkung. Mit dem Bornschen Fall soll auch der Einstieg in die konkreten
Rechnungen beginnen. Besonders hilfreich war hier, dafi mit HIP [15] ein Makro-Paket
zur Verfiigung stand, das unter MATHEMATICA [16] die Berechnung der oft umfangrei-
chen Spuren bewerkstelligte. Viele der Rechnungen wurden entsprechend parallel mit dem
Computer und ,,per Hand* durchgefiihrt, so auch die Rechnungen im Bornschen Fall. Erst
bei den Baumgraphen héherer Ordnung mufte sich der Autor weitgehend auf die Com-
puterrechnungen verlassen, fithrte aber immer wieder Stichproben durch. Das Programm
wie das verwendete Paket bewiesen bis in die extremsten Falle hinein ihre Fehlerfreiheit,
auch wenn manchmal kréftig nachgeholfen werden mufite, um eine brauchbare Form zu
erzielen.

2.4.1 Zur Kinematik des Diagramms nullter Ordnung

Wie bereits in Kapitel 1 erwéhnt, iibernehmen an
jedem Vertex die auslaufenden Teilchen den Vie-
rerimpuls der einlaufenden Teilchen. Die Impulse
sind den Diagrammen in Abbildung 1.1 zu entneh-
men, das Diagramm nullter Ordnung ist noch ein-
mal in Abbildung 2.1 dargestellt. Die angebrachten
Pfeile geben dabei die Fortbewegung des Teilchens
in der Zeit an, die Vorzeichen der Antiteilchenim-
pulse sind daran angeglichen. Fiir dieses einfachste
Diagramm gilt also

P+ =q=p+pe. (2.45)

Im Schwerpunktssystem und mit der z-Achse als
Flugrichtung des Quarks ergibt sich wie in jedem
Zweikorperzerfall, dafl sich auch das Antiquark auf
der z-Achse bewegt. Es ist

q = Vq*(1;0,0,0),
o= 3V (1;0,0,v), (2.46)
P2 = 3V4*(1;0,0,—v). Abbildung 2.1: Bornscher Fall

v bezeichnet die Geschwindigkeit des Quarks (in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit ¢).
Sie hdangt mit der Ruhemasse des Quarks zusammen, die sich durch Quadrieren des Vie-
rerimpulses ergibt. So ist

1
pi=m’ = 2q*(1—v") firi=1.2 (2.47)

und damit ,

v2:1—q—2::1—§. (2.48)
Weiterhin ergibt sich (piq) = (p2q) = 3¢° und (pypa) = 1¢*(1 + %)
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q q q q
-i -i -i -i
P1 H P2 P2 s P2 P N P2 P s -P2
1 1 1 1
P1 P P P2 P2 . -P2 1 -P2
-l eyu -l eyu -l eyuy5 -l eyuy5
q q q q

Abbildung 2.2: Die Beitrdge V'V, VA, AV und AA zum Bornschen Term, die Vorzeichen

der Impulse sind erneut an die Pfeilrichtungen angepafit.

2.4.2 Der Hadrontensor im Bornschen Fall

Zu berechnen sind zunéchst die Komponenten V'V, VA, AV und AA des hadronischen
Tensors, also die Matrixquadrate der auslaufenden Teilchenlinien. Dies soll in Abbil-
dung (2.2) noch einmal auf eine andere Weise dargestellt sein. Der komplex konjugierte
Anteil der Matrix wird dabei als auf dem Kopf stehendes Diagramm hinzugefiigt, so wie
sich ja auch in der konkreten Rechnung bei komplexer Konjugation die Reihenfolge der
Faktoren umkehrt. Auslaufende Teilchen gehen dabei in einlaufende Antiteilchen {iber
und umgekehrt. Die Spur wird konstruiert, indem entlang eines Umlaufes entgegen der
Pfeilrichtung um den so gebildeten Kreis alle Anteile nacheinander aufgefithrt werden.

Tatsédchlich kann diesem kombinierten Diagramm ein Stiick Wirklichkeit zugemessen wer-
den, denn ein Diagramm, das an den unterbrochenen Stellen verbunden ist, liefert einen
dahnlichen Beitrag. Unterschied ist nur, daf} es in diesem Fall die Teilchen virtuell sind, daf
also an die Stelle der Faktoren (p +m) die entsprechenden Propagatoren treten, iiber de-
ren Impuls dann integriert wird. Im hier betrachteten Fall wird jedoch nur der Imaginéar-
oder Absorptivanteil des Feynmanpropagators betrachtet, was einen Faktor §(p® — m?)
und damit die Massenschalenbedingung liefert.

Zu berechnen sind also, entsprechend den Anteilen (a), (b), (¢) und (d) der Abbildung (2.2)

Hy = NeSp(3(1+vs4) (1 + m)vu(h — ) v) = (2.49)
= No(2ime(pvp;s) 4 2ime(prpss) — ¢ gu + 2(p1upan + P2upiv))

Hyt = NeSp(3(1+ ) (4 +m)’m(;¢z m)vs) = (2.50)
= No(=2ie(pvpipz) — 2m(pas)gu + 2m(s.p1, — prusy) + 2m(s,pay + paus,))

HyY = NeSp(3(1+7s4) (4 +m)7w5(;¢z m)y,) = (2.51)
= NC(—Zzs(/,u/plpz) (PzS)gW - QW(SMPM - pmsu) + 2m(3up2u + pmSu))

Hy't = NeSp(3(147s4) (B +m)yuvs(Ba — m)rs) = (2.52)

= Ng(2ime(uvpys) — 2ime(pvpys) — (¢° — 4m*) g, + 2(p1,pay + Paupbrn))-

Dies soll auf die Vierervektoren (p;,) und (g,,) umgeschrieben werden, um die Form-
faktoren der kovarianten Entwicklung identifizieren zu kénnen. Im Zweikorperfall ist die
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Umformung recht einfach, denn es ist

o I I
Py = 5(}71# - p2u)7 qp = P1p + Yom = P, = §qM + Piys P2 = §qM — P
) 1
G = YGu + ?quqy (253)
1 A
plup?u + p2p,p11/ = 5%% - 2p1up11/

5(MVP1P2) = 5(/«”/}519)

Damit ergibt sich

HXUV = Ng(2ime(purgs) — QZQW — 4p1,p1y) (2.54)
Hy' = Ne(=2ie(prpiq) — 2m(q-s)gu, + 2m(s,pr, — Pras,) +

Fm(5,G, — qus,) = 2m(s 1, + Prusy) + ms.g, + qu5,)) (2.55)
H) = Ne(=2ie(uvpiq) — 2m(q-s)g,, — 2m(s,pr, — pras,) +

=180y = qusy) — 2m(8uPry + Prasy) + m(5,G, + qus,)) (2.56)
Hyt = No(=dime(pvpys) = (¢° = 4m*) g, + 4%2% — 4py,bry)- (2.57)

Hieraus lassen sich die Bornschen Strukturfunktionen leicht ablesen. Es sind dies

H'V = Ngg*, H{Y = Negh?, HYY = H* = —4Nq, H* = N,
H* = H$Y = —2Nq, V* = G4V = 2Nem, Gi* = —4Ng, (2.58)
Gt = G2V = —2Nem, @Y = G2Y = Ngm, GyY = 2Ngm,

(g = —2iNem, Giy = 2iNem, G\ = —iNem, G = iNcm.

Aus den Strukturfunktionen 1&8t sich zunéchst wenig tiber die Winkelverteilung des Ha-
drontensors und damit des Wirkungsquerschnitts aussagen, da die kovariante Entwicklung
nicht nach den verschiedenen Winkelabhéngigkeiten sortiert. Geeigneter ist eine Entwick-
lung des Wirkungsquerschnittes in die verschiedenen Projektionsanteile, daher wird dieses
Vorgehen im Folgenden bevorzugt verwendet. Es existiert jedoch eine eindeutige Bezie-
hung zwischen beiden Entwicklungen, so daB eine Ubersetzung der einen in die andere
Form moglich ist. Fiir den hier betrachteten Zweikorperzerfall gilt

1
H;, = H,+ Zq%ﬂH2 + (g-s) <G1 + Zq%QG2 + G6> (2.60)
2
Hp = =—¢*vH;— (q-s) <(]2UG3 - ;Gs + UG9> (2.61)

. 1
H}“/Hﬂ,y = |:q2U2G6 —I— (qS) <2H1 —I‘ 2

Vo
1
+(g-s)? <2G1 + =¢*v* Gy — P0Gy + G — 2G7> ] (2.62)

1
—¢*v*Hy — ¢*v H5> +

2
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. 1

B, = { S 942G 1 (q5)P Hy + (q-5)? ($2Gy — 2G5 + Gy) } (2.63)
) 1 1

mYH, = ¢ <§q2v2 —5les) (1~ v2)> G1s (2.64)
. 1

I, = (—a** + (g:5)")Gao — 2g-5)*Gin . (2.65)

Hier sollen zunachst nur die Projektionen Hyy, Hy, und Hp betrachtet werden. Zu erkennen
ist bei ithnen die Aufspaltung in einen spinunabhéngigen und einen spinabhéngigen Term
(proportional zu (g-s)). Der letztgenannte Anteil fallt im Falle transversaler Polarisation
fort, die nichtverschwindenden Projektionen sind dann

HYY = 2HY = 2Nq¢%, H{A = 2HM = 2Nqq%0?,

1

HXV — Hl‘/V_I_ZqQUQH;/V — N0q2(1_v2)7 (266)
1

R

Hy = —¢vH* = 2Nqgbo, HY = —¢*vH3Y = 2Nog*v.

Fiir die longitudinale Polarisation treten die spinabhédngigen Terme hinzu, mit dem Pro-
dukt (q-s) = £q¢*v/2m ergibt sich hier

HA = 2(¢-s)GY* = £2NoqPo, HY = 2(q-5)G7Y = +2Noqv,
Hit = 20¢s)(G+GgY) = 0, Hp' = 2(¢-s)(GYY +Gg7) = 0, (2.67)

2
HYY = (q-s);G;/V = +2Nqq?, Hpt = —(q-s)wGi* = £2No¢ .

Diese Ergebnisse lassen sich natiirlich auch direkt mittels der Projektoren erzielen. So
ergeben sich die fehlenden Projektionen, und zwar

fiir die transversal ebene Polarisation:

v = Hi" =0,

H{* = Hi"Y = F2Nemo /¢ = FNeg' v /&, (2.68)
HYY = FANem/@ = T2No?V/E,
HY = HYY = HiY =0,

fiir die transversal normale Polarisation:
HYY = HY = HY = HM =0,
HYY = H{ =0, (2.69)
HYA = +2iNgmo/@? = +iNeg?ui /g,
Y = F2iNemo/@? = FiNeg*v /¢



Kapitel 3

Regularisierung und Subtraktion

3.1 Die dimensionale Regularisierung

Die zum Abschluf} des letzten Kapitels betrachtete Bornsche Naherung war kinematisch
durch die beobachtbaren Gréflen, also die Viererimpulse von Boson und Quark, festgelegt.
Bei héheren Ordnungen der Stérungstheorie treten dagegen zusétzliche Impulsfreiheits-
grade auf, iiber die integriert werden muf. Damit ergeben sich neue Probleme, denn es
stellt sich heraus, daf} diese Integrale, fiir einzelne Feynmangraphen berechnet, divergent
sein konnen. Treffendes Beispiel und zugleich haufig anzutreffender Spezialfall ist das
Integral

/ de = lim Inz — limIna. (3.1)

0 T a0 o0

An beiden Grenzen treten hier Divergenzen auf. Ist x ein Maf fiir den Impulsfreiheitsgrad,
so spricht man fiir grofle Impulse, also fiir den ersten Term, von einer Ultraviolett- oder
UV-Divergenz, fiir kleine Impulse (zweiter Term) von einer Infrarot- oder IR-Divergenz.
Meistens kommen diese Divergenzen nicht gemeinsam in einem Integral vor, aber schon
das Auftreten einer dieser Félle muf} sorgféltig behandelt werden. Um diese Integrale
definieren zu konnen, nimmt man kleine Anderungen an ihnen vor, beschneidet beispiels-
weise den Integrationsbereich entsprechend, indem man Abschneideparameter einfiihrt,
die dann nachher die als divergent zu denkenden Anteile parametrisieren. Ein solches
Verfahren heift Regularisierung.

Das Verfahren der dimensionalen Regularisierung, das 1972 zur Handhabung der UV-
Divergenzen vorgeschlagen wurde [17], hat gegeniiber anderen Verfahren den Vorteil, daf
es grundlegende Prinzipien wie die Eichinvarianz, die Unitaritat oder die Lorentzinvari-
anz der zugrundeliegenden Theorie erhdlt. Grundidee des Verfahrens ist, dafl Integrale,
die in vier Raumzeit-Dimensionen divergent sind, dies in einem geringerdimensionalen
Raum nicht mehr sind. Ist es moglich, dieses Integral in dieser niederen Dimension n zu
berechnen und es dann zu komplexen Werten von n fortzusetzen, so kann es auch zu
n = 4 fortgesetzt werden. Die Divergenz wird dann durch die Grofle ¢ = (4 — n)/2 pa-
rametrisiert. Vorteil der dimensionalen Regularisierung ist, dafy die Feynman-Regeln und
fast alle Symmetrien nicht von der betrachteten Dimension abhdngen und daher erhalten
bleiben. Lediglich die Kopplungskonstante muf}, wie noch gezeigt wird, umskaliert wer-
den. So lassen sich die Diracschen Gamma-Matrizen auf n Dimensionen erweitern. Frst
mit der Matrix 75 treten Probleme auf, diese sollen jedoch zu einem spéateren Zeitpunkt

31
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besprochen werden. War die dimensionale Regularisierung zunachst fiir den Fall der UV-
Divergenzen konzipiert, so zeigte sich im Folgenden, daf sie auch fiir die Regularisierung
der IR-Divergenzen geeignet ist. Hier mufl n dann natiirlich entsprechend eine Dimension
n > 4 bezeichnen.

Genauere Aufmerksamkeit verlangen die physikalischen Dimensionen im betrachteten nie-
derdimensionalen Raum. Geht man von einem (bis auf einen Faktor /) dimensionslosen
Wirkungsintegral der typischen Form

S = @D, = e~ 4ELFCg it (3.2
0 Ca “ dA;,  0A abe b pc
Du = a—q“ + ngAuTav F;w = 8q“ - aqy - gsf AMAU

aus, so ergibt sich fiir den Spinor ¢ eine Massendimension (n —1)/2, fiir das Eichfeld eine
Massendimension (n—2)/2 und folglich fiir die Kopplungskonstante eine Massendimension
e = (4 —n)/2. Das Wirkungsintegral wird erneut dimensionslos, wenn statt g, die Grofie

Js = 17 gs(1t”) (3.3)

verwendet wird. ¢, ist nun von dem Massenparameter p abhéngig, der zugleich die Funk-
tion der Renormierungsskala iibernimmt.

3.1.1 Berechnung des Grundintegrals

Zu berechnen ist zunéchst das Grundintegral

d"k 1
I(n,a):= / Gy SR =) (3.4) Im ko

Dieses Integral ist im Bereich n < 2a konver-

gent. Eine Wickrotation der Zeitkomponente im .
—E+ie

Gegenuhrzeigersinn, welche die Pole des Inte-

granden nicht trifft, iiberfiihrt dieses Integral in \ Elie

I = / d"k ! 3.5
(n,a) =1 (27m)7 (k2 4+ m2)o’ (3.5) Abbildung 3\ WicKrotation

Wird nun £ durch die Umskalierung k& — pk zu einer dimensionslosen Grofle und wird die
Winkelintegration im n-dimensionalen Raum durchgefiihrt, die einen Faktor 27™/2/T'(n/2)

liefert, so ergibt sich mit k = v k?

B a2 &0 K" Yk
10,0 = sy |, G r T 30

Mit Hilfe der Substitution

B K L gy = m?*  2kdk (3.7)
y = K2+ m2/ 2 y 12 )2+ m2p? :
2 2 2
d
o= Y TR S TR m——, 2kdr = m_2 Y

Re ko
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verwandelt sich das Integral in die Fulersche Betafunktion

Blmn)i= [ =gty = (3.5)
(I'(n) ist die Fulersche Gammafunktion)
C n—2a 2\ n/2-a
noo) — L m- n/2=1¢1 _ . \a—n/2-1 _
) = G (),
_ i <m_2>”/2‘“ P(n/2)T (0 —n/2) _
(T T (af2) \ 72 M(a)
B i T —n/2) m_2 n/2-a
S e O >

Weil dieser Ausdruck nun auch fiir komplexe n wie auch fiir n > 2a berechenbar ist, kann
er als analytische Fortsetzung fiir /(n, ) angesehen werden.

3.2 Propagatorkorrektur fiir massive Quarks

Berechnet werden sollen hier die Korrekturen zum Quarkpropagator, wie sie an den aus-
laufenden Quark- und Antiquarklinien in den Abbildungen 1.1(b) und 1.1(c¢) auftreten.
Der korrigierte Propagator lautet

Ap) = F—me mo(—iz(}?))m- (3.10)

bis zur ersten Ordnung der Stérungsreihe. In erster Ordnung ist also lediglich der ampu-
tierte Term —iX(p) zu berechnen. Fiir ihn ergibt sich in dimensionaler Regularisierung

n i — = af
—1X(p) = /%(—iﬁs’m)m(—@ﬂﬁ)% B

. A"k o (P — F +mo)y”
- CF/ (27)" ((p — k)? — mg)k?

(3.11)

mg ist zunéachst nicht die physikalische Masse des Quarks, es kann also im Folgenden nicht
p* = m¢ verwendet werden. Fiir den Zihler des Integranden ergibt sich durch Vertauschen
und Kontraktion des Index o

Yol = F+mo)y™ =2(p = k)" = (F =k —mo)1y" = 2= n)(p =) + nmo,  (3.12)

und ¥(p) kann somit in einen Term proportional zu 7, und einen proportional zu mg
aufgespalten werden. Der Term proportional zu +, kann indes nur von p abhéngen, so
daf} sich eine dem Diracschen Operator entsprechende Aufspaltung ergibt,

2(p) =t mom, (p) = P, (p)- (3.13)
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3.2.1 Berechnung von X,, (p)

Zur Berechnung dieses Anteils wie auch fiir die folgenden Berechnungen verwendet man
die Feynman-Parametrisierung
1 _ Netast-ta,) (3.14)
ATVAS? LA (o) (eg) - T(evy,)
Vgt tege ™t gom= 181 — 2y — 2y —
' /0 (x1A; + A0+ ... — 2, A, )al"‘a?"‘ tam

)d$1d$2 d

in diesem Fall fiir den recht einfachen Fall m = 2, und die Deltadistribution 148t sich
ausfithren, indem z, =1 — x; =: 1 — = gesetzt wird. So ist

. B 2o [ 1 B
Snlp) = =0 | e

B R dx B

= TN F/ (27 >n/o <k2—2pkx+<p —md)z)?

1
B _ngscF/ dx/ (k—pr)? —pPa + (P —md)z)?
1
2
= ngSCF/O dl‘/ ) (—F T mie — el = 2) ) (3.15)

Mit Hilfe des Grundintegrals (3.9) ergibt sich

1 n—4 n/2-2

o o Ma—n/2) [(mir —p*z(1l — 2) B

Yo (p) = zngSCF/O Ary 2 () e der =
—2:x2 2\ © 1 2 2 —e

O ETEG ATy mgz — p*a(l — ) N

= Ty CF< 2 >(4— 25)F(5)/0 < 2 dv =

. (4;) Oy <4;’”§2>6(4— zg)r(g)/ol <1 - :1—1(1 - :1;)> e = (3.16)

= Z0p <4;’“; >(4 —26)I'(e) /01 <:1;_5 —cln <1 - %(1 - :1;)>> d.

Verwendung fand im letzten Schritt die Ndherungsformel

2 =exp(elnz) =1+ clnx 4+ O(e?). (3.17)

Es ist nun

1
1
“dr = ~ 1 1
/0:1; =T +e (3.18)

und mit der Substitution y := 1 —a(l — z), a := p*/m{

1 2 1 1 1 1
/ In l—p—z(l—x) dr = —/ Inydy = —{ylny—y} =
0 ma a i, a 1-a

2 2 2
= P m(mo p), (3.19)
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also

. A\ © 2 2 2 2
zmo(p)zj_WCF <%>(4—25)F(5) <1+25+5m0p2p In <m0 L >> (3.20)

0 Mo

SchlieBllich sind noch die Entwicklungen der Eulerschen Gammafunktion,

1 w2
I'(l4+e) = 1l—eyp+ 552 <’y,29 + F) +0(&%)

[(e) = ér(ug) = §—7E+0(5) (3.21)

(vg =0.577... ist die Fulersche Konstante) sowie

4rp\° 47
< m2 > :1—|—51n< m2 (3.22)

zu verwenden, es ergibt sich dann

Ymo(p) = Z—;CF <1 +eln <4;§2>> (4 — 2¢) G _ 7E> .

2 2 2 2
: <1+25+5m0 P m(mo L >> - (3.23)
p

3.2.2 Berechnung von X, (p)

Hier ist nach den gleichen Umformungen

, . d"k P
PE(p) = in- 2)QSCF/ (2m)" (K2 = 2pk + p2 — m2)k?

y ) d'k [ p—x) _

= in- 2)QSCF/ (27)" /0 Rt mle— (i a2 =

. ~2 d"k ! (1 —a)dx
= @(n—?)gSCFZif/ 2" /0 (—kz—l—m%x—pzx(l—x))z' (3.24)

Im letzten Schritt wurde die Symmetrie der k-Integration benutzt. Auch hier kann das

Grundintegral Verwendung finden, es liefert

S, (p) = —Z—;CF <4;’“2‘2>6(2 —2e)I'(e) /01(1 — )2 <1 - :1—22(1 - :1;)> i (3.25)

0

Ferner ist

! 1 1 3
/ (1—a)ade = ———— ~ ~(1 + =e), (3.26)
. 2V Y

Al(l_x)ln<1_%(1_$)> - 1 (I-y)lnydy = (3.27)
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und damit
/01(1 — )" <1 — %(1 - x)>_6dx = /01(1 — ) <x—s —¢cln <1 - %(1 _ x))) de —

Zusammengenommen ergibt sich

s 1+ ()00 ()

2 242 212 2 2
mg (mo) - (P ) mg —p
. <1 +e— €p—2 — & (p2)2 In 3 = (329)
a, 1 Arp? my (mg)® = (p*)?, (m§—p?
= —ECF <g_7E—|—1H<mg >—|—1—|—p—2—|- (p2)2 In 3 .

3.2.3 Das Renormierungsverfahren

Wie unschwer zu erkennen ist, besitzen ¥,(p) wie auch ¥, (p) 1/e-Singularitédten. Durch
einen formalen Trick kénnen diese nun beseitigt werden. Dazu nimmt man an, dafl so-
wohl die Wellenfunktionen als auch die Masse und Ladung des Quarks noch einmal neu
normiert, renormiert werden kann. Es soll also gelten

Vo = A/ Loy, my = Z,m, und ¢y = Ze,, (3.30)

wobel g, mg und ¢y die unrenormierten oder ,nackten® Groflen und ,, m, und e, die
renormierten Groflen darstellen. Dabei lassen sich die Renormierungsfaktoren 7, 7, und
Zm, obwohl sie die Singularitdten absorbieren, formal als Potenzreihen des Entwicklungs-
parameters «, darstellen,

Z, = 1—|—Z1(1)oz5—|—0(oz§), Z = 1—|—Z7(nl)oz5—|—0(oz§).
Zy = 14 2"a, + 0(a?), (3.31)

Diese Renormierung gelingt im vorliegenden Fall der Propagatorfunktion A(p). Betrachtet
man Gleichung (3.10) als erstes Glied in der Entwicklung nach ay, so kann die Schreibweise

" F—mo—(p)

naheliegen. Behandelt man im Folgenden alle Ausdriicke nur bis zur Ordnung ay, so
ist diese Schreibweise gerechtfertigt. Andererseits steht der Propagator aber zwischen
Wellenfunktionen, so daf} fiir den renormierten Popagator

A(p)

(3.32)

T F-me—S(p)

ist. Dies liefert, in erster Ordnung in a,, eine Beziehung zwischen der renormierten und
der unrenormierten Propagatorkorrektur,

A, (p) = Z5'A(p) (3.33)

S,(p) = S(p) = (Zo = D + (ZaZyn — L) (3.34)
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Wihrend Y(p) noch singuldre Terme enthélt, ist zu verlangen, daf dies fiir ¥,(p) nicht
mehr gilt. Die Frage nach dem Subtraktionsverfahren, die Frage also, wie die singuléren
Terme von den reguldren getrennt und ob noch endliche Beitrdge in den singuldren An-
teil mit aufgenommen werden, soll spédter betrachtet werden. Zunéchst sei eine solche
Trennung vorausgesetzt, und ein singularer Term Y (p) 148t sich sicherlich auch wieder
schreiben als einen Term proportional zu p und einen solchen proportional zu mg, was in
der gewdhlten Ordnung der Néherung durch m, zu ersetzen ist,

Ys(p) == 2(p) — X (p) = —P2ps(P) + MY 5(p)- (3.35)
Ein Vergleich mit der Gleichung (3.34) liefert
~=Y,.p) =% =1, Ya.p) = (%, - 1) (3.36)
oder umgekehrt
Zy = 1=3%,,(p)+0(al), (3.37)

Zm = 1+ Zpﬁ(p) - Zmo,S(p) + O(Oz?)

Angenommen, man mochte nur die Terme 1/e als singuldren Beitrag abspalten. Dann

ergibt sich aus den Gleichungen (3.37)
MS os 1 MS os 1
I B M/ R e M (3.38)
Am " e dr " ¢

Dieses Subtraktionsverfahren, auch minimales Subtraktionsverfahren (MS) genannt, fithrt
zwar zu einfachen Renormierungsfaktoren, aber zu relativ komplexen Greenschen Funk-

tionen. Daher wurde ein anderes Verfahren konstruiert, das modifizierte minimale Sub-
traktionsverfahren (MS) [18], das statt des Terms 1/ den Ausdruck

1
- ve + Indm, (3.39)

der als genereller Faktor auftritt, zum singuldren Anteil schlagt. Entsprechend erweitern
sich hier auch die Renormierungsfaktoren zu

W %o (Lo
Zy =1 47TCF <€ ’yE—|—1n47r>, (3.40)

N R 1
M= - 3%6} <g —vE + 1n47r> : (3.41)

3.2.4 Die Renormierung auf der Massenschale

Die Massenschalenrenormierung ist die in der QED gebrauchliche Methode. Sie wéhlt die
Renormierungsfaktoren 7, und 7, so, dal A,.(p) bei p = m einen Pol erster Ordnung
mit Residuum ¢ hat. Dabei wird ferner angenommen, dafl die renormierte Masse mit der
physikalischen Masse m identisch ist. Dies hat zur Konsequenz, dafl in der Entwicklung

_ @ =m)+0((f—m)) (3.42)
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der renormierten Propagatorkorrektur sowohl der konstante als auch der lineare Term
verschwinden miissen. Setzt man hier Gleichung (3.34) ein, so ergibt sich als Forderung

Y.(0m) = X(m)—Zym+ ZyZ,m =0
= 79 = 1—%Z(m)+0(a§) (3.43)
9%, (p) 9X(p) 0s _ 9
9 i = W—(ZQ—I):() = _1+@Z(p)¢:m'

Mit X(p) = mX,,(p) —pX,(p) (hier konnte in der gewéhlten Ordnung mgq durch m ersetzt
werden) ist wegen

o oo oo )
59~ 0§ op 05 0P Pop )
die Ableitung gegeben durch
)
gy =] = ~Tlm) +2mt (=3 m) 43, () (3.45)

wobei der Strich fiir die Ableitung nach p? steht. Die Ausdriicke ¥,,(p) und ¥, (p), nach
p* abgeleitet, ergeben

2 2

WQZ;n(m) = Z—;CF <—41H <mm2p > — 4>
25 Qs m? — p?

m-Y (m) = ECF —21n 5 -3, (3.46)

zusammen mit

S (m) = 2 G — 75 +1n <4;’“;2> + 2> (3.47)

s

also

0S s 1 Arp?
Z2 = 1—ECF<E—’)/E—|—1H<m2>—|—2>—|—

2 2
0% o (o (2 4
4 m2

Der Grenzfall p* = m? der Massenschale ist fiir den zweiten Term nicht mehr so einfach

(3.48)

pZ=m?2

zu bilden. Er kann jedoch mit Hilfe eines anderen Regularisierungsverfahrens noch einmal
konstruiert werden.

3.2.5 Regularisierung mit Hilfe der Gluonmasse

Diese Regularisierungsmethode gibt dem Gluon eine kleine Masse v/Ag?, die als Regu-
larisierungsparameter fungiert. Die Einfithrung der Gluonmasse 1ét den Gluonpropaga-
tor eine andere Form annehmen, nédmlich —iCpg®?/(k* — Aq¢?). Zur Rechnung werden
nur dann Terme in héherer als nullter Ordnung in A herangezogen, wenn sie regulari-
sierungsnotwendig sind. Die Kombination mit der dimensionalen Regularisierung, die in
diesem Zusammenhang verwendet wird, trennt exakt zwischen IR- und UV-Divergenzen.
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Die UV-Divergenzen werden von der dimensionalen Regularisierungsmethode geliefert,
die TIR-Divergenzen durch Regularisierung mit Hilfe der Gluonmasse. So ergibt sich in
direkter Ubertragung der bisherigen Rechnungen

S0 = 20 (4;’“‘)<2—2e>r<e>-

1 2,0 2 1 — A21_
./(1—x)<1—51n<mx pel “;)Jr al x>>>d:1; -
0 m
_ (! W (7
R G e a

-2 [[0-am (m —rel-o)+Ag(l - D)) sy

m
also
o 1 2
—Y,(m) = _ECF<E_7E—HH< 2>—1—|—
1 2.2 1 A2(] —
-9 (1—x)ln<mx + Z( x>>d:1;> =
0 m
_ %o (2 1 Voo [ mede) =
——EFE—’YE‘FH 2 ——/()(—l‘)ﬂl’l‘ =
o 1 u?
= _ECF<E_7E—HH< 2>—|-2> (3.50)

und mit a := Ag*/m?

oS () = alcy [l @ a2t
e 4 FOAq(l—x)—l—m2:1;2_ 4 FO:I;Q—I—a(l—:z;)x_

o ! ! 1 [t (22 —a)de
= _4ECF</O :z:d:zj—Z/O dl‘—|—§/0 —:1;2+a(1—:1;)> =
a, Ag?

Fiir den Term X, (p) berechnet man

47

S = For (2 )(4—2s>r<s>-
1 2., .2 N 201 _
[ (1o (R A,
0 m
B 4oz50 1 | 4112 1
ctr\e T ) T T

_/Olln <m2“’_p2“’(1 _‘7‘;)+Aq2(1 _$)> d:z;), (3.52)

m
hier ergibt sich

02 8 C m?z(1 — z)dr _
m X (m) 47 F/ m2x — p2r(l — ) + Ag®(1 — )
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o U (2 — 2)dz o Aq?
- 50 | ey - 2Ro (en(GE)) o

Zusammen liefert dies den Renormierungsfaktor

o 1 47 o Aq?
5% =1- 2C0p | — - 1 2) —2—=Cp{In{—)+1). (3.5
’ Am F<5Uv 7E+n<m2>+> dm F<n<m2 ! (354
Zwischen der Regularisierung mit Gluonmasse und der dimensionalen Regularisierung
besteht nun eine Korrespondenz, die sich in der Korrespondenzformel

Ag? 1 4
In <_q2> “ — —9g+In < 7T/~20 > (3.55)
m

m E1R

ausdriickt. Benutzt man diese, so ergibt sich schliellich

1 47 1 47
708 —1_ % L ] o — — ] 1). 3.
2 47TCF<<€UV VE + H( 2 >>‘|’ <€1R VE + H< 2 >>‘|’ > (3.56)

3.3 Vertexkorrektur fiir massive Quarks

Berechnet werden sollen die Korrekturen zum Zy-Quark-Vertex fiir massive Quarks,

Ay (piop2) = —ieQ (v, + T}, (p1,12)), (3.57)

in erster Ordnung der Storungstheorie, also der Zusatzterm Fx(pl,pz). Er liefert

Ak i i  —iCpg™
/ (27)71(_@95%)351 +§— m " —p2 +k— m(_lgsﬂm)T

— iiC / d*k o (b + 4 m)y (s + f 4 m)y”

P | @y ((py+ k)2 — m)((ps — k)? — m2)k?

Der Ziahler ergibt nach Durchtauschen von 5, und Umsortieren

FL/(pDPZ)

(3.58)

Yol +E+m)y (=2 +E+m)" =
= Ak = (p2 = pO)k = pipo) v+ (1 + K —m)(4(py — k), + 2m,) +
+2my, = 4((pr + ) ) (o + F —m) + (6 =)y +F —m)y(—po +F —m) =
= Ak = (py = p1)k = p1pa) v + 4(pa — k) 2mby, +
+2my, k= A(py + k) kb + (6 = n)fy b =
= ((n=2)k* = 4(py — pk — dp1pa)7, + dmk, +
+4(py — 1)+ 2(2 — n)k k. (3.59)

Dabei wurde verwendet (durch ,—* angedeutet), dafi die Vertexkorrektur stets zwischen
den Spinoren der freien Quarks steht, und daf fiir diese gilt:

ulp)(pr =m) =0, (=p —m)v(pz) =0 (3.60)
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FL/( p1, p2) 1aBt sich nun auf eine Reihe von Grundintegralen zuriickfithren, die im folgenden
berechnet werden sollen. Es sind dies

d"k 1
I3(pr,p2) = / (2m)" ((p1 + k)2 — m2)((py — k)2 — m2)k2

. [ e
oom) = | GG e 0

i [ dk kR
i) = | G G o

Alle diese Integrale lassen sich wiederum auf das Grundintegral (3.9) zuriickfiihren.

3.3.1 Berechnung von I3(py, ps)

Durch Verwendung der Feynmanparametrisierung ergibt sich

; B d"k 1 _
3(p17p2) - / ) kQ + 2p1 k2 — 2p2k)k N

1—= 1
B / d:z;/ dy/ " (k% 4 2pikx — 2pyky)? B
/ d / d / dn ! (3.62)
—_= Z . .
Y + (p1x — p2y)?)?

Hier 1483t sich nun (3.9) fiir o = 3 verwenden, wobei die Masse m in diesem Fall zu ersetzen

ist durch den Ausdruck

(prx — poy)® = mP(@® +y*) = 2(pipa)ay =

1

= Zqz((:]c —y) =z +y)?) = %q2u2(w2 — %) (3.63)

mit v :=x 4y und w:= (y — «)/(« + y). Die Integration iiber « und y 148t sich ferner in
eine Integration iiber v und w verwandeln mit 2dz dy = ududw, v € [0,1], w € [—1,1].
Es ist dann

n/2-3

n—6 +1
o I'( 3 — n/2 u*(w? —v )
I3(pi,p2) = T lan)e duu dw =
c —2—2¢ 1 1+4¢
B i m2u l—w B
= 7(4#)2_5“1 + 5)/0 duu < e > /0 dw <7w2 — v2> =
_ i T 4¢) [4mp\° ! J 1—o2 \'"* _
 (4m)Pm? 2 m? o P\ Wz = B
(1 Arp?\° 2 1 1—ov2\'**
_ ) o dw () . (3.64)
(4m)2q2ve m? 1 —v? J, w? — v?
Dabei ist n = 4 — 2¢ gesetzt und die Integration iiber u fiir ¢ < 0 ausgefithrt worden. Zur

Berechnung des verbleibenden Integrals wird die Naherung (3.17) sowie die Partialbruch-
zerlegung

2 | |
I - (3.65)

w— w4+ v
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verwendet. Es ergibt sich
2v ! 1—ov2\'**
dw | ——— =
1 —v? /, w? — v?
! 2v ! 2v 1 —v?
= J o (eEa) e [ () () =

_I_
w_
b dw w— v U dw w+ v
—5/ In —5/ In +
0 W—U 1—vw 0 W—U 1+v

dw | w— v L dw | w4+ v 3.66
Ow—l—vnl—v +€/()w+vn1+v ' ()

Um die Integrationen, die fiir den physikalischen Fall v < 1 teilweise zu Logarithmen

_'_
™
\’_‘

mit negativem Argument fithren, bewerkstelligen zu kénnen, wird im Folgenden zunéchst
der unphysikalische Fall v > 1 berechnet, das Ergebnis dann spéter zu v < 1 fortge-
setzt. So kann der erste, zweite, dritte und sechste Term auf einfache Weise mit Hilfe der
Substitution v’ = (w £ v)/(1 £ v) und partieller Integration berechnet werden,

/1 dw /1 dw o v—1

0 w—1v 0o w4+ - v+1)7
b dw w—"0 1 v—1

/Ow—vhl(l—v) = 21n < . >, (3.67)

/1 dw <w—|—v> 1 < —|—1>

In = ——1In? .

0 W4 140 2 v

Fiir den vierten und fiinften Term muf} der Dilogarithmus [19]

Liy(z) := —/0 diln(l —a') (3.68)

x!

benutzt werden. Hier ergibt sich mit den gleichen Substitutionen
L dw w4+ v 1 dw’ l—v , 2v
In = In w + =
g W—w 1+v —u/(1=v) w' 140 1+v
B | 2v | —v ! dw’ | I—v \
- - 140 i 1 — T —u/(1=v) w' T 2vw -
2v

(1— u/2ud "
+/ L1 —w) =
1

w’

2v v v—1 (1
= —In <v—|—1> ( 1) Li, <—>—|—L12 <§>, entsprechend (3.69)
/1 dw w — v /1 dw’ l+v , 2v
ln = w — =
0o W+ l—v v(4e) W l—v l—v
20 v . (v+1 . (1
_ —ln<v_1>ln(v+1)—L12 <7>+L12 <§> (3.70)
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Die Summe all dieser Beitrage liefert zur Ordnung O(e)

2v 1 1 —o? e
1—1}2/0dw w? — p? -
v—1 I, (v—1 I, (v+1 2v v
= ln<v+1>—|—5§1n< " >—5§1n< " >—|—51n<v+1>1n(v_1)—|—

o fv—1 2v v o fv+1
—|—5L12< 5 >—51n<v_1>1n(v+1)—5L12< 5 > =
| <v—1 N 11 <v2—1>1 <v—1>+
= In e=1In n
v+1 2 v2 v+1
v+ 1 v—1 v—1 o fv—1
+eln In —¢eln2ln + eLiy +
v v v 2v

-1 1 1 1
—eln ? >ln<v+ >—|—51n21n<v+ >—5Li2 <U+ > =
v v v 2v
v—1
mit
1 v?— 1 v—1 o fv—1 o fv+1
2[/(1}) = §h'l < 41}2 > lﬂ <U —|— 1> —|— L12 < 21} > — L12 < 21} > . (372)
Zum Anfang zuriickgekehrt erhdlt man
- —2e 2\ ¢
T +e) [(Amp 1 v—1 _
[3(}717}72) - (47’[’)2(]21) m?2 c In v+ 1 + QL(U) - (373)

= (e () (2 2 0001,

Dabei wurden die Entwicklungen (3.21) und (3.22) benutzt. Der physikalische Sektor
v <1 ergibt sich durch die analytische Fortsetzung

o (278) S (220 4 3.74
n o — In T +im (3.74)
(In(f(2)) = In(|f(2)]) + tArg (f(z +1:0))). Unter Verwendung der Dilogarithmenbeziehun-

gen

Liy(2) + Liz(é) = —% - %hﬁ(—z) fir = ¢ [0, 1, (3.75)
Lig(z) + Lig(1 — 2) = %2 —InzIn(l — 2) (3.76)

ergibt sich hier ferner

2 9 1
2L(v) = Li, <1+—”U> — Li <1 _”U> +inln < ;”) . (3.77)
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3.3.2 Berechnung von I$(pq, ps)

1o _ [k m 3.78
3(}717}72) _/(27.[.)71 (k2_|_2p1k)(k2—2p2k)k2' ( . )

Prinzipiell 1aBt sich diese Grofle als Vektor durch die beiden Vektoren p,—p; und ¢ = p;+p,
ausdriicken,

Hier erhalt man

L5 (p1,p2) = (p2 = p1)" L5 (P, p2) + ¢ 13 (p1, p2). (3.79)
Allerdings erkennt man aus der Invarianz des Integrals gegeniiber der Vertauschung von p;
und —p,, dafl der Koeffizient I3? verschwinden muf. Mit (py—p;)? = 2(m* —pypy) = —¢*v?
berechnet sich /3! nun zu

2,211 /dnk pok — pik -
? (2m) (k2 4 2p k) (k2 — 2py k) k2
B / d"k 1 1 1 1 1 )_
) o)\ (B2 4 2p k) (K2 = 2pok) 2 (K24 2p k)k2 2 (k2 —2pk)k2)
1 1
= [2(p17p2)—§[2(p1)—512(—}72)- (3-80)
Die einzelnen Bestandteile sind zu bestimmen. So liefert
d"k
Lp) = /( )" (k2—|—2p1 )2 /d:z;/ k2—|—m2:1;2)2 -
i T2 - n/2) T
T () T(R) /ﬂ / v
_ i (Arpt\ T T(e) _ '/,L_QE 4rp?\T (1 +¢) _
o (4m)2 \ m? 1—2  (4m)2\ m? ) ¢(1-2)
< —2e 2
o Amp 1 B
= o (1 em (55 ))( %ﬂ) (142) =
s —2e
o 1 Amp B
und

Ly(p1,p2) = / (;l:;n (k2 4 2p1k)1(k2 — 2pyk) / dx/ R (qr—p2)2)?
-t () -
_ (@'f;;r@ ({gj)s / 1 (W) i (3.82)

Nun ist m?* = 1¢*(1 — v*) und

(qz —py)° = @2° —2poqr +p3 = @2 =2(pipy +p3)r+p; =
2 2 12 2 12 2 12 2
= ¢ =2{ 7¢I+ o)+ 2 (1 —v7) Jae+ 2g'(l—07) =

1 1
= Zq2(4:1;2 —dr+1-0%) = Zq2((2$ — 1) = ?). (3.83)
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Es bietet sich hier also die Substitution y = 22 — 1 an, und mit dieser ist
o —2e 2\ ¢ +1 2 _ 2
o Amp 1 Yy —v B
) = gt () (-3¢ [, (7)) -
- —2¢ 2\ ¢ 1 2 2
o Amp B Yy —v
(Y (T a). e

Die Berechnung des Integrals wird erneut fiir v > 1 vorgenommen, und es ergibt sich mit

1 1 yzdy B
—2 2 2
0 o Y- —v

partieller Integration

1 2 2 2 2
y? —v B y?—v
/Oln<71_vz>dy—yln<7l_vz>

! oy v—1
- 952 — _9_
= 2/0 dy — 2v /0 Ep— 2—wvln <v T 1) . (3.85)
Insgesamt erhilt man also
- —2e 2
o Amp v—1 1 B
) = i (1 (T) (e 2eveon (355)) () -
- —2e 2
o 1 Amp v—1
Uy < et ( m2 > Ferohn ( n 1> ! O“)) (3.86)
und damit fiir das Integral 15 (py, p2)
a 1 N
I5(p1,p2) = W([z(pﬁ—[z(phpz))(}% -m)" =
s —2e
o w v—1 e

3.3.3 Berechnung von I?’B(pl,pz)

Das Tensorintegral

[aﬁ B dnk kakﬁ
3 (p17p2) - / (27T)n (k? _I_ 2p1k)(k2 — 2p2k‘)k‘2

(3.88)

1a8t sich durch p, — p; und ¢ und den metrischen Tensor ausdriicken,

15%(p1, p2) = §°P12%(pr, p2) + (2 — p1)° (2 — p1) P 13 (p1, p2) + ¢“ 13 (1, p2). (3.89)

Die Koeffizienten ergeben sich auch hier durch Projektion, allerdings in Form eines linea-
ren Gleichungssystems,

9op 15 (p1ip2) = nl(p1ypa) — 0 I3 (1, p2) + I3 (py, a),
(pz - p1)a[§yﬁ(p17p2) = (pz - pl)ﬁ <[320(p17p2) - QQU2[321(}?17P2)> ) (3-90)
015 (propa) = ¢ (I3(pr,p2) + I3 (p1. p2) -
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Es ist
9o 15 (prop2) = L(pr,p2), (3.91)
(Pz—pl)a[:?ﬁ(}?hpz) = /(;l:;n (k2 _|_(2p;1kk)_(;lek_)];;k)k2 =
= Lpa) = 3B~ 5 p), (3.92)
&'k (pik 4 )k
013" (prp) = /(2#)” (K2 + 2p k) (K2 — 2p, k)%
= S~ 5 E ) (3.93)

Wieder sind die Bestandteile zu bestimmen. So ergibt sich

2(p) = / (27)" (k2 + 2}71 )k / x/ (k4 pya)? — pla2)2
kP — p1
= / dl‘/ n _ 2 _|_m T ) - (3‘94)

- /d:z;/ k2—|—m:1; pl/dw/ k2+m:1;)

Der erste Term verschwindet aus Symmetriegriinden, man erhélt

- —2e 1 2 .2 —£
o m-x
I(p) = —war(@/o <W> vdr =

—2e 2
_ g Amp
= p12(4w)2 <€ ’yE—|-1n< > > —|—1—|—O(5)> , (3.95)
6 g i~ (1 Amp?
I(=p2) = P25\ tin(— | +1+0() ). (3.96)

Ebenso gilt

[g(phm) B /(dn];n (k2 ‘|‘2p1k];fk2 - 2p2k) N
- / dx/ _<pi§<(11 o -
= (47T)2F(€) (4;’“5 > (/0 (po(1 = 2) = pY)de +
_5/01 In <4“’2 e ”2> (1= a)pf — apf)de) =
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- EZ;)ZF(e) (47”; > (%(pz —p)’ +

- i /:1 " <y12__522> (P2 = p1)” = y(p1 + pz)ﬁ)dy) =
— (py— pl)ﬁ%we) <4;—’“;2> <1 - 5/01 In <y12__:22> dy> _ (3.97)

- —2e 2
_ YR l B | Amp 5 | v—1
(p2 — p1) STErSE <€ ye I —5 ) +2+vln ) +0(e) ).
Dabei wurde erneut die Substitution y = 22 — 1 sowie Symmetrieiiberlegungen zu k und

zu y verwendet. Zusammengestellt ist
20 2 2721 2 722 > (1 Arp? v—1
nly” —qg vl + ¢ I37 = W g—’YE‘|‘1H -~ +2+vln e ,

s —2e 2
i 1 Amp v—1
[go_qzvzlgl — 4(47-[-)2 <g—"}/E—|—ln< m2 > —|—3—|—2U1H <U+1>> 5

> —2e 2
20, 2722 _ ¢ l_ Amp
1357+ q¢°15° = I(ir)? <€ ’yE—|—1n< 3 >—|—1> (3.98)
und damit
> —2e 2
0 U %_ Amp v—1
(2—-2e)I5" = (7] <€ 27E-|-21n< 3 >—|—4—|—2v1n <—v—|—1> —|—O(5)>,
- —2e
2 2421 M v—1
g vl = 1(ir)? <v1n <v—|—1> —|—O(€)> )
- —2e
2722 ¢ o v—1
g1y = 4(47T)2< 2 —vln <v—|—1> —|—O(5)> (3.99)
oder

- —2e 2
o i 1 Amp v—1 N

In <U — 1) (2= 1) (P2 —p1)" +

_q2—v v+ 1
Llovom (=YY eoof 2 0 3.100
7 +vin o1 q"q¢" +0(e) |. (3.100)

3.3.4 Zusammenfassung zur Vertexkorrektur

Nachdem die Einzelteile berechnet sind, kann nun der Zusammenbau beginnen. Die Ver-
texkorrektur bildet sich gemafl Gleichung (3.59) mit g, — ppy — —2m, ¢ — 0 als

(—ig2Cp)"'T) (p1, 1) =
= —4(p1p2)vuls(pr, p2) + 4((p2 — P1) e — (P2 = P1)oVu + Mo 15 (P1, p2) +

(2 = 2)(GagTn — 200,78 1% (p1, ) =
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= —4(p1p2)V,.d5(p1, p2) — 4((p2 — pl)z’m +m(py — pl)u)[?}l(plvpﬁ +
+(2 = 2)((2 = 26)7,L3°(p1, p2) + (P2 — p1) "7, L3 (prop2) +

‘|‘92%[322(p17}72) + 4m(p; — pl)u[??l(plvp2)) =

=: (_iQECF)_l <Ao’m + B%) mit (3.101)
2 2 2
Ay = Z—;CF[— lJ;U <§—7E+1n<4;’”; >>1n <Z+1> —2“;” L(v) +
1 47 v—1
-I-g—’yE—|-1n< 3 > —3vin <v—|—1>] und (3.102)
B = %CFl_UQ In <U_1>. (3.103)
47 v v4+1

3.3.5 Renormierung der Vertexkorrektur

Die bisher betrachtete Vertexkorrektur ist noch nicht renormiert, eigentlich hétte fiir sie
also FL/O geschrieben werden miissen. Diese Renormierung soll jetzt durchgefithrt werden.

Es gilt

Au(pispa) = ZiNa(pi,p) und damit (3.104)
Lu(prop) = (Zi= D+ 0, (01, p) =

_ (pz _pl)u . (pl —pz)u

= (Aot Zi =Dy + B = Ay, + B——=". (3.105)

Samtliche Singularitédten sind im Term Ag enthalten , wobei zwischen den IR- und den UV-
Divergenzen zu unterscheiden ist. Es stellt sich heraus, daf} die IR-Divergenzen mit den
kollinearen Divergenzen, also den zusdtzlichen Singularitdten fiir verschwindende Quark-
massen und damit v — 1, gekoppelt sind. Dies ist in Ay in dem Anteil gegeben, der mit
In((v —1)/(v 4 1)) multipliziert ist. Denn identifiziert man den entsprechenden Entwick-
lungsparameter ¢ mit eig, den anderen aber mit eyy, so wird nur die UV-Divergenz
subtrahiert, wie es auch sein muf. Dies soll hier wiederum mit dem Massenschalen-
Subtraktionsschema durchgefithrt werden. Da es sich um einen Graphen erster Ordnung
handelt, gilt die Ward-Identitit Z, = Z,, und Z, kann aus der Renormierung des Propa-
gators iibernommen werden,

1 4 1 4
ZIOS:1—%CF —— — g +1n H +2——9g+1In il +4].
4 Euv m? EIR m?
(3.106)

Die Ersetzung (3.74) trennt im physikalischen Sektor auf in Real- und Imaginéarteil. W&h-
rend die explizite Gestalt des Imaginérteils von A, wie spéter gezeigt, keine Rolle spielen
wird, findet der Imaginérteil von B sehr wohl seine Anwendung. Es ergibt sich

AL/(plap2) = —1eQ)y <(1 — A)y, + BM) mit (3.107)

2m
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o 1 47TM2 1+ v? 1 —v
ReA = _ECF|:<%_7E+IH<7TL2 >>< 5 1n<1+v>—|—2>—|—

14 o? -
+2 +UL(U)+3U1H<H—Z>+4} und (3.108)
Rep = Sl (Lo wp = Sl 3.109
B = plr——hli)  ImB = gl (3109)

3.3.6 Korrektur des Axialvertex

Bisher ist nur der Vektorvertex korrigiert worden. Fiir den Axialvertex ergeben sich genau
analoge Rechnungen. Es ist hier

PO OO W I e et Pt e e et i
") = =161 | G i T B

(3.110)

Nach Durchtauschen erhélt man fiir den Zahler
YolBr +E+m)yys(=po +E+m)y" =
= ((n = 2)k" = 4(py — pr)k — 4pip2)urs + 4(p2 — p1)ubrs +
—4mfy,vs +dmk,vs + 2(2 — n)k, s, (3.111)
folglich
(_igch)_IFf(pDPZ) = —4(p1p2)vuds(pr, p2)ys +
+4((p2 = P1)u¥o = (P2 = P1 o = MYa %+ MGo) I5 (1, p2)7s +
+(2 = 26)(Gapu — 290078 15" (P p2) s =
= —A(p1p2) v lsys + 4(=(p2 = p1) v + 2m*y, — ma) I3 (pr,p2)ys +
H(2 = 26)((2 = 26)7, 15" (p1, p2) + (P2 — p1) "7 13" (1 p2) +

+¢* 7,15 (pr, p2) — 20,4 153% (p1p2) )5 =

. _ +
=: (—Zg?CF) 1 <CO’7M+D%> Vs (3112)

Dabei fanden die Beziehungen
(P2 —#1)vs = —P1vs— WP = —mys+ysm = 0,
B2 =Py = —Pivds +2(p2)uys 582 = (3.113)
= —mYYs +2(p2)u — Vs = —2mys +2(p2)yys und
(F1+P2)v = Pivs— P2 = mys+m = 2mys
Verwendung, die als zwischen Spinoren stehend aufzufassen sind. Es ergibt sich damit

Co = Ao—ingF[8m2[§1(p1,p2)] =
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o 1 —o? v—1
= Ay + ECF {—2 . In <v n 1)] und (3.114)
D = —igiCpl—8m* I3 (p1,p2) — 8(2 = 2e)m*[3*(p1, p2))] =

o 1 —o? v—1 9 v—1
- ECF[Q . ln<v+1>—|—(1—v)<2—|—vln<v+1>>] —

a, 1 —v? 9 v—1
= —CFp |:2U—|-(2—|-U )In <v—|—1>}' (3.115)

47

Die Renormierungsprozedur ist dieselbe wie im Fall des Vektorvertex. Da der Zusatzterm,
der in Cy zu Ay hinzutritt, keinerlei Singularitdten aufweist, kann dieselbe Renormierung
verwendet werden, man erhélt also

: pitp :
Af}(pl,pQ) = —1eQ); <(1 - )y, + D%) Vs mit (3.116)
Re( — ozSC 1 | 47TM2 1—|—v21 1—wv 5
¢ - 4 F %_FYE—I_ " Tz v I1+v + +
1+ v? 2+ v? 1 —v
+2 . L(v) + . In <1 +U> +4}, (3.117)
ImC = ImA-2ImB, (3.118)
s 1_ 2 1_
ReD — Z—WCF 7 [2v+(2+v2)1n<1+z>], (3.119)
Q, 1 —v? 9
ImD = —Cp (24 v7)m. (3.120)

47 v

Spater wird sich zeigen, dafl Im A und ImC immer nur in der Kombination Im A — ImC
auftreten, was nach dem oben berechneten gleich 2 Im B ist.

3.4 Vertexkorrektur fiir masselose Quarks

Die Vertexkorrektur fiir masselose Quarks soll berechnet werden, um spater die Anomalien
zwischen dem masselosen und massenlimitierten Fall aufzudecken. Dabei lassen sich die
masselosen Rechnungen direkt aus den massiven iibertragen. Auch hier ist eine Klasse von
Integralen zu bestimmen, die diesmal mit Tilde geschrieben werden, I5. Benétigt wird fiir
die Rechnungen die Eulersche Betafunktion (3.8).

3.4.1 Berechnung von f3(p1,p2)
Auch hier ist

» 1 1—= dnk 1
Is(pr,p2) = =2 | du dy : (3.121)
0 0 (2m)" (=k2 + (12 — pay)?)?
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Es gilt jedoch einfach (pya — pyy)? = —2(pypy)2y = —¢*zy, und die Trennung der anfangs
geschachtelten Integrale geschieht durch die Substitution n = y/(1—x). Mit dy = (1—x)dp
ergibt sich

_2 2e —1—¢
~ q Ty
Li(p1,p2) = (4 I'(1+4¢ / dl’/ dy < > =

(Y v [
_ 2 <47T/~02>6 (1 +e)I*(1 —¢) <i> ‘ (3.122)

(4m)2¢? \ —¢? ['(1 —2¢e) e?

3.4.2 Berechnung von f?f’(pl,pz)

Das Integral spaltet genauso auf wie im massiven Fall. Zu bestimmen sind also ]Nz(pl) und
[Ng(pl,pz). Dabei bereitet vor allem der Anteil ]Ng(pl) Probleme, weil er einen Integran-
den (k*)7? besitzt. Erneut soll daher zunichst die dimensionale Regularisierung mit der
Regularisierung durch eine Gluonmasse kombiniert werden, um IR- und UV-Divergenzen
unterscheiden zu kénnen. Mit Gluonmasse A ist

T S S S
_ E’Z;; <47;’j> r(g)/o de = EZT)?G?;/;) r(g)lig _

i 1 411 A
- (Zﬂ? <g . —|—ln< m’“; > ~In <W> + 1> , (3.123)

Unterscheidet man nicht zwischen IR- und UV-Divergenzen, so liefert die Korrespon-

denz (3.55)

L(py) = 0. (3.124)
Einfach zu berechnen ist I,(p;, p),
- —2e 1 2\ ¢ —-€
7 o (qz — pa) B qwl—x _
kner) = figtie) [ (WEE) @ = e [[(-HET) @
. _2e 2\ ¢ 1 ; € 2
_ap A . I T I'( 1—|—5)F (1—-¢)
= i (T v [ = < ) M -
T (AT T+ o) (1—e) T fAmp?\ D1+ 2)l% (1 —¢) 1+2
o Wr)P\—¢? ) (1 =2)T(1 —2e)  (4m)2 \ —¢? I'(1 — 2¢) £ '
(3.125)
Zusammengefafit ergibt sich so
To J R a
I5(p1,p2) = —?[2(}717}72)(}?2—}?1) =

) i <4M2>6 T(1+e)T%(1—¢) <_l B 2) ' (3.126)

(4m)2¢? \ —¢? ['(1 —2¢e) €
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3.4.3 Berechnung von fg’g(pl,pz)

Auch hier kann in die bisherigen Bestandteile aufgespalten werden. Ebenso wie ]Ng(pl)
verschwindet auch ]zﬁ(pl). SchlieBlich ist mit (pyz + py(1 — 2))* = —¢*z(1 — 2)

o) / i | <pz§21—;i)<1ff;>>

(=) (50— a) — pla)de =

i <F1—e (2-¢) 5 TR2-el(-¢) ﬁ>:
(

—2e

) e
W( q> F(3_20) 7277 T(3_2o N
) EZ; <4f522>6 (2—215(?522(;);(?_ g —m) =
()

. —2e € 2
B i A F(l + 5)F (1 - 5) 1 I}
= G 2o T 2] 5 + 1) (p2—p1) (3.127)
und damit
- 2\ ¢ 2
- o Amp F(l + 5)F (1 - 5) l of
I (p1,pe) = A(4r)?2 < —q? > [(1 — 2¢) € T3)gT

_qi <1 + 1> (p2 = p1)*(p2 = p1)” = % @ * 3> qaqﬁ>'

3.4.4 Zusammenfassung zur Vertexkorrektur

Bei der Zusammenfassung dieser Terme zur Vertexkorrektur fiir masselose Quarks ist
(py — p1)* = —2(p1p2) = —¢* zu beachten und entsprechend p;, p; — 0 zu setzen. Dann

st
(—ingF)_le(pl,pQ) =
= —4(p1p2)Vuds(prsp2) + H(P2 = P1) Ve — (P2 — 1)) 5 (pry p2) +
+(2 - 25)(9&57# 2904/75)[ (p17p2) =
us (Aru®\ T (1 31— 2 3
— ZILL 7TILL ( —I_ 5) ( 5) _____ 8 ")/NJ (3128)
(47)2 \ —¢? I'(1 —2e¢) €2 ¢
also
2\ ¢ 2
“v o ag Ay ['(14e)*(1—¢) z §
Lo (i) = = —Cr < 7 > 1= 2] =t +8 | (3.129)

und ganz entsprechend

a <4w2>6 I'(1+¢)?(1 —¢)

T G T(1—2e)

. 2 3
Ff}(pDPZ) = [ ——I-g—|-8}’yu’y5. (3.130)



Kapitel 4

Virtuelle und weiche Beitrage

Im vorausgegangenen Kapitel wurden die Korrekturen erster Ordnung zum Quarkpro-
pagator wie zum Quark-Gluon-Vertex bestimmt. Die Summe beider Beitrage hob die
auftretende ultraviolette Divergenz weg, die jeder Term fiir sich besaB. Ubrig blieb die in-
frarote Divergenz. Beide Anteile, die noch einmal in Abbildung 4.1 dargestellt sein sollen,
tragen zu den Schleifengraphen oder virtuellen Graphen erster Ordnung bei, und {iber
diese hinaus sind keine weiteren Beitrage zu erwarten. Damit ist aber bereits die Haupt-

1 g

Abbildung 4.1: Virtuelle Betriage erster Ordnung, die Vorzeichen der Impulse sind an die
Pfeilrichtungen angepaflt.

arbeit zur Bestimmung der virtuellen Beitrdge mit dem letzten Kapitel getan worden. Die
Ergebnisse schlagen sich in den Formfaktoren A, B, C' und D der Vertezkorrektur nieder,
die den Vektor- bzw. den Axialvektorvertex gemafl der Vorschrift

—eQy, — —ieQy <(1 + A)y, + B%) bzw. (4.1)
—1eQ Y5 — —ieQy <(1 + Oy, + D%) Vs (4.2)

korrigieren. Der Formfaktor D spielt fiir die vorliegenden Rechnungen keine Rolle, da er
proportional zu ¢ = p; +p, ist. Der Beitrag von D verschwindet also nach Kontraktion mit

33
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L,,. Dennoch ist er in manchen Anwendungen interessant (siche Anhang C). Im Folgenden
soll zudem die Korrektur des Quarkpropagators nicht mehr explizit vorkommen. Gemeint
ist dann bei der Vertexkorrektur immer auch eine Korrektur der &ufleren Beine, die mittels
der Ward-Identitat die ultravioletten Divergenzen weghebt.

4.1 Berechnung der unprojizierten Beitrige

Ersetzt man also in den Bornschen Beitragen zum Hadrontensor v, bzw. 7,75 durch die
oben genannten korrigierten Terme, so ergibt sich

HyY = (14+A)(1+ AN {2}?1“}?2” + 2paupr, — 2(pip2 + M) g +

Pip2 — m?
2m?2

HO+ A)B[cminas) (02— 1), + mip — (2~ ma)] 4

‘|‘2im5(/«”/p15) + 2im5(/~WP25) + BBNO (pz - p1)u(p2 - pl)u +

. 1

+B(1+ A) { - E(pz — p1)ue(vpipes) + m(p2 — p1)u(p2 — pl)y} 7 (4.3)
HXUA = (14+A)(1+ C’)NC { — 2ie(pwpipy) + 2ms,(py + p2), +
_ Sp
+2m(py — p1)us, — (sz)gw} — BDN¢ (27;) (p2 —p1)u(pr +p2) +

. sp pipz +m’

_(1 + A)DNC {%pm(}h + p2)1/ - %SM(}% + p2)1/:| +
2

- sp pips —m

+BO+ N = 2y, + P ) )

HY = (14+0)(1+ A)Ng

©y

—

— 2ie(pwpipy) + 2ms,(pe — p1)y +

_ Sp
2+ pa),ss = (p2)90)] — DBNG Sy ) s = ), +
2
_ sp pip2 —m
‘|‘(1 + C)BNO { - ( mZ)pm(pz - pl)u + %%(pz - pl)u} +
. sp pip2 +m?
D0+ N[ =y, + P ] )

o = (1+0)(1+C)Ne

©y

2}71“}?21/ + 2}?2#}?111 - 2(}?1}?2 - mz)gw +

—

pip2 +m®

—Qims(/,u/pls) + 2im5(/~WP25) + DDNO (p1 ‘|‘p2)u(p1 + p2)1/ +

2m?
+(1+C)D {%5(/1}71}723)(}71 + pa2)y +m(pr 4 pa)u(pr + pz)y} +
+D(1 +C) { - %(}% + p2)ue(vpipes) + m(pr + p2)u(p1 + Pz)u} . (4.6)

Wie im Bornschen Fall soll auch dies auf vierertransversale Groflen umgeschrieben wer-
den. Verwendung findet also erneut (2.53), ebenso aber auch e(uvpp;) = e(urp,q),
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e(ppipes) = —e(pgpys) sowie pypy + m* = 1¢%, pips — m* = 1¢*v® und (spy) = (sq).

Allerdings sollen hier gleich die temporalen Beitrige proportional ¢ fortgelassen werden.
Damit verschwindet nach dem eben Gesagten der Beitrag des Formfaktors D vollig.

Endergebnis dieser Umformungen ist

4

HL/UV = (1+A)(1+ A)NC { — 4Py Py — QQQM/ + Zimg(/,u/qs)} + BBNC?ﬁmﬁh, +
_ 21 . o
(1 4+ A)BNe | =e(ugpus)in, + 4| +
_ 20 . o
+B(1+ A)Ne { - Epmf(’/qpﬁ) + 4]91“}?14 ) (4.7)
HXUA = (14+A)(1+ C’)NC { — 2ie(pwprq) — 4mpy s, — Zm(sq)gw} +
_ 2(sq) . . v
+B(1+ C)Ne {Tpmpw - Wplusu}v (4.8)
Hfl,v = (14+0)(1+ A)NC { — 2ie(pwprq) — 4ms,py, — Zm(sq)gw} +
_ 2(sq) . . vt
+(1+ C)BN¢ {Tpmpw — WSMPML (4.9)
HAY = (14 O) 1+ O)Ne| = 4y, — 407G — Sime(ppys)) (4.10)

Auch hier ist wie im Bornschen Fall eine Identifizierung mit den Strukturfunktionen der
kovarianten Entwicklung méglich, wenn zuséatzlich

Pipsy = 5(5;&711/ + plusu) + 5 Z(Sp,plu - plusu)
Suply = 5(5;&711/ —I_ plusu) - § Z(Sp,plu - plusu) (411)

und die Schouten-Identitdt

}51“5(’/(]}515) - 5(#‘9}515)}51u = }5%5(/«”/95) - (}513)5(/«”/%51) (4-12)

verwendet wird, was

. . L, . . L, . .
P1.e(vgprs) = 5(]91“6(1/61]918)+€(qu18)p1y)+5(]91“6(1/61]918)—€(qu18)p1y) =
1 A o 1 1 A
= S (Pru(vapes) +e(napis)pr) - §q2v2€(/wq<9) + 7as)e(prgp) (413
und . ]
e(paprs)pr, = 5(Puc(vapis) +e(paprs)pr) — 5(brue(vaprs) — e(papis)pr) =

1 A o 1 1 A
= 5(Ps(vapis) + e(uaprs)pn) + §q2U25(MVq3) - qlas)e(prapy)  (4.14)

liefert. Jedoch soll dieses Ergebnis zunéchst unverglichen stehengelassen und stattdessen
der direkte Weg iiber die Projektionen beschritten werden.
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Abbildung 4.2: Virtuelle Beitriage erster Ordnung zum Hadrontensor, die Vorzeichen der
Impulse sind an die Pfeilrichtungen angepaf}t.

4.1.1 Isolierung der Terme erster Ordnung

An diesem Punkt ist eine neuerliche Gliederung vonnéten. Die eben berechneten Beitrage
sind durch Quadrieren des hadronischen Anteils der korrigierten Graphen entstanden.
Damit enthalten sie aber Beitrdge sowohl nullter als auch erster und zweiter Ordnung.
Diese lassen sich leicht voneinander trennen, denn die Formfaktoren A, B und C sind pro-
portional zum Entwicklungsparameter «,. Die nullte Ordnung liefert erneut das Ergebnis
der Bornschen Néherung, die zweite Ordnung ist fiir diese Anwendung nicht relevant. Le-
diglich die Beitriage erster Ordnung zum Hadrontensor sind hier wichtig, und diese stellen
die Kontraktion des Schleifengraphen erster Ordnung mit dem Bornschen Graphen dar,
wie in Abbildung 4.2 gezeigt.

4.2 FErgebnisse der Projektionen

Die Projektionen in die Komponenten U, L, F', [ und A liefern zunachst

fiir die longitudinale Polarisation:

HY = 2No(A+A)¢*,  Hy' = £2No(A+ C)go,

HY = +2No(A+ g, Hi* = 2N (C + C)g*o?,

H}jv No(A+ A)qz(l — v2) + Ng(B + B)q2v2,

A = 1Y = HM =0 (4.15)

Hvv j:QNO(A+A)q2, H}V/A — ZNC(A+C')q2v,

B!
I

Hi' = 2N (A+ )¢, Hi?t = £2N(C + C)g*’.

Die spinabhéngigen Terme H*, H{Y, HYY und Hi sind aus dem Koeffizienten von (sq)
entstanden und verschwinden daher fiir die transversale Polarisation. Zuséatzlich ergibt sich
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fiir die transversal ebene Polarisation:

2
Y = o0, HA = ;NC((A+0)(1—U2)+BU2)%,

2

0 = FN((A+O) 1=+ Bz, HM =,
Ve
(4.16)
2
HYY = FNo(2(A+ A)(1— o)+ (B+ Bpd)-L,
Ve
Hy' = Hi" = Hi' =0,
fiir die transversal normale Polarisation:
vV : N VA AV AA
Hy = :FZNO(B_B)%a Hip” = Hy" = Hp” =0,
(4.17)

2
gy =0, HY = iiNC((A—l-C)(l—vz)—l-BUQ)%,

2
v
1 oA =0

ﬁv

Die Bestimmung der rekombinierten Hadrontensoren H', H?*, H® und H* soll hier wie

oY = FiNe((A4 C)(1 —v?) + Bv?)

fiir die Bornsche Naherung dem tibernachsten Kapitel iiberlassen sein. Doch 148t sich
an dieser Stelle bereits die Behauptung iiberpriifen, die iiber die Imaginérteile von A
und C' aufgestellt wurde. Sie besagte, daf} lediglich die Differenz der Imaginérteile dieser
Formfaktoren beitrédgt. Um dies zu zeigen, ist zunéchst wichtig, dafl solche Imaginérteile
héchstens in den Komponenten VA oder AV auftreten kénnen. In den iibrigen Féllen
liefert die Entwicklung von (1 4+ A)(1 + A) bzw. (1 + C)(1 + C’) den Realteil. In den
bezeichneten Komponenten taucht jedoch nach Entwicklung stets nur die Kombination
(A + C’) oder (A + ) auf, und die Summe bzw. Differenz dieser Groflen, die zu den

rekombinierten Hadrontensoren fithren, liefern
(A+C)+(A+C)=2(ReA+Re(C), (A+C)—(A+C)=2i(ImA—-ImC), (4.18)

also allenfalls die Differenz der Imaginarteile, wie behauptet.

4.3 Der Phasenraum

An der Schwelle vom bis hierher betrachteten Ausgangskanal mit zwei Teilchen zu einem
mit dreien sei nun der Phasenraum betrachtet. In Fermis Goldener Regel stand fiir ithn
symbolisch das Differential dP.S. Nun soll genauer erlautert werden, wie dieses Differential
von den Impulsen und Energien der auslaufenden Teilchen abhéangt. In allgemeinster Form
lautet dieses Differential fiir einen Ausgangskanal mit n Teilchen

dprs, = (2r)7"st (Z pi — q) [T o2 —m3o(p?)d'p;. (4.19)
=1 =1
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Die erste (vierdimensionale) Deltadistribution beschreibt die Impulsitbernahme des Bo-
sonimpulses ¢ durch die auslaufenden Teilchen, die Deltadistributionen unter den Pro-
duktzeichen die Massenschalenbedingung der einzelnen dufleren Linien und die Thetadis-
tribution die Positivitat ihrer Energie. Im Einzelfall ist es jedoch einfacher, die Mas-
senschalenbedingung gleich mit einflieen zu lassen und dafiir auf die vierdimensionale
Schreibweise teilweise zu verzichten.

4.3.1 Der Phasenraum fiir zwei Teilchen

Fiir n = 2 ist die Berechnung des Phasenfaktors noch relativ einfach. Zur Umwandlung
der Deltadistributionen verwendet man die Regel

I flx)) = |f’2:1:)| Z o — ;) mit f(x;) =0, f'(z;) # 0. (4.20)

Denn ist U = | Ji_, U(x;) die Vereinigung der Umgebungen der Nullstellen z; der Funktion
f, so gilt fiir eine frei gewahlte Testfunktion ¢

A}uw»m@aﬂwwx::p/ SN = n(0) = (421)

Mit dieser Regel gilt
S(p*—=m?) = S(E*=p*—m?) =

- 1(5<E P+ 0B+, (42

2K

und die Thetadistribution sorgt schliellich dafiir, dal nur der erste Anteil {iberlebt. Es
ist daher
2 2 0y 74 d’p . =

d(p"—mHO(p)d"p = 5F mit £ =+/p?+ m? (4.23)
Diese Eigenschaft soll zunédchst nur fiir den Phasenraum des ersten Teilchens verwendet
werden. Fiir den Phasenraum der zwei auslaufenden Teilchen gleicher Masse gilt daher

Ly Epy 2 0y 74

W(S (p1+p2 — Q)E5(pz —m”)0(pz)d"ps. (4.24)
Nun wird die Impulserhaltung benutzt, also die erste Deltadistribution verwendet. Die
Integration iiber den vierdimensionalen Phasenraum des zweiten Teilchens ergibt

dPSQZ

dPSQZ

8((g = p1)* =m*)8(q" — EY) (4.25)

1
(27'[')2 2E1 '
Die weitere Rechnung soll im Schwerpunktsystem vollzogen werden. Wieder werden die
Nullstellen des Argumentes der verbleibenden Deltadistribution, diesmal beziiglich der

Energie E;, gesucht. Mit ¢ = v/¢%(1;0,0,0) gilt ¢y = v/¢* und p,q = E;/¢2, also

S((q—p)* =m?) = 8(¢* —2pq) = 8¢ 2BV )
1 1
- 2\/— S( £y —5\/6172)- (4.26)
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Ferner soll die Integration tiber den dreidimensionalen Phasenraum des ersten Teilchens
nun in Polarkoordinaten durchgefithrt werden, es ergibt sich also fiir das Integrationsmaf}
unter Verwendung von Ef = p} +m® = 2F,dF, = 2|p;|d|p;| die Form

d*py = |py|2d|py|dxd(cos 0) = Ey\/E? — m2 dEydxd(cos 0). (4.27)

Die Integration iiber die Energie F; ist mit der Deltadistribution erneut trivial ausfiihrbar,
ebenso spielt im Zerfall in zwei Teilchen der Azimuthalwinkel keine Rolle. Daher ergibt
sich nun letztendlich

1 1 1 1
- - = _ /a2 2 VB2 — 2 _
dPS, = o) 2\/?5(E1 5V 4 10(\/q E1)2\/E1 m? dE dyd(cos 0)

= (2:;\/_ 1q 2—m?d(cosb) = m%d(cos@) (4.28)

mit der Geschwindigkeit v der auslaufenden Teilchen.

4.3.2 Der Phasenraum fiir drei Teilchen

Fiir einen Endzustand aus drei Teilchen wird der Phasenraum etwas komplexer. Durch
die Impulserhaltung 148t sich einer der Impulse eliminieren, und hier sei dies der zuletzt
aufgefithrte Impuls, also der Impuls ps des Gluons, welches die Masse v/Ag? besitze. Auf
den physikalischen Hintergrund soll erst im nachsten Abschnitt eingegangen werden. Es
ergibt sich

dPSy = L54(}71 + P2+ p3— Q) d3p1 d3p2 5(}7:23 - qu)a(ES)d4p3 =
(27'[')5 2E1 2E2
1 2 2 d3p1 d3p2
- (27T)55((q_p1_p2) _Aq )2E1 2F, -
d*py &’y

= §(¢° —2p1qg—2 2m® + 2pyp; — Aq 4.2

Gy (4" = 2p1q — 2p2q + 2m” + 2py p, )2E1 T (4.29)

Statt der Energien sollen zunéchst die dimensionslosen Parameter x; und x5 mit
2p1q = 014", 2paq = 24" (4.30)

Verwendung finden, im Schwerpunktsystem ist dann £, = 121v/¢? und E, = La,v/¢%. Mit

diesen Parametern ergibt sich
1 1 5

1 1
. §q2\/:1;% — &drydyd(cos b)) ngx/ x5 — & drydyxyd(cos by).

Die Achsen der Koordinatensysteme sind beliebig gewéhlt. So a8t sich die z,-Achse des
zweiten Systems auf die Richtung des Quarks legen, die durch x := y; und 8 := 6, gegeben
ist, iiber die erst spater integriert werden soll. Dann bedeuten y, und 8, relative Winkel,
und die Integration tiber y, liefert das triviale Frgebnis 27. Die Integration iiber 6, ergibt
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zusammen mit der Deltadistribution die Beschriankung des Integrationsbereiches fiir
und x4, denn es ist

2pipy = 2E1E2_2|}71||}72|C0392 =

1

= 2q Ty Ty — 2\/:1;1 £y/22 — € cos Oy (4.32)

und daher mit der Regel §(az) = a™'3(x)

ps, - 7 )45<x1x2—2x1—2x2—|—2—|—§—2/\

32(2m NN
Damit der Integrand nicht verschwindet, muf} aber |cosf,| < 1 sein. Kinematisch ent-

spricht dies der Forderung p) - p, < |pi||pz|. Unter dieser Bedingung ergibt sich dann
schliellich

— cos (92) drydrydyxd(cos ). (4.33)

2

32( m)!

Bei Wahl von x; und z, als Phasenraumparameter ergeben sich jedoch relativ uniiber-

dPSs = m—rdxydrydyd(cos ). (4.34)

sichtliche Ausdriicke fiir die Integrationsgrenzen. Daher werden im Folgenden geeignetere
Parametersatze zur Verfiigung gestellt, die zudem an das jeweilige Problem angepaf}t sind.

4.4 Der Sektor weicher Gluonen

Zweiteilchen- und Dreiteilchenzerfélle sind oberhalb einer geniigend grofl gewahlten Ener-
gieschwelle gut zu unterscheiden, denn sie liefern eine unterschiedliche Anzahl von Jets,
die in den Detektoren nachgewiesen werden konnen. Ist jedoch die Energie des Gluons sehr
klein, so lassen sich Ereignisse mit zwei und drei Jets nicht mehr physikalisch trennen. Die
nicht nachweisbaren Gluonen werden als ,,weiche Gluonen® bezeichnet, ihre Maximalener-
gie Av/q2 wird als Abschneideparameter verwendet, und die GréBe von A ist abhingig von
der Empfindlichkeit der Detektoren. Wahrend dieser Parameter also einen physikalischen
Hintergrund besitzt, ist die Gluonmasse /Aq? lediglich ein Regularisierungsparameter.
Sie ist daher so zu wahlen, daf} sie jederzeit gegen die Gluonenergie vernachléssigt werden
kann. Es gilt damit

VA <)< 1L (4.35)

Bereits mit der Beschrankung auf den Sektor weicher Gluonen im Phasenraum tritt eine
Kiirzung der Infrarotdivergenzen dieser Baumgraphen gegen diejenigen der Schleifengra-
phen erster Ordnung auf. Die allgemeine Giiltigkeit dieses Prinzips haben Lee und Nau-
enberg [20, 21] gezeigt. Damit kann in der Summe von virtuellen Beitridgen und reellen
Beitragen weicher Gluonen der Grenziibergang A — 0 vollzogen werden, die Beitrage har-
ter Gluonen, also die Beitrdge aus dem Rest des Phasenraums, sind (fiir massive Quarks)
von jeglichen Infrarotdivergenzen frei.

4.4.1 N&herung weicher Gluonen

Die exakte Berechnung des hadronischen Anteils von Graphen wie derjenige der beiden in
Abbildung 4.3 gezeigten unterscheidet sich von der Berechnung des Bornschen Graphen
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329
2 Ps3

Abbildung 4.3: Baumgraphen als Graphen mit reellen Gluonen, die Vorzeichen der Impulse
sind an die Pfeilrichtungen angepafit.

dadurch, dafl einer &ufleren Linie ein Quark-Gluon-Vertex sowie der Propagator eines
virtuellen Quarks beigestellt wird. Fiir den linken Graphen beispielsweise ergibt dies die
Ersetzung

u(py) = U(pl)(—igsva%”)m. (4.36)

Bei der Summation des Betragsquadrates des Matrixelementes tiber die Quark- und
Gluonspins sowie -farben finden die Indizes o und a auf den Linien des entsprechenden
komplex konjugierten Graphen ihr Gegenstiick. So liefert die Summation {iber die Matri-
zen T

8
1Tt = Cp, (4.37)
a=1

iitber den Index «, der kontra- wie kovariant auftaucht, ist zu summieren, und die ,an-
einandergeklebten“ dueren Linien werden durch Ausdriicke wie (g, + m) und (py — m)
reprisentiert. Fiir die oben erwithnte Ersetzung gilt (mit (p; — ps)* — m* = —2(p;p3) und
(py — p3)? — m? = —2(p,ps) bei zu vernachlissigender Gluonmasse)

(P1 + m)7a(pr — P3 +m),
(P2 — P3s + m)va(p2 — m). (4.38)

2(}71}?3)
—1

2(}72}?3)

(P +m) —

(P2 —m) —

In der Ndiherung weicher Gluonen kann man den Viererimpuls des Gluons im Zé&hler
vernachldssigen (Fikonalndherung). Doch dann fithrt eine einfache Umformung direkt auf
die Bornsche Form, der ein Faktor vorangestellt ist,

(F1 + m)a(r +m) = 2p1a (1 + m) — 7a(pi —m?) = 2p1a(ffr + m). (4.39)
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q
P1t+P3
ya -
P1 @\ P2
T A
S
pl % p3 'p2
Ya
P1t+P3
q
(11)

Abbildung 4.4: Die vier Beitrage zum Matrixquadrat der Baumgraphen, die Vorzeichen
der Impulse sind an die Pfeilrichtungen angepafit.

Das Betragsquadrat liefert nun insgesamt 2 x 2 = 4 verschiedene Beitrége, die in Abbil-
dung 4.4 dargestellt sind. Ihre Summe ergibt also fiir jede Komponente H}, des Hadron-
tensors

HZ;U(SOft) — g?CF<(ploz i P2a ><( p? i pg )> wa(bOTH) _

p1p3) (p2p3) p1p3) (p2p3

o pi 2pp) P} i Cborm
B gSCF<(p1P3)2 (plpg)(p2p3)+(p2p3)2> Hw(b ) (4'40)

Wird dieser Hadrontensor iiber den dreidimensionalen Phasenraum integriert, so be-
schranken sich die Integrationen iiber z; und 2, auf den Vorfaktor. Zur Berechnung
des Wirkungsquerschnitts mit weichen Gluonen muf} also lediglich dieser Vorfaktor in-
tegriert und mit dem Wirkungsquerschnitt fiir den Bornschen Fall multipliziert werden.
Jedoch ist als Phasenraumfaktor der relative Drei/Zweiteilchen-Phasenraumfaktor dPSs,
zu verwenden, da der Wirkungsquerschnitt des Bornschen Falls ja den Zweiteilchenpha-
senraumfaktor beinhaltet. Die Aufspaltung liefert
7

dPS; = 4(2m)3v

dydzydy - m%d(cos@) — dPS,, - dPS,, (4.41)

und da die Integration iiber den Azimuthalwinkel x trivial wird, ist schliellich

g:Cp 92 Crq? / < pi 2(p1p2) P

h::—/hx,x drdx, = — + >d:1;d:1;
16720 ( ! 2) e 16720 (P1P3)2 (p1p3)(p2p3) (p2p3)2 (1 2)
4.42

mit o(soft) = ho(born) zu bestimmen. h meint der Einfachheit halber in jeder Para-
metrisierung sowohl den Integranden als auch das Integral, und es sei die Vereinbarung

getroffen, dafl nur die Anzahl der Argumente darauf schlielen 1a8t, iiber welche Parameter
bereits integriert wurde. Die Integration 1auft dabei nur bis zur maximalen Gluonenergie
AM/q2. Da in den Phasenraumparametern z; und z, diese Grenze schlecht einzubauen ist,
muf} als néchster Schritt eine Parametertransformation erfolgen.
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4.4.2 Wahl geeigheter Phasenraumparameter

Als Phasenraumparameter sollen
1 Es 1
T = ?(pg)q) = ﬁ und w = ?(pl — pa)q (4.43)

Verwendung finden. Sie stehen iiber 20 = 2 — 1y — x5 und 2w = z; — x5 mit den an-
fangs gewahlten Parametern in Beziehung. Fiir das Integrationsmaf ergibt sich aus dieser
Relation dx dzy = 2dx dw, fiir die einzelnen Skalarprodukte die Beziehungen

1 1
rg=g(l-—etw)g, pg=g(l-c-wyq ud pg=aq, (1.44)

die Losung des Gleichungssystems

2 1 2
Pg = pr+mpt+pips = 5(1—x+w)q

P = it pi s = (1-a—w)d’ (4.45)

Psq = pips+paps +p5 = 2’

liefert mit p? = p3 = m? und p3 = A¢* die Ergebnisse
2pipy = (1 =22 + A)QQ —2m®,  2pips = (= A+ w)927 2paps = (v — A — w)QQ- (4.46)
Dies kann nun in den Integranden h(x,w) eingesetzt werden und ergibt

(1= 20 + N (w” = (e = A)*) + €(x — A)?

h(z,w) =38 (w? — (z — A)?)?

(4.47)

(der zusétzliche Faktor 2 stammt vom Integrationsmaf). Dieser Integrand besitzt Null-
stellen fiir die Werte w = dwy mit

{(x—A)?

B 1—2:1;—|—A—§_
1224+ A

o n @A)t (448

wh = (o — A (e = A)?
Mit Hilfe dieser Nullstellen, die Funktionen von z sind, schreibt sich der Integrand in
eine faktorisierte Form um, die dann spéter einfach in Partialbriiche zerlegt und tiber w
integriert werden kann. Sie lautet

(w — wp)(w + wy)

h(z,w)=8(1 =2z + A) (NS

(4.49)
Bevor die Integration durchgefithrt werden kann, muf} als letztes Element noch die Grenze
des Phasenraums bestimmt werden. Sie ergibt sich, wie bereits bemerkt, aus der Bedin-
gung pi1py < |p1]|pa|- Es berechnet sich nun

1 1 ) 1
p(f = ﬁplqzﬁ\/qz(l—x—l—w) P = §vq2\/(1—x—l—w)2—§
1

0

o= o= VRl —w) R = VAT e € (@50
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und damit
(2P +20—1—wl =204+’ =((1 —a4+wy)* = (1 —2 —wy)* = &) (4.51)
als Bestimmungsgleichungen fiir die Begrenzungskurven w = +w, () mit

1—2:1;—§—I—A_

2 _ 2 _ (2 2
wy = (2 —A) —or A (" — A)n(a)”. (4.52)
Der volle Integrationsbereich wird also beschrieben durch
1
VA<z< 5(1 — &+ A), —wy () <w < wy(x), (4.53)

wobei angemerkt sei, daf im allgemeinen w, # wg ist. Nun kann die Integration iiber w
durchgefithrt werden. Auch diesmal werden die Rechnungen hier ausfithrlich dargestellt,
um sie spater auf &hnliche Fille anwenden zu kénnen. Die Partialbruchzerlegung ist in
allen in dieser Arbeit auftretenden Integrationen ein niitzliches, ja unverzichtbares Hilfs-
mittel, ebenso wie eine geeignete Substitution. So gilt zundchst fiir den w-abhéngigen
Anteil des Integranden

(w—wo)(w +we) e 1 1
4((;1;—A)2—w2)2 = (1 n)<($_A+w)2+(x_A_w)2>+ (4.54)

1+’ | |
o —A :1;—A—|—w+:1;—/\—w ’

somit
hz) = /_z h(a,w)dw = 2(1 — 22 + A) /_z (ﬁx__wxiglizz";)dw _
= 2(1—2x+A)/jU++ {(1—n2)<(x_i+w)2 +($_A1_w)2> +
_it”; <x_i+w+x_i_w>]dw. (4.55)

Nun wird die Integrationsvariable w transformiert, und zwar jeweils fiir den ersten Sum-
manden in den runden Klammern zu w’ = 2 — A + w, fiir den zweiten Summanden zu
w' = x—A—w. Dies liefert beidesmal den Integrationsbereich r—A—w, < w' < r—AN4w,.
So ergibt sich

/

z=Atwi 9 ! 14+ 772 r=Atwt 9!
h(z) = 2(1—251?4'/\){(1_772)/ w'? _:1:—/\/ w ]

—A—wy —A—wy

= 4(1—2:1;—|—A)[(1—772)< ! - ! >+

r—A—-wy a—-—AN+w,
14 7?
S ax—A

2w 1—|—772 r—A+w
= 4(1_2x+A)[(1—nZ)(x_A);_wi—x_A1n<x_A_wi>} (4.56)

(In(z = A4+ wy)—In(x — A - w+))] =
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und mit ¢ - on ¢
2 _ s 2 _ LT -
schlieBlich
B 2wy € 2 —4dx — 2N — ¢ r— AN+ wy
h<x>_4<($—/\)2—wi_ P In Ao, )) (4.58)

Nun soll auch fiir den Phasenraum zur Geltung kommen, dafl lediglich mit weichen Gluo-
nen gearbeitet wird. War w bisher noch keinen Finschédnkungen unterworfen, so wird
x nun nicht iiber den gesamten Phasenraumbereich integriert, sondern nur bis * = A,
was der Maximalenergie des Gluons entspricht. Diese neue obere Grenze ist so niedrig
gewahlt, daBl = in Summen gegen 1 vernachlassigt werden kann. Ferner kann A sowohl
gegen x (nicht jedoch #? wegen der unteren Grenze) als auch gegen 1 fortgelassen werden.
Damit ergibt sich

wy(z)~ /(22— A)(1—€) =vVa? — A (4.59)

und

e pe s B I R (4.60)

Das Gesamtintegral H teilt sich auf in zwei Anteile, deren Nomenklatur die Polstruktur
angibt,

h(x):4< wE/P K 2-¢ (:z:—l—v\/xQ—A))‘

(20H(0,—1) — (2 — E)Hy(—1)). (4.61)

Der Index [ weist auf den Logarithmus im Integranden hin, das andere Integral enthalt nur
rationale Funktionen. Letzteres soll nun ausgerechnet werden. Dazu werden nacheinander
die Substitutionen

(4.62)

() = VAcosh¢ = ((z) = ln<w>,

VA
dz = v/Asinh ¢ dC, §(\/K) = 0, C(A) = In <—> sowie

dr 2 4\
— 2 — — — = —
() = e = d( = 5 7(0) 1, T <ln <\/X>> n (4.63)
vorgenommen. Es ist dann

P T Rde _ OWD ehsinn? (g
H(0,-1) = / ) —/0 A

Jr Tt —v(a? - A (v2 + Ecosh? ()
I A e o G e N CoR DL
- | el e e ML

Der Nenner des Integranden kann faktorisiert werden. Damit liegt wieder eine Partial-
bruchzerlegung nahe, sie hat die Form

(r—1)7 1 ¢ 1 1
Arter—17 1o <gr Tt tearas v)2> ' (4.65)
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Damit ergibt sich in der Ndherung A — 0

- AN2/A g ¢ AN2/A dr dr _
2H(0,-1) —/1 T*‘/l <§r+<1+v>2_£r+<1—v>2> )

L (Y L (e (L)
() L (e 50
B 4)? 1 f—l—(l—v)2 B ﬁ l 1—v

= 1(7%(@) = IH<A>+vln<l+v>'

Die Berechnung des zweiten Integralanteils geschieht mit Hilfe derselben Substitutionen.
Allerdings wird dies jetzt in einem Schritt vollzogen,

() = (:z:—l—\/ﬁ_/\) o () = Alr+1)

VA 2WAT
Jaoh o M b A D
22— A = T d_4T\/Ed. (4.67)

4.4.3 Einige hilfreiche Integralformeln

Bevor jedoch der zweite Integralanteil in Angriff genommen wird, sollen zuvor einige hilf-
reiche Integralformeln fiir logarithmische Interanden aufgefiihrt sein. liy(z) ist dabei die
unbestimmte Dilogarithmusfunktion, die mit Liy(2) durch Liy(z) = liy(2)—1i3(0) in Verbin-
dung steht. Fiir sie vereinfachen sich die Umformungen, da keine konstanten Summanden
auftreten. Es gelten folgende Regeln:

1 2 ;
/Tln(o‘”ﬁ)‘“ =3 (TQ— i—) In(ar +8) = 172+ 5
/ In(or + f)dr = <+§> In(ar + 3) — 7

/ln(ozr—l—ﬁ)az_—T = Inglnt -1, <—%T>

dr o 1 «
/hﬁ(on' —I—Q)ﬁ = EIHT - <; + E) In(ar + )
2dr « o? 1 o2
/ln(ozr—l—ﬁ)? = —E — @hﬁ'— <—2 ﬁ2> ln(ozr—l—ﬁ)
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4.4.4 Berechnung von H;(—1)

Mit Hilfe der bereits erwahnten Substitution ist

) V- A\ d
oy - | m(% ¢
VA

r—vVai—A) ©

- [ () S -

- /14A2/Ah“<8jz§ 8+5)> <Cil 7) - (4.69)
AN/ ' — 90\ dr'’ 4N2/A )7 . -

- [ () T e ()

wobei im ersten Anteil 7/ = 7 + 1 substituiert wurde. Nun werden die eben vorgestellten
Integrationsformeln (4.68) sowie die Regel (3.75) in ihrer unbestimmten Form verwendet.
Letztere dient dazu, den Dilogarithmus an der Grenze 7 — oo in einen Dilogarithmus bei
0 zu verwandeln. Die logarithmischen Ausdriicke kénnen zu Logarithmen mit positivem
Argument zusammengezogen werden. Es ist also weiter

H(~1) = [hm_mgmr-45<K1;”ﬁ>_4n@vﬂnr+n2<_(1_vﬁ>]uwA+

v 2v 5

1 ) 1+ ‘ 1—w 4X2 /A
_5[11“(1_”)11“7'_112 <—1_UT> —In(1 +v)In7 +1iy <_1—|-UT>:| =

1
. 2v I, 140
- |:1H(—2U)1HT+112 <m>—l—§ln <— 50 T> +
o L ) Lol ANE/A
H( U) n7T— W —§H 2 T , ‘I‘
1 . 1 —v I (14w
_§|:1H(1—U)1HT—|—112 <—m> —|—§h'l <1_U7—> ‘|‘
- 1+ 1o, 1—v \ ™
_1H(1—|—U)1HT—112<—W>—§1H <1—|—UT>:|1 =
B | 1+ | . 2v . —2v AN/A
- i 1—v o7t (1+ov)r T (1—v)r ) T
(Lo, y 1—w y Lo \ ]2
-9 " 1—v n7 o+l _(l—l—v)T — 2 _(l—v)T ) -
1

o + v | A
= ol mM\us) T
. v . —v 1. . 1—w 1. . 1+
—Li, (l—l——v) + Li, <m> + §L12 <—1 -I-U> - §L12 <_1 _ U) . (4-70)
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4.4.5 Der Formfaktor fiir Streuungen mit weichen Gluonen

Zum Abschluf} sollen beide Integrale zum Formfaktor h zusammengesetzt werden. H,;(—1)
1aBt sich auf eine noch etwas andere Weise schreiben. Es ist bekannt, daf} es oft schwierig
ist, die Gleichheit zweier Ausdriicke mit verschiedenen Dilogarithmen nachzuweisen. Die
Gleichheit kann aber numerisch tibergepriift werden. Das Frgebnis

M) = —n (0 (2] oy (2 ) - b (2 4.71
(=D ==l M 7m) ") 1 U (471)
fithrt schliefilich zusammen mit demjenigen von H (0, —1) zu einem Gesamtresultat
a,Cr 2\ 1 11—
h = — 2In | —= —1In
e () e (55) -
1+ v? | 1—w | 27 Li, 2v 11 1—w B
=\ ) T L G -
a,Cr 1 + o2 11—
- el ()
1 1 —v 1+ v? . 2v 1
+;1n<1+v>+ g <L12<—1+> 4o ))] (4.72)

das auch von anderen Autoren bestétigt worden ist [11].
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Abbildung 4.5: Der Dreiteilchen-Phasenraum fiir massive Quarks in den Variablen y und
z. Die gepunktete Linie gibt zusammen mit den Koordinatenachsen die Phasenraumgrenze
im masselosen Fall an.



Kapitel 5

Reelle Beitrage

Die Aufspaltung des Phasenraums in einen Sektor weicher und einen Sektor harter Gluo-
nen erfolgt nach physikalischen Uberlegungen beziiglich der experimentellen Auflésbarkeit
von Ereignissen, die aus drei Jets bestehen. Damit wird der Wirkungsquerschnitt abhéngig
vom Abschneideparameter A. Zur Berechnung der Baumbeitrége erster Ordnung ist diese
Unterteilung nicht erforderlich, und es zeigt sich, daf die Integration in allen Fallen iiber
den ganzen Phasenraum analytisch durchfiihrbar ist. Der Berechnung dieser Beitrige soll
dieses Kapitel gewidmet sein, und in thm steckt verstandlicherweise auch die Hauptarbeit,
die zur Berechnung der Beitrage erster Ordnung geleistet wurde.

5.1 Neue Phasenraumvariablen

Als Phasenraumparameter werden solche gewéahlt, welche die Energie von Quark und
Antiquark beinhalten,

g P29
yi=1—2— und z:=1-2—", (5.1)

q q

wobei nach wie vor p; und p, die Viererimpulse von Quark und Antiquark, ¢ den Vierer-
impuls des intermedidren Vektormesons bezeichnen. Aus dem Gleichungssystem

2(p1q) = 2pi +2pipe +2pps = (1 —y)q*
2(paq) = 2p1py + 205 +2paps = (1 —2)¢° (5.2)
P+ 2pips + 2pips + Py + 2paps + 05 = ¢

ergeben sich fiir p{ = p; = m? = 1£¢% und p3 = A¢® die Produkte

1 1 1 1
P2p3 = 5(9 - A)qza Pip3 = 5(2 - A)qza Pip2 = 5(1 —y—z+A— 55)@2- (5-3)

Fiir die gewdhlten Parameter soll zunéchst das Phasenraumelement d PS5 bestimmt wer-
den. Esist 2, =1 —y und =y = 1 — z, also dzdzy = dy dz, also ergibt sich
T

AP5% = Hmy

dy dz dy d(cos §). (5.4)
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Die Grenzen des Phasenraums ergeben sich wieder aus der Bedingung p; - py < |pi||p2|-

Wird erneut als Bezugsystem das Schwerpunktsystem mit ¢ = 0 verwendet, so ist

1 1 1 1
0 _ _ 0 __ _

und damit
=12 02 2 1 22 L., L, 2
p" = () == (1 —y)q" = 28" = 2 ((L—y)" =),
" 1 1 1
Bl = ) —p = 7(1-2)°¢ = 266" = 27 (1-2)" =), (5.6)
L 1 1 1
Pr-Pr = pipy—pip2 = 1(1 —y)(1 _Z)QQ— 5(1 —y—z+A- 55)(]2 =
L,
= 14 (yz+y+z—1=-2A+¢).
Der Phasenraum wird also durch die Ungleichung
(yz+y+z—1-2048" < ((L-y) = (1L -2)°"=¢ (5.7)

beschrieben, die sich in die Form C'(y)z* — 2A(y)z + D(y) < 0 mit
Aly) = 2y—2y" =y + 2Ay + 24,
Cly) = 4dy+¢ und (5.8)
D(y) = €y° —4Ay +4A — 4AE + 4A°
bringen laBt. Der Radikand der zugehorigen Gleichung ist B(y)/C(y) mit
B(y)’ = A(y)’ = Cly)D(y) = 4((y — A)* = AO((1 —y)* = ©), (5.9)

und damit ist schlieBlich die Einschrankung y_ < y < y, und z_(y) < z < z,(y) des
Integrationsbereiches mit

yo = A+VVAE oy =108

) =
(

xly) = —A(y)(jj(y) - (5.10)
B 74y1+§(2y—2y2_§y+2Ay+2Ai2\/(y—A)2—A§\/(1—y)2—§)-

berechnet. Der Phasenraum ist in Abbildung 4.5 fiir den Spezialfall A = 0 dargestellt.
Fiir nichtverschwindende Gluonmasse erhélt man insbesondere am Koordinatenursprung
eine abgerundete Fcke, die den Ursprung nicht beriihrt.

5.2 Beitriage mit einem reellen Gluon

Zur Berechnung des Hadrontensors fiir Zerfélle in Quark, Antiquark und reelles Gluon
sind zu jeder Kombination VV, VA, AV und AA der beiden gegeneinandergestellten
Vertizes des hadronischen Anteils im Matrixquadrat alle vier Beitrdge in Abb. 4.4 zu
berechnen. Da man in dieser Anwendung nicht mehr in der N&herung weicher Gluonen
rechnet, wichst der Rechenaufwand um ein Vielfaches, und es ist klar, dafl damit in dieser
Arbeit nicht mehr alle Zwischenschritte aufgezeigt werden kénnen, lediglich der Weg ist
hier zu skizzieren.



5.2. BEITRAGE MIT EINEM REELLEN GLUON 71

5.2.1 Unintegrierte Beitrige

Berechnet werden zunachst die Beitrage (HZW)H, (wa)lz, (Hiy)zl und (Hf“,)22 der vier
Diagramme in Abb. 4.4 fiir ¢ € {VV, VA, AV, AA}, die sodann addiert werden miissen.

vV o
H, =

%[ZQQ(W — 2yz + Eyz 4 €27 + 4y )e(urprs) +
—2¢*(4yz — yz + 2%z — €27 — 2y27)e(pupys) +
+2¢° (20" = 2yz + Eyz + €27 )e(pvpss) +
=8y(y + 2) (1 + P3,)e(vpip2s) + 8y(y + 2) (1, + pay Je(ppipas) +
—8yz(p1y — Pau + Pau)e(vpipss) + 8yz(pr, — pay + pau)e(ppipss) +
+8Y(Yp1y + 2Py + YP3)E(Vpapss) — 8y(ypi, + 2pay + yps, Je(upapss)] +

QZNOCF

2,24

=y [ = q"(&y? — dyz + 26yz + 4y°z — 2y°2 + €27 + dy2” — 2y27)g,, +

+8¢°y 2prupry + 8¢°YZ Paupay + 447 EYZpaps, +
+2¢°(Ey* — dyz + 26yz + 292 + €27 + 2927 (prupay + P2uP1s) +
—2¢°2(2y — €y — 2y° — £2)(prupsy + Psupr) +
+2¢°y(Ey — 22 + €2 + 22°) (pauPsy + Pauban)]; (5.11)

. 2

img; NeC

— 2263 (2y — 26y + 2yz — Eyz — €27 — Ayz)e(uvprs) +

y?z%q

—2¢*(dyz — 3Eyz + 2%z — €27 = 227 )e(pp,ys) +
+2¢%(2y* — 26y® — 2yz + 3y + £27)e(pupss) +

—8y(y — 2)(p1, + p3u)e(vpipes) + 8y(y — 2)(p1y + pav)e(upip2s) +

+8y2(p1,, — Pay + P3u)e(vP1pss) — 8yz(pry, — Pay + pay)e(upipss) +

+8y(yp1, + 2p2y + YPs,)e(VPapss) — S8y(ypr, + 2pay + ypay )e(pp2pss)] +

gZNCCF

y222q4

[94(—@2 + 297 + dyz — 6Eyz + 26%yz — Ay’ 2 + A€y 2 + 2502 +
—£28 4+ €227 — dy2® + 46y2* 4+ 2y2°) g, + 847y aprpr +

+2¢7 (&Y — dyz + 26y + 272 + €27 + 292 ) (prupas + P2ubry) +

+8¢%y 2 paupas 4 207 2(=2y + Ey 4 24" + €2)(Prupsy + Pauprn) +

+2¢°y(Ey — 22 + €2 + 22°)(Poupsy + PauPar) — 46°EYZP3,pa,), (5.12)
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2@9 NOCF
HYb = 2= P&y — dyz + 28yz — 2%z + €27 + 2927 )e(pvpipy) +

y2z%q
—q*(2y" — y® — 2yz + 26yz + €27 )e(pwpips) + 26y e(prpaps) +
+4y(yp1y + 2pop + Ypa)e(Vpipeps) — 4y(yp1, + 2pay + ypa Je(upipaps)] +
N agP((ey” — =+ 260 + 2 € 4 2 ) +
H(=2y + &y° = 2yz + 28yz + A%z + €27) (p3s)) g +
—8y(y + 2)(p3s)p1up2y — BY(y — 2)(P33)paupry + 16yz(pas)paypa, +
+8y2((p28) + (P33))(PruP3y — P3upry) — 8y(2(p2s) + yY(pss)) (P2uPsy + Paupas) +
—dyz 4 26yz + 22 + 4y22)pmsy +

2

+2¢°(Ey* — dyz + 28yz + 4y’z + €27 + 4yz?) s, (pr, + o) +

q*(Ey
+2¢°(Ey® — dyz + 26yz + 497z + £ )poys, — 2¢°E(y — 2)(y + 2)psus, +
(
+2¢°(Ey* — dyz + 26y= + 4y°z + €27)s,pa, ] (5.13)

und

QZQSNOCF
W= e = (EyT = dyz 4 26yz — 27z + €27 4 2y2%)e(uvprpy) +

y2z2q
—*(2y* — &y? = 2yz + 28yz + E21)e(pvpips) + 26y e(uvpaps) +
+4y(yp1, + 2pay + ypa,)e(vpipaps) — 4y(ypr, + 22y + ypa, )e(ipipaps)] +

mgiNeCr

y2z2q° [—2¢%((&y* — dyz + 26yz + 2%z 4 €27 + 2927 ) (pys) +

H(=207 + &Y% — 2yz + 26yz + 4y + £2°)(p35)) g +
—8y(y — 2)(p3s)p1up2y — BY(Y + 2)(P33)p2uprn + 16yz(pas)paypa, +
=8yz((p25) + (P35))(PruPsy — Pauprn) — 8y(2(P2s) + y(pss) ) (P2uPsy + Psupan) +
2y® —dyz 4+ 28yz + 4y’z + €27 + 4y2") (pry + pau)sy +
+2¢°(Ey* — dyz + 26yz + 4y°z + €27)ps,s, +
=2¢%(&y” — dyz + 26yz + €27 + dy2)s,py, +
+2¢7(Ey” — dyz + 26yz + 4y"z + €27 )s,pa, — 26°€(y — 2)(y + 2)supa ] (5.14)

Fiir die Rechnung wurden hier bereits die Eigenschaften (p;s) = 0 und s* = —1 ausge-
nutzt, die gemafl Kapitel 1 fiir den Spinvierervektor in jeder beliebigen Polarisationsrich-
tung gelten. Statt einer Entwicklung in Kovariante soll hier die Projektorenmethode ver-
wendet werden. Dies sei zunéchst im Fall longitudinal polarisierter Quarks durchgefiihrt.
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5.3 Longitudinal polarisierte Quarks

Die longitudinale Polarisation des Quarks beschreibt Endzustande mit einem Quark, des-
sen Spin kollinear zu seinem Impuls ist. Dies wird erreicht durch den Ansatz s* = ap/ +bg".
Mit den beiden Skalarprodukten als Bedingungen ergibt sich

pi pi¢’
s =ap] +bg" mit b= _a}qu und a”? = p} <1 — (];T)z> : (5.15)

Setzt man hier p;q = $¢*(1 — y) und pi = 1¢*¢ ein, so erhilt man

b 2 <(1_)u_l§u>
RGO AN

Das Skalarprodukt mit p, und ps schlieBlich ergibt

= ( e -0-0)
s = l-y)(l—-y—2)—=Q2-y—= und
i\/— 1
s = Z— = +2z) ). 5.17
Wie schon zuvor festgestellt wurde, ist hier die Masse des Gluons zunéchst gleich Null
gesetzt. Thre einzige Bedeutung liegt darin, als Regulator den Phasenraum so zu defor-

mieren, dafl keine IR-Divergenzen auftreten. Sie muf} also lediglich in den Integrations-

(5.16)

grenzen auftreten, und dies auch nur dann, wenn der Integrand kritisch ist, d.h. zu einer
IR-Singularitat fiihren wiirde. Mit dieser Vereinfachung kénnen im Falle longitudinaler
Polarisation die verschiedenen Projektionen bestimmt werden.

5.3.1 Die Projektion U + L

Die Wahl von U als Index fiir die erste Projektion deutet darauf hin, daf} hier die unpola-
risiert transversalen Beitrédge berechnet werden. Diese Bezeichnung ist historisch bedingt.
Sie stammt aus Experimenten mit hadronischer Photoproduktion. Im Helizitatsformalis-
mus geschrieben [14], entspricht U dabei der Kombination H,, + H__ zu unpolarisierten
Photonen, 7" der Kombination 1 (H_I_ + H_,) zu transversal polarisierten Photonen. Einen
pamtatsverletztenden Beitrag H+-|— H__, wie er in F erscheint, tritt in der Photopro-
duktion nicht auf.

Nach Projektion ergeben sich zundchst die parameterabhangigen Tensorkomponenten

26 & 8 4¢ 2%

HU-I-L(yv ) = 47TasNOCF{_y_2_?_§—?—;+
&8 g 8 20 4y 4_2} (518)
2?2z z yz yz y 1’ :

z

+dra,NoC 26 262

HYL(,2) = HfYu(y.2) = L |82
(1-y)?=¢

8 106 26 262 2 26y 16 12
L0626 2 2ty 2”16 126
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8 12 462 12 2 4y? 4z 2z
+___§+i+_y_&_i_4z+__i}7 (5'19)
yz  yz Yz z z z y y
20 28 8 8¢ 28 28
HU_|_L(y, z) = 4ra,NoCyp 45—— — -t =+t +
y? ) ) ) z <
8 12 462 4 2 4z 2z
8 & ___5+i+_y+ﬂ+_+i] (5.20)
2z yz  yzr yz z z Yy

Diese Ausdriicke werden nun iiber den Phasenraumparameter z integriert. Integriert wer-
den Potenzen von z, und es ergeben sich dabei Funktionen von y, die durch die Grenzen
der z-Integration geliefert werden. Dies sei an dieser Stelle durchgefiihrt,

+(0) _ 24A(y)Bly) _ (—4y’ + 4y — 26y) B(y)
/ o= Cly? C(y)? ; (5.21)
B 2B(y) Z+(y)d_2 o 2 (y)
/ b= = Cly)’ /Z_(y) — =1 <Z_(y)>, (5.22)
w0d: s 2B(y)Cly) 2B(y)
/ AW -B)? P HANL—y—E+A) (5.23)

Lediglich fiir das letzte Integral bleibt die Gluonmasse in der z-Integration wichtig. Nach
Durchfithrung dieser z-Integration ergeben sich die Komponenten

HYYi(y) = 4W@sNbC%[{2§£i£%¥i:£2——4(2+—®-+4y}h1<it$2> ;

1 2 2 442+ Oy
T e e s VT

24¢ 8y 8(4— &)y
T T T ey H 2
HU+L( ) = HU-I—L( ) = i?fisi\;jfz H 4(1_6)9(2_@ *
2 Z-I—(y)
—4(4 =38 +2(6 — £y — 4y }ln <Z_(y)> T
1 86(1 =&y
+y\/(y AP = A/ (1 —y)? 5{_§y2+4A(1—y—§+A)+
¢ 44 +80y | 24-9%
—8—;“+m‘6"4y+5 My+®2H’ 2
HAL () = 4wa5NbC%{{ Lo 8(1—§>+4x2+-®y}1n<jf$3> +
1 8¢6(1 — &)y
TV = AP - ALV - ) - 5{_§y2+4A(1—y—£+A)+
1—¢ 42-30y 42464 -y
T T e T (g rep H 2:20)
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5.3.2 Die Projektion L

Zu unterscheiden ist deutlich zwischen der longitudinalen Polarisation, mit der sich dieser
Abschnitt beschéftigt, und der ,longitudinalen® Projektion L in diesem Unterabschnitt.
Letztere soll einfach als Projektion L bezeichnet werden. Auch hier seien zunéachst die
parameterabhidngigen Komponenten des Hadrontensors niedergeschrieben,

dra,NoC 52 53 45 6¢° ¢ &
v o= Retr g e S8 0 g s b
- T A R A A R

2%y 126 8¢ 62 26 6 282

N fzy__er § _5_i+i+@_8z_i, (5.27)

z = z yz yz Yz z Yy

+4ra,N-C

A = gAvo— CF 18— 12¢ +4€% — 16y + 8¢y +

(1 —y)? =€)
5 @Jr%y_%y +3§y

+3€%y + 8y* + 8&y* + +
z z z z
2z 262
+ fy 2Z—E‘I‘ §2—|—8yz—|—4§yz}, (5.28)
z Y Y
dra,NoC
Hit = e | 8= 8E+ € =8y 48y + 467 +
(1-y)?=¢
o4 26%y  286)°
+i§ —%—F iy+ iy — 82446z + 26y |. (5.29)

Zu erkennen ist jetzt schon, daB sowohl in den Projektionen HY4 und H#V als auch in
H{ keine IR-Divergenzen fiir die Integration auftauchen werden. Auch hier wird zunéchst
wieder die Integration iiber z durchgefiihrt, es ergibt sich

Hy'(y) = M{zg{w (3_2§)+3y}1n <Z+(y)> .

Ty z(y)
: 482 (1 = &y
+§\/(y—A —AGV(L -y - { Ey? +4A1—y—5+A)Jr
_4§7§+16§ 4y + (4 Sy H (5:30)

H{A(y) = HY (y) = ((iffz)ivfg;yh [— 5{2(1 )+ (2-38)y — 4y2} In ng;) +

%Wy AP = AG(L =) §{—8+3§+%§2+2(2+5§)y+(2_0(4_6)2}],

2(dy +¢)
it = g e () 4

bl ARGV g€ — 76—+

(5.31)

5,46 {4-¢)
P =3O e T Ay © H (5:32)
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5.3.3 Die Projektion F

Der Buchstabe ., F'“ steht hier fiir die Vorwérts-Riickwérts-Asymmetrie (engl.: “forward-
backward asymmetry”), geht diese Projektion doch mit einem Faktor cosé in den Wir-
kungsquerschnitt ein. Hier ist

+ira , N-C 26 262 8 12¢ 26
VvV stYOMF
HF (y,Z) = (1_y)2_§ 8_y_2+?_§+7_25y_;+
26 4 A6y 26y 24 16 8 12 42
PSR A AN L LR
z z z z z Z yz yz yz
28 2 16y 2&y? 3 4 2
L8y 2y 16y 2y —|—i—2§z—|——z—g—4yz}, (5.33)
zZ zZ zZ zZ
Ara, NoC 26 2628 106 26 2€?
VA AV siYOVE
Hi'(y,z) = Hp (y,2) = (1—y)2—§{_y_2 ?—54-7—;%-?—%
2 16 12 8 12 462 12 4/ 4z
if——+—§+———§+i+—y—i+4z+—} (5.34)
z z z yz yz Yz z Z Y
+4ra,NoCp 26 42 263 8 206 12¢?
AA _ s { Q92 _ S 5 2
F (y,z) (1_y)2_§ 8 85 5 y2‘|‘ y2 y2 y+ Yy Yy —I_
20 48 280 Aly ALy ALy 28y 26y 24
St Tt T T T e T T
40 1662 8 20 1662 4¢3 28 26 262
L0616 8 206 16C A8 28y 268y 20y
z z yZ yZ yZ yZ zZ zZ zZ
16y®  106y?  4y° 4 2 262
_ Y T &y +i_1052+—2—ﬁ—ﬁ—4y2 . (5.35)
z z 4 Yy y Yy

Die z-Integration liefert in diesem Fall

=
12(14 — E)y — 2(8 — )y + 4y3} In Cfg;) +
bV AR 8 — o (530
- g vay o - SR S
B = () = ST RS
—2(4 — 3€) + 6y — 2y2} In <2$> +

! 2 2 46(1 = &y
R Y VI

I (4—§)2yH
TR LR A vew Rl i d ) (5.37)
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+Ara,NoCr [{4(1 - 5)2(2 — &) —8(3—26)(1 - &) +

(1—y)?=¢ y
42(14 — 136 + )y — 2(8 — 5¢)y” + 4y3} In Cfg;) +
1 . 5 86(1— €)%y
VAR T 8] — g o

(1-¢)
y

-8

+32(1 — €) — (18 — 11&)y + 10> +

U =9% | (=8 H
24y +¢&) 204y +6? ]

(5.38)

5.4 Integrationstechniken

Ein Teil der Integrale ist bereits vorher berechnet worden, so beispielsweise in einer Arbeit
von Jiirgen G. Korner, Apostolos Pilaftsis und Michael M. Tung [22], wobei die Doktorar-
beit des Letztgenannten, aus der heraus dieser Artikel entstand, dem Autor als wichtiges
Hilfsmittel wahrend seiner eigenen Arbeiten diente. So wurden hier erstmalig die spin-
abhéngigen Projektionskomponenten H[‘]/f_ 7, und H{}KL der Beitrédge reeller Gluonen zur
ersten Ordnung berechnet. Die Integrale wurden dort mit den Buchstaben [ und S fiir
spinunabhéngige bzw. spinabhéngige Beitrage klassifiziert. Als néchstes waren nun die
Beitrage aus der Projektion L zu bestimmen. Hierfiir boten sich die Buchstaben J (fiir
spinunabhéngig) und T' (fiir spinabhéngig) als Fortsetzung dieser Notation an.

Im Gegensatz zur relativ willkiirlichen Numerierung der Integrale in [22] (die im iibri-
gen die Integrale noch vor der z-Integration einordnet) soll hier jedoch eine Indizierung
gewahlt werden, welche die Polstruktur der Integranden wiedergibt. Es seien

1-VE y" " ldy
Zonm) o= | V=g =Vl - A= A
1-VE y"ldy
S(n,m) := /\/A_£+A (y —A)2 = A¢ ma (5.39)

und

J(n,m

) e /“g (y — A2 —AE y™dy
JEEa /(I =y =€ (dy+o)"

I=VEe Sy — A2 — A€ ymld
T m) ::/ (y = AP - AL y"'dy

e (—yP—¢ (dytor

zunachst die Integrale mit nichtlogarithmischem Integranden. Die Konvention fiir m ist
gerade so gewihlt, dafl negative Werte einen Pol des Integranden bei y = 0 entsprechen,
also eine IR-Singularitdt, die durch die Gluonmasse regularisiert wird. Fiir die Integral-
typen gilt jeweils eine Rekursionsformel, die gleichlautend ist und beispielsweise im Fall
der Integrale Z(n,m) die Form

AZ(n,m)=Z(n—1,m—1)—&Z(n,m — 1) (5.40)



78 KAPITEL 5. REELLE BEITRAGE

besitzt. Fiir die Integrale des Typs 7 muf} ein weiterer Parameter ¢ verwendet werden,
der die obere Grenze, welche fiir alle tibrigen Integraltypen unkritisch ist, regularisiert.
Die so regularisierte Singularitdt hat keine physikalische Bedeutung, entsteht aber durch
die Partialbruchzerlegung des Integranden im Verlauf der Rechnung. Daher wére es ein
Problem, fiele die Regularisierung nachher nicht heraus. Es zeigt sich aber, dafl genau dies
der Fall ist, wenn sémtliche Baumbeitriage erster Ordnung zusammenfafit werden. Neben
diesen Integraltypen gibt es die logarithmischen Integraltypen

Ti(m) = /;A_;iln<2+(y)

)
Si(m) = /1_\/Eln<z+(y)> yrdy__ (5.41)
)

VAE+A z_(y)
Do) /ﬁ - <Z+<y>

VAE+A
1—/€—¢ m
T o [ ()
VAEEA (y)) (L =y)*=§)
Um einen Einblick in die Integrationstechniken zu bekommen, seien hier nur die Rechnun-
gen zum Integraltyp J in den wichtigsten Féllen explizit durchgefithrt. Der Rest erschlieft

sich dann durch immer wieder gleiche Techniken, die Tabelle der berechneten Integrale in
Anhang B vervollstiandigt diese Arbeiten. Es sei erwéhnt, daff aufgrund der Rekursions-

eigenschaft nur ein ,Rand“ in der ,(n,m)-Ebene“ berechnet zu werden braucht.

5.4.1 Die global giiltige Substitution

Fiir alle Integrationen 1&8t sich eine Substitution angeben, die in den allermeisten Féllen
verwendet werden kann. Lediglich bei der Berechnung des divergenten Anteils der ent-
sprechenden divergenten Integrale mufl anders substituiert werden. Die Substitution hat
die Form

1+ 22
11—y = \/51_22 =

2z 4z dz
Vl—y)?-¢ = \/Eﬁa dy = —\/gma

z(y) (5.42)

z(0) = 1;@ = w, z(l1-—yf—¢) = S

Die Integrale werden aufler von £ und v = /1 — £ also weiterhin von den Hilfsgréfien

-/t

1+/¢

sowie a:=2+ \/E und b:=2— \/E (5.43)

w =
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abhingig sein. An dieser Stelle seien daher noch ein paar Umrechnungen angegeben,
welche auftretende Terme in diesen Grofien vereinfachen. So ist

a+b
a’ +b?
| a
5

a a

a—b a-+b
7
In <€—>
w
b? — a’w?
In <762 >

In(1 — w?)

| 1+ w
" 1l —w

4, a—b = 2/E  ab = 4—¢,

2(4+¢), at— b = 8\/5, b — *w? = 125_\/55,
4 « b At | 2

e b tice WtV T

4—¢ a N a (2 4+ €)*

4/E7 a—b a+b 4./€

1 5(1—\/@ _‘1

" <<2 = %ﬁ+ @)

1 14+v 1
§1H<1_U> =: §t3,

=: 1y,

| b+ aw B 31L
" b—aw/ 2%

Wiéhrend ¢; nach aus oben angegebenen Griinden verschwindet, bilden ¢;, ¢, und ¢5 die
ersten drei sogenannten Zerfallsratenterme, die schliellich in den Endausdriicken die In-

tegrale ersetzen werden.

5.4.2 Berechnung der Integrale J(n,m)

Zu berechnen sind die Integrale J(

0,—1), J7(0,0), 7(0,1), 7(0,2), J(1,0) und 7(2,0).

Zur Integration wird dabei stets die Standardsubstitution sowie meist eine geeignete
Partialbruchzerlegung verwendet. Die Integrale lassen sich dann in einfachere Integrale
zerlegen. Fiir spiter seien dabei die etwas schwierigen Integrale 7(0,—1) und J(0,—1)
aufgehoben. Der Pfeil driickt in den Formeln den Grenzfall A — 0 aus.

J(0,0)

\/y A)? dy
yy/ (1 —y)?

dy
(1—y)*—

0/ 4%5311223;2 - /w 12—d;

w w

[ i [

0

In(1 + w) — In(1 — w) :1n<

/ dZ//

1—|—w 1
L §t3

1l —w

(5.45)



80 KAPITEL 5. REELLE BEITRAGE

1- 1-

VE
y—1)%/(y — A)? dy (y—1)d

J(O,l)—j(0,0) :\/A_é—A (1_y) —¢ \/1_7_
| | Zw\/—
- \/E<1—|—w_1—w> T 1w Y (5.46)
J(0,2) =27(0,1) + (1 = J(0,0) =
1€ y 1—VZ
- [ VIR Y s [ Ve -
VAEFA 0
£ 1+w 2w(1 + w?) £ v
- ‘1<m<1_w>‘ u_waz>::‘§%+§ (5:47)

1—

\/_
701,0) = / V(y—A)? dy ‘ dy
’ S 4y+£\/1—y (4y + V(L —y)* = ¢

B 1 adz r adz B 11 b+ aw B 3 ; 5 48
T ab /b+az+/b—az “ab \b—aw) 204 —¢€)7° (5:48)
0 0

1-/€ 1-E
7(2,0) = /g V{y—A)? dy 5 dy _
’ 4y+£\/1—y 4y + /(1 —y)? = ¢
VAE+HA
1

B a b | b+ aw a b b b B
 2a2h? b+a " b— aw + b a b—aw b4+ aw -

B 3(44€) 4o
S -t VR ey

5.4.3 Berechnung des Integrals J (0, —1)

Das Integral J(0,—1) ist singulér an der unteren Grenze, denn fiir den Grenzfall A — 0

J(0,—1) / VI — A d —>/ (5.50)
(1 —y)? Y 1—y —¢

(5.49)

ist

\/_+A

(A := VAL + A). Es ist zur Integration in einen divergenten Anteil D und einen konver-
genten Anteil C zu zerlegen. Der divergente Anteil ergibt sich, wenn man den Grenzfall
fiir kleine Werte von y betrachtet, denn nur in diesem Bereich tragt die Singularitat bei.
Man erhélt bei Vernachldssigung unwichtiger Potenzen von A

1/
Do / \/y — g dy
y\/lT / yv1—=¢

(5.51)
VAE
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Mit der Substitution y = /A cosh ¢ ergibt sich (mit In /i := In(2(1 — /€)//AE))

1 Invi /A€ sinh ¢ B Inv/n 5
D= ﬁ/0 A cosh?C Yo" /A€sinh (d¢ = \/T/ tanh? ¢ d¢ (5.52)

und mit der Substitution z = tanh ¢

_ ﬁ </Olnﬁdg _ /01 dz> _ \/% <ln (2%) _ 1> | (5.53)

Der konvergente Anteil ergibt sich durch Differenzbildung mit dem divergenten Anteil
und Grenzwertbildung A — 0 im Integranden dieser Differenz. Hier erhalt man mit der
angegebenen Substitution

1-VE 1 1
C = lim — dy =
A—0 3 Yy (1_y)2_§ y,/l_
L l—vwlT VI -
m/\l—rf(l)//\

(1-y)?=¢
_ 1 - ' 2(\/@(1 — %) —2/Ex)dx _
VI=Ewou (1+ V(1 = 22)(w? = 2%)

1 Y odz Yodz Yoodz
- \/1—§<_/0 l—l—z—l_/0 1—Z+2/0 w—l—z)z
= \/lng<—1n(1—|—w)—1n(1—w)—|—21n<wzw>> =
1

, 1 2(1+ %)
= = (21n2—1n(1—w)):m1n< > (5.54)

i

Zusammengenommen ergibt sich

J(0,-1) = L <—1nA1/2 +1In <4(1§_ §)> - 1> = QL(—hqu/2 i, —1).

V1—=¢ v
(5.55)
5.4.4 Berechnung des Integrals J(0,—1)
Auch das Integral
J (0, —1) s V(Y — A)? — Ady Ve dy
NG +4A(1—y—§+A VI —y)? /(I =y =€
(5.56)

welches fiir A — 0 in das Integral J(0,—1) iiberzugehen scheint, aber dennoch einen
anderen endlichen Beitrag liefert, ist in einen divergenten und einen konvergenten Anteil zu
zerlegen. Der divergente Anteil ergibt sich durch Substitution des Nenners fiir kleine Werte
von y, geeignete Néherung fiir kleine Werte von A und anschliefende Riicksubstitution,

1-yE
S A VA Uy N Y

EP+4MN1—y—E+A)VI—E
VAE+A
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1-E
_ L/g ¢ FREdy )
(E(y+ AP +4AN1—y—E+A))VT—¢
VAE
(1-V&)/VAE )
= / EVAE VP —1dy _
[ (VAT + AP+ AN = VAEy - VT =T
(1-V&)//AE
_ / Ay = Tdy _
/ (A&%y? —4AN(1 =)V =€
1-/E _E
_ /5 fQMdy R /gdiy (557)
(E2y? +4A(1 = €))VT =€ yWI—¢& :
VAE+A

Mit der Substitution y = /A€ cosh ¢ (und In /77 :=In(2(1 — /€)/\/AE)) ergibt sich auch

hier eine Moglichkeit, den vorletzten Ausdruck zu integrieren.

& VAEsinh ¢

D = Aésinh (d¢ =
VI=¢&Jo Afcosh2§+4(1—§)ﬁ ¢ do
e (o2 g g (5.5%)
T Ttk B 160 - e '
und mit der Substitution z = ¢
B £2 K (2% =22+ 1)dz
b= 21— € J; 2(&%22 4+ (16 — 166 4+ 262)2 4+ £2)° (5.59)
Eine Partialbruchzerlegung fiithrt schlielich auf
Do In/n B (2-¢) [ln <2§22 + (16 — 16& + 2£62) — 8v(2 — §)>r (5.60)
S VI=E€ 41 -9 26224 (16 — 166 +282) + 8v(2-¢) ) |, ‘

Dabei wurde die Formel Nr.40b aus der Sammlung ., Bronstein, Taschenbuch der Mathe-
matik® [23] mit A = —64(1 — £)(2 — £)* verwendet. Im zweiten Anteil kann nun A — 0
und damit die obere Grenze gegen Unendlich laufen. So ist schlielich

poln(2ovD) L9, (14) o

Der konvergente Anteil ergibt sich mit der Substitution zu

c . 1-vE 1 1 ;
A (\/(1—y)2—§_ﬂ—§> v

w! _ 2
_ llim < 20 B 2(1 —w?)z >dz _
0

w? =z (1= z22)(w? - z2)
B 1 (v 2 1 1 & —
- v /o w—|—2_1—|—2+1—2 T

() = () e
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und damit insgesamt

o = g (e (F8) St () -

_ ) 1 2 ¢
= J00,-1)+J, mit J,:= " <1 -~ t3> ) (5.63)

5.4.5 Berechnung der Integrale J;(m)
Zu berechnen sind die Integrale J;(—1), J;(0), J(1), Ji(2) und J;(3). Hier soll nur die

Berechnung des zweiten und dritten Integrals durchgefithrt werden. Benutzt werden die
Regeln (4.68), die Behandlung des schwierigeren Integrals J;(—1) wird auch hier zunéchst
zuriickgestellt.

1—/E—e?

2+ (y) z2)(b+ az)\ dz
Ji(0) = / In <Z_(z)> (1—y /ln< —az)> P
VAEHA
— %(LiQ(w)—Liz(—w)—l—LiQ(zw)—Lig(—%w)) = %u (5.64)
1—/E—¢?
a = a0+ [ n(35) SR
VAEHA
r 2)(b+ az 22 dz
- - o) %
BT / (Lo o) 2o 569
T1) = (1= VOT(0) = (5.66)

(B (122) 1 () ()
L, <1+Tw> — Li, <1_Tw> ¥ L, <“(1 I w)> —Li, <“(1 - w)> —

5.4.6 Berechnung des Integrals J;(—1)

Auch das Integrale J;(—1) ist singuldr in der unteren Grenze, denn fiir A — 0 gilt

an= | m(iﬁ;)y((l—dyy)?—f) (567)

12
2(1 —y) —E+2y/(1 —y)* = ¢ dy
%/ln<2(1—y)—§—2 (1—y)2—§>y((1—y)2—§)'
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Die Zerlegung des Integrals in einen divergenten Anteil D und einen konvergenten Anteil

C ist hier entsprechend wie bei J7(0,—1) und J(0,—1) zu vollziehen,

1-vE
[ <1+v2>y+2v¢7y2—A5>_ 2 <1+v>_
D_”zr{gl (o ooyt / =)y O

Bis auf den Vorfaktor 1/v? taucht dieses Integral in simtlichen divergenten Anteilen der
logarithmischen Integrale verschiedenen Typs auf. Es braucht also nur einmal berechnet
zu werden. Dabei hilft die Substitution

1 1
y = Afzj;— = Vyr-AL = \/KE%QE”

2Vt

il dy  (t—1)dt At dt
by = VA = = - o 5.69
/ 54t\/¥ y 20t +1) t+1 2t (5.69)

y 4+ Vi RD)
ty) = ( A ) = {(VAE) = 1, t(1—€&) = .
n wurde bei der Berechnung von J(0, —1) und j((), —1) bereits eingefiihrt. So ergibt sich
(o)t 4+ (1 =)\ [ dt dt

b= _/ <1—U2t—|—(1—|-v)2 +1 2] Dy + D, (5.70)

D, = %{QmGjZ)ln(g)—Liz <(1JQF7UU)2>+L12 <%>} (5.71)
D, = %[-h(ii)lnmém (— G_T_Z)Q)—%Liz (- Gji)zﬂ (5.72)

Dabei wurde in beiden Féllen die Dilogarithmenregel (3.75) verwendet. Zusammengenom-

men erhalt man

= () () ) )
(- (52) )2 () ) o

Fiir den konvergenten Anteil ergibt sich

¢ = lim l_ﬁ{ln 20 —y) =€+ 2y y)P ! +
50 /| 21 —y)— £ —2 (1—y)—§ y(1—y)* = ¢)
S

Mit der Grundsubstitution gilt
dy dz 1 < 1 1 > J
= ———— — - z,
A== — VA -vB: P \w+: w—z
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Entsprechend ist C in vier Bestandteile aufzuspalten, in denen bei zweien bereits jetzt der
Grenziibergang A — 0 durchgefiithrt werden kann, der hier die Gestalt w’ — w besitzt:

B 1 wn (1+2)(b+ az) d_z _ 1
o = o (Tee) T - v 10

R w’l (1+2)(b+az) 1 LY,
2= _ﬁw'linw 0 i (1 =2)(b—az) whz  ow—z =

L 2w . —2w L 2qw L —2aw 5 77
Tl 14w — 1—w + L b+ aw — b— aw ’ (5.77)
2 1+wv w 1 1 2 1+wv 5
Cy = _ﬁ1n<1—v>/0 <1 - - 1_Z> dz = _ﬁ1n<1—v> In(1 —w?), (5.78)

_I_
2 1 w! 1 1
¢, = =i —") lim _ dz =
v2 l—v/wow /gy w4z w—z

C 2 () (25 o0

Wie gewiinscht fallen die Singularitdten in C; und C4 gegeneinander heraus, es ergibt sich

t 1 1 4(1 2
C = 744__2{11&( +U>1n<(+7\/@>_|_
VEL =& v l—v ¢
L 2w L —2w L 2aw L —2aw 5 20
e 14w + L l—w/ 12 b+ aw + L b— aw - (5.80)
Divergenter und konvergenter Anteil zusammengenommen ergibt
14 1 14+wv 1 2(1 =¢)
Fi-1) = 7+—[21n< ><_1HA2+1H< ;
(=) VE(L — /&) v? l—v £
L 2w Ny —2w L 2qw Ny —2aw N
12 14w 12 1—w 12 b+ aw 12 b— aw
L 2v L —2v
—Lily (1 n U)2 + 12 (1 — U)2 +
1. L—v\?\ 1 . 1+v)’
Die in Anhang B angegebene Formel fiir J;(—1) ist, das sei hier angemerkt, auf einem an-
deren Weg erreicht worden. Durch eine geeignete Erweiterung konnte J;(—1) dort mittels

Zi(—1), J1(0) und Ji(1) geschrieben werden. Dieser Weg wurde gewéhlt, um die Zahl der

Zerfallsratenterme (zu finden in Anhang B.5) moglichst niedrig zu halten.




Kapitel 6

Beitrige erster Ordnung

In diesem Kapitel sollen die Beitrdge mit virtuellen und reellen Gluonen zu Beitrigen
erster Ordnung im Entwicklungsparameter o, zusammengefiigt werden. Es wird sich da-
bei erweisen, dafl die Infrarot-Singularitat, die sich durch den Subtraktionsparameter A
ausdriickt, vollstandig aufhebt. Dies ist, wie bereits erwéhnt, eine Konsequenz eines Theo-
rems, das T. Kinoshita, T.D. Lee und M. Nauenberg [20, 21] zwischen 1962 und 1964

aufstellten und das nach thnen benannt ist.

6.1 Entwicklung in Zerfallsratenterme

Die Vielzahl der im letzten Kapitel zu berechnenden Integrale und die zugleich auffillige
Parallelitdt in der Berechnung dieser Integraltypen brachte den Autor dazu, diese Inte-
grale durch eine kleinere Klasse von Termen auszudriicken, die er , Zerfallsratenterme*
nannte. Es erwies sich, dafl im Fall der Beitrédge von Graphen mit reellen Gluonen samtli-
che Integrale durch zehn solcher Terme auszudriicken waren, zwei weitere kamen durch die
Betréage mit virtuellen Gluonen hinzu. Der Satz von zwolf Zerfallsratentermen ist jedoch
sicherlich nicht endgiiltig. Numerisch kann gezeigt werden, dafl zwischen diesen Termen
lineare Abhangigkeiten bestehen, die aufgrund fehlender Beziehungen zwischen den auf-
tretenden Dilogarithmen bisher nicht aufgedeckt werden konnten. Dieses Vorhaben soll
einer spéateren Arbeit vorbehalten bleiben.

6.1.1 Vorgehen anhand des Beispiels der Projektion L

Die Schritte bis hin zu Ausdriicken in den Zerfallsratentermen sollen hier wieder nur an
einem Beispiel, namlich der Projektion L, vorgefithrt werden. Weggelassen sei vorerst der
generelle Faktor 4ma,NoCp. Die Terme (5.30)—(5.32) liefern nach Integration tiber die
Phasenraumvariable y zunéchst

Hy Y (tree) = 26(1 = €)(2 = T(=1) = 8E(1 = )T (0, =1) = 4¢(1 = )T, + (6.1)
—4€(3 = 26)7,(0) + 6£7,(1) + 1667 (0,0) — 47 (0,1) + 4(4 = ) I (1,1),

Y (iree) = HEY (1ree) = 2601~ T(1) — €2~ 30T2) 4+ 4T(5) + (62
L2 S+ ET(0.1) + 224 5OT(0.2) + 52 - (1 — GPT(1.1).

86
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Hit(tree) = =262 = E)T(1) +2671(3) — (4 = 7€+ €)7(0,1) +367(0,2) +
5 1
HA - (- 36— 2T (L) + 16 - 9T 2. 1) (6:3)
Setzt man die Integrale gemédB Anhang B ein, so ergibt sich
HYV(tree) = 2¢InA <2v —(2=¢)1n G_LZ» F A1+ Ev — 8€utyy +26(2 = )ty +
+26(1+ )15 = 2V/E(1 = VO +2VE = Oty +26(5 - )b, (6.4)

HYA(tree) = HiV(tree) = 2(1 —/€)(2 = 63/€ +13¢) +
+£(10 4 36)tg — 266wty — (12 — ;f)(tl —1,) und (6.5)

Hi*(tree) = (4 —19€ + 25% +26(1 + 26)ts +

2B~ VO 4 2VE+ 204+ E(8 — 26+ 260N, (6.6)

Die Zerfallsratenterme ¢; sind in Anhang B.5 zu finden.

6.1.2 Der relative Phasenraumfaktor

Neben dem weggelassenen Faktor 4ra,NoCp fehlt in den Ausdriicken noch der Phasen-
raumfaktor. Dieser fehlte auch bei den berechneten Termen der Bornschen Naherung wie
der Graphen mit einem virtuellen Gluon. Einigt man sich darauf, den Phasenraumfak-
tor des Zweiteilcherzerfalls erst ganz am Ende in den Wirkungsquerschnitt einflieflen zu
lassen, so miissen die eben berechneten Terme mit einem relativen Phasenraumfaktor

(2)

(vgl. Gleichung (4.41)) versehen werden, wobei die Integrationen iiber y und z ja bereits
ausgefithrt wurden. Im Falle longitudinaler Projektion kann auch die Integration iiber den
Azimuthalwinkel y sofort durchgefithrt werden, da die einzelnen Terme des Integranden
nicht von y abhéngen. Es ergibt sich dann

2 sN ! 2
4ma,NoCpdP Sy, = 4ma,NoCpoo=dy d= = 0‘407”@ dz. (6.8)

v

6.1.3 Zusammenfassung mit den virtuellen Beitrigen

Das Kapitel iiber virtuelle Beitriige ergab das Verschwinden der Komponenten H}“ (loop),
H{Y (loop) und H{ (loop), fiir die VV-Komponente aber

H!V(loop) = 2Noq*¢ Re A+ 2Nog*v> Re B =

a,NeCpq? 4A 14w
= W{—Zﬂrl(?) <2v—(2—§)1n<1_v>> +

—4£(2 — E)L(v) + 6% In <i—z> — 8v — 26v?In <1 i— U) } =
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_ M{—Qfln/\(?v—@—g)ln GJ_FZ)) -8 —dvln <§> *

4o

+26(2 = &) In G) lnGJ_rZ) — 4£(2 — €)L(v) + 4607 1n<1+”>] -

- oo 12

—8&v — 4€vlyy — 26(2 — E)tg + 4@24 . (6.9)

Dabei wurden neue Zerfallsratenterme ¢z und ¢,y eingefithrt und die Korrespondenzfor-
mel (3.55) benutzt. Leicht 148t sich nun erkennen, dafl sich die A-Singularitaten in den
Anteilen H}'V fiir reale und virtuelle Gluonen gegenseitig aufheben, und es ergibt sich

1 (o)) = 2N Crg” [4v3 — 8€utyy — Afutyy — 26(2 — €)(ts — to) + (6.10)

4o

+26(1 4 E)ts — 20/E(1 = V(1 + 20/ =€)ty + 26(T = 3E)t5),

Hy'(e,) = Hp'(e,) = M[%l—ﬂ)@wﬂﬂga +

4w
FE(10 + 36)ts — 266uts — £(12 — ;f)(tl - tz)} und (6.11)
ey = SNCOPT 10e 4 Deu 4 261 + 2000 +
—2VE(L = VO +2/€+26)t, + €(8 — 26 + 252)@} : (6.12)

6.2 Polarisierte und unpolarisierte Terme

In diesem Abschnitt sollen zwei Neukombinationen benutzt werden. Zum einen werden
die Linearkombinationen

1 Vv AA 1 Vv AA
Hil/ = §(H;w + H;w )7 Hil/ = §(H;w - H;w )7
3 1
e, = %(HX;‘ —HA), HL = S H) (6.13)

gebildet, zum anderen wird zwischen polarisierten und unpolarisierten Termen unterschie-
den. Die hierbei gewéhlte Schreibweise bietet zudem die Moglichkeit, die Polarisationsrich-
tung anzugeben. So wird die longitudinale Polarisation mit dem geschwungenen kleinen

(, die transversal ebene Polarisation mit 1 und die transversal normale Polarisation mit
N gekennzeichnet. Man definiert fiir m € {¢, L, N}

i = (s~ Hi,(~s")  und
H,, = H,(s™)+H,,(—s"), (6.14)

wobei die explizite Spinabhéngigkeit des Hadrontensors angegeben wurde. Zu beachten
ist, da klarerweise die zweite Gleichung, also diejenige fiir die unpolarisierten Terme,
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unabhédngig von der Wahl der Polarisationsrichtung ist. Um die unpolarisierten Beitrige
von den bisher verwendeten spinabhangigen Beitrdgen unterscheiden zu kénnen, soll bei
Letzteren nun die Spinabhéngigkeit wie vorher gezeigt mit angegeben werden.

6.2.1 Unpolarisierte Beitrige

Die Gesamtbeitrage erster Ordnung sollen in den folgenden Unterabschnitten zusammen
mit den Beitrdgen in Bornscher Ndherung und den Schleifenbeitrigen gezeigt und an-
schlieflend aus ihnen der Wirkungsquerschnitt berechnet werden. Zum unpolarisierten
Wirkungsquerschnitt tragen klarerweise nur die spinunabhédngigen Anteile des Hadron-
tensors bei. Aufgefiihrt seien hier lediglich die nichtverschwindenden Terme.

Bornsche Beitrige:
H};(born) = 2Ng¢*(1+v*)  HE(born) = 2Neog*(1 —v?)
Hj(born) = Hi(born) = Ngg’(1 —o?) (6.15)
Hi(born) = 4Ncq’
Schleifenbeitrige erster Ordnung:
Hi(loop) = 4Npq*(Re A+v*ReC)  Hi(loop) = 4Noq’(Re A —v* Re (')
H}(loop) = Hi(loop) = 2Npq* (€ Re A+ v? Re B) (6.16)
Hp(loop) = —4Ngg*v(ImA—ImC)  Hp(loop) = 4Ngqg’v(Re A+ ReC)

Gesamtbeitrige erster Ordnung:

Hi(a,) = %{ 22+ TEW — 16(2 — E)vtyy — 8(2 — E)vtyg — 4(2 — €)X (ts — L) +
—26(2 + 365 + 20/E(1 — /E)(2 4 40/E — 3E)t, + (48 — 48E + €M),
(6.17)
Hi(a,) = %g{ 120 — 16wty — Svtyg — 4(2 — €)(ts — to) +
ety + 2V/E(L — /)ty + 2(6 — E)t } (6.18)
Hi(e,) = %{ (8 —23¢ + 25% — 8€utyy — ALvto — 26(2 — €)(ts — to) +
F26(2 + 36)ts — 20/E(1 — /E)(2 4+ 4/E — 3E)t, + £(22 — 8¢ + 5 )3
(6.19)
Hi(a,) = %g[ 2(10 — v — 8utyy —dvtyg — 2(2 — €)(ts — tg) +

2615 — 2B~ VOl + (6 46— €)1 ] (6.20)
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asNoCrg?
Hi(a,) = # [ — 8w } (6.21)
Hi(a,) = %{— 164/E(1 — /&) — 1607, — 1602ty +

48(2 — E)ults — tg) — A(4 — BE)Lg + 8(2 — 3E)vts — 16(t, — 1) (6.22)

Aus dem Phasenraumfaktor (4.28) und dem Vergleich von (2.26) mit (2.44), (2.27) und
(1.49) ergibt sich mit
; 2matv
o, = 34

(H.(born) + Hi(a,)), p=UL,F, i=12734 (6.23)

(o ist die Feinstrukturkonstante der QED) schlieflich

do 3
Tl = g(1 + cos? 6) (gua[l] + 912012]) + (6.24)

3 . 3
—I_Z sin” 6 (9110}4 + 912012) + ZCOSG (9430% + 944024?) .

Hinzuweisen bleibt hier besonders auf das Auftreten des Anteils o}. Er ergibt sich aus
den Imaginarteilen der Formfaktoren A, B und C' der Vertexkorrektur. Solche Terme
werden im Falle transversaler Polarisation einen entscheidenden Beitrag liefern. Die Un-
terscheidung zwischen reellen und imagindren Anteilen soll jedoch im Folgenden nicht
mehr getroffen werden.

6.2.2 Longitudinal polarisierte Beitrige

Zum polarisierten Wirkungsquerschnitt tragen die spinabhangigen Anteile des Hadron-
tensors bei. Fiir die longitudinale Polarisation sind dies

Bornsche Beitrdge:
Hif (born) = 4Ngqv
Hi (born) = 0 (6.25)
Hi(born) = 2Nog*(1 4 0%) Hif (born) = 2Nog(1 —v?)

Schleifenbeitrige erster Ordnung:

Hif (loop) = —4Ne¢*v(ImA — ImC') Hif (loop) = 4Neq*v(Re A+ Re ()
Hi (loop) = 0 (6.26)

Hi(loop) = 4Neg*(Re A+ v?Re() Hi (loop) = 4N¢g*(Re A —v* Re O)
Gesamtbeitrige erster Ordnung:

Hif(a,) = M { — 8w } (6.27)

4o
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Hif(ay) = SN o /B2 - 6B+ 206) — 160, — 16071, +

+8(2 = E)v(tr — ts) — 2(8 + 26 + 367 )6 + (4 + 9 vty +

—(16 — 30¢ + 12—752)(t1 1) } (6.28)
H4g . Oé5N00FQ2

(o) = W[ A4(1 = VE)(2 = 6/ + 13€) + 26(10 + 36)ts +

5260ty — £(24 — TE) (1 — 1) } (6.29)
() = RPN 300 162 — vt — 82 — ot +

—4(2 = €)*(ts — to) + 26(10 — )15 + 2V/E(1 = V/O(2 = VE (A + VO +

12(24 — 126 + )ty } (6.30)
H(ay) = %g{ 120 — 160t15 — Svtyo — 4(2 — €)(ts — 1) +

12615 4 2/E(1 — /€)1y +2(6 — €)1 (6.31)

Wichtig ist hier, daB zu H7*(o,) nur die Baumgraphen erster Ordnung beitragen. Die
entsprechende Winkelverteilung der Polarisation erhélt also erst in erster Ordnung nicht-
verschwindende Anteile, die dementsprechend klein ausfallen. Mit den Projektionen

: 2ma’v : :
o, " = W (H;m(born) + H;m(ozs)> , (6.32)
die hier allgemeiner fiir m € {¢, L, N} und p € {U, L, F, I, A} definiert ist, ergibt sich fiir

den Wirkungsquerschnitt bei longitudinaler Polarisation

dot

3 3
dcos® §(1 + cos® ) <913U?f + 91402% + 1 sin” 0 (91301:'? + 9140}‘5[) +
3
+ZCOS(9 (9410% —I-g420%) . (6.33)

Der Anteil o3¢ ist hinzugefiigt, obwohl sein Beitrag verschwindet. In héheren Ordnungen
der Storungsreihe kann jedoch auch er Beitrage zum differentiellen Wirkungsquerschnitt
liefern.

6.2.3 'Transversal eben polarisierte Beitrige

Wie in (2.30) deutlich wird, besitzt der Spin in a-Richtung, nach der hier gewdhlten Kon-
vention also in transversal ebener Richtung, relativ zu den Viererimpulsen p;, p, und
ps eine explizite Abhéngigkeit vom Azimuthalwinkel x in Form trigonometrischer Funk-
tionen. Bei der Integration tiber diesen Winkel fallen also alle Beitrdge heraus, die nur
ein einzelnes Skalarprodukt des Spins mit einem der Impulse besitzen. Klarerweise ver-
schwinden samtliche spinabhingigen Beitrage zu den Projektionen U, L und F, denn die
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Projektoren enthalten keine weitere Spinabhédngigkeit. Dagegen werden die Projektionen
I und A wichtig, welche diese Spinabhingigkeit tragen.

Bornsche Beitrdge:

Hi*(born) = —2N¢q f Hy* (born) = —2N0q2\/g (6.34)

Schleifenbeitrige erster Ordnung:

3

Hi (loop) = 2N0q2\/g(v(ImA —ImC)+ v Im B)

3
Hi(loop) = —2Nog*/E(v(1+ Re A+ ReC) + % Re B) (6.35)
Hi*(loop) = Hi(loop) = —ZNqu\/E((l +2Re A) + %Re B)
Gesamtbeitrdge erster Ordnung:
a;NoC
i e = SO o1 4 6 (6.36)
AL .« NCCFQ 2 2
oy = LR (1= V(S — 14E 4 36) 4 80y + 8oty +
—4(2 = oty — tg) + (16 + TE)ts — 2(21 + 20)vty +
1
7= 04 36)(ty — 1) (6.37)
Hi' (o) = %\/{ 8 — 36)v + 160ty + Sutyg + 4(2 — €)(t5 — tg) +
~(8+ 915+ (1= VE2 = VOU +VE) — (36 — 19¢ + £>t3
(6.38)
HQJ_ . asNCCqu
A (o) = T\/E{ — (20 — 3&)v + 16t 15 + Svityg + 4(2 — &) (ts — ty) +
ety + (1~ V) — (16~ 76— S€)1] (6.39)

Mit der Formel (6.32) berechnen sich nun die Projektionen o7, o+, ol und o%*, und

diese wiederum tragen zum Wirkungsquerschnitt bei transversal ebener Polarisation bei,
dot 3

deosd 4™ 20(g1307" + g1a07) + 780 090 + g0 ih). (6.40)

6.2.4 Transversal normal polarisierte Beitrige

Wie vorher verschwinden die Beitrédge von U, L und I’ vollstandig, es bleiben auch hier
nur Beitrdge von [ und A zuriick.

Bornscher Beitrag:

HY (born) = —ZNCQZU\/E (6.41)
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Schleifenbeitrige erster Ordnung:

2
HY (loop) = QNqu%ImB

3

H3¥(loop) = —2Nog*\/E(v(1+ Re A + Re C) + %ReB) (6.42)

3

HiY (loop) = —ZNCQZﬂ(U(ImA—ImC)—I—%ImB)

Gesamtbeitrige erster Ordnung:

asNeCpq? 5
HNa,) = HM(a,) = #\/E{Zwv} (6.43)
NV (a,) = 2 ]ij” \/{ —E)(20 — 64/F 4 36) + vty + SvPtyy +
A2 = ot — t) + (8 — 136)1g — 2(1 — B¢ty +
13
+(6— 56— 760 — 1) (6.44)

a,NoC
Hi(a,) = 407”\/{—% 1+ &) (6.45)
2N 3N

Auch hier berechnen sich die Projektionen o}V, o2V, ¢3Y und o%" analog mit (6.32), der
Wirkungsquerschnitt ist

dO‘N 3 X 3 )
deosf 4 20(gi101" + gi207" ) + 7 sin 0(g430%" + gaac§ ). (6.46)

6.3 Polarisationen

L&Bt man die Polarisation des Quarkspins aufler Acht, so kann der totale Wirkungsquer-
schnitt in Abhéngigkeit von der Schwerpunktsenergie gemessen werden. Thm soll der erste
Unterabschnitt gewidmet sein. Die Polarisation ergibt sich, wie bereits in den Anfangs-
kapiteln angesprochen, aus dem Verhéltnis

_ o) —a(l)
o(t) +o(l)

Von dieser Polarisation gibt es entsprechend den Spinrichtungen drei verschiedene Ausfiih-

(6.47)

rungen. Ferner kann die Polarisation sowohl in ihrer Abhéangigkeit von der Energie des
Quarks als auch in ihrer Winkelabhangigkeit beschrieben werden. Beide Abhéngigkei-
ten lassen sich in Streuexperimenten nachweisen. Diese Abhéngigkeiten sollen daher in
den daran anschlieBenden Unterabschnitten behandelt werden. Da in diesem Abschnitt
Diagramme gezeigt, also konkrete Rechnungen fiir das bottom- und das top-Quark présen-
tiert werden, muf} auch etwas zur Energieabhédngigkeit der zu renormierenden Groflen wie
Masse und Kopplungskonstante gesagt werden. Dies sei im letzten Unterabschnitt getan.
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6.3.1 Die Energieabhingigkeit des Wirkungsquerschnittes

Bei Integration des unpolarisierten, differentiellen Wirkungsquerschnittes iiber den Polar-
winkel 0 ergibt sich wegen der geeignet gewdhlten Normierung der Winkelanteile mit

13 13 13
/ g(l + cos? 0)d(cos ) = / 1 sin? 0 d(cosf) =1, / 1 cosfd(cosf) =0 (6.43)
-1 -1 -1

der totale Wirkungsquerschnitt

Otot = (911015 + 912012J) + (9110}4 + 91201%) = 91105+L + 912Ul2J-|—L- (6.49)

Zum Erstellen des Diagramms ist der Umrechnungsfaktor von ,natiirlichen Einheiten® in
SI-Einheiten zu beriicksichtigen. Es ist
1 h**10%

= =3.894-107%2m? = 3.894 - 10%ph. .
oo v 3.894 - 107 m* = 3.894 - 10%p (6.50)

Die Abhéangigkeit des totalen Wirkungsquerschnittes von der Schwerpunktsenergie ist fiir
das top-Quark in Abbildung 6.1 und fiir das bottom-Quark in Abbildung 6.2 gegeben.
In beiden Fillen steigt der Wirkungsquerschnitt nach Uberschreiten der Schwelle, die
der zweifachen Quarkmasse entspricht, stark an, um danach wieder abzufallen. Da aber
die Masse des bottom-Quarks leichter ist als die halbe Masse des Z°-Bosons, zeigt die
entsprechende Kurve auch den Z°-Pol. Die Skala ist hier logarithmisch gewihlt, um diesen
darstellen zu kénnen. Fine Detailstudie, die der Autor fiir den Energiebereich bis 50 GeV
durchfiihrte, zeigte ein qualitativ &hnliches Schwellenverhalten wie fiir das top-Quark.
Diese Detailstudie ist ebenfalls in Abbildung 6.2 dargestellt. Auf die punktierte Linie in
Abbildung 6.1 wird erst im néchsten Unterabschnitt Bezug genommen.

6.3.2 Die Abhéngigkeit der Polarisation vom Polarwinkel

Zur Angabe der Polarisationen sollen drei verschiedene Schwerpunktsenergien vorgegeben
werden. Wir wihlen dazu /¢ = 370 GeV, 500 GeV und 1000 GeV. Der unterste Ener-
giewert ist deutlich héher als derjenige der Schwellenenergie des top-Quarks von 350 GeV
gewahlt. Nur dort macht die Stérungstheorie einen Sinn, knapp oberhalb der Schwelle
hingegen kann es zu quasi gebundenen Zustanden kommen, die sich nicht mehr mit der
Storungstheorie behandeln lassen. Dargestellt werden in den Abbildungen 6.4 bis 6.6 die
Winkelabhéngigkeit der Polarisationen

do™ [d cos 0

P {cos) = do/dcosf

fir m e {¢, L, N}. (6.51)

Zuvor soll jedoch in Abbildung 6.3 am Beispiel der transversal ebenen Polarisation
fiir das top-Quark ein Vergleich zwischen den Bornschen Beitrdgen und den Beitrdgen
erster Ordnung gezogen werden. Zu erkennen ist die nur schwache Abweichung, welche
selbst fiir die hochste Energie unter einem Wert von relativen 10% liegt. Dies gilt ebenso
fiir das bottom-Quark, fiir die longitudinale Polarisationsrichtung ergibt sich sogar eine
Abweichung von nur 2%. Ein Vergleich mit der punktierten Linie in Abbildung 6.1, die den
Bornschen Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt zeigt, liefert das Frgebnis, dafl sich
die Abweichungen im Nenner und Z&hler des Polarisationsbruches nahezu gegeneinander
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Abbildung 6.2: Energieabhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes fiir das bottom-Quark



96 KAPITEL 6. BEITRAGE ERSTER ORDNUNG

50

0.5 1
cos ©

perpendicular polarization (in %)

Abbildung 6.3: Winkelabhéngigkeit der transversal ebenen Polarisation fiir das top-Quark,
Bornsche Beitrage (punktiert) und Beitrége erster Ordnung (durchgezogene Linien)

herausheben. Dies ist nach den Uberlegungen mit den Beitragen weicher Gluonen, die
ja proportional zum Bornschen Term waren, verstdndlich. Fiir die transversal normale
Polarisation dagegen verschwinden die Bornschen Beitrédge fast vollstdndig gegeniiber den
Beitragen erster Ordnung, der Graph der Polarisation verschmilzt mit der Abszisse.

Die Abbildungen 6.4 bis 6.6 sind einheitlich gehalten. Es ist jeweils oben die Winkelabhén-
gigkeit fiir das top-Quark, unten fiir das bottom-Quark angegeben. Ferner steht die ...

o durchgezogene Linie fiir v/¢2 = 370 GeV,
e gestrichelte Linie fiir v/¢2 = 500 GeV und die
o strichpunktierte Linie fiir v/¢2 = 1000 GeV'.

Zu erkennen ist in den Abbildungen zum einen eine mehr oder weniger ausgeprigte
Vorwiarts-Riickwérts-Asymmetrie, die bei der longitudinalen Polarisation fiir das top-
Quark sogar zu einem Vorzeichenwechsel der Polarisation fiihrt, zum anderen die Abnah-
me der transversalen Polarisation mit steigender Schwerpunktsenergie. Das hangt mit dem
Faktor /€ zusammen, der sich in den hadronischen Komponenten wiederfindet. Interes-
sant ist auch ein Vergleich mit der Polarisation des bottom-Quarks auf der Z°-Resonanz.
Sie ist in den Abbildungen 6.7 und 6.8 dargestellt. Deutlich zu erkennen ist, daf} die
longitudinale Polarisation eine wesentlich schwéchere Vorwirts-Riickwarts-Asymmetrie
aufweist als beim top-Quark in Abbildung 6.4 oben.
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Abbildung 6.4: Winkelabhangigkeit der longitudinalen Polarisation fiir das top-Quark
(oberes Diagramm) und das bottom-Quark (unteres Diagramm)



98 KAPITEL 6. BEITRAGE ERSTER ORDNUNG

50

perpendicular polarization (in %)

0.5 1
cos O

-
N _
- |
— |
_ _
O —
=
O -
N —
'
9 |
O - -
Q _
- el
5 |
3 _ \\\\\ —
© -l |
(- ‘ Treel Y
(]_) | |
O
- 0.5 1
o cos O

Abbildung 6.5: Winkelabhangigkeit der transversal ebenen Polarisation fiir das top-Quark
(oberes Diagramm) und das bottom-Quark (unteres Diagramm)
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Abbildung 6.7: Winkelabhéngigkeit der transversal ebenen Polarisation (oberes Dia-
gramm) und der transversal normalen Polarisation (unteres Diagramm) fiir das bottom-
Quark auf der Zy-Resonanz, dargestellt sind Bornsche Beitriage (punktiert) und Beitrége
erster Ordnung (durchgezogene Linie)
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Abbildung 6.8: Winkelabhéngigkeit der longitudinalen Polarisation fiir das bottom-Quark
auf der Zy-Resonanz, dargestellt sind Bornsche Beitrdge (punktiert) und Beitrage erster
Ordnung (durchgezogene Linie)

6.3.3 Die Abhéngigkeit der Polarisation von der Quarkenergie

Fiir die Bestimmung der Abhangigkeit der Polarisation von der Energie des Quarks ist
lediglich die Integration iiber den Phasenraumparameter z, also im wesentlichen die Ener-
gie des Antiquarks, auszufithren. Die Abhéngigkeit von der Energie des Quarks ist dann
in dem verbleibenden Parameter y gegeben, denn es ist

2}71 g 2qu

1l—y= =

= .52
EBoson (6 5 )

im Ruhesystem des intermedidren Bosons. Fiir £, = m,, also fiir 1 —y = /£, zeigt sich
in den Kurven ein Schwellenverhalten. Betrachtet werden hier die {iber den gesamten
Winkelbereich gemittelten Polarisationen in ihrer Abhangigkeit von y, erneut fiir die drei
Werte /g2 = 370 GeV, 500 GeV und 1000 GeV fiir die Schwerpunktsenergie. Hinzu tritt
in diesem Unterabschnitt eine um drei Groflenordnungen héhere Energie von 1000 TeV | die
den hochenergetischen Grenzfall anndhert (punktierte Linien). Betrachtet werden sollen
hier lediglich longitudinal polarisierte Quarks als Endzusténde. Neben der eigentlichen
gemittelten Polarisation

Phyp = (P'(cos 0)) 910 +1 (6.53)
= COS = .
v 911011]+L + 9120[2]+L
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werden auch die zu den Projektionen U, L und F' gehérigen Momente

¢ 20\ p! 0 9140#
Pr o= —1 4+ 5cos” 8)P (cos = ,
i (( )P (cos 0)) AT -
9140#
Pf o= {((2—5cos?0)P(cos ) = und (6.54)

1 2

9110041, T 91200741,
1/ 2

G10F + Ga20F

1 2
9110041, T 9120041,

Pt i= (2cos 0P (cos b)) =

zu betrachten sein. Doch sollen zuvor die Werte dieser Polarisationen an den beiden
Phasenraumgrenzen y = 0 und y = 1 — /€ angegeben werden. Fiir y — 0 ergibt sich mit

o (22 g (1 (6.55)
(Z6) -~ ()

fiir die verschiedenen hadronischen Projektionen

Hyuly) — Ama,NeCr {4“‘@(2‘5) m(”“) - 8<4‘5>U] _

Y Y
16ma,N-C 14+
- __ﬁflﬁﬂ_a[@_®m<1j@>_%}

A48ra,N-C 14w
Bt~ S g (122) -]

; -
Bl & ST - gt () -]
Hi'(y) — 0
) - P g 2o g (1) -2
i) > 2 g (122) )

(6.56)

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist in allen Projektionen gleich, er féllt daher ebenso
heraus wie der Faktor zur Umrechnung der hadronischen Projektionen in die Projektionen
o,". Es ergibt sich damit

dvgyy Y,
P —~0) = = Py =0
U+L(y ) (4 - f)gll + 35912 U(y )
Pi(y—0) = 0 (6.57)
2(2 = &) ga1 + 28942

(4= &g+ 3g12

Im Grenzfall y — 1 — /€ werden Quark und Antiquark an der Schwelle erzeugt. Auch hier
soll der Grenzwert der Polarisation bestimmt werden. Dazu wird y mittels der Formel

y:1_v€<y+gi%§ﬁi> (6.58)

Pr(y — 0)
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,von links* dem Grenzpunkt angenihert (¢ ist Entwicklungsparameter, der Faktor vor 2
vereinfacht die Berechnung). Zu bestimmen ist zunédchst das Verhalten von

o (20) < (2T, o)

z_(y) 22y —€6—2/1—y2—¢

welches sich mittels
2-2—¢ = 22462+ 2V - ¢ =
= VE2-2-VE - =
— VER- VO 42 VE?)  und (6.60)
WI—9P—€ = e+ @ - VErey—ag =

~ Ve A2 - VERe 1) =
= VEQ2 - 6)2e (6.61)

leicht abschatzen 146t zu
z(y) 1+ 2+ (2—E)e? 142
In =In =In
() =2+ (2 vE)? [~

Zur weiteren Rechnung, die ziemlich umfangreich ist und daher hier nicht durchgefiihrt

> =In(1+4e) mde.  (6.62)

werden soll, wird bis zur fiinften Ordnung in & entwickelt. Dennoch ergeben sich die
iiberraschend einfachen Ergebnisse

4(2 - f\/@gM@
3(1 - \/@((4 - 4\/5 + 35)911 - 5912)
! _ 4(4 + 2\/5 +9¢ — 105\/@9145
P~ 1=V = G ve om0
1 _ 4(6 + 4\/5 - 55)9145
A e e A
2((2 - 2\/5 - 5)941 + 5942)

_3((4 - 4\/§‘|‘ 35)911 - 5912)‘

Der Entwicklungsparameter ¢ wurde beibehalten, um eine aufféllige Eigenschaft der Pro-
jektion F' zu illustrieren. Wéhrend die iibrigen Polarisationen am Phasenraumrand gegen
Null gehen, ist dies fiir P durchaus nicht der Fall. Hier ergibt sich ein nichtverschwin-
dender Wert, der iiber /€ = 1 — y in eine Abhingigkeit von y gebracht und dargestellt
werden kann. In Abbildung 6.12 ist er als punktierte Einhiillende der Kurvenschar nach

Plily—1-& =

Pily = 1=/ =

oben hin zu erkennen.

Die im ersten Teil der Arbeit betrachteten Baum- und Schleifengraphen erster Ord-
nung enthalten keine Graphen mit Gluonselbstwechselwirkung. Die QCD kann in dieser
Storungsordnung daher als eine Modifikation der QED behandelt werden. Das hat zur
Konsequenz, daf} sich die Frgebnisse auf die radiativen QED-Korrekturen erster Ordnung
zur Leptonpolarisation in ee™ — 7777 anwenden lassen [24], fiir die nach Kenntnisstand
des Autors die Rechnungen unter Einbeziehung der Masseneffekte im Ausgangskanal noch
nicht verdffentlicht wurden.
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6.3.4 Die laufende Kopplungskonstante

Die Kopplungskonstante «, ist wie Masse, Ladung und Wellenfunktion in Kapitel 3 eine
Grofle, die renormiert werden mufl und kann, um die Stérungstheorie endlich zu ma-
chen. Wie Gell-Mann und Low [25] 1954 feststellten, besitzt die Kopplungskonstante ein
Evolutionsverhalten und damit eine Abhéngigkeit von der gewéhlten Schwerpunktsener-
gie. Bereits hier zeigte sich, dafl die Renormierung der verschiedenen Parameter mitein-
ander in Beziehung stehen. Dieses Prinzip wurde 1970 in Form der Callan-Symanzik-
Gleichungen [26] formuliert und schliefilich im Jahre 1973 von 't Hooft und Weinberg [27]
auf beliebige Greensfunktionen verallgemeinert. Die Renormierungsgruppengleichung 16ste
die Callan-Symanzik-Gleichungen ab.

In Kapitel 10 wird diese Gleichung hergeleitet. Hier sei nur ihre Form prasentiert und eine
Losung genannt. Die Renormierungsgruppengleichung

0 0 0
(13 + ) o + ) ) V) = 0 (6.64)

fiihrt auf Differentialgleichungen

%as(t) = a,f(a,), %m(t) = —m(1 + (@) (6.65)

fir laufende Parameter mit der zuséatzlichen Randbedingung a,(0) = o, und m(0) = m.
Dabei ist ¢ = £ In(p?/A?) die Umparametrisierung der Schwerpunktsenergie /¢ auf einen
Abschneideparameter A, der von der Art des gewéhlten Substraktionsverfahrens abhangig
ist. Gewahlt werden soll hier das minimale Subtraktionsschema. Die Funktionen § und
Y lassen sich durch eine Storungsreihe bestimmen, es ergibt sich [28]

= sa\" . 4 76
Bla,) = ; (52) 8o mit Bi=—2242N; fy= 204+ TNy, .. (6.66)
SNV . 404 40
Vm(as) = Z: (E) Yo mit Y =8, Y= ? - ?va s (667)

n=1

wobei N; die Zahl der Flavours (Aromen) der Quarks angibt, die bei der gewéhlten
Subtraktionsskala p existieren koénnen. Als Losungen findet man in erster Ordnung in

Int/t [29]

~ 4 By Int ~ AN By Int+1 27,

et == (1 g ) = (5) 7 (1 4 3R

(6.68)
Die renormierte Theorie ergibt sich dann, indem «a, durch &, und die Subtraktionsskala p
durch die Schwerpunktsenergie 1/¢? ersetzt wird. In dieser Arbeit wird dies bei o, fiir
die hochenergetischen Rechnungen getan, wobei N; = 6 und Ayg = 226 MeV gewéhlt
wird. Dieser Wert fiir Ayg ergibt sich aus der Anpassung an den Wert o, = 0.118 auf der
Zo-Resonanz (v/q? = 91.187 GeV) fiir Ny = 5 aktive Flavours. Da die Renormierung auf
der Massenschale durchgefithrt wurde, wird dagegen die Masse nicht als mit der Schwer-
punktsenergie laufender Parameter angenommen. Gewidhlt werden hier m; = 175 GeV

und my = 4.83 GeV.
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6.4 Beitrage erster Ordnung fiir masselose Quarks

Ein Vergleich der in Abschnitt 6.2 erhaltenen Beitrége erster Ordnung im Grenzfall ver-
schwindender Quarkmasse mit den Beitrdgen, die sich im masselosen Fall ergeben, er-
scheint interessant. Denn es ist durchaus nicht klar, dafl die Abhangigkeit der Wirkungs-
querschnitte von der Masse im Punkt m = 0 stetig sein muf}, und es kann gezeigt werden,
dafB dies tatséchlich nicht der Fall ist. Die Rechnungen im masselosen Fall vereinfachen
sich, aber es treten auch neue Probleme wie dasjenige des =5 auf. Der Beitrag der virtuellen
Quarks wurde bereits in Kapitel 3 vorbereitet, indem dort die entsprechende Vertexkor-
rektur erster Ordnung (samt der Korrektur fiir die duBeren Quarklinien) in dimensionaler
Regularisierung bestimmt wurde. Der Hadrontensor ergibt sich dann, indem f}f aus Glei-
chung (3.129) bzw. ff} aus Gleichung (3.130) in Spuren eingesetzt werden, von denen die
einfachste (des unpolarisierten Bornschen Falls) in (1.42) gegeben ist.

Auch fiir die Baumbeitrage erster Ordnung wird in dimensionaler Regularisierung gerech-
net, wobei hier ebenfalls eine Spur in einer Dimension n # 4 gebildet wird. An dieser Stelle
erscheint jedoch eine Subtilitat, die in der Literatur als ,y5-Problem* bekannt ist [30].

6.4.1 Das v5-Problem und seine Lésungsverfahren

Fiir vier Raumzeitdimensionen bekannt ist die Eigenschaft einer Spur, zyklisch vertausch-
bar zu sein. So kann man eine Spur auf eine geringere Zahl von Diracmatrizen reduzieren,
indem man eine Matrix durch paarweises Vertauschen einmal in der Spur ,umlaufen®
1aBt. Ebenso ist der Weg, auf dem zwei Diracmatrizen mit kontrahierten Indizes einander
zugefithrt werden, freigestellt. Nicht so in n # 4 Dimensionen. Wiirde man hier diese
Regeln wirken lassen, so wiirde sich einerseits

SP(Y5Y Vo Vu Yo Vo Ve ) = 1 SP(V5Vu Y Vo Ve) (6.69)

ergeben, andererseits aber

SP(V57 VoYV Ve Vo) = = SP(Y V5 VaVu N Vo Vo) =
= =25p(17% YY) + SP(VVa Va1V Y V) = -
= =25p(V5Vo VYo Ve) + 25P(V5 V) VY Vo) = 25P (V5 VYo Ve )+ 25D (V5 Vu VYY) +
= SP(VsYa Y VN Vo Ye) = oo = (8= 1) SP(V5Yu Y Ve Vo )- (6.70)

Dieses Ergebnis wiirde es verbieten, fiir die Dimension einen von vier abweichenden Wert
anzunehmen. Es gibt jedoch zwei Vorgehensweisen, die versuchen, dieses Problem zu l6sen.
Das eine Schema stammt von 't Hooft und Veltman [17] auf der einen und Breitenlohner
und Maison [31] auf der anderen Seite. Es erlaubt Abweichungen von der in vier Dimen-
sionen bekannten Antivertauschungsrelation [v,, ¥5]+ = Va¥s + V572 = 0 und definiert fiir
einen zwischen 0 und n ,gleitenden® Index «

V5Y¥e = —Yo¥s  fir o€ [0,4], (6.71)
YsVa = YaVs fir «€l4,n].

Unter der Annahme, dafl die Indizes p, v, p und o nach wie vor nur ganzzahlige Werte
annehmen, kann (durch Integration iiber o) gezeigt werden, dafi dies das Problem mit
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der Spurbildung 16st. Allerdings entstehen aus seiner Anwendung eine ganze Reihe von
Anomalien, die &uflerst verwirrend sind und nur durch Subtraktionsterme beseitigt werden
konnen. So ergeben sich in [32] beispielsweise nicht die naiven Ward-Identitaten, sondern
diese konnen erst mit Hilfe eines von Hand in die Lagrangedichte eingefiigten Zusatzterms
reproduziert werden.

In dieser Arbeit soll dagegen auf ein Verfahren zuriickgegriffen werden, welches auf Dirk
Kreimer [33] zuriickgeht. Es verwendet folgende Regeln:

o Es gelten weiterhin die Antivertauschungsregeln [v,,7v5]1 = 2.5 und [v,,7s]+ = 0.
e Die Spurregeln gelten wie in vier Dimensionen mit denselben Vorfaktoren.

o ['iir eine ungerade Zahl von v5-Matrizen in der Spur darf deren Zyklizitat nicht mehr
verwendet werden.

o Tragen verschiedene Diagramme zu einem Prozef bei, so muf} die Spur am selben
Vertex, dem Lesepunkt, starten. Diese Regel gilt auch fiir Spuren, die durch qua-
drierte fermionische Amplituden (wie im Hadrontensor) entstehen.

e In Theorien mit anomalem Axialstrom muf} der Lesepunkt auf dem Axialvektorver-
tex liegen, um die Konvention fiir erhaltene Strome zu erfiillen. Sind mehrere Axial-
vektorvertizes vorhanden, so mufy die Wahl des Lesepunktes symmetrisiert werden.

GemafB der ersten Regel wird ein solches 75 als ,naiv antivertauschendes v5“ bezeich-
net. Als Lesepunkt wird hier der Vertex p gewéhlt, der sich auf den ersten Index des
Hadrontensors bezieht.

6.4.2 Bornsche Beitrige

Wie bereits bei der Berechnung des Leptontensors im ersten Kapitel erwadhnt, ist im Fall
masseloser Quarks der Projektionsoperator 1(1+4vs¢) durch (14 hys) zu ersetzen, wobei
h = +1 den in jedem Experiment zu messenden Grad der longitudinalen Polarisation des
Quarks angibt. Die Komponenten des Hadrontensors schreiben sich dann als

HEY(B) = 5Ne Splra (L + hys)ih)

) = 5NeSp(bann(l+ o) (6.72)
Hy) (h) = %No Sp(Yu 5827 (1 + hys o)

AR = 5 NeSp(,aubaras(l + b ).

Fiir die verschiedenen Projektionen ergeben sich
HE(born) = Hf(born) = 4Ngq?

Hi(born) = H}(born) = 0 (6.73)
Hif(born) = Hp(born) = 4Ngq .
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6.4.3 Beitrige virtueller Gluonen

Wie bereits erwéhnt, erhdlt man diese Beitrage, indem man in den Spuren von (6.72) an
einem der freien Indizes p € {y, v} das Element v, bzw. 4,75 durch

fZ = Ay, bzw. f;‘ = Ay, (6.74)

ersetzt. Es ergibt sich hier ein genereller Faktor A zum Bornschen Resultat, also

2 3
Hi(loop) = H}(loop) = —8C'¢* <€—2 + - + 8>
Hi(loop) = H{(loop) = 0 (6.75)
2 3
Hi(loop) = Hp(loop) = —8C'¢* <€—2 + - + 8>
mit N ,
p O A I'(14e)'(1—-e¢)
C'i= 47TNCCF<_ 2> 1= 2] (6.76)

6.4.4 Beitrige reeller Gluonen

Den schwierigsten und rechenaufwendigsten Anteil bilden erneut die Beitrége reeller Gluo-
nen. Zu berechnen sind die aus Abbildung 4.4 bekannten Kontraktionen der Amplituden
zum Hadrontensor. Dabei kommt es zur Kontraktion der Indizes der Diracmatrizen an
den Gluonvertizes, und diese Diracmatrizen miissen zusammengebracht werden, um sie
(n-dimensional) summieren zu kénnen. Als Beispiel soll HXUV’Z(IZ) bestimmt werden, also
das Diagramm ,,(12)“, bei dem in die Liicke des ersten Quarks ein 5 eingeschoben ist. Es
ergibt sich bei Beachtung des Lesepunktes

HZ,V’Z(H) = dra;,NoCrSp <7M¢27aﬁ%%lffﬂaﬁ> =
—4ra,NoCr o
— —) SP(Yup2Ye (P2 + P3) V1017 (P +#3)) =

A(p1ps)(p2ps
= T (28pn o )+ ) +
=25p(Yup2 (B2 + Ps)vstiv (P1 + #3)) +
—25p(Vuba (b2 + P2) 1581 (1 + #3)) +

+Sp(vuP2 (P2 + P3)775P17.7" (P1 + 353))) B
—2ma,NoCr

= m(sp(7u¢27u75351(¢2 + p3) (1 + P3)) +
- Spl(’mﬁzlf%%lfﬁ%(lél +p3)) +
_|_§(n —2) SP(%Z@?:&%’%Z“M“:&))- (6.77)

Die Berechnung dieses Beitrags wie auch jedes anderen kann in einen Anteil zerlegt wer-
den, der das letzte Ergebnis fiir n = 4 liefert und einen Korrekturterm. Dieser besteht
lediglich in der letzten Spur, und sein Vorfaktor ist n—4 = —2¢. Diese Spur ergibt sich aus
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der urspriinglichen einfach dadurch, dafl die beiden zu kontrahierenden Matrizen fortge-
lassen werden, aber das Vorzeichen so gewdhlt wird, als wiren sie durchgetauscht worden.
Es ergibt sich allgemein folgendes Vorgehen:

e Bei mehr als einer v5-Matrix in der Spur miissen diese unter Vermeidung des Le-
sepunktes zusammengezogen und eliminiert werden. Bei ungerader Anzahl von ~;-
Matrizen bleibt eine iibrig.

o Zur Bestimmung des Korrekturterms miissen die zu kontrahierenden Diracmatrizen
der Quark-Gluon-Vertizes ,wirkungslos® zusammengezogen und eliminiert werden.
Wiederum wird dabei der Lesepunkt vermieden.

e Der Korrekturterm wird mit einem Faktor —2¢ zum Resultat in vier Dimensionen
addiert.

Diese Vorschriften liefern einen klaren Algorithmus, der sich programmieren 148t und fiir
die Projektionen die Ergebnisse

327T0é5N00F
Hl1J+L(y7 z) = Hf%rL(ya z) = y—z(2 — 24y’ =2z 427 — e(y + 2)2)
64ra, N, C
Hi(y,z) = Hi'ly,z) = %(1 —y—z—c(1 —y—z)) (6.78)
)
327TO[5N00F

Hi(y,z) = Hi(y,z) (2 —dy+3y° -y’ -2+ 27 +yt +

(1 —yyz
—e(y* =y’ =20 4 27 - yzz))

liefert. Diese miissen nun noch tiber den relativen Phasenraumfaktor (6.7) integriert wer-
den. Die Phasenraumgrenzen sind gegeniiber (5.10) stark vereinfacht zu

0<y<I, 0<2<1—y. (6.79)

Die Hj-Komponenten lassen sich leicht integrieren. Es ergibt sich

da,NoC v —y —
Hj(tree) = H}'(tree) = 4. %e Fq / / 1= ! ZdZdy =
z

- M“‘@)/o/o <1iy‘<1—y>2> -

4o, NeCrpq’ Y-y l—y
m o \I—y 2(1-y)

20,NoCrg? 20,NoCrg?
= u(l_g) ekt 2 (6.80)
™

s

Bei den anderen Projektionen ergeben sich Pole, hier muf} regularisiert werden.

6.4.5 Beitrige erster Ordnung

Zur Regularisierung hat Muta [34] ein geeignetes Integrationsmafl angegeben, welches das
Phasenraummaf (6.7) ersetzt,

2 2\ € e
- q¢ [(Amp”\ (yz(1—y—z2))
S32 16W2<q2> T —2) ydz,  0=y=<l, 0<z<l-y

(6.81)
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Die Beschrankung des Phasenraumparameters z durch (1 —y) legt es nahe, statt z einen
neuen Parameter v zu verwenden, z = v(1 — y). Dann entkoppeln die Integrationen, es

ergibt sich

2 2\ ¢ ,,—¢ 1-2e —¢ —e
3 ¢ (Ampm\ y (A —y) (- v)
dP S5, 1672 < 7 > ) dy dv, 0<y,v<l (6.82)

Dies 16st aber das Integrationsproblem auf elegante Weise, denn die Integrale lassen sich
schreiben als Eulersche Betafunktionen, wie sie in Gleichung (3.8) eingefiihrt wurden.
Die auftretenden Eulerschen Gammafunktionen lassen sich mittels der Rekursionsformel
['(z) = (z — DI'(x — 1) und ihrer Umkehrung auf Terme der Form I'(1 + ke) bringen,
wobei sich fiir x = ke, @ = —1 4 ke, ... Pole in ¢ ergeben. Die Integration liefert so

2 3 17
Hi(tree) = H(tree) = 8C¢° <€—2 + z + —>

2
Hi(tree) = Hj'(tree) = 8Cq° (6.83)
2 3
Hif(tree) = Hp(tree) = 8C¢° <—2-|-——|-8>
e? ¢
mit
a, 4rp®\° T(1 —¢)?
O = ENCCF< 5 > =5 (6.84)

Bei der Addition von Schleifen- und Baumbeitragen miissen die Faktoren €' und C’ bis
zur Ordnung O(g?) zueinander in Beziehung gesetzt werden. Unter Beachtung der Ent-
wicklungen

1
* = l4elna+ 55211&2:1; +0(e%),

1
(—2)° = l+elna+ 552(11&2 T — 7T2) + 0(53) (6.85)

erhalt man

<4WM22>5 _ <47r/;2>6 1 %W%Q) Lo, (6.86)

—-q q

Auf der anderen Seite ist aber

S e o) o)

und damit schlieflich ¢’ = C + 0(53). So ergibt sich im masselosen Fall

Hi(a,) = Hif(a,) = 40¢°
s = 8C¢ (6.88)

Hi(as) = Hp(a,) = 0.
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6.4.6 Der Grenzfall verschwindender Quarkmasse

Das soeben erhaltene Ergebnis ist mit dem FErgebnis fiir massive Quarks im Grenzfall ver-
schwindender Quarkmasse zu vergleichen. Dazu ist zundchst eine Berechnung der Grenz-
werte der verschiedenen Zerfallsratenterme aus Anhang B.5 vonnéten. Es ist fiir £ — 0

w— 1, v—>1, a,b— 2,
1 —w — ¢, 1—v—LE b—aw — &/, (6.89)
1+w—2, 1+v—=2, b+ aw — 4.
Ferner gilt fiir die Dilogarithmusfunktion
: : w’ : w’
Li,(0) = 0, Liy(1) = ¢(2) = R Liy(—1) = ~13’
(1 |
: A .
Lig(z) — e §1n (—x) fir v — —oo.

Diese Aussagen lassen sich aus den Gleichungen (3.75) und (3.76) erhalten, wenn die
Werte der Dilogarithmusfunktion fiir + = 0 und « = 1 gegeben sind. Es ergibt sich nun
fir £ =0

w o (5) < 2 (8) one

ty — ln(Z\/g) = %ln <§>, also ¢, —t, = In <§> (6.91)

vl = () o

2

ti = 2Lis(1) = 2Lin(-1) = = (6.93)
koo g (V;) In <§>+Li2(1) - ﬁ_ihﬂ @ (6.94)
tg — In*(2) +1n’ (\/E)—I—lni In(2+/€) + 3Liy(1) — 4Li, G) —
- 1n2<2>+< _1n<> ~9In(2) <21n<2>+%1n<§>>+
FaLi) - 41 (5 ) = L ‘)
o= ()i (e) - (3) o (-5) -5 () +
-t () ()
-1 k)-8 s f) -

| , (€
() oo

(6.95)



6.4. BEITRAGE ERSTER ORDNUNG FUR MASSELOSE QUARKS 113

£ 4 . . 4 2
tg — lﬂ <Z> lﬂ <E> —|— LlQ(l) — L12 <—E> — T =
, (€ ™ w7t 1, (¢ a 27 1, (€
(T e () (S

6
te — 2In <%> In G) + 2(Liy(1) — Lix(0)) + 3 <L12 <—§> - Li2(1)> = ...

ot 1 £
= -3 - §1n2 <Z> , also tg—ty — 0 (6.98)
th — tll — t12 — — ln <§> . (699)

Durch Einsetzen in die unpolarisierten Beitrage aus den Gleichungen (6.17) bis (6.22) bzw.
in die longitudinal polarisierten Beitrage aus den Gleichungen (6.27) bis (6.31) ergibt sich
fir £ =0

1 a,NoCrq?
HU(as) — 4747[_
SNeCrq?
Hi(ay) — 8% (6.100)
Hi(a,) — 0
beziehungsweise
1 asNoCrg®
HU(OKS) — 4 47[_
SNeCrq?
Hi(a,) — soscord (6.101)
Am
SNeCrq?
Hif(a,) - —s2 0
Am

Wihrend die unpolarisierten Beitrdge mit dem masselosen Fall {ibereinstimmen, ergeben
sich fiir H{ und H¥ anomale Terme

OéchCFq2

AH} (o) = AHM (a,) = =8 =

(6.102)
Sie werden als anomale Spinsprung-Terme (engl.: anomalous spin-flip terms) bezeich-
net [5, 21, 22, 35, 36, 37] und sind eng mit der kollinearen Singularitét fiir verschwindende
Quarkmassen verkniipft. Diese kollinearen Singularitéten treten im Phasenraumdiagramm

in Abbildung 4.5 auf dem Rand des schraffierten Gebietes auf.



Kapitel 7

Eine effektive Theorie schwerer Quarks

7.1 Einfiihrung in die HQET

Die Effektive Theorie schwerer Quarks (HQET, Heavy Quark Effective Theory [38]) be-
schreibt die Physik von Hadronen, deren Impuls zum gréfiten Teil von einem der Quarks
getragen wird. Dieser Fall tritt offensichtlich dann auf, wenn dieses Quark eine grole Mas-
se besitzt. Beispiele sind die D- und B-Mesonen, aber auch die Substituten A. und A, des
A-Baryons, in denen eines der leichten Quarks (u, d oder s) durch ¢ bzw. b ersetzt ist. (Ein
A, existiert nicht, da die Lebensdauer des t-Quarks so begrenzt ist, daf} sich kein baryo-
nischer Zustand ausbilden kann.) Die HQET ist in ihren Grundziigen eine Entwicklung
in Potenzen der inversen Masse des schweren Quarks. Ausgehend von der Lagrangedichte

der QCD,
. . 1 a apy
EQCD = Q(ZVMDM - mQ)Q + Q(ZVMDM - m)q - ZGMVG g (71)
mit kovarianter Ableitung D, = 0, —ig,A, = 0, — 1g, 1" A}, und Feldstirke G, wird
durch den Ansatz

I

Qz) =: e_imQUmQU(:L') (7.2)

der an die Masse gekoppelte, schnell verdnderliche Anteil des Quarkfeldes abgetrennt.
Setzt man fiir den Viererimpuls des Quarks ¢ = mgv + p an, wobei p* < mé und v der
Vierervektor der Geschwindigkeit des Hadrons mit v? = 1 ist, so ergibt sich

10,Qu(x) = i0,(¢""Q(x)) = (qu — mgu)Qu(r) = puQu(x), (7.3)

p ist also der Viererimpuls des effektiven Feldes @),. Liegt das Quark genau auf der Mas-
senschale, ¢Q) = mgQ), so gilt

PQ,=0, P.Q,=Q, mit Py := %(1 +9). (7.4)

Sinnvoll ist es, hier die Diracsche Darstellung

0 __ 1 0 i 0 a; . . 0 1
Y= <0 _1>7 Y= <_Ui 0> (Z_17273)7 s = <1 0> (75)

zu wéhlen. Dann nédmlich projiziert P, im Ruhesystem des Hadrons, also fiir die Vierer-
geschwindigkeit v = (1;0,0,0), die oberen beiden Komponenten des Spinors ), heraus.

114
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Nur diese beiden Komponenten verschwinden fiir den Fall eines schweren Quarks auf der
Massenschale nicht. Bei kleiner Abweichung von dieser Bedingung kann (), zerlegt werden
in eine grofie Komponente QF und eine kleine Komponente Q

Q.=QI+Qr  mit QFi=PQ,= [(1£9)Q.. (7.

Die sich aus der Lagrangedichte ergebende Bewegungsgleichung (i) — mg)@Q) = 0 lie-
fert (i) — mgo(1 — ))(QF + Q;) = 0 und ermdoglicht so eine Ersetzung von @ in der
Lagrangedichte. Die Entwicklung

0= (1- QfQ>_l 0=y <%>in (7)

=1

ist moglich, denn es ist iPQF = pQT < 2mgQ7. So ergibt sich fiir den ersten Term der
Lagrangedichte

Lo= (@D DT + —(@DN(ID) + (v- D) = S0 G)Qt +... (7.8)

1
mg
Obwohl diese Reihenentwicklung in der Literatur gebrauchlich ist, zeigt es sich, dafl ab
der Ordnung 1/m eine massenunabhéngige Normierung der effektiven Quarkfelder nicht
mehr moéglich ist. In Mainz wurde eine HQET des Foldy-Wouthuysen-Typs entwickelt,
welche diesen Defekt nicht besitzt [39]. Fiir diese Arbeit reicht die Beschrankung auf die
fithrende Ordnung in der Entwicklung in 1/mg. Diese wird als Symmetrie schwerer Quarks
(HQS, Heavy Quark Symmetry [40]) bezeichnet. Wird das effektive Feld Q7 wieder in Q)

umbenannt und die Masse des leichten Quarks vernachléssigt, so ergibt sich schlieilich

. v 1 a a v 1 a
Ligs = Q' (iv- D)Q + q(iD)q — ZGMG m_ %(amﬂ)?. (7.9)

Es wurde hier noch ein Fichterm hinzugefiigt, der spéater von Bedeutung sein wird. a ist
der Eichparameter, fiir @ = 1 spricht man von der Feynman-Eichung.

7.2 Die Feynmanregeln der HQS

Die Feynmanregeln der HQS lassen sich im Prinzip aus der Lagrangedichte (7.9) herleiten.
Hier jedoch sollen sie, dem Artikel von Grinstein [41] folgend, aus den Feynmanregeln fiir
die QCD abgeleitet werden. Anderungen treten beim Propagator und beim Vertex auf.

7.2.1 Der Propagator fiir schwere Quarks
Aus dem Propagator der QCD ergibt sich mit ¢* = mgv* + p*, p* < mé,

1 _.Qf—l—mQNiwmQ—l-mQ_l—l-w 1 ‘1-|-¢i

= R~ = =: A
4 —mg Zqz—ng 2(p-v)mg 2 p-v 2 w (7.10)

(p wird als Restimpuls bezeichnet). Bezeichnend ist das Auftreten des Projektors P, . Tritt
zum Viererimpuls ¢ ein weiterer Impuls & hinzu, so ergibt sich
: Ltk mg . vmgtmg 14w

4

¢j—|—k/—mQ_ (q—l—k)z—méNZZwmQ—l—Zk-va_ 2 w4+k-v

(7.11)
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Hierbei wurde die Niherung k? <« mé verwendet. Dies ist fiir innere, also Schleifenimpulse
k nicht immer gegeben. In [41] konnte aber gezeigt werden, dafl Schleifenintegrale von
niedrigen Impulsen dominiert werden.

7.2.2 Der Vertex an eine schwere Quarklinie

Ein Vertex, der zwischen einem dufleren Bein und einer inneren Linie oder aber zwischen
zwel inneren Linien schwerer Quarks liegt, kommt stets zwischen zwei Projektoren Py zu
liegen. Es ist aber

L+ 149 149

Py Py = T9 Ty YuTo T T v Py, (7.12)
der Vertex —ig,7“v, der QCD wird also ersetzt durch
—igsT"v,,. (7.13)

7.2.3 Zusammenfassung

Jede Linie eines schweren Quarks bekommt insgesamt einen Diracfaktor P, = (1 + ¢)/2
zugewiesen. Dann ist der Rest der Linie jedoch frei von Diracschen Gammamatrizen. Zu
setzen ist lediglich

i

Ein Propagator fiir jede innere schwere Quarklinie mit Impuls & und

w+k- v

ein Faktor —ig,T"v,  fiir jeden Vertex an eine solche Linie.

7.2.4 Feynmanregeln fiir Dreigluonvertex und Geisterfelder

Einige QCD-Feynmanregeln, die in Kapitel 1 noch fehlten, seien hier angefiihrt, da sie im
Folgenden gebraucht werden. Es handelt sich dabei zunéchst um die Regel fiir den Vertex
dreier Gluonlinien. Fiir drei Gluonlinien mit auslaufenden Viererimpulsen k;, Lorentzin-
dizes p; und Farbindizes a; ergibt sich gemif} [42] ein Faktor

-QSfalaws((kl - kQ)MngM + (kQ - k3)ulgu2us + (k?) - kl)wgﬂsm)‘ (714)

Der Propagator eines Geisterfeldes mit Viererimpuls k ist gegeben durch —i/k?. Im Ge-
gensatz zu einer Gluonlinie wird einer Geisterlinie eine bestimmte Richtung zugeordnet.
An einem Vertex mit einem Gluon, das den Lorentzindex g und den Farbindex a tra-
ge, gibt es also stets eine ein- und eine auslaufende Geisterlinie. Besitzt die auslaufende
Geisterlinie den Viererimpuls k£ und den Farbindex b, die einlaufende Geisterlinie den
Farbindex ¢, so wird dieser Vertex beschrieben durch den Faktor

gsfabckp,' (715)

Fiir jede geschlossene Fermion- oder Geisterschleife ergibt sich ein Faktor (—1), fiir jede
geschlossene Gluonschleife ein Faktor 1/2; und iiber jede Schleife wird die Spur sowohl
beziiglich der Flavour-, Farb- als auch der Diracstruktur genommen. Die Fermion- und
Geisterlinien sollen im Gegensatz zur bisherigen Konvention in Pfeilrichtung durchlaufen
werden. Dies ist eine Konvention, die aber nichts am Endergebnis &ndert.
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7.3 Mesonische und Baryonische Stréme

Der Begriff des Stromes tauchte bereits in Kapitel 1 auf. Dort waren es der Vektor- und
der Axialvektorstrom,

]L/ = ;/;(—ie’yu);/) und jf = ;Z(—ie’yu%);/). (7.16)

Auch ein Meson kann als ein Strom beschrieben werden, der das Quark mit dem Antiquark
verbindet. Dabei sei allerdings eine allgemeine Vertexfunktion zugelassen.

7.3.1 Der mesonische Strom

Der mesonische Strom ist gegeben durch
J = qglQ, (7.17)

wobei )¢ bereits das effektive Quarkfeld ist, welches die Farbe i trigt, ¢; tragt die ent-
sprechende Antifarbe. I' bezeichnet die Vertexfunktion, es sollen aber grundsatzlich nur
antisymmetrische Kombinationen aus Diracschen Gammamatrizen zugelassen sein. Das
hat, wie in Kapitel 10 noch zu zeigen sein wird, den Vorteil einer skalaren Darstellung des
Endergebnisses. Es ist also

e {1,4" ", ...}, [Hvee = Ay sl (7.18)
Berechnet werden wird auch der leichte mesonische Strom

J=(q)il(q)". (7.19)

7.3.2 Der baryonische Strom

Ein schweres Baryon 1t sich aufteilen in ein leichtes Diquarksystem und ein schweres
Quark. Da die Lagrangedichte der HQET in fithrender Ordnung der 1/mg-Entwicklung
keine Diracschen Gammamatrizen mehr enthélt, entkoppeln die Spins der beiden Antei-
le, ebenso wie die Flavours. Man spricht hier von der Spin-Flavour-Symmetrie. Zugleich
liefert dies im Strom eine spinlose Kopplung des schweren Quarkfeldes an das Diquarksy-
stem. Der Strom ergibt sich so als [43]

J = (q)TOT () 11" Q%e - (7.20)

Der Ausdruck in eckigen Klammern beschreibt das Diquarksystem, die Matrix 7 ist da-
bei Ausdruck seiner Flavourstruktur. Zu erkennen ist, dafl nun drei Farben ¢, 7 und k
vorliegen, die durch den total antisymmetrischen Tensor (¢;;;.) miteinander zur Farblosig-
keit gekoppelt sind. Das Strom des Diquarksystem alleine 1483t sich aus dem mesonischen
Strom herleiten, wenn man beachtet, daB die Transformation ¢ — Cg’ gemaf Bjorken
und Drell [10] ein Teilchen negativer Energie in eines mit positiver Energie verwandelt
und umgekehrt, wobei die Impuls- und Spinfreiheitsgrade erhalten bleiben. Dabei ist '
mit

cT = —¢, ¢ = -, ot = —C,

cylo=t = —Y,, und Crlc™ = ~ (7.21)

I
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die Matrix der Ladungskonjugation. So kann das Antiquark des mesonischen Stroms mit-
tels der inversen Transformation § — ¢ C in ein Quark verwandelt werden. Die spezielle
Gestalt des Diquarkanteils hat auch Auswirkungen auf die Feynmanregeln.

An dieser Stelle soll schon einmal vor-

ausschauend der Graph (0) des dop-
peltleichten Diquarksystems herausge-
griffen und genauer untersucht werden.
Er ist in Abbildung 7.1 dargestellt.
Das duflere Quark (g;)’ ist hier ersetzt

durch die Kette
i

k+
das Quark (q;)" durch

(_Zlgsﬁya(Ta);’)(QQ)jlv (7'22)

Y

i : o a\i 4! 42

_—%(—lgs’y (T*)i) (@), (7.23)
wobei bereits die Kontraktion der Indi-
zes durch das Gluon durchgefithrt wur-

de. Es ergibt sich dann Abbildung 7.1: doppeltleichter Diquarkgraph

(Zpl=ion" @)’ ) € = (@) ()= C -
! . o a\t i ! . o rmayd i
= —(q)" (=ig. () (T)i)C— = (q1)"" C(=igay(T%)ir) — (7.24)

= k
wobei die Figenschaft Cﬁ(}—l = —v, verwendet wurde. Da mit jeder neuen Kopplung
stets ein Paar aus Propagator und Vertex angehédngt wird, 1a8t sich dieses Schema auch

auf hohere Ordnungen iibertragen. Fiir den Diquarkanteil des Stroms ergibt sich im be-
trachteten Fall

!

(1) C=igy™ (1)) (=igs7a (T} ) (@) (7.25)

i i
T
In Abwandlung der hier nicht langer giiltigen Feynmanregel, wonach die Propagatoren
und Vertexfaktoren entlang der Pfeilrichtung des Graphen zu verketten sind, ergibt sich
hier, daff auch entgegengesetzt zu der Pfeilrichtung verfahren werden darf. Die Faktoren
bleiben dabei dieselben, wobei die Impulse in Pfeilrichtung zu rechnen sind. Diese Kopp-
lung der Impulse an die Pfeilrichtungen macht eine Festsetzung, an welchem Bein des
Diquarksystems begonnen werden soll, {iberfliissig, was fiir ein Meson und das aus den
entsprechenden Antiquarks gebildete Meson nicht der Fall ist.

7.3.3 Die Farbstruktur

Wie bereits an dem betrachteten Beispiel klar wurde, ergibt sich neben der Diracschen
Struktur eines Feynmangraphen auch eine Farbstruktur, die sich aus der Verkettung von
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Matrixkomponenten (7¢)% mit antisymmetrischen Formen f,,. und &, und symmetri-
schen Formen §,, ergeben. Diese Farbstruktur ist unabhéngig davon, ob es sich um ein
leichtes oder ein schweres Quark handelt. Sie kann zunéchst aufler Betracht gelassen und

gesondert berechnet werden.

7.3.4 Spezielle baryonische Stréme

Die Strome fiir das Ag (Q € {s,¢,b}) und das Dublett {Xg, X5} sind verkniipft mit den
Spin- und Parititsquantenzahlen 77 = 0% und 57 = 1% des leichten Diquarksystems. Zu
jedem Grundzustandbaryon gibt es jedoch zwei unabhéngige Komponenten .J; und J, mit
denselben Quantenzahlen. Im Ruhesystem des Hadrons sind diese im einzelnen gegeben

durch

Ja = [qiTCT%qj]Qkﬁijkv Jr2 = [qiTCTV570qj]Qk6ijka

Iy = [C]iTCTVC]j] "7’75Qk%k7 Jyy = [qiTCT’Yquj]"7’75Qk€zjka

Jo = [d7CT3¢1Q i + %’7([61”07’761j] FQ i), (7.26)
Jsor = a7 Cr07¢1Q eijp + %’7([9”07%’761‘7] - FQ i),

wobel jz*l und jz*z die Bedingung ¥ - jz*i = 0 fiir Teilchen mit Spin 3/2 erfiillen. Die
Flavourmatrix 7 ist fiir Ag antisymmetrisch und fiir {Xq, X7} symmetrisch. In einem be-
liebigen System, in dem sich das Baryon mit der Vierergeschwindigkeit v bewegt, ergeben
sich die Strome durch die Ersetzungen 75 — % und ¥ — v/ =+ — gpo’.

7.3.5 Stréme, Zwei- und Dreipunktkorrelatoren

Das Hauptziel des zweiten Teils dieser Arbeit ist die Berechnung der radiativen Kor-
rekturen zu den soeben eingefithrten baryonischen Strémen, woraus sich der Renormie-
rungsfaktor fiir den Strom und die zugehorige anomale Dimension ergibt. Diese anomale
Dimension ist ein wichtiger Parameter fiir die Bestimmung von Gréflen, die von der Re-
normierungsgruppe unabhéngig sind. Zur Entkopplung stérungstheoretischer Groflen von
der Renormierungsgruppe ist, wie in Kapitel 10 an einem Spezialfall gezeigt, die Kenntnis
der anomalen Dimension in der néchsthéheren Ordnung der Stérungsreihe erforderlich.
Dies ist insbesondere fiir die Anwendung der QCD-Summenregeln wichtig. So wird diese
Arbeit auch nicht mit der Berechnung der anomalen Dimension der Strome schlieflen,
sondern weiter zu radiativen Korrekturen der Zweipunktkorrelatoren kommen, aus denen
sich verbesserte QCD-Summenregeln und somit Méglichkeiten fiir die Bestimmung der
Massen der betrachteten Baryonen, deren Residuen und der nichtstérungstheoretischen
Isgur-Wise-Funktionen ergeben.

Weitere Anwendungen der anomalen Dimension ergeben sich in der Berechnung einiger
wesentlicher QCD-Matrixelemente, wie sie in den Summenregeln auftreten, so beispiels-
weise bei den Erwartungswerten p2 und pZ fiir die kinetische und die chromomagneti-
sche Energie, den spinabhingigen Matrixelementen p? des Axialstroms, der Kopplung des
schweren Baryons an Pionen und Photonen und des magnetischen und axialen Momentes
des schweren Baryons.



Kapitel 8

Algorithmische Integrationstechniken

Die Berechnung von Ein- und Zweischleifengraphen ist auch im Fall der HQET mit er-
heblichem Aufwand verbunden. In den meisten Fallen gelingt es jedoch, die auszuwerten-
den Integrale mittels eines Algorithmus auf einfache und berechenbare Integrale zuriick-
zufithren. Den Schritten dieses Algorithmus, welchen der Autor in einem umfangreichen
Programmpaket in MATHEMATICA [16] implementiert hat, soll dieses Kapitel gewid-
met sein. Es stellt insofern wieder einen Vorgriff auf das nachfolgende Kapitel dar, als es
dessen Eingaben auswertet.

8.1 Die Diracstruktur

Zur Diracstruktur tragen, wie bereits im letzten Kapitel klar wurde, nur die leichten Linien
eines Graphen bei. Der Propagator einer inneren leichten Linie mit Impuls & wird dabei

% — i} <_L]€2> = ik <_Lkz> (8:1)

beschrieben, der Vertex mit einem Gluon durch —ig,7v“, wobei, wie bereits bemerkt, die
Farbstruktur (in Form des Faktors T am Vertex) zunéchst unberiicksichtigt bleiben soll.
Diese Propagatoren und Vertexfaktoren gruppieren sich um den Stromvertex I', und der
erste Schritt wird zunéchst einmal sein, die Gammamatrizen samt dieses Stromvertex aus
dem Integral herauszuziehen. Dies 148t das vormals Diracsche (also i.a. matrixwertige)
Integral I zu einem skalarwertigen Integral werden, welches jetzt jedoch mit Lorentzindizes

durch den Propagator

versehen ist. Fin typisches Beispiel fiir eine Aufspaltung dieser Art ist

I =~y Iyt 1. (8.2)

8.1.1 Entwicklung in Kovariante

Das verbleibende Tensorintegral I*” im gewidhlten Beispiel kann nur von den aufleren
Impulsen abhangen, und dies nur in Form von Lorentz-kovarianten Kombinationen, in
diesem Fall also von Tensoren zweiter Stufe. Die Tensorintegrale zu Graphen mit leichten
Linien wird nach dem metrische Tensor (¢*”) und dem Tensorprodukt p#p” des aufleren
Impulses entwickelt. Fiir die Integrale zu Graphen mit einer schweren Linie erfolgt diese
Entwicklung nach ¢*” und v#v”, da in der betrachteten fithrenden Ordnung in 1/mg die

120
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Tensorkomponenten, welche einen Restimpuls enthalten, zu vernachléssigen sind. Im Fol-
genden wird das Vorgehen fiir den zweiten Fall erlautert. Es ergibt sich in dem gewé&hlten
Beispiel nach dem tiblichen Verfahren [44] eine Entwicklung in Kovariante der Form

" (v) = Ag"” + Bv*v” (8.3)
und entsprechend in anderen Féllen
I"*(v) = Ag"v’ + Bg"v” + Cg" v" + Dotv"v?, (8.4)

"7 (v) = Ag"g” + Bg""g"" + Cg"g" +
+Dg" v + Eg'o v + Fg"v"v” +
+Gg" vt + Hg" oo + [g"7 v 0" +
+Jotv v o7, . (8.5)

wobel die auftretenden Invarianten A, B, ... fiir jede Tensorstufe verschieden sind. Die
Kontraktionsintegrale entstehen durch Kontraktion des Tensorintegrals mit dem entspre-
chend dualen Tensoren der Entwicklung, also im Falle des Tensorintegrals vierter Stufe
aus (8.5) beispielsweise

Ie(v) 1= " g, 0,0, (5.6)

und tragen die Invariante, zu der sie dual sind, als Index. Diese Kontraktionsintegrale
lassen sich leichter berechnen als die Tensorintegrale, denn durch die Kontraktion werden
diese Integrale nicht nur zu skalarwertigen, sondern auch zu skalaren Integralen. Ande-
rerseits kann durch Bildung aller méglichen Kontraktionen ein Gleichungssystem in den
Invarianten gebildet werden, so dafl sich durch Matrixinversion aus den Kontraktions-

integralen die Invarianten bestimmen lassen. Diese Umrechnung, die unter dem Namen
Passarino-Veltman-Methode [44] bekannt ist, soll in Anhang D behandelt werden.

8.1.2 Reduktion der Diracstruktur

Angenommen also, die Koeffizienten der kovarianten Entwicklung seien berechenbar. Dann
kann diese Entwicklung fiir das indizierte Integral eingesetzt und damit die Diracstruktur
reduziert werden. Im betrachteten Beispiel zweier Indizes bedeutet das

I(v) = v, 7" (Ag™ + Bo"v”) = Ay, v, vy + By, wlvy”. (8.7)

Um noch ein etwas komplexeres Beispiel zur Hand zu haben, soll das Integral des ersten
doppeltleichten Zweischleifengraphen betrachtet werden. Es ergibt sich hier

1(v) = Y50 DY o S 17 (8.8)
Setzt man die kovariante Entwicklung ein, so erhdlt man zunéchst einmal zehn verschie-
dene Diracstrukturen. Diese lassen sich aber auf eine Klasse von funf Grundstrukturen
F0 = Fv F1 = Vuwrwﬁyuv FZ = 7u7uF7y7M7

PVt TPV

Fs = 377809997y und Ty = 5,77, 077"y (8.9)
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reduzieren, die durch die Eigenschaft gekennzeichnet sind, dafy die Gammamatrizen sym-
metrisch um den Stromvertex verteilt sind. Die Reduktion soll hier nur am Beispiel des
Terms zu B demonstriert werden,

O

VoY VYo LYY Y = 290180 DY Y = Yo 187, LY Yy =

BaVa o

= 209 DY Y = 2907 e Y TV Y + Yau v LYy vy

| S
= 200y =22 = )0y + 297,757 TV = vansn Dy 777" =
Die eckigen Klammern geben die Matrizen an, die als néchstes zu vertauschen sind, die

Kontraktion mit dem metrischen Tensor wurde jeweils bereits durchgefithrt. Vollstandig
berechnet ergibt sich in diesem Beispiel

I(v) = 2(n=2(E+H-D-NI''+(F+G—-E-H)I's4+(C-B), +
H(n=2PA+(n—-2)(D+1)+203n —2)B+4(E + H)+ )T, (8.11)

8.2 Die Integrale

Zu erwarten sind je nach Schleifenordnung ein- bzw. zweifache Integrale, wobei das Inte-
grationsmalf fiir jeden inneren Impuls k jeweils durch
d"k
(2m)"

(8.12)

gegeben ist. Berechnet werden soll der Graph fiir verschwindenden dufleren Impuls. Dieser
verteilt sich auf die drei Beine des Baryons (bzw. die zwei des Mesons). Betrachtet man
einen konkreten, durch Gluonlinien verbundenen Graphen, so kénnen die &ufleren Impulse
all derjenigen Beine gleich Null gesetzt werden, die nicht durch Gluonlinien mit dem
Rest verbunden sind, denn sie tragen ja auch keinen Propagator zum Integranden bei.
In den meisten Fallen kénnen auch die Impulse der verbleibenden verbundenen Beine bis
auf einen zum Verschwinden gebracht werden, und dieser eine regularisiert das Integral.
Das Integral enthélt also bis auf einen Spezialfall, der am Ende von Kapitel 9 gesondert
behandelt wird, genau eine Linie mit &uflerem Impuls und weitere Linien allein mit inneren
Impulsen.

8.2.1 HQET-Integrale

Die Wahl, auf welcher Linie der &uflere Impuls liegt, bestimmt auch letztendlich den Typ
des Integrals. Gehort die Linie des schweren Quarks zum mit Gluonlinien verbundenen
Teil, so wird praktischerweise dieser Linie der duflere Restimpuls zugeordnet, alle leich-
ten Linien tragen dann lediglich innere Impulse. Betrachtet man zunéchst nur skalare
Integrale, so ergeben sich solche des Typs

e f () ()
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fiir die Einschleifengraphen und

fs = //(k) (P)b((k_—llV)C(wfk-v)p(wfz.v)qé:;ggn (8:14)

fiir die Zweischleifengraphen. An dieser Stelle soll das Integral zu den Einschleifengraphen
berechnet werden. Dazu wird eine modifizierte Feynman-Parametrisierung verwendet, die
hier aus der in Kapitel 3 dargestellten Parametrisierung hergeleitet werden soll,

a+p) /1 e T 21—y — )
0 (21 Ay 4 2 Ay )1 Fe

1 I'

_ doydz, =
ATTAD T 1

/1 (1 —ay) oy d
Ty =
(p) Jo ((1—a2)A; + 2p4,)1te0 2

_ +p) /1 (1= o)™ ¥ (g /(1 — 2g))™* g
Lla)l(p) Jo (1 —mp)to2(Ay + 2y /(1 — ay))ortee
F o] a2 ld
_ Hetp) / R — (8.15)
L(a)l(p) Jo (AL 4 xAy)>te:
Dabei wurde als neuer Parameter @ = x,/(1 — x3) benutzt. Durch die Umskalierung
k = —2wrk und unter Ausnutzung der soeben konstruierten Feynman-Parametrisierung

ergibt sich

L= [ (o) (o) 52 -
= o [(3) (o) G
ottt ), | = ;;ff*;f 5 -
((2;3 F((Hp))// m’f+xd1+d§))a+p

(8.16)

mit ' := k + zv. Fiir die innerste Integration wird nun das Grundintegral aus Kapitel 3
verwendet, und dies liefert (mit 2’ := 2 /(1 + z))

N i nega Lla+p) Tla+p—n/2) [~ nf2—a—p 5. _
L= e R ot T et ) / el ) =
- <4—§n/z<—2w>” - ?];73/2)/0 ZTN (1 ) e =

— Mﬁ%m(_m)n 2o L(a J(r)—(f;/Z)/o (/)P (] gyt gy

[(a+p—n/2) T(n/2 = a)[(2a+p—n)

i

~ (4m)n (=20 I'(a)I'(p) ['(a+p—n/2) B
_ 7 - 2@)”_2“ ['(n/2 —a)l'(2a+p —n) B
(4m)n/2 L'(a)I'(p)
L (L2 Lya,p). (8.17)

(47 )n/2
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Iy(a, p) wird als HQFET-FEinscheifenfunktion bezeichnet. Auch wenn das Integral I zu den
Zweischleifengraphen sich nicht so direkt berechnen 1&8t, soll es dennoch auf eine dhnliche
Form gebracht werden. Mit derselben Umskalierung (allerdings fiir beide inneren Impulse)

ergibt sich die HQET-Zweischleifenfunktion Is(a,b, ¢, p, q),

Iy = —— (=20 [ (a,boe,pug). (8.18)

8.2.2 QCD-Integrale

Gehort die Linie des schweren QQuarks nicht zum verbundenen Anteil, so trégt eine der
leichten Linien den dufleren Restimpuls. Es ergeben sich dann Integrale der Art

b= [ () () oy (819)

fiir die Einschleifengraphen und

/] <k> <P>b<<k_—ll>2>c<<kfp>2>d<<z$>2>e<Z:>€n <2d§ (8:20)

fiir die Zweischleifengraphen. Frneut soll das Integral fiir die Einschleifengraphen berech-
net werden. Dies geschieht mit Hilfe der urspriinglichen Feynman-Parametrisierung, auch
ist keine Umskalierung notig. Mit k' = k + xp ergibt sich

. (a d) — )"l ad = dy d"k
“ = T / / 1—x k?—x<k+p> )+ 2m)r
1 ['(a+d) — )" Lpd=liy d"k'
~ (@2r)r(a)l / / k/z—x (1= z)p?)*+ (2m)
7 F(a—l—d—n/Z

RS et /0“—@“ L (a1 = ) =

<—1>“+d “ET(a+d=n/2)T(n/2 = a)l(n/2 - d) -

4#)”/2 3 L'(a)[(d)T'(n —a—d)

_ (47r)n/2 <_2>a+d n/za (a,d), (8.21)

p

und entsprechend setzt man auch hier

N | | a+b+ct+d+e—n
G5 =: W <p_2> G5(a,b, C, d, 6). (822)

Gs(a,d) und Gs(a,b, e, d, e) heiflen QCD-Finschleifen- bzw. -Zweischleifenfunktion.
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8.2.3 Reduktion der Integrale

Verschwindet einer der Propagatoranteile in der Zweischleifenfunktion, so kann sie in ein
Produkt von zwei Einschleifenfunktionen zerlegt werden. Es ergibt sich

[5(076707}77(]) = [Q(C,p)lz(b,QC—l—p—l—q—n),
[5(a70707p7 Q) = [2(07 Q)[Z(a72c+p+q_n)7
[5(a,b,0,p, Q) = [2(a7p)[2(bv Q)v (823)
[5(a7670707Q) = GQ(G,C)IQ(CL—I-[)—I-C—TL/Q,(]),
[5(avbvcvp70) = GZ(bvc)[Z(a—l_b—l_c_n/va)v
G5(0,b,¢c,d,e) = Gyle,d)Gy(bye+d+e—n/2),
G5(a70707d7 6) = GZ(cv G)GQ(CL,C—I-C[—I-G—TL/Q)
Gis(a,b,0,d,e) Glya, d)Gy(b, e), (8.24)
Gs(a,b,c,0,e) = Gyla,e)Gyla+b+c—n/2e),
Gs(a,b,e,d,0) = Gy(b,e)Gyla+b+c—n/2,d).
Als Beispiel soll hier I5(a,b, ¢, p,0) nachgerechnet werden,
—1 2(n—a—b—c)
) —(—2w) [5(a b,c,p,0) =
B p 'k d'l
N // k2 l2 w + k v (2m)n (2m)n
B ( 1 -1 cd'l d'k
- / k2 w4+ k- v )2 ) (2m)n (2m)" -
—1\¢ w b—I—c n/2 A"k
- / <F> (w iy v (47) n/z > G (b, c)(27r)” B
; 1 a+btc— n/2 w » "k
- (4#)”/2G2(b70)/ <k2> (w—l—k-v) (27 )" -
-1
= G (2 OTTIGb O bla + b+ /2 p) (8.25)

In vielen Féallen verschwinden die Zweischleifenfunktionen ohnehin, wenn zwei oder mehr

der Exponenten fiir die Propagatoren negativ sind. Ferner kénnen die Symmetrien

[5(Cl,b, ¢ D, Q) = ]5(bva707Q7p)7
Gs(a,b,e,d,e) = Gs(b,a,c, e d) (mittels k < 1), (8.26)
Gs(a,b,c,d,e) = Gs(d, e, c,a,b) (mittels k > k—p, [ = 1 —p)

verwendet werden. Und schliefilich gelang es Broadhurst und Grozin [45], durch Anwen-

dung der partiellen Integration die allgemeine Zweischleifenfunktion auf reduzible Inte-
grale der obigen Form zuriickzufiithren. Zusammenfassend kann also gesagt werden, daf}
sich die Zweischleifenfunktionen auf Einschleifenfunktionen reduzieren lassen, die wieder-
um analytisch berechenbar sind. Die hierbei auftretenden Fulerschen Gammafunktionen
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lassen sich unter Verwendung der Regel I'(x + 1) = 2I'(«) auf die Formen
E,:=T(1—-¢)T(142pe) mit2e =4—n und

Q,=T(1 —e)""'T(1+pe)/T(L = (p+ 1))  (p=1,2,...) (8.27)

mit jeweils einer Reihe von Faktoren in Nenner und Zahler reduzieren.

8.3 Die Operatoren

Die Kontraktionsintegrale besitzen zunéchst einmal nicht die Form der skalaren Integrale
des vorangegangenen Abschnitts, aber es fallt nicht schwer, sie auf diese Form zu brin-
gen. Durch die Kontraktion werden die Impulskomponenten, die beim indizierten Integral
noch im Zéhler des Integranden standen, miteinander oder mit dem &ufleren Impuls ska-
lar multipliziert. Diese Skalarprodukte kéonnen dann anschlieffend in Terme umgeschrieben
werden, die jeweils einen der Nennerfaktoren kiirzen. Da dies eine Operation auf den Ein-
tragen der Ein- und Zweischleifenfunktionen ist, die im letzten Abschnitt definiert wurden,
kénnen die gebildeten Skalarprodukte auch direkt in Operatoren auf diese Eintréige tiber-
setzt werden. Dies soll wieder fiir die HQET- und die QCD-Integrale getrennt geschehen.

8.3.1 Operatoren fiir die HQET-Integrale

Mégliche Kontraktionen im Fall der HQET-Integrale sind diejenigen mit dem metrischen
Tensor (g"”) oder mit dem Geschwindigkeitsvierervektor v. Der Z&hler im Integranden
des indizierten Integrals kann nur Kombinationen aus den inneren Impulsen enthalten, die
hier k£ und [ genannt sind (letzterer auch nur im Zweischleifenintegral ). Als Skalarprodukte
ergeben sich damit Terme wie k*, [*, k- [, k-v und [ -v. So ist beispielsweise

e [ (3 () ()

' (w —I-wk-v)p (w +wz-v)q (;l;];n (jgn =
e () ) )
' (w —I-wk-v)p (w +wz-v)q (;l;];n (jgn =

= —(—2@)2[5(a - 17 bv ¢ p, Q)v (828)

3

d.h. das Skalarprodukt k* kann auf den Operator —(—2@)2121 iibertragen werden, wobei
A einfach den ersten Eintrag von [5 um eine Einheit herabsetzt. Durch entsprechende
Rechnungen erhélt man die Ersetzungen

oo —(=2w)?A, P o> —(—2w)*B,

kol = (=20)*=(C—A—B)  (wegen 2k 1=k +1*—(k—10)?),

N | —

kv — (—2@)%(1—]5) und v — (—2@)%(1—@). (8.29)
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Die Operatoren B, C’, P und Q erniedrigen die Eintrage b, ¢, p und ¢, der Operator 1 ist
die Identitat, laft also sémtliche Eintrédge unverdndert.

8.3.2 Operatoren fiir die QCD-Integrale

Kontrahiert werden die QCD-Integrale mit (¢*) und dem dufleren Impuls p, der noch auf
Eins zu normieren ist. Auch im Zahler des Integranden kann dieser Impuls vorkommen.
Mogliche Skalarprodukte sind daher erneut k%, [* und k - [, aber auch k- p, [ - p und p*.
Letzteres ist klarerweise nur ein Faktor, der aus dem Integral herausgezogen werden kann.
Durch analoge Uberlegungen wie im Fall der HQET-Integrale ergeben sich die Ersetzungen

A A 1 - A .
oo =04 P o (=B, kel o (—p)5(C - A=B), (3.30)
1

N 1 N
kop = (=p)504+A=D),  1-p = (=p)5(1+ B~

=

), P = —(=p’)L

Die Operatoren A, B, C’, D und E wirken erneut auf die entsprechenden Fintrage a, b,
¢, d und e, indem sie diese um eine Finheit erniedrigen.

8.3.3 Behandlung von Sonderfillen

Es gibt einige wenige Sonderfille, in denen das Zweischleifenintegral auch im Nenner
zunachst nicht die gewiinschte Form besitzt. Beispielsweise kann ein Propagator der Form

i/(w+k-v+1-v)auftreten. In diesem Fall hilft die Zerlegung

w B w+k-v w+l-v . 8.1
w—l—k-v—l—l-v_w—l—k-v+l-v+w+k-v+l-v_ ’ (8.31)

allerdings nur im Fall der Eintrage p = ¢ = 1. Dann namlich ergibt sich

(u)—|—k-v)(w—|—k-v—|-l-v)(w_|_l.U): (8.32)

w w w w w w

(w—l—k-v—l—l-v)(w—l—l-v)—I_(w—l—k-v)(u)—l—k-v—l—l-v)_(u)—l—k-v)(u)—l—l-v)7

so daf fiir den ersten Term die Substitution k& — k — [, im zweiten Term die Substitution
[ = | — k zur gewlinschten Form fiithrt, wobei allerdings auch die Eintrage a, b und ¢
entsprechend zu vertauschen sind,

L(a,b,e,1,1,1) = I5(e,b,a,1,1) + I5(a,¢,b,1,1) — I5(a,b,e,1,1). (8.33)

Fiir die QCD-Integrale ist ein Propagatorterm (—1/(k + [ + p)*)! fiir d = 0 durch die
Substitution & — k —[ und fiir e = 0 durch die Substitution { — [ — k einzubauen. Erneut
vertauschen dabei die Eintrage, es ergibt sich

G5(a,b,¢,0,e, f) = Gs(c,b,a, fe) bzw. Gi(a,b,c,d,0, f) = Gs(a,c,b,d, f). (8.34)

Um die Substitution formell fassen zu kénnen, wurde in allen Fillen der Exponent des
zusétzlichen ,exotischen® Propagators an die Liste der Fintrage angehéngt und die Zwei-
schleifenfunktion dafiir mit einem Strich gekennzeichnet.



Kapitel 9

Korrekturen zum Stromvertex

Nachdem die beiden vorangegangenen Kapitel die notwendige Vorarbeit geleistet haben,
sollen nun Strahlungskorrekturen zum (mesonischen oder baryonischen) Stromvertex I’
bestimmt werden, und dies in fithrender Ordnung der HQET, also fiir die Kombinati-
on aus einem massiven und ein oder zwei masselosen leichte Quarks bzw. Antiquarks.
Dabei werden sowohl Ein- als auch Zweischleifenkorrekturen beriicksichtigt. Obwohl sich
das eigentliche Anliegen des zweiten Teils dieser Arbeit auf Strahlungskorrekturen zu
baryonischen Strémen bezieht, kénnen die Korrekturen zu den mesonischen Stromen als
willkommenes Nebenprodukt schnell und einfach berechnet werden, denn mesonisches und
Diquarksystem lassen sich ineinander iiberfiithren.

9.1 Mesonische und Diquarkgraphen

Am Beginn soll das schwere Meson stehen, also ein System aus einem schweren Quark
und einem leichten Antiquark. Analog behandelt man Systeme aus einem schweren An-
tiquark und einem leichten Quark. Die insgesamt zwolf Graphen, bestehend aus einem
Einschleifen- und elf Zweischleifengraphen, die zur Strahlungskorrektur beitragen, sind in
Abbildung 9.1 dargestellt und mit Zahlen versehen. Sie gelten genauso fiir den Diquark-
fall, ebenso aber auch fiir ein doppeltleichtes System, wenn die Linie des schweren Quarks,
die durch eine Doppellinie angedeutet ist, durch die einfache Linie eines leichten Quarks
ersetzt wird.

9.1.1 Korrektur erster Ordnung zum schweren Meson

Nur zwei Beispiele sollen geniigen, um den Rechenweg zu zeigen. Auf die Farbstruktur
wird an dieser Stelle zunachst noch nicht eingegangen. Als erstes soll der Graph (0) aus
Abbildung 9.1 berechnet werden. Allerdings wird hier statt der Feynman-Eichung eine
allgemein kovariante Fichung mit Fichparameter a verwendet, wobei a = 1 die Feynman-
Eichung liefert. Statt des Gluonpropagators —ig®” /k* wird nun ein Propagator

;—j <g“ﬁ - (1= a)k:;ﬁ> (9.1)

eingesetzt. Die Beibehaltung einer allgemeinen Fichung in der Berechnung der Einschlei-

fengraphen wird sich spéter als notwendig und niitzlich erweisen, denn bei der Renormie-
rung der Beitrdge kommt auch eine Renormierung des Fichparameters mit ins Spiel, die

128
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Abbildung 9.1: Radiative Korrekturen zum schweren Meson bis zur zweiten Ordnung in
a,. Einfache Linien sind leichte Quarks oder Antiquarks, die doppelte Linie das schwere
Quark, die spiraligen Linien bezeichnen die ausgetauschten Gluonen und die gestrichelte
Linie ein Geistteilchen.
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sowohl in die Berechnung der anomalen Dimension wie auch in eine Reihe von Konsi-
stenzbedingungen eingeht. Fiir den Graphen ergibt sich nun zunéachst

. . o ﬁ . m
b = /( 972 71 2 <9 W=7 ) oo 9 Gy =

(9.2)

(Der Index (hl) verweist auf das ,heavy-light system®, also auf das System aus einem
schweren und einem leichten Quark bzw. Antiquark). In einem ersten Schritt werden die
drei Bestandteile dieses Integrals voneinander getrennt: Die Diracstruktur

Yu L'y (9.3)

die Impulsstruktur des Zahlers,
(K" — (1 —a)(k - v)k")kY (9.4)

und das verbleibende skalare Stammintegral

[;(hl) — z£ __1 ’ w "k
0 ' w k2 w4 kv (2m)"

2q;

(47 )n/2

s n—=6
= T2 B =

(—2w)" " 1,(3,1). (9.5)

Wird zunéchst nur die Diracstruktur abgetrennt, so ergibt sich ein Tensorintegral, welches
sich kovariant in die beiden Anteile ¢ und v*v” entwickeln 1ait. Ausgedriickt durch diese
Entwicklung ergibt sich

b = 9,7, D(Ag" + Bu'v) = Ay + Byl = (nA + B)L. (9.6)

Die Invarianten A und B berechnen sich gemafi Anhang D aus den Kontraktionsintegralen

1, und Ig als
I,-1
A=4 1B und B =I5 — A, (9.7)

n —

und die Kontraktionsintegrale /4, und Iz wiederum ergeben sich durch Kontraktion des
indizierten Integrals mit g, bzw. v,v,. Diese Kontraktion wirkt nun einzig und allein auf
die Impulsstruktur, die bereits extrahiert wurde. Kontrahiert man diese mit den beiden
Tensoren und tibertragt die sich ergebenden Skalarprodukte anschliefend auf Operatoren
fiir die Eintrage der Einschleifenfunktion, so ergibt sich

a N A

fir Iy:  Kk-v)— (1 —a)(k-v)k* = ak*(k-v) — —5(—2(,0)314(1 - P), (9.8)

fiir Ig:  (K* = (1 —a)(k-v)*)(k-v) = —%(—2@)3 <A 1 ; - ﬁ)?) (1-P).

Diese Operatoren, auf das Stammintegral angewandt, liefern die Kontraktionsintegrale.
Es ergeben sich entsprechend der Operatorstruktur Summen von Einschleifenfunktionen,
die sich als Briiche von Eulerschen Gammafunktionen schreiben und mit Hilfe der Regel
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['(z + 1) = I'(x) auf ein Produkt aus £, = I'(1 — ¢)I'(1 4+ 2¢) und rationalen Funktionen

in der Raumzeitdimension n = 4 — 2¢ umformen lassen. So erhalt man

I :Eﬁ%%@mmﬁAu—Pm@@):(;ﬁi@m@%%uzm—gem»:
- <4;§15/z<—2@” ot (59)
Is :(gﬁm@mmﬁ<A+1;%LJW>u_ﬁm@@):
_ 4(;’51/2(—2@”—4 (4(12(2,1) — 1,(2,0)) +
+(1 = a)((3,1) = 35,(3,0) + 35,(3,-1) - L(3,-2))) =
_ 4(;’51/2(_2@71—4 <n211314 +(1- @%) . (9.10)

Aus diesen Integralen lassen sich A und B bestimmen. Zu berechnen ist aber letzten
Endes die Kombination nA + B, und diese liefert

so daf} die Bestimmung von [g eigentlich tiberfliissig war. Ergebnis ist schlielich

2 2
F(Rl) . TYs noq 20l . (hl) Y n—da
bO = (47T)n/2(—ZCU) mr = )\Ibo 5 )\I = (47T)n/2(—ZCU) . (912)

9.1.2 Eine Korrektur zweiter Ordnung zum schweren Meson

Herausgegriffen sei nun der Graph (1) aus Abbildung 9.1. Fiir ihn ergibt sich in Feynman-
Eichung

o = //(—igsva)%(—igs’m)%r <;—;> <ﬁ> '
? , ? , "k d"l
kT g ) Gy ey T

i Lo () () ()

w w d"k  d"l

: : 1
ko) (@ -0) @) @r) (9:13)
Aufgespalten werden kann dieses Integral auch hier in eine Diracstruktur
ViR /o9 A (9.14)

eine Impulsstruktur der einfachen Form

k1 (9.15)
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und ein Stammintegral

EWﬁ//<$>xﬂv<w1w>wf?ww;?wézw§;
Ys

4 4
_ (20200 1(2,1,1,1,1) = — 2 (=209 (2,1, 1,1,1).

P ]

3

(4m)rw?

~~

4rr)
(9.16)

Es ergibt sich
0" = g,y T(Ag™ + Bv™v”) = Apy, 7T + Byvyy = (2—n)A+ B)L,  (9.17)

als Operatoren aus der Kontraktion der Impulsstruktur

fiir 142 (k-1)— %(-m)?(é — A—B), (9.18)
fiir Ip:  (k-v)(l-v) = i(-m)?(l — P)(1-Q), (9.19)
also
Iy = (ji;;n(—m)“”“‘)(é — A= B)I5(2,1,1,1,1) =
_ (ji;;n(—zw)z<n—4>([5(2,1,0,1,1) —15(1,1,1,1,1)—15(2,0,1,1,1)) —
9s sy [ A —5)E} 2(n — 6)E,
- G (e ) (5.20)
Ip = (4f)n(—2w)2<”—4>(1 — )1 - Q)5(2,1,1,1,1) =
= (4f)n(—2w)2<”—4> (52,1, 1,1,1) = £5(2,1,1,1,0) +
—15(2,1,1,0,1)+15(2,1,1,0,0)) _
_ 95 (g2 4B;  4(n-5)E,
a2 (s - e ) O
und damit
B = (2=n)A+ BT = (2=n)A+ 15— AT =
= (1-n)A+ gl = 2 -1yl = (9.22)
9s sy [ AB} 2(3n% — 24n + 44) E, R
= e (o S ) T

Verwendung fanden hier natiirlich erstmals die Algorithmen, welche die Zweischleifen-
funktionen auf Einschleifenfunktionen reduzierten, so dafl sich schliellich Ausdriicke in

Ef und By = T(1 — £)’T(1 + 4¢) ergaben.
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9.1.3 Die Farbstruktur der mesonischen Graphen

Unberticksichtigt blieb bislang die Farbstruktur der Graphen. Doch die Behandlung dieser
Elemente soll nun nachgeholt werden. Dabei treten zwischen den Spinor des Quarks und
Antiquarks die Matrizen T'* der Vertizes mit den Gluonen. Diese sind Matrizen im drei-
dimensionalen Raum der Farben, und der Index a steht fiir einen der acht verschiedenen
moglichen Uberginge zwischen den Farben, die das Gluon induziert. Daher besitzt jedes
Gluon auch einen Faktor §,. Ein Dreigluonvertex liefert einen Faktor i f,5. (das ¢ an dieser
Stelle ist Konvention des Autors), wobei f,;,. Komponenten der total antisymmetrischen
Matrix mit

i fare = 2Sp([T°, T°)_T°) = 2Sp(T*T°T° — T*T°T°), Focafred = Noboy (9.23)

sind (iiber doppelt vorkommende Indizes wird summiert, Ny ist die bereits aus dem
ersten Teil der Arbeit bekannte Anzahl der Farben). Dieser Faktor ergibt sich auch am
Gluon-Geist-Vertex. Mit Hilfe dieser Regeln und

, 1 .1
Y (TOUT) = 5(8i6] — <6161 (9.24)
- 2 Ne
kénnen die Farbfaktoren C; aller auftretenden Diagramme bestimmt werden. Dabei deutet
der untere Farbindex ¢ in der Farbkomponentenschreibweise die Antifarbe zur Farbe ¢ an,
die kompakte Form ¢@) ist als ¢;Q)* zu verstehen.

7 mani A Lo L iy i
CoqQ = qu(T"); (17);Q) = $Gi(6;6 — —06:0)Q7 =
2 Ne
NZ —1

1 o , ,
= §(NOCL‘Q]—N—C%‘Q]) ~ TN, ¢’ = CrqQ), (9.25)

-1 -/

C1aQ = qu(T")u (T (T")HT*)LQ" =

1 : -1t 1 -1t : . ! 1 ! . i
— g (88 — SIS — —5V 500! =
= 14 (07,07 NC(SZ 5] )(0;6; NO@ 8@
—1N2 1N 1N 1*—02* 9.26
= Z( C_N—O C_N—O O—I_N—é)QQ = (CFpqQ, (9.26)
C2qQ = qu(T)u (T (THT)LQ" =
= Z%"( 95 — N, i ])( 95 T N_c i j’) -
_ ! 1 ! N, ! N, Lo = Cp(C 10 7l 9.27
= Z(_N—O C_N—c O—I_N—é)QQ_ F(F_§ 4)GQ, (9.27)
C5qQ = CyqQ = C1qQ = CiqQ, (9.28)
1
GaQ = CagQ = (24Q = CrplCr— 5040, (9:29)

-/

o 1 T R
CrqQ = q(T%); (Tb)}Q]'Nf SP(TaTb) = §TFNfCE/(5Z'5;‘ _N—C(SZ' 65)Q) =

1 )qQ = CrlrN;qQ, (9.30)

1
= —TwN,(Ns— —
PN (No Ne

2
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CSQQ = CQQQ - QZ( )2( )Q] Z acdlfbdc —
1 : 1 1

= §Nc(7i/(5f5} —N—OCSZ' 52)62] = —NO(NO—N—)C]Q CrC4qQ, (9.31)

CIOQQ = CIIQQ = qzl(Ta)zl(Tb);(Tc)j’Q]/Z abe —

-/

= QT ()T (T~ (Tb)ﬁf(T“)ﬁﬁf)(TC)ﬁf(Tc)ﬁan' =

1 gl 1 gl I ; H ; 1 ; H -
— gq,(afa;, — —5; 5,’,)(54 §hy — 5251,,)(59 5 — N—éj,é, Q7 +
c
1 _ l/ Z’/ Z l Z Z l// ; 1 ; H -
1
= ... = §CFCAQQ. (9.32)
Hierbei wurde Sp(7°T") = Tpé,, benutzt sowie die Abkiirzungen
NZ 1 |
CF = QNO 5 CA = NC und TF = § (933)

verwendet. (' ist ebenfalls aus dem ersten Teil der Arbeit bekannt, N, ist die Anzahl der
Flavours in der Quarkschleife in Graph (7). Zusammenfassend sind also die Farbfaktoren
des Mesons gegeben durch

1
Co = CF7 01 = 03 = 04 = 012?7 Cz = 05 = 06 = CF(CF—§CA)7

1
07 — CFTFNf, Cg — 09 — CFCA, 010 — 011 — §CFCA (934)

9.1.4 Korrekturen zum schweren Diquarksystem

Das Diquarksystem ergibt sich aus dem Mesonsystem durch Umkehrung der Antiquark-
in eine Quarklinie. Wie in Kapitel 7 bereits angesprochen, kehren dabei die Impulse ihr
Vorzeichen um, sonst bleibt alles andere gleich. Das bedeutet, daf fiir jeden leichten Pro-
pagator ein Faktor (—1) hinzukommt. Vorzeichenwechsel gibt es also bei den Graphen (0)
und (3)—(10). Jedoch sind die Farbfaktoren neu zu berechnen, und es erweist sich als
sinnvoll, diese zusétzlichen Vorzeichen in die Farbfaktoren zu integrieren. So ergibt sich
fiir den Farbfaktor des Graphen (0) beispielsweise

. o , 1 ., . L ,
Co = —qi(T")iq (Ta)j‘/ngijk = —591 @ Qk(5f/5;‘ i f/)%‘k =
., .. Ne+1 i
= _5(9{% - N—O%Q%)ij = W%%Qk%‘k = CBQ1Q%Qk€ijk (9.35)
und insgesamt
1
Co = Cp, Cy = Ck, Uy = Cp(Cp = 5Ca),
1
03 = 04 = CBCF7 05 = 06 = CB(CF - §CA), (936)

1
07 CBTFNf7 08 09 CBCA7 0102011:§CBCA-
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Zu erkennen ist, daf sich bei Ersetzung von

Ne +1

Upi= 5N

(9.37)

durch Cp die Farbfaktoren des Mesons ergeben. Die verbleibenden ,,farblosen® Beitrage
sind dieselben wie im Fall des schweren Mesons und werden in Anhang E als Koeffizienten
b aufgefithrt. Mit ihnen ergibt sich fiir die Strahlungskorrektur zum Stromvertex die

AT (AICO (+1) +ZA205“> (9.38)
=1

Summe

9.1.5 Korrekturen zum leichten Meson und Diquarksystem

Auch im Falle leichter Bestandteile unterscheiden sich die Beitrdge des Mesons und des Di-
quarksystems nur um die Farbfaktoren, die im tibrigen aus den Fallen mit einem schweren
Quark der vorangegangenen Unterabschnitte ibernommen werden kénnen. Daher wer-
den diese beiden Systeme hier gemeinsam behandelt. Als Beispiel soll hier lediglich der
Graph (1) des leichten Mesons berechnet werden. Es ergibt sich

B = //(—igsva)%(—igﬂa)? W(—@gﬂ )k/i%(—@gsv ) -
(%) (=) ey -
:-wi//mﬁwﬂﬂ+%)ﬂ%+w¢’- (9.39)

(&) (&) (=) () () e

Dieses Integral 1a8t sich auch hier aufteilen in seine Diracstruktur

o~

7&7#757uF7p75707a7 (940)

seine Impulsstruktur
B4 )+ ) (9.41)

und sein Stammintegral

b = _95//<k2> <52> <(k_—1l)2> <(k11p)2> <(l4_rlp)2> (;l:;” (5;5” B

- (47T) <p_2> Gs(2,1,1,1,1). (9.42)

Die Entwicklung des indizierten Integrals und die Reduktion der Diracstruktur wurde im
letzten Kapitel als Beispiel besprochen. Das Frgebnis kann von dort iibernommen werden,
es ist

B = 2n—2(E+H—-D—-I' 4+ (F+G—E—H)J's+(C—B)ly +
—|—((n—2)2A+(n—2)(D—|—[)—|—2(3n—2)B—|—4(E—|—H)—|—J)F2, (9.43)



136 KAPITEL 9. KORREKTUREN ZUM STROMVERTEX

wobei in den Grundstrukturen I'; nun v durch den auf Eins normierten dufleren Restimpuls
p zu ersetzen ist,

1 v
Lo = I To = Sy, T = Iy
1 v g v
Fa = 50 THyy"y" und s Ta = 9,309,761 (9.44)

Schreibt man (;(1”) auf Kontraktionsintegrale um, so ergibt sich

~ 41y —Ig)+2n(lg + Iy — I — 1,
B = (1a— Is) rE—EQ i G)r1+ (9.45)
n—>55),+5lg—Ic+2(lp+1;—Ig—1
—I-( 1 4 B Z_I(D 1—1g H)F2_|_
+ FS—I_ F47
n—2 (n—1)(n—2)

I; braucht also erst gar nicht berechnet zu werden. Aus der Impulsstruktur ergeben sich
durch Kontraktion die Operatoren. So ergibt sich beispielsweise zu [, die Zuordnung

A

(k-D)(k-l+k-p+l-p+p’) — i(—ﬁ)?(é —A-B)(C-D-E). (9.46)

Alle Terme zusammengenommen liefern schlielich

[;(u) - 93 —_1 o )
P () \ p?

‘ [ < 4(n —2)Q7 B 4(n —2)(n® — 9n® + 20n — 4)Q, > I
(n—42n-3)(n—-1) (n—=6)(n—4)3n—-3)(n—1)3n—10) !

N < n® —12n? + 52n — 72)@% (n4 — 13n° + 6602 — 168n + 176)Q, > -
2( 3)%(n—1) (n—=6)(n—4)>3n—-3)(n—1)3n—10) 2

(0 -
Q1 20,
=302 —1)  (n—4)n - 1)3n —10)3n = 8)> Lo
Q1
4)

n

4

(
+<<n
+(2

Q> N
2n—=32n—-1) (n—4)>%n-1)(3n—10)(3n — 8)> F“} B

(n -

. (1) 2 . 9; —1\
= A% = 0 Zbu b e\ . (9.47)

Dabei ist @ = (1 —)*T(1 +¢)/T(1 — 2¢) und Q3 = T'(1 — &)’T(1 + 2¢)/T(1 — 3¢). Fiir

die Summe aller zwolf Diagramme ergibt sich (zusammen mit den Farbfaktoren C})

4

AT =37 (AGCO &+ Z A2 Czb/]l> (9.48)

7=0

(1)

Eine Liste der nichtverschwindenden Koeffizienten b; .’ ist in Anhang E zu finden.
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9.1.6 UV- und IR-Singularititen

Bei der Berechnung der anomalen Dimension wird im néchsten Kapitel eine Entwick-
lung in dem Parameter ¢ = (4 — n)/2 durchgefithrt. Die Pole dieser Entwicklung kénnen
sowohl eine Ultraviolett- als auch eine Infrarotsingularitat darstellen. Betrachtet werden
sollen am Ende jedoch nur die UV-Singularitéten, da nur diese in die Renormierungsgrup-
pengleichung eingehen. Es ist daher Aufgabe, die IR-Singularitéten zu finden und durch
entsprechende Subtraktionsterme zu beseitigen.

So scheint es beispielsweise, als habe der vierte doppeltleichte Graph eine solche IR-
Singularitét. Das erkennt man durch Potenzzédhlung fiir die inneren Impulse. Es ist

) = / / —@gsva% ~ig,75) /(—@gsv );é %

<k2 <Z> <2jr>n <2w§n -
+

- / s — DPRDE + Py

(&) () (&) (wv) @y o

als Stammintegral ergibt sich

(_Z.gsﬁya) )

g4 1 6—n
2 (1 s -
b\ = <F> Gs(3,1,1,1,1). (9.50)
Einen entsprechender Subtraktionsterm erhdlt man, indem man den Integranden fiir
kleine Werte von k betrachtet. Dann wird (k — [)* &~ [?, also das Zweischleifenintegral
G5(3,1,1,1,1) durch G5(4,1,0,1,1) ersetzt. Eine Rechnung mit dieser Ersetzung liefert
jedoch einen verschwindenden Beitrag dieses Subtraktionsterms. Mit anderen Worten: die
IR-Singularitat wird gerade durch eine UV-Singularitédt aufgehoben.

9.2 Irreduzible Graphen

Baryonische Graphen, bei denen alle drei Beine durch Gluonen verbunden sind, werden als
irreduzible Graphen bezeichnet. Sie konnen klarerweise erst in der zweiten Ordnung der
Storungstheorie auftreten. Vier der méglichen Graphen sind in Abbildung 9.2 dargestellt,
die restlichen drei ergeben sich durch Spiegelung der Graphen (1)—(3) an der (senkrecht
dargestellten, doppelten) Linie des schweren Quarks. Fiir die Farbfaktoren ergibt sich

Cl = 02 = 03 = C% - 05 - 06 - 07, 04 - 0 (951)

Letzteres ist bemerkenswert, zeigt es doch, dafl bereits von der Konstellation der Far-
ben dieser Graph nicht beitragen kann. Fiir die Korrektur zum Stromvertex erhdlt man

insgesamt
4 7
=> (Z NLOBT ) : (9.52)

7=0 =1
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S
&
&
&
éé “0\0\0\ Ca,
& & % 0,
(1) (4)
S Q
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6666 é
QSQ' é
¢ 66 40 (.é 40
g " S G T3
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%a999995%° %a999995%°
(2) (3)

Abbildung 9.2: Vier der insgesamt sieben irreduziblen baryonischen Graphen. Die doppelte
senkrechte Linie steht fiir das schwere Quark, die einfachen Linien fiir die masselosen
Quarks und die spiraligen Linien fiir die Gluonen.
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und die Koeffizienten b( ") sind erneut in Anhang E zu finden, wobei auch hier der Bei-
trag zu Graph (4) Verschwmdet Dagegen ist fiir Graph (3) eine gesonderte Behandlung
erforderlich, denn hierbei handelt es sich um den Spezialfall, von dem in Kapitel 8 bereits
die Rede war.

9.2.1 Behandlung der IR-Singularitéit

L&Bt man im dritten Graphen neben dem &dufleren Impuls auf der schweren Quarklinie
auch denjenigen auf einer der leichten Quarklinien bestehen, beispielsweise auf derjenigen
mit nur einer Gluonkopplung, so ergibt Potenzzahlung der inneren Impulse in

o) = //(—igﬂa)_ki_lér% /( 19:75)

7

( Z957 ) )

k
(#) (&) e -

- / [ etk BT = Do (9.53)

(&) (&) (=) (o) vy

einen Beitrag fiir k., der eine logarithmische Abhéngigkeit von dem Quadrat dieses &ufleren

Impulses p besitzt. Er kann also nicht sogleich auf Null gesetzt werden, es liegt eine echte
Dreipunktfunktion vor. Jedoch 148t sich ein Subtraktionsterm finden, der sich als Produkt
zweier Zweipunktfunktionen schreiben 1a83t. Dieser ergibt sich fiir [ < k als

e R s

(&) (&) () sty

= T, 1"G" (9.54)

mit Diracstruktur 7}, := 7,7, ¥7,7" und

-1\ v E
v .92 _ _ 1 v .
1" = g / <_l2 > STl o2 )\In — v~ sowie (9.55)
—1\? -1 A"k i p’ Q,
wp o2 H1.p = =
G = ng/(k—l-p)k <k2> (k + p)? (2m)" )\G<n—4+ p2>n—3'
Insgesamt erhilt man
ol EQ I
o(iry _ 11 2
by = )\I)\G(n 3w = 1) <F1 + — 4> . (9.56)

Die Differenz (;gir) — (;g(ir) ist nun IR-endlich, also kann dafiir der Grenzfall p — 0 vorge-
nommen werden. Berechnet man (;gw) und (;g(w) nach dem bisherigen Schema und beriick-
sichtigt von letzterem nur die Polterme, so heben sich die IR-Pole heraus, und es bleibt

der IR-endliche Beitrag des Graphen iibrig.



Kapitel 10

Die anomale Dimension

Die Forderung der Renormierungsinvarianz besagt, dafl jede physikalische Observable
einen Wert annehmen muf, der unabhéngig von der Renormierungsskala ist, welche bei
ihrer Renormierung verwendet wurde. Diese physikalisch verstandliche Forderung wurde
1953 und 1954 von verschiedenen Gruppen [25, 46] auch mathematisch in Angriff genom-
men und fithrte tiber verschiedene Zwischenschritte, die bereits in Unterabschnitt 6.3.4
erwahnt wurden, zur Renormierungsgruppengleichung. Renormierung besteht, so wurde
in Kapitel 3 klar, aus zwei Teilen, namlich der Subtraktion und der Regularisierung. Ver-
glichen werden sollen durch die Renormierungsgruppengleichung hier nur verschiedene
Subtraktionsverfahren, fiir die Regularisierung wird durchgehend die dimensionale Regu-
larisierung verwendet. Leitfaden fiir die folgende Einfithrung ist der Artikel von Stephan

Narison [28].

10.1 Die Renormierungsgruppengleichung

Physikalische Observable sind im quantenmechanischen Sinne Eigenwerte von Differenti-
algleichungen und hdngen damit eng mit den Greenschen Funktionen zusammen, welche
diese Differentialgleichungen 16sen. Daher ist die Renormierungsgruppengleichung in der
QCD eine Gleichung fiir eine allgemeine Greensche Funktion

I'= F(asvavmi;pi)v (101)

welche von der Kopplungskonstanten o, der starken Wechselwirkung, dem Eichparame-
ter a, den Massen m; der beteiligten Teilchen und ihren Viererimpulsen p; abhangig ist. Bei
dieser Greenschen Funktion handelt es sich zunéchst nur um die nackte, d.h. unrenormier-
te Vorform, bei der die Stérungstheorie zu Singularitéten fithrt. Die Singularitaten kénnen
jedoch durch einen Renormierungsfaktor Zr gekiirzt werden. Diesen Vorgang nennt man
Subtraktion. Wie dieser Renormierungsfaktor aussieht, hangt vom Subtraktionsverfahren
ab und hier insbesondere von der Subtraktions- oder Renormierungsskala p. Die renor-
mierte Greensche Funktion wird von diesem Parameter abhéngig sein, es gilt

Fo(asvavmi;pi) = ZFF(Mvasvavmi;pi)' (102)

Die hochgestellte Null deutet an, dafl es sich hier um die nackte Greensche Funktion
handelt. Sie ist unabhéngig von p, also gilt inshesondere

d d
0= M@F = M@(er)a (10.3)

140



10.1. DIE RENORMIERUNGSGRUPPENGLEICHUNG 141

und wenn man die renormierte Greensche Funktion einsetzt, ergibt sich

0 dag 0 da 0 dm; 0 w dZp
( aM +u d/~L aa Md/,b da Z:M d/~L am ZF W) F(Mvasvavmzapz) 0. (104)

Die Impulse p; sind nicht von der Renormierungsskala p abhédngig, daher werden sie durch
ein Semikolon vom Rest getrennt. Man fithrt Funktionen

L pdes L da
6(0&5) T o, d/i’ ﬁa(as) L adluy (105)
o pdm; _pdZy
Ymi(s) = — und  yr(a,) = 7 dn (10.6)

ein, wobei die totalen Ableitungen fiir festgehaltene nackte Groflen zu nehmen sind und
so die Gleichung vereinfachen zu

0 0 8
(M%‘I‘Oﬁsﬁ( )a __Zm’)/ml 5 s ) F(M,ama?m“pl)_()‘

(10.7)
B(a,) wird Betafunktion genannt, (3, ist entsprechend die Betafunktion des Fichpara-
meters, 7v,,. und 4p sind die anomalen Dimensionen der Massen bzw. der Greenschen
Funktion. Die Gleichung wird 16sbar, wenn sie keine explizite Abhéngigkeit der Green-
schen Funktion von der Renormierungsskala o erforderlich macht. Man erreicht dies durch
das Aufstellen einer zweiten Gleichung, in der die Impulse mit einem generellen Exponen-
tialfaktor e’ multipliziert werden. Ist D die Massendimension der Greenschen Funktion,
so ergibt sich aus Dimensionsiiberlegungen und dem Eulerschen Theorem fiir homogene
Funktionen

0 0 0
(M% + Zmz% T ot D) F(M7a57 a, my; etpi) =0, (10'8)

und die Subtraktion beider Gleichungen liefert die Renormierungsgruppengleichung

(= 51+ aublan g + a5 + (109)
_zi:mi(1+7mi)a

fiir die Greensche Funktion, die formal gelést wird durch

(as)> F(/“Lvasv a, my; etpi) =0

U(py o (p2), a(pe), my(p); €'p;) = exp <Dt + /Ot ’yp(as(t/))dt’> [(a,,a,mg;p;).  (10.10)

10.1.1 Die laufende Kopplung

Wird der formale Losungsansatz in die Renormierungsgruppengleichung (10.9) eingesetzt,
so ergeben sich Renormierungsgruppengleichungen und Anfangsbedingungen auch fiir die



142 KAPITEL 10. DIE ANOMALE DIMENSION

Parameter o, a und m;,

@) mit 6,(0) = a),
) ng_j =af(a;)  mit a(0) =a(y) und (10.11)
dZi - _(1 + Vmi(&S))mi mit mz(o) = mz(/l) (10.12)

Gelost werden soll zundchst das erste System. Durch Variablentrennung erhdlt man

t=1t(a,) —tlay(p)) mit i(z):= / %(ZZ) (10.13)

Hierbei wurde eine Stammfunktion ¢ verwendet. Es zeigt sich, daf

o (3100 = i) = 1= T2 (10.14)

1

= 1 By e Plesm) = 0

gilt, der abgeleitete Ausdruck also eine Invariante der Renormierungsgruppengleichung
ist. Dieser kann daher einer von der Skala p unabhangigen Grofle gleichgesetzt werden,

3 In0r) — Ien (1)) = 5 In(A?), (10.15)

und damit ergibt sich schliellich

t=1t(a,) + %hq <A—22> : (10.16)

Die Renormierungsgruppengleichung verkniipft nun die Kopplungen a,(t) fiir verschiedene
Schwerpunktsenergien v/¢%. So ist es sinnvoll, t = 21n(¢*/4?) anzusetzen. Dann ergibt sich

f(a,) = %m <i—i> . (10.17)

Diese Gleichung soll in zwei aufeinanderfolgenden Ordnungen der Storungsreihe ausge-
wertet, d.h. nach &, umgestellt werden. Ausschlaggebend ist die Stérungsreihe fiir die
Betafunktion,

B(a,) = i (Z—;)mﬁm - (%) By + (Z—;)Z@ +o, (10.18)

wobei die ersten beiden Entwicklungskoeffizienten bereits in Unterabschnitt 6.3.4 angege-
ben sind. In erster Ordnung ergibt sich

_ A7 [ dz 4

~2



10.1. DIE RENORMIERUNGSGRUPPENGLEICHUNG 143

und damit fiir z = a

AW (52 = _.
oy ’(q7) = = — . 10.20
( ) 1llﬂ q ( )

In zweiter Ordnung erhilt man
0 - 550 -
- —/——/ +§f/<l+ﬁ;>f;%i -
= g (FOr ) = e () o

Im letzten Schritt wurde fiir kleine Werte von z entwickelt. Das gleiche Ergebnis hatte
sich nattirlich auch ergeben, wenn man bereits den Integranden entwickelt hatte. ¢(a,) ist

nun gleich 1 1n(¢*/A?) zu setzen. Die sich ergebende implizite Gleichung ist allerdings nur
dann nach &, aufzulésen, wenn in den Logarithmus die erste Ndherung eingesetzt wird.
Praktischerweise wird fiir die Konstante

1 2 _1 2 Ba B
SIn(A?) = SIn(A?) - o <—§> (10.22)

gesetzt, wobei auch in der ersten Niherung A durch A ersetzt wird. Es ergibt sich dann
By 517' By By oo~ 1 QZ
—5 In = —5 In t =1
s tan(a) = e (R) meoregn(f
_ By . ~> - 4m < By ~> -
e Qg = - T = ——|1—==-In7 =
51 <¢31 5T i

-37 <1 + %’T %) . (10.23)

Bei der letzten Entwicklung wirkte die erste Ndherung —4m /8,7 als Entwicklungspara-
meter. Die beiden Konstanten A und A stehen iiber

3, B/BT
A= <_E> A (10.24)

X

in Beziehung zueinander.

10.1.2 Zum Namen ,,anomale Dimension*

Aus der formalen Losung (10.10) der Renormierungsgruppengleichung ergibt sich auch
der Grund, warum der Faktor yp die Bezeichnung ,anomale Dimension® tragt. Zu er-
kennen ist ndmlich, dafl bei nichtverschindendem 7 die Massendimension D der Green-
schen Funktion erh6ht oder erniedrigt werden kann. Ahnliches gilt auch fiir die anomalen
Dimensionen der Massen. Im néchsten Abschnitt soll die Verbindung zur anomalen Di-
mension eines beliebigen, durch einen Renormierungsfaktor Z renormierbaren Operators
hergestellt werden.
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10.2 Der Renormierungsfaktor

Bereits im ersten Teil dieser Arbeit wurde der Renormierungsfaktor Z eingefithrt. Konnte
in diesen Rechnungen in erster Ordnung der Stérungstheorie dieser Faktor durch Faktori-
sierung bestimmt werden, so ist dies in hoherer Ordnung nicht mehr moglich, denn diese
Faktorisierung ist nun nicht mehr eindeutig. Stattdessen werden aus der Forderung, daf

A=2z7"A° (A" sei irgendein zu renormierender Operator) (10.25)

endlich ist, durch Koeffizientenvergleich die Koeffizienten der Entwicklung von 7 in 1/¢
und o, /471 bestimmt. Ferner wird in diesem Abschnitt formal im minimalen Subtraktions-
schema (MS) gearbeitet, da es die Rechnungen am tibersichtlichsten macht. Der Terminus
yformal® bedeutet aber, daf die hier vorgestellten Rechnungen durchaus auch mit anderen
Subtraktionsverfahren durchgefithrt werden kénnen. So treten im modifizierten minimalen
Subtraktionsschema (MS) an die Stelle der Terme 1/eys und pig solche der Form
1 1 ‘ 5 , €7

— = — —yp+In(4r) mit eys=(4-n)/2 bzw. pzm=pms——, (10.26)

EMS EMS 4
so daf sich die Rechnungen dieses Abschnittes in beidem Schemata verwenden lassen,
wenn ¢ und g entsprechend gewdhlt werden.

10.2.1 Von der Stérungsreihe zum Renormierungsfaktor

Eine Stérungsreihe, die vor der Renormierung im allgemeinen noch UV-divergent ist, 148t
sich in dimensionaler Regularisierung zusétzlich noch in Potenzen von 1/& entwickeln,

© a,\m a, a2 N sagnm 1
Vs X5 e = i () et = DX (F) W -
_ %0+Z_;<é‘/11+‘/10> _|_(Z_;)2 <€i2\/22—|—§‘/21—|-v20>—|----- (10.27)

Dabei bleibe die Tatsache, dafl die Kopplung o, wie auch der noch nicht vorkommende
Eichparameter a ebenfalls zu renormieren sind, zunéachst unberiicksichtigt. Die auftreten-
den Singularitaten sollen nun von einem Renormierungsfaktor 7y absorbiert werden, und
auch dieser wird in eine zweifache Summe entwickelt,
N AN | o a\2 (1 1
Zy =1 (32) w2 =1+ =2+ (3) (524+-4)+... (02
v +ZZ 4/ k™ +47r51+ Am 2 2+52 + (10.28)

m=1 k=1

Um die Forderung Z;,'V° aufstellen zu konnen, muB das Inverse zu Zy gebildet werden,
und dies ergibt sich bei Entwicklung in o /47 zu

-1 s 1 a2 (1 i 2 L,

Nun kann das Produkt gebildet werden, es liefert in zweiter Ordnung der Stérungsreihe
s (1

770 = 14 Z— <g(vf — 7))+ Vf) + (10.30)
7T

Qg 2 1 1
+(5) <—<V22—VfZ% 22 - )+ (V=W —Z;>+v20> T

e2
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Der Koeffizientenvergleich ergibt

Vi-Zi=0 = 7 =V,
VP-WZi+ 22l - 25 =0 = Z7=VP -V Zl + 217} = V5, (10.31)
Voo =W —=2;=0 = Z; =V, = V21 =V, =WV

10.2.2 Die Renormierungsfaktoren zu a, und a

Die Renormierungsfaktoren zu Kopplung und Eichparameter sind in der Literatur als
Z, bzw. Z3 bekannt (Einschleifenresultate z.B. in [47]). Der Renormierungfaktor zum
Eichparameter ergibt sich aus den Selbstenergiegraphen des Gluons und liefert

a,

4re

a, (13 —=3a 4
Zz =1+

6 CA——TFNf> :21—|-

. 8. (10.32)

4re

Der Renormierungsfaktor zur Kopplungskonstanten der starken Wechselwirkung berech-
net sich komplizierter, ndmlich als Quotient aus den Renormierungsfaktoren zu den Zwei-
punkt- und Dreipunktfunktionen des Gluons. Die Zweipunktfunktion besteht aus den
Selbstenergiegraphen des Gluons, fiir die Dreipunktfunktion ist

ay (17— 9a 4
Zi=1+ Cy— 5TpNy ). (10.33)
dme

Daraus ergibt sich in erster Ordnung der Stérungsreihe

a,

4re

S a, (11 4
Z, =777 =1+ —§CA + STeNy | =1+ —4,. (10.34)

4re 3

Bemerkenswert ist, dafl der Eichparameter, der in Z; und Z5 noch vorhanden war, her-
ausféllt. Dieser Renormierungsfaktor ist also eichunabhingig. Mit Hilfe dieser Faktoren
werden die unrenormierten Parameter a” und o2 in n Raumzeit-Dimensionen in die renor-
mierten Parameter a und o, tiberfithrt. Man beachte, dafl zu a, noch ein dimensionaler
Faktor u*® zu treten hat. Damit werden beide renormierten Parameter von der Renor-
mierungsskala ¢ abhdngig. Als Argumente der Renormierungsfaktoren jedoch werden die
Parameter o (x) und a(y) in vier Raumzeit-Dimensionen verwendet, der dimensionale
Faktor tritt hier nicht auf. Es gilt
oy = o (W Zoloy(m)ie) = as(p,e) Zalay(p)se),

a" = a(p)Zs(as(p), alp);e). (10.35)

Die Betafunktionen zu Kopplung und Eichparameter, 5 bzw. (3,, kénnen aus diesen Re-
normierungsfaktoren bestimmt werden, denn die Unabhingigkeit von a2 und a° von p

bedingt, daf}

Blape) = IS g (10.36)
dln Zs(as(p), alp);€)

) _ ) pdz dinZz
Bulon(pe)alpe):) = i s (G =
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Um die Renormierung der Stérungsreihe beziiglich der Parameter o, und a vornehmen
zu kénnen, muf} diese in Abhéngigkeit von diesen, also insbesondere vom unrenormierten
Eichparameter «°, dargestellt werden. Die spiter zu setzende Eichung bezieht sich dann
nicht auf ¢°, sondern auf die renormierte Gréfie a. LaBt man also die Abhingigkeit von a°
zu, so ergibt sich statt der im letzten Unterabschnitt aufgestellten und bereits beziiglich
der Pole dieser Stérungsreihe renormierten Form eine andere, namlich

0

_ ~ o = ~ ]
(Vi + a®Vi) + (E) (Vy+aVy + (a®Vy) + ... . (10.37)

Vo
B Am
Da jedoch weiterhin bis zur zweiten Ordnung der Stoérungsreihe entwickelt wird, tragt nur
die Renormierung von a, und a zum Term erster Ordnung bei, es ergibt sich mit

Poon (14 ge) o =a (1)
o, = oy (1 + 47T€5a und a =all+ 47T€5a (10.38)
ein Zusatzterm zu Zj der Form
AL =86V 4+, V0 +6,aV0 =6, V2 4 8,aV7, (10.39)

fiir Z3 liefert dies in Feynman-Eichung

Zy = Vi = VOV 4+ AYa = 1) = Vi = VPV 46,070 4 6,17 (10.40)

10.2.3 Vom Renormierungsfaktor zur anomalen Dimension

Wie bereits zuvor angemerkt, tritt zur renormierten Kopplungskonstanten «, noch ein di-
mensionaler Faktor ;*¢. Dies bewirkt, daB diesem Parameter in n Raumzeit-Dimensionen
eine zweifache Abhéngigkeit von p zukommt,

2e

as = ag(p,e) = as(p)p = Inog(p,e) =Ino(p) + 2 lnp. (10.41)
Damit ergibt sich fiir die Betafunktion

_dlnag(p,e)  dlnag(p)

Fiir die Betafunktion zum Fichparameter erhalt man dagegen
dIna(p)
Ba = Balos(p)) = Al (10.43)

Die anomale Dimension zu einem Operator A ist nun iiber dessen Renormierungsfaktor

Z 4 definiert als
- d lﬂ ZA 1 dZA H dZA

tai= et = gt = T (10.44)
Unter Auslassung der Indizes ergibt sich hier
7 dZ(as(p),a(p);e)  0Z(as,a;e)dInay(p)  0Z(ay,a;e)dIna(p)
o= dlnp B J0ln oy dlnp + dlna dlnpg
07 07
= (8= 2€) + 37— (10.45)

Jln o, Jlna
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3, 3, und 7 sind als endliche Gréflen unabhédngig von . Daher kann in die letzte Gleichung
die Reihenentwicklung

= 1 k 0
Z=Y ETARAES (10.46)
k=0

eingesetzt werden, es folgt dann durch Koeffizientenvergleich

A oz" N
_alnasﬁ—l_alnaﬁa_ dlna,

yZ* (10.47)

Diese Formel kann fiir verschiedene Werte von k ausgewertet werden. In einem zweiten
Schritt werden 3, 3, und 7 jeweils in Stérungsreihen entwickelt,

= i () B 8= i (9) B wnd =30 (52) 5 (1048)

m=

und auch beziiglich dieser Entwicklung wird ein Koeffizientenvergleich vorgenommen (man
beachte den Start der Reihen bei m = 1, was auch fiir v sinnvoll ist). So ergibt sich fiir
k = 0 zunéchst

_ 07,02 (10.49)
7= Olnea, s Jag '
und damit
Sl (—) 7! S 10.
;(4”) B ﬂ;m =)z o= o mZL (10.50)

Diese wichtige Formel erlaubt eine Berechnung der anomalen Dimension jeder Ordnung
aus den entsprechenden Koeffizienten des Renormierungsfaktors. Fiir £ = 1 ergibt sich
wiederum zunachst

oz oz 07*
1 = J—
7Z - alnasﬁ—l_ alnaﬁa Zalnas (1051)
und durch Koeffizientenvergleich dann
m4n=p a
-z =) <’Ym — 13, — (ﬂa)mm> Zy, (10.52)
m,n>1

speziell in erster Ordnung der Stérungsreihe mit V! = V! + aVi', den Entsprechungen

f1 = 204, (8,)1 = 26, und in Feynman-Eichung schlielich

0

1 -
2‘/22 = _§ <71 - 61 - (ﬁa)l%) le = ‘/11‘/11 + 5&‘/11 + 5(1‘/11' (1053)

Es stellt sich heraus, dafl mit dieser Gleichung ein Konsistenzkriterium fiir die Koeffizien-
ten des Storungsreihe gefunden wurde. Finfachste Bedingung ist beispielsweise, dafl mit
V' auch V;? verschwinden muf.
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10.3 Die Renormierung der dufleren Beine

Die Berechnung der Renormierung der dufleren leichten und schweren Beine ist aus der
Literatur bekannt [45, 48, 49, 50, 51]. Sie wird beschrieben durch Faktoren Z, und Zg
mit

=70 Q" =2z%Q. (10.54)
Die Wurzel hat historische Griinde und bewirkt, dafl zur Berechnung der anomalen Di-
mension eben diese Wurzel des Renormierungsfaktors herangezogen werden muf. Fiir die
Faktoren selbst ergibt sich zunédchst in erster Ordnung

L o (10.55)

Z =1—ad°
¢ “ de

o d Zo=1+4(3—-a°
GreCr md Zg=1+(G—a)

damit sind die entsprechenden anomalen Dimensionen gegeben durch
(7)1 =Cra bzw. (yg9)1 = Crla —3). (10.56)

In zweiter Ordnung kann auf die allgemeine Eichung zugunsten der Feynman-Eichung
verzichtet werden, es ergibt sich hier

17 3 16

38
(’)/q)g = CF <7CA — §CF — QTFNf> 5 (’)/Q)Q = CF <_§CA —|— ?TFNf> . (1057)

10.4 Die anomale Dimension des baryonischen Stroms

Der nackte baryonische Stroms wird renormiert, indem sowohl die &ufleren Beine als
auch der Vertex (ausgedriickt durch die in Kiirze eingefiihrte skalare Vertexfunktion V)
renormiert wird,

Jo = () CVTrT'Q° = 2,2 2w J = 7). (10.58)
Entsprechend ergibt sich fiir die anomale Dimension

Y5 =29+ + - (10.59)

Doch bevor die anomale Dimension des Vertex fiir die verschiedenen Untersysteme des Ba-
ryons berechnet wird, soll der skalare Anteil von der Diracstruktur getrennt werden. Dies
ist moglich aufgrund der speziellen Wahl fiir I', wie es bereits in Kapitel 7 angesprochen
wurde und hier vertieft werden soll.

10.4.1 Skalare Darstellung der Diracstruktur

Betrachtet man die fiinf Grundstrukturen I'; fiir die Diracstruktur des leichten Anteils
des Baryons, so erkennt man, daf} sie aus ineinandergeschachtelten Elementen der Form
Y, I'y* und yI'yg bestehen, und man kann die Beziehungen

Y Iy = (=1)""(n —2n,)I' und ~ol'yo =(—1)""s,I (10.60)

beweisen, wobei n die Raumzeitdimension, n., die Gesamtzahl der Diracschen Gammama-
trizen und s., die Signatur fiir die Anzahl der Matrizen 7, in I' angibt. Bei Hinzutreten der
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Matrix 75 trifft man erneut auf das v5-Problem, doch soll dieses erst im letzten Abschnitt
des Kapitels besprochen werden. Zunéchst kann jede der Grundstrukturen auf einen ska-
laren Faktor und die Matrix I' zuriickgefithrt werden. Daher ist es moglich, die Matrix T’
abzuspalten,

I =T+ AT@ = (1 + AV = v, (10.61)

wobei a eine der Méglichkeiten hl, [l oder ir bezeichnet. Die skalare Vertezfunktion V
ist dabei eine unrenormierte Gréfie, und auch fiir die Parameter «, und «a, die in der
Entwicklung vorkommen, sind die nackten Parameter zu verwenden. Entwickelt man die
Summen, die sich in Kapitel 9 ergaben, nach ¢ = (4 — n)/2, so liefert dies genau die
Eingabe fiir die Bestimmung eines entsprechenden Renormierungsfaktors.

10.4.2 Anomale Dimension des schweren Diquarksystems

Fiir das schwere Diquarksystem, also das System aus einem leichten und einem schweren
Quark, ergab sich fiir die Vertexfunktion in Kapitel 9

11
VO = 14 208" + > M. (10.62)
=1

(h)

. sind nun nach ¢ zu entwickeln. Dabei sind prinzipiell ver-
schiedene Vorgehensweisen moglich. Zum einen kénnen die Faktoren E;, Fy und @), relativ
zu () entwickelt werden. Dies vereinfacht die Rechnung erheblich, da die Entwicklungen
der einzelnen Faktoren sehr dhnlich sind. Auflerdem ist der Faktor (); bereits aus den
masselosen Rechnungen des ersten Teils der Arbeit bekannt. Ein anderes Verfahren ist
die Entwicklung in den Parameter eg5 des modifizierten minimalen Subtraktionsschemas.

Die einzelnen Koeflizienten b

Dieses Verfahren soll hier angewandt werden, wobei jedoch wie in den vorangegangenen
Kapiteln statt egzg wieder e geschrieben wird, um die Notation zu vereinfachen. Mit Hilfe
dieser Entwicklung ergeben sich neben einem generellen Faktor

A= ?Zfrﬁ)béfz(_Zw)_Zs - (z;()/;i <%> - ?4%2 = a;ﬁf) (10.63)

fiir die Einschleifen- und M7 fiir die Zweischleifenkorrekturen (als Grenzfall ist hier & — 0
angegeben) die Koeffizienten

Vi =Cga, V=0, (10.64)
2 1 1
Vi =0p (503 - CA)v Vo =—Cp (CB(l —4¢(2)) — C4(1 - C(Q)))
Dies 18t sich umrechnen auf die Renormierungsfaktoren

Zl = V! = Cga und (10.65)
Zh o= ViV S 6 = —C(Call = 40(2)) - Ca(1 = ((2))).

woraus sich schliefilich die anomale Dimension

F = _zj_;cBa 14 (Z_;)? Oy (cB<1 —4¢(2)) — Oa(1 - ¢<2>>) +0(a7)  (10.66)
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ergibt. Der mesonische Fall [45] 148t sich durch die Ersetzung C'yz — C erreichen. Schlief}-
lich kann noch die Konsistenz in Gleichung (10.53) nachgewiesen werden. Es ergibt sich

N 11 4 5 4
VIVE+ e VE+ 6,V = CR+ <—§CA + gTFNf> Cp + <§CA - gTFNf> Cp =

= COp(Cp—2C4) = 2V, (10.67)

10.4.3 Anomale Dimension des leichten Diquarksystems

Die unrenormierte Vertexfunktion ist hier

4 11
v =143 (Agcobg{’; +>° Agcibgf?) (s4(n —2n,)), (10.68)
=1

=0

und durch eine Entwicklung in ¢ erhdlt man neben einem generellen Faktor

2 1\ 2 2N\ € 2 .
(4m)2== \ p? (4m)2== \ p? (4m)? 4w
fiir die Einschleifen- bzw. A% fiir die Zweischleifenkorrekturen die Koeffizienten
AR CB((nW 94— 1),
Vo = CB((nW 9 4 (n, —2)(s, +2) 4 a— 1),
C
. TB(ch(nw —2) = O (110 — 44n., +39) + ATp N (n, — 3)(n,, — 1)) und
C
vl 3_5(903(13n§ — 96n% + 248n% — 256, + 88 + 4(n, — 2)%s,) +
—72CF(n, — 3)(n, — 1) — C4(18n] — 144n> + 28902 + 128n, — 444) +
—ATpNy(n? = 160, +24) ). (10.70)

Uber die Koeffizienten des Renormierungsfaktors ergibt sich die anomale Dimension

] Ay
w = —2.C5 ((nw —2) +a- 1) +
1 /a,\2
5 (52) Cs(9C(5n3 — 4003 + 10402 = 96m, + 24+ 4(n, - 2)s,) +
—72Cp(n, — 3)(n, — 1) — C4(18n] — 144n> + 28902 + 128n., — 444) +

—ATpNy(n2 = 16n, +24)). (10.71)

Auch hier ist die Konsistenzbedingung (10.53) erfiillt, die anomale Dimension des leichten
Mesons, wie sie in [45, 50, 51] bestimmt wurde, ergibt sich erneut durch die Ersetzung
Cg — Cp. Hinzuweisen ist darauf, daf} die Umkehrung, also die Berechnung der baryoni-
schen Beitrédge aus den mesonischen, nicht moglich ist.
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10.4.4 Anomale Dimension des irreduziblen Vertex
Zur Korrektur der unrenormierten Vertexfunktion tragen diese Graphen mit

4 7
INGUEDY (Z Aé(]@?) (s4(n — 2n,)Y (10.72)

7=0 =1

bei, es ergeben sich ein genereller Faktor A% und die Koeffizienten

Vi = Ch(2n —8n, +9),

2

Vo= 73(9% — 10 4 6s,)(n., — 2), (10.73)
damit schlieflich die anomale Dimension
. 2
AW = o (%) C2(9n, — 10 + 65, )(n,, — 2). (10.74)

Interessant zu bemerken ist, dal die unrenormierte Vertexfunktion in der Zweischleifen-
ordnung einen 1/e*-Pol besitzt, wihrend aus verstandlichen Griinden keine Einschlei-
fenkorrekturen existieren, welche diese Singularitdt aufheben koénnten. Daher liefert die
Konsistenzbedingung (10.53) hier keine Identitat. Ist man {iber diese Tatsache erstaunt,
so vergifit man leicht, daf der irreduzible Vertex im Gegensatz zu den bisher behandelten
Fillen kein in sich geschlossenes System darstellt, sondern immer nur in Verbindung mit
den anderen Teilsystemen gesehen werden kann. Die Kiirzung kommt daher auch durch
das Wechselspiel zweier Pole erster Ordnung der schweren und leichten Teilgraphen in der
Nichtlinearitat von Gleichung (10.53) zustande, wie noch gezeigt werden wird.

10.4.5 Anomale Dimension des Baryons

Durch Addition aller Beitrage der Storungsreihe geméf

V=142AV00 L AV L AVED (it AV = o) 1) (10.75)
beziehungsweise der entsprechenden anomalen Dimensionen
v = 2980 + 480 4 4 (10.76)
ergibt sich schliellich die anomale Dimension
a, 5
Y“Wwvo o= _QECB((nW_Z) —|—3Cl—1) —|—
L ragy\2 4 3 2
+5 (E) Oy (CA(18nW — 1440° 4 28907 + 1280, — 516 + 72¢(2)) +
—9Cg(5n] — 40n2 4 106n2 — 104n, 4+ 24 + 4(n, — 2)s, + 32((2)) +
720 (0., — 3)(n., — 1) + ATp N, (n? — 160, + 24)). (10.77)

Hier ist die Konsistenzbedingung (10.53) wieder erfiillt. Zur Berechnung der anomalen
Dimension des Stroms miissen schliefllich noch die anomalen Dimensionen der dufleren
Beine hinzugerechnet werden. Zunéchst bis zur ersten Ordnung gerechnet, ergibt sich hier

a,

1= (= 20s((n, = 2" 430 = 1) + 3C(a = 1) +0(al) (10.78)
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Setzt man hier die Werte C = 4/3 und Cg = 2/3 der QCD ein, so verschwindet die
Abhéangigkeit von der Eichung. Daher werden auch in zweiter Ordnung diese Werte sowie
Cy = 3 und Tp = 1/2 explizit eingesetzt und die Feynman-Eichung verwendet. Doch
bevor dies geschehen kann, mufl noch eine wichtige Frage geklart werden.

10.5 Beziehungen zwischen den Schemata

Die Stréme von Baryonen wie die des A-Baryons enthalten im allgemeinen die Matrix ~s.
Wie schon vorher erwdhnt, gibt es in n # 4 Dimensionen zwei verschiedene Schemata,
diese Matrix zu behandeln, ndmlich dasjenige nach 't Hooft, Veltman, Breitenlohner und
Maison [17, 31], welches hier abkiirzend mit dem Kiirzel ,HV* versehen sei, und das Sche-
ma eines antivertauschenden ~s, hier mit , AC“ bezeichnet. Beide Schemata sind bereits in
Kapitel 6 behandelt worden, und ihr Auftauchen in der Matrix I liefert grundsétzlich an-
dere Regeln fiir die skalare Darstellung der Grundstrukturen I';. Im 't Hooft-Veltmanschen
Schema wird 5 aus 7%, v, 4* und 4* aufgebaut,

% = T = T mumen P, (10.79)
daher ergibt sich n., durch Subtraktion des urspriinglichen Wertes von 4. Gleichzeitig
wechselt s, sein Vorzeichen, da eine weitere Matrix v, mit ins Spiel kommt.

Im naiv antivertauschenden Schema dreht sich das

Vorzeichen beider Regeln in (10.60) um. Diese Vor- ‘ T ‘ n, ‘ 5, ‘ Baryonen
zeichenwechsel heben sich aber bei allen Grund- ~AC 0 | +1]A,
strukturen wieder auf. Die sich aus beiden Sche- ,;xc,y T 1A
mata ergebenden Werte fiir n, und s, sind der - T o1 22 %
nebenstehenden Tabelle zu entnehmen. Gleichzei- T 5 -1 217 Zi
tig sind dort auch die Baryonen angegeben, denen %ﬂ/ bbb
diese Werte von I' entsprechen. Eingesetzt in die 75Hv d-lA
Formel fiir +; ergeben sich die folgenden anomalen ¥y | 3|+ A
Dimensionen:
=2 ey o (2
JAC _ g (M + 516¢(2) + 40N, = 796) (12
=12 ey o ()
yAo _ 4(47T + 5(166(2) + 20N, —322) (75)
— 4(0‘5) L 16¢(2) + 20, — 200 (0‘5)2 10.80
o1 = — E‘l‘g( (2) + 20N, — )E ; ( )
8 /oy 1 g\ 2
T2 = g (E) + 5(4841(2) + 8N} + 324) (E) :
=5 (2) o -, 2 ()
YV = 8(47T + 5(16¢(2) — 24N, +260) (T2
=1 (2 o v o ()
A 4(47T + 5(16¢(2) — 12N, +206) (72

10.5.1 Die naive Nicht-Abelianisierung

An dieser Stelle kann eine Vorschrift getestet werden, die unter dem Namen ,naive Nicht-
Abelianisierung® bekannt ist und die Grofle der Zweischleifenkorrektur abschatzt, indem
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sie im einfach zu berechnenden Beitrag der Diagramme mit einer leichten Quarkschleife
die Zahl N; durch N; —33/2 ersetzt. Die Qualitét dieser Abschétzung zeigt sich auch hier
in den meisten Fillen mit einem Fehler von 15 bis 30%. Nur im Fall des Stromes Jx; (und
damit auch Jg«y) ist die Abschatzung sehr schlecht. Jedoch ist die anomale Dimension in
diesem Fall um eine Groflenordnung kleiner als in den anderen Féllen.

10.5.2 Die endliche Renormierung

Interessanter ist die Beobachtung, dafl die Differenz der anomalen Dimensionen zu den
beiden verschiedenen vs-Schemata eine Korrektur zweiter Ordnung darstellt, die zudem
noch proportional zum Koeffizienten 3, der Betafunktion ist. Diese Beobachtung legt es
nahe, die beiden renormierten Strome selbst durch einen endlichen Renormierungsfaktor
in Beziehung zu setzen [52],

T () = 2™ (), (10.81)

wobei der Index ,,I' andeutet, dafl sich die Renormierung eben auf die explizite Gestalt
von [ bezieht. Die unrenormierten Strome dagegen miissen natiirlich {ibereinstimmen, da
sonst eines der beiden Schemata seiner Funktion, die Rechnungen von 4 auf n Raumzeit-
Dimensionen zu iibertragen, nicht nachkdme. Dies beides liefert die Beziehung

ZJHV — ZJACZF (1082)

zwischen den Renormierungsfaktoren und damit

leZF
dlnp

g\ 2
"}/1—\ = = ")/JHV — ")/JAC jr— OF (—) . (1083)

47

Setzt man Zr = Ap(a,(p)/47) an, so ergibt sich andererseits

dZy poda(p) o a,

Der Vergleich beider Ergebnisse liefert in niedrigsten Ordnung der Stoérungsreihe nun
tatsachlich die Proportionalitat zu 3,, Ar8;, = Or. Mit

16
O% = ?CB(lch - 4TFNf),

8
OW5%‘ = OW5WO = ch(llCA — 4TFNf) und (1085)

mem = Opprpre = 0

ergibt sich
(78 g

Ly =1— SECBv Ligry = Limgryg =1 — 4ECB und Lvsyinyy = Loy = 0. (10.86)

Die Vertexstrukturen I' = v57;, v57:7; und 7577 sind der Vollstdndigkeit halber mit
diskutiert, obwohl die sich nicht in den hier betrachteten baryonischen s-Wellenzustianden
widerspiegeln. Der bereits von anderen Autoren [52] berechnete mesonische Fall ergibt
sich erneut durch die Ersetzung Cz — Cp.
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10.6 Renormierungsgruppeninvarianter Strom

Bereits im ersten Abschnitt wurde ausfithrlich auf die Renormierungsgruppe eingegangen.
Hier soll das Prinzip noch einmal fiir einen Strom J vorgefithrt werden, um dann zu
einem Strom zu gelangen, der eine Invariante der Renormierungsgruppe ist oder, wie man
auch sagt, eine Verbesserung des Stroms durch die Renormierungsgruppe darstellt. Die
Renormierungsgruppe fiir den Stromoperator J ergibt sich aus der Tatsache, dafl der
nackte Strom .J° = Z;.J nicht von der Renormierungsskala y abhéngig ist,

dln J° dinZ; dinJ wdJ
— — _I_ — f')/J_|__—
dlnp dlnpg — dlnp J dp

d J(p)=0 10.87

< M@‘F’YJ (n) =0. (10.87)

Ein invarianter Strom 1483t sich nun konstruieren, indem mit einem Wilson-Koeffizienten
C(ag(p)) multipliziert wird. Wie angedeutet, soll dieser Koeffizient nur iiber die starke
Kopplung von der Skala abhéngen. Aus der Forderung der Invarianz des so konstruierten
Stroms Ji,, 1= J(p)C(a,(p)) ergibt sich dann eine Differentialgleichung fiir den Wilson-
Koeffizienten,

d d
0= s = (=) Clatu) =0, (10.85)
welche sich umschreiben 148t in die gew6hnliche Differentialgleichung

(asmas)di _ w(%)) Clay) = 0. (10.89)

Die formale Lésung dieser Gleichung ist

as(r) a) da
Cla () = exp ( / ’g&f %) , (10.90)

und entwickelt man die Betafunktion und die anomale Dimension des Stroms bis zur

zweiten Ordnung,

Bla) = 51%4‘52 (%)24‘--- = 51% <1+%%+--->7 (10.91)
wa) = () 4 = (1 2 ). o

so ergibt sich in dieser Ordnung

“Wq(a)da (2 B2\ asp)
[ R 2 (2-5) 5 o

und damit

Cloudy) ey (14 22 (2= ) 2o, (10.94)
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Eine Verbindung zwischen Strémen zu verschiedenen Skalenwerten, also das Fvolutions-
verhalten des Stromes, ergibt sich ebenfalls aus der Invarianz der konstruierten Groéfie

Jinv7

Jinv = J(a)Clas(pa)) = J(u)Clas(m)) =
J(pa) = J(pa)Cay(1n)Clas(p2) ™ =2 J(un)U(pr, 1) (10.95)

as(p1) a) de
Upnyti) = exp ( [ %f%) . (10.96)

#2)

(L) (142 (2 - ) el o)),

Man erkennt an dieser Formel, dal zur Berechnung der Invariante eines Korrelators in
erster Ordnung der Stérungsreihe die Kenntnis der anomalen Dimension zweiter Ordnung
erforderlich ist, wie bereits zwei Kapitel zuvor angedeutet.




Kapitel 11

Zwelpunktkorrelatoren

Der Korrelator Il zweier baryonischer Strome, auch als Zweipunktkorrelator bezeichnet,
bildet den Ausgangspunkt fiir die Aufstellung der Summenregeln, daher ist ihm dieses Ka-
pitel gewidmet. Ein Korrelator verkniipft allgemein die den schweren Baryonen zugeord-
neten Stréome an raumzeitlich getrennten Punkten miteinander. Zu beachten ist dabei, daf3
zu jedem Grundzustandsbaryon zwei interpolierende Strome J; und Jy (der Vertexstruk-
tur I'y bzw. I'y = I'19) mit denselben Quantenzahlen existieren. Daher wird im Korrelator
jeder der beteiligten Strome im allgemeinen aus der Linearkombination J = aJ;+(1—a).J,
der beiden interpolierenden Stréme gebildet. Der allgemeine Korrelator besteht also aus
Anteilen mit gleichen interpolierenden Stréomen, den diagonalen Korrelatoren 11y, und
ITy5, und einem Anteil mit verschiedenen interpolierenden Strémen, dem nichtdiagonalen
Korrelator 11,5 = IIy;. Diese Aufspaltung wird erst fiir die konkrete Rechnung wichtig.

Die Darstellung des Zweipunktkorrelators im Impulsraum ist gegeben als
Hw=p-v)= i/<O|T{J(:1;)J(O)}|O>eimd4x (11.1)

und kann aufgespalten werden in eine skalare Korrelatorfunktion P(w) und einen spinor-

abhéngigen Anteil,

M(w) = F’HTwF& Sp(T'T)2 Sp(rr1) P(w). (11.2)

wobei I', T und 7 fiir die jeweiligen Strome in Gleichung (7.20) definiert sind.

11.1 Die Operatorproduktentwicklung

Der Korrelator wird zunéchst in einem unphysikalischen Bereich —w ~ 1 —2 GeV berech-
net und enthélt perturbative und nichtperturbative Anteile. Letztere konnen im allgemei-
nen grof sein, und ihnen wird Rechnung getragen durch die Entwicklung des zeitgeord-
neten Produktes der Stréme in eine Potenzreihe beziiglich der Massendimension d. Diese
Operatorproduktentwicklung (OPE) [53] schreibt sich als

T{J(2)J(0)} = ) Cu(«*)Os, (11.3)

wobei die Operatoren O, lokale Operatoren der gegebenen Dimension und Cy(z?) die
entsprechenden Wilson-Koeffizienten der OPE sind. Abbildung 11.1 zeigt die ersten sechs

156



11.1. DIE OPERATORPRODUKTENTWICKLUNG 157

-

(f)

06000X

T X00000

~~
~—

(a)

Abbildung 11.1: Fithrende Graphen zur Operatorproduktentwicklung

Terme der Operatorproduktentwicklung. Diese Graphen wurden in Ortsdarstellung in der
Fizpunkteichung z"* A, (x) berechnet [43, 54, 55] und ergaben ohne radiative Korrekturen

P(l) = _g(t)i\i—iév (11.4)
Py(t) = _5,()327:3506(?@]{0;#27 (11.5)
P = S 00 (11.6)
PAt) = i) o), 1)
PAO = 80y 0 ~ () wd (1)
Pt) = SN ) (1.9)

144N*

Dabei ist 5*( t) = i0(t) (0(t) ist der Propagator des schweren Quarks ohne Spinoranteile

im Ortsraum), (G'G) das Gluonkondensat und (g(0)q(t)) das nichtlokale Quarkkondensat,
das sich um (gq) := (g(0)¢(0)) entwickeln 148t

2,2 4
_ - mgt T (GG
) = 1 ) 11.1
(0)a0) = taa) {1+ - + T2 (1110
Moglich ist auch eine Entwicklung in eine Exponentialreihe [56]
mét?
(q(0)q(1)) = (qq) exp< 106 > , (11.11)

deren Term zur Ordnung #* dreimal so grof§ ausfillt. Fiir die Kondensate liegen numerische

Standardwerte (fiir ¢ = 1 GeV') vor [57, 58],

(qg) ~ —(0.23GeV)?,
a,(GG) =~ 0.04GeV*'  und (11.12)
9:(G0,,G"q) =1 mi{qg) mit m§ ~ 0.8GeV>.
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Diese Werte haben sich aus der Analyse einer Vielzahl hadronischer Systeme mittels der
QCD-Summenregeln ergeben und sind zu einer Genauigkeit von ungefahr 30% bekannt.
Schliefllich bezeichnet ¢ die Baryonfamilie, ¢ = 1 steht fiir die Ag-Baryonen und ¢ = —1/3
fir das Baryondublett {3, ¥5}. Zu beachten ist, daB das Vierquarkkondensat in P.(t)
nédherungsweise in ein Produkt aus zwei Zweiquarkkondensaten zerlegt werden kann [57].
All diese Graphen fiigen sich in die Operatorproduktentwicklung ein, wenn man sie geméafl

Oo=1, O3=1(qq), O4=(GG), Os=miqq), ... (11.13)

sortiert und die sich ergebenden Koeffizienten als Wilson-Koeffizienten interpretiert. Zu
beachten ist jedoch, daff aufgrund der Diracstruktur die Graphen (a—c) mit geradzahliger
Massendimension zu den diagonalen und die Graphen (d—f) mit ungeradzahliger Massen-
dimension zum nichtdiagonalen Korrelator beitragen.

11.2 Die Spektraldichte

Die skalare Korrelatorfunktion P(w), die fiir positive reelle Werte von w Pole vom Grund-
zustand und den angeregten Zustdnden besitzt, erfiillt fiir negative reelle Werte von w die

Dispersionsrelation [59]
[oe] /d !
P(w):/ Pl (11.14)
0

w —w —10°

Der Imaginarteil p(w) := Im(P(w))/m wird als Spektraldichte bezeichnet. Eine Fourier-
transformation der Korrelatorfunktion in Gleichung (11.14) fiihrt auf

P(t) = %/ P(w)e ™ dw = i@(t)/ p(w)e™ ¥ dw =: S(t)P(t). (11.15)

— 0
Diese Korrelatorfunktion ist derjenigen der Operatorproduktentwicklung gleichzusetzen,
um die entsprechende Spektraldichte zu erhalten. Zuséatzliche polynomiale Terme in w,
durchaus in Gleichung (11.14) auf der rechten Seite denkbar, kénnen jedoch nicht auf-
treten, da ihre Fouriertransformation die Deltafunktion 6(¢) und ihre Ableitungen liefern
wiirde, welche in der Operatorproduktentwicklung nicht erscheinen. p(t) kann nun zu

imagindren Zeiten ¢t = —i7 analytisch fortgesetzt werden und liefert so eine Laplace-
Transformation -
]5(—@'7'):/ p(w)e™™ dw, (11.16)
0
und ihr Inverses bestimmt sich als
1 fotico
p(w) = 57 /C_ioo P(—uT)e dr, (11.17)

wobei ¢ eine reelle Konstante ist, die grofier als alle Pole von P(t) gewahlt wird. In der
Operatorproduktentwicklung treten nur ein- oder mehrfache Pole in ¢ = 0 auf, und es
ist leicht nachzurechnen, daB fir n > 0 Terme wie P(t) = 1/t"t' Spektraldichten der
Form p(w) = 1"t 0(w)w" /n! liefern, wihrend sich polynomiale Terme der Form p(t) ="
als Distributionen p(w) = (—7)"6(w — 0) niederschlagen, wie die umgekehrte Rechnung
mit Gleichung (11.16) zeigt. Diese polynomialen Anteile sollen formal zu einem Term P,
(“pc” steht fiir “power counting”) zusammengefafit werden, denn es wird sich im néchsten
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Kapitel zeigen, dafl sie nach der dort eingefithrten Borel-Transformation Termen entspre-
chen, die durch einfache Substitution aus den Termen der Operatorproduktentwicklung
ohne den ,,Umweg® iiber die Laplace-Transformation gebildet werden kénnen. Ohne diese
Terme ergibt sich fiir No =3

~ N0' (0) w5
Po(t)=——35 = ro (@) =555
- No'qq) {q9)w?
PS(t) = 1 ﬂ_QNOtg = pQO)(w) = - 2 9 (1118)
N co, (GGYNg! ) co, (GGHw
Py(t) = — d
=Ny, e @ 3273 o
R Ne'!'mi(qq) ¢ (0) ms(9q) €
Py(t) = — - - (1 . —).
(1) =~ TN No 1) T W= 2

11.3 Strahlungskorrigierter diagonaler Korrelator

Der Hauptteil der Arbeit dieses zweiten Teils bestand in der Berechnung von Strahlungs-
korrekturen sowohl zum fithrenden diagonalen wie zum fithrenden nichtdiagonalen Kor-
relatorterm. Das Programmpaket, welches zur Berechnung der Zweischleifen-Strahlungs-
korrekturen Verwendung fand, erwies sich dabei als ausbaufdhig, auch Korrelatoren zu
berechnen. Wesentliche Anderungen bestanden in der Einfithrung von zwei statt einem
Stromvertex und in der Behandlung der hier erforderlichen Dreischleifenordnung. Es zeig-
te sich, daff die Dreischleifenintegrale sich in ein ,inneres* Zweischleifenintegral und ein
waufleres” Integral zerlegen lieflen. Dazu war aber eine Schachtelung der Strukturen not-
wendig. Besondere Methoden verlangte dabei die Diracstruktur, bei der die Berechnung
des inneren Schleifenintegrals noch Freiheitsgrade fiir das &uflere Integral offenhalten muf}-
te. Diesem Problem, der Konstruktion einer Pre-Diracstruktur, soll daher gesondertes
Augenmerk geschenkt werden.

11.3.1 Konstruktion der Pre-Diracstruktur

Ziel dieser Konstruktion ist es, die kovariante Entwicklung der zu berechnenden Integrale
umzuordnen, wenn noch die Integration tiber einen Entwicklungsvektor (der hier als u =
p/+/p* bezeichnet wird) aussteht. Ein typisches Beispiel fiir ein solches Integral ist

soCm 79 [ [ (55) (3) (e ) 20+ 90 G g (1119

Dieses Integral werde symbolisch geschrieben als Q(u) = [u, v, p, #]Q""?(u), und die kova-
riante Entwicklung von Q*"*(u) in u ist gegeben als

Q" (u) = ¢"'u" Az(u) + ¢ u” Bs(u) + ¢" u" Csy(u) + u'u"u” Ds(u), (11.20)

wobei der Index an den Koeflizienten die Anzahl der Lorentzindizes andeutet. Mit dieser
Entwicklung ergibt sich

Q) = [, o, b, W) As(ue) + [0 8k gy W) Bs(w) — [, v, v, W] Cs(w) + [k, b, ok, w] D). (11.21)
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Diese Entwicklung kann auf eine Entwicklung mit vier freien Indizes projiziert werden,
die gegeben ist als

Qu) = [, v, p,d]Q(u) = [, p, plAs(w) + [pv, 1, V] By(u) + [, v, v, p]Calu) +
[t g5 0, W] D) + [,y g, ] Eg() + [0, %, %, ] Fy(w) + [, v, v, w] Gy(u) +
+ [, vyt V)V Hy () + [ty 1, py p) La(t) + [ty 1, 1] J4(u0). (11.22)

Die Zuordnung
A3 — 1)47 B3 — E147 03 — G4 und D3 — J4, (1123)

die sich durch Anhédngen eines unkontrahierten Index ergibt, ist eindeutig. Aus diesem
Grunde kann gleich der Fall mit vier Indizes betrachtet werden. Eine Integration iiber
den noch ausstehenden Entwicklungsparameter v fithrt fiir Q)(u) erneut zu einer Ent-
wicklung, diesmal jedoch in den Entwicklungsvektor v. Der Trick besteht nun darin, dafl
diese Entwicklung bereits vor der Integration vollzogen werden kann (daher der Name
»Pre-Diracstruktur®). So ergibt sich beispielsweise

/ PRI R / wPu? Dy(s) = oo pr o) DY =

= [M7M7p7 U](ngA2D4 —I‘ UPUUB2D4) =
= [M?M?pvp]A2D4 + [M?M?wvw]B2D47 (1124)

wobei Ay und By jetzt als Operatoren zu verstehen sind. Diese Beziehung gilt auch unin-
tegriert,

[M,M,W,W]D4(U) = [M,M,p,p]A2D4(u) + [M,M,w,w]B2D4(U)- (1125)

Diese Entwicklung kann an jedem der Terme von Q(u) vorgenommen werden und liefert
eine Neusortierung der Koeffizienten. Die subtilen und sehr technischen Rechnungen seien
auch hier dem Anhang D iiberlassen.

11.3.2 Berechnung der Zwei- und Dreischleifenintegrale

Zu berechnen sind die in Abbildung 11.2 dargestellten Graphen. Es handelt sich um einen
Zweischleifengraphen (0) und vier Dreischleifengraphen (1-4). Als Beispiel soll hier der
Graph (1) berechnet werden. Zunéchst einmal ist fiir ihn ein kombinatorischer Faktor
2 zu beriicksichtigen, da der an der Linie des schweren Quarks gespiegelte Graph nicht
gesondert berechnet wird. Der Farbfaktor des Graphen ergibt sich als

Ne+1

€ijk(Ta)§:/(Ta)§/€i/j/k =...= —W{f”k@”k = —CBNcl. (1126)

Ohne diese Farbstruktur bleibt

[1]50(r () o (55) 7 (55) (o)

o i d"k d'l d"p B
(—igsv )w +p-v+l-02m)" (2r)" (2m)" -

o)

1

'w—l—p-v—l—k-v

=/ [[svenn () (7) (=)
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Abbildung 11.2: Bornscher Beitrag (0) und radiative Korrekturen (1-4) zum fiihrenden
Term des diagonalen Korrelators

w w d"k d"l <—1> d"p

CHp otk o) @rp ot @ \F ) Ty

= [0 (5) o (1120

wobei der Index (co) den fithrenden Korrelatorterm bezeichnen soll. Als Impulse wurden
(—p) fiir die untere leichte Quarklinie, (—/) zu Beginn der oberen leichten Quarklinie und
der Restimpuls (p 4 [) fiir den Beginn der schweren Quarklinie gewdhlt. Zu erkennen
ist, dafl die verbundenen Teile, also die obere leichte und die schwere Quarklinie, vorab

berechnet werden kénnen, wobei p als duflerer Impuls fungiert. In diesem Fall konnte
auch bereits die Pre-Diracstruktur eingebaut werden, indem der einzige noch verbleibende
Entwicklungsparameter durch v ersetzt wurde. Das innere Zweischleifenintegral

0 = & ffsutiona (2) () ()
' (w+p-j+k.v) (w—l—p:—l—l-v)(;ljr];” (j;én

(11.28)

kann zerlegt werden in eine Diracstruktur Sp(I'y,%v,I'¢), eine Impulsstruktur k¥ und
ein Stammintegral

i (p) = z_%// <;—21> <;_21> <ﬁ> | &k dl

'(w—l—p-v—l—k-v)(w—l—p-v—l—l-v)(2#)”(2#)” -

- —4g; 9w Co))2=3) _
= (4#)”(—2(w—|—p-v))2( 20w+ p-v)) I5(1,1,1,1,1)

= oAt o)) I(1,1,1,1, 1), (11.29)

Zu beachten ist bei der Verwendung des HQET-Zweischleifenintegrals, dafl w durch w+p-v
zu ersetzen und entsprechend vorher auch die Zahler zu wahlen sind. Die Entwicklung in
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Kovariante liefert
l;(lco)(p) = Sp(Py,¥7,I¥)(Ag" + Bv'v") = ASp(Dvy,v"T'¢) + BSp(l'vvvly) =
= ((2—n)A+ B)Sp(IyI'y) =: ((2—n)A + B)Ty, (11.30)

als Operatoren erhilt man

fiir I, (k-1)— %(—Z(w—l—p-v))Q( “—A-B), (11.31)
fie Ly (ko)(I-0) = (2004 p-0)(0 - P)(1 - Q) (11.32)

und damit letzten Endes

(o), \ _ : o(n_3 2(n — 2)E7 (n—2)(3n — 10)F, N
20 = gt -0 (5 ~ e a7

(11.33)
Zur abschliefenden Integration iiber p verbleibt also ein Faktor, der einem ,effektiven®
schweren Quarkpropagator entspricht. Zu berechnen bleibt das Stammintegral

[ () (ﬁ)H G = (2R (aa

und die Anwendung des zu (p - v) gehérigen Operators 1 (—2w)(1 — P) liefert

-1 w d"p i(—2w)" ! 2(n —2)(2n —7)E;
/ <p_2> <w +p- v> (p-v) (2m)"  (4m)? 9E,(3n —11)(3n — 10)(3n — 8)(3n — 7)
(11.35)
mit s := (1 —¢)°T'(1 + 6¢). Das Auftreten des Ausdrucks E, im Nenner ist eine Kon-
sequenz daraus, dafl der zweite Fintrag der HQET-Einschleifenfunktion nicht ganzzahlig

ist. Insgesamt ergibt sich schliellich

2n — 2)(2n — 7)E5T,
9F,(3n —11)(3n —10)(3n —8)(3n — 7)
2(n — 2)E7 (n—2)(3n — 10)F;
(i~ Gt ) (1

- 2
7(co) —1G; 3n—7
b = (47T)3/2(—2w)

Bereits eingefiithrt wurde die Grundstruktur I'y. Sie ist einfachstes Mitglied einer ganzen
Klasse von Grundstrukturen, nach denen sich die Diracstrukturen klassifizieren lassen

(dhnlich wie im Fall der Stréme in Gleichung (8.9), es ist I'; = Sp(T'sT';%)),

Iy := Sp(I'vl'y), [y := Sp([y.Iy"), [y = Sp(Ty, 7,809y y"),

I's = Sp(Dv,7,7,[7"9"9"*) und I, = SP(Ty,7, 7,7 ¥ Ty v y*).  (11.37)

Diese Grundstrukturen kénnen im Falle einer antisymmetrischen Diracstruktur des Vertex
geméf Gleichung (10.60) erneut durch die Zahlen n. und s, ausgedriickt werden. Es
zeigt sich jedoch, dafl in allen betrachteten Féllen von Baryonen Ag und {¥g, X5} stets
Ip=— Sp(T'T) ist. Und schlieflich ist noch auf einen generellen Faktor 2 fiir alle Graphen
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hinzuweisen, der solche Graphenbeitrige beriicksichtigt, welche durch Drehung um 180°
um die schwere Quarklinie, also durch Uberkreuzung der leichten Quarklinien entstehen.
Er spiegelt sich im Faktor 2 des Korrelators in Gleichung (11.2) wider. Von den Faktoren
dieser Gleichung ist also bereits I"1(149)I"2 Sp(77') herausgezogen worden. Die Beitréige
der berechneten Graphen sind daher zu vergleichen mit

1 _ 1.

8p(IT) P(w) = =210 P(w), (11.38)

um P(w) zu erhalten.

11.3.3 Ergebnisse der Zwei- und Dreischleifenintegrale

Die Ergebnisse aus der Berechnung der Zwei- und Dreischleifenintegrale lassen sich nach
dem eben angesprochenen Vergleich in der Form

P(w):%(%(]@b&j ?m/z Z(Jb ) (n—2n,))  (11.39)

zusammenfassen, wobei die Koeffizienten bg;o) in Anhang E aufgefiihrt sind. Die Farbfak-
toren C; sind gegeben als Cy = Ng!, €y = Cy = —Ng!Cg und C3 = Cy = Ng!Cp. Eine
Entwicklung dieser Gréle in e = egpg liefert

mit
107 1
o _ LU0 1
B o= -5 Bo= o (11.40)
PO = 2 (4907n? — 18408n, + 34352) — —(n,, — 2)s, +
O T A T 45"
2 176
+ 55719502 = T80n, + 1946)¢(2) = —=C(3),
32 4
1 o e 2 - 2
P = 225(61n 234n., + 396) + 45§(2) und P; 45(7% 4n., +6),

wobei auch p = uyg gewéhlt ist (vgl. dazu Gleichung (10.26)). Die Entwicklung ist noch
zu vervollstandigen durch die Entwicklung der Potenzen

—2w\ T —2 2¢2 —2
<—w> | —acln <—w> + L5 In? <—w> - (11.41)
I I 2 I
2w ) a’e? 2w ) 2
l—asl{ln| — )+ )+ In| — ) 4+ =
I 2 I

2w ) a’s? o [ 2w ) 2w 2a252
= l—acln| =) —imac + —In? [ = ) +imra?%In - .
I 2 I " 2

X

X
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Die unrenormierte Spektraldichte p°(w) = Im(P(w))/m ergibt sich also einfach aus P(w),
wenn man die jeweilige Potenz durch —a?c? In(p/2w) — ac ersetzt,

PPlw) = (3412;541” {(165 n (2 )+4 ) <Pg+ éPOl> ’
) () o) (1 L )| -

~te { (16P01 In (%) + 4P§) et 4P 4

320°
(dm)t"

X

ay(p) 2 H 1, 6,
- <36P In (%) +6P + =P ) | (11.42)
Die Subtraktion der Pole geschieht wie bei der Korrelatorfunktion mit Hilfe der Renormie-
rungsfaktoren der Strome. Da die Spektraldichte nur bis zur ersten Ordnung der Stérungs-
reihe bestimmt wurde, reicht auch hier die erste Ordnung,

asCF 2
TEe ((n’V_Q) +2) 347_[_

AT D2 _dn, 4 6) =14+ —(Z,)) (11.43)

dme
(wegen v; = —2(Z;)7 und Gleichung (10.78)), und es ergibt sich mit Z; := 2(Z;);

0 —2 320° . 1 4 1

6
+4 <36P1 1n(2 )—|—6P1—|— P1>] (11.44)

Zu beachten ist, daf} die jeweils gerade noch relevante Potenz von ¢ beriicksichtigt wurde.

Die Subtraktion gelingt, da 6 P = 4P Z] ist. Mit Z] = 3P}/2P; ergibt sich dann

pél)(w,/,c):pé)( )(1—|—E(r11n( )+r2)) mit

O, — 320, MW 11.45
po (W) = (At ° T B5(m)t 207 (11.45)
36P2 — 16PL 7] 36P? — 24P? 3P? s
- — = = —(nZ2 —4n, +6) und
! 4P} 4P} P! 3( g 1 +6)
6P — AP0 7} 6(PLP — p2po 8
ry = — oz _ SR - Bby) —(38n2 — 137n,, + 273 + 60¢(2)).

4P 4(Py)? 45

Zu erkennen ist, dafl diese Rechnung das Ergebnis ,080) (w) fithrender Ordnung fiir den
Korrelator reproduziert. Durch die Renormierung (bestehend aus dimensionaler Regula-
risierung und Subtraktion nach dem MS-Schema) erhilt die Spektraldichte jetzt allerdings
eine Abhangigkeit von der Renormierungsskala . Die Spektraldichte kann nun entweder
durch Multiplikation mit einem Wilson-Koeffizienten (vgl. Gleichung (10.90)) in eine In-
variante der Renormierungsgruppe verwandelt oder fiir einen festen Wert der Renormie-
rungsskala bestimmt und fiir andere Werte mittels Gleichung (10.95) berechnet werden.
Hier wird der zweite Weg eingeschlagen, fiir die Renormierungsskala wird dabei der Wert
i =1GeV verwendet, an dem auch die Kondensatwerte bekannt sind.
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11.4 Strahlungskorrigierter nichtdiagonaler Korrelator

Wie bereits erwéhnt, tritt beim nichtdiagonalen Korrelator an die Stelle der Vertexmatrix
[ die Matrix ['¢. Da die Spur iiber eine ungerade Anzahl von Diracschen Matrizen aber
verschwindet, tragen zum nichtdiagonalen Korrelator eben die Graphen bei, die eine unge-
rade Summe von Vertizes und Propagatoren auf den leichten Linien aufweisen. Es sind dies
in fithrender Ordnung der Stérungsreihe die Graphen (d—f) der Abbildung 11.1. Zum Gra-
phen (d), der von diesen drei Graphen in der Operatorproduktentwicklung den fithrenden
Platz einnimmt, soll in diesem Abschnitt die Strahlungskorrektur erster Ordnung berech-
net werden. Dabei tritt als neue Feynmanregel diejenige fiir das Quarkondensat hinzu.
Sein Impuls verschwindet, und anstatt des leichten Quarkpropagators ist der normierte

Faktor

W5]5b< qq), (11.46)

zu wahlen, wobei 7 und j Farb- und a und b QCD-Indizes sind. Es ergeben sich ein
Einschleifen- und acht Zweischleifengraphen, wie sie in Abbildung 11.3 dargestellt sind.

11.4.1 Ergebnisse der Ein- und Zweischleifenintegrale

Die konkrete Berechnung der einzelnen Diagramme kann hier iibergangen werden, sie folgt
denselben Prinzipien wie bei den Strahlungskorrekturen zum Korrelator. Zu beachten ist,
dafl aufgrund des Quarkkondensats die Anzahl der Graphen verdoppelt ist, dafiir aber
der entsprechende kombinatorische Faktor wegféllt. Auch hier lassen sich die Ergebnisse
in

P(w):;<%0058?) 2” - ZC&‘”) (n—2n))  (11.47)

zusammenfassen, mit Farbfaktoren Cy = Ng!, Oy = Cy = Oy = Cy = C5 = —Ng!Cpg und
Ce=Cr=0Cg = NC’CF, die Koeffizienten b(qq) sind erneut in Anhang F zusammengefafit.
Eine Entwicklung in & = egg ergibt

Plw) = <QQ>%M_%K—%> B <P8+§P&> +

as(p) [ —2w o o, Lo, 1o
+47T <M> P1+5P1+€2P1

mit
Py = 4, P =2, (11.48)
P = 2(14@ — 50n,, + 65 + (14n., — 25)s,) +
+§(18n3 — 20, + 87 + 18(n,, — 2)s,)((2) — %4(3),
Pl = %(mni —44n, + 51 + (12n, — 22)s,) + ?g@) und

2
P12 = §(2n3 —8n, + 74 2(n, —2)s,).
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Ahnlich wie bei der Berechnung der anomalen Dimension des baryonischen Stroms kann
man auch hier feststellen, daf bei Wahl einer allgemeinen kovarianten Eichung der eich-
abhangige Term herausfallt, wenn die QCD-Werte Cg = 2/3 und Cr = 4/3 verwendet
werden, wie es bei der letzten Formel geschehen ist. Dieser Konsistenznachweis verleiht
dem Ergebnis eine zusétzliche Sicherheit. Wie im Fall des diagonalen Korrelators ent-

wickelt man die Potenzen (—2w/u)™* nach ¢ und erhédlt so die unrenormierte Spektral-

dichte
o (1 () w2e) (r 4 202) 4+
0‘4(: (165 1n( ) tde ) <P10 + éPf + 51—2112)] _

[(413 In ( )—|—2P0)5—|—2P01 +

Plw) = —(qq

X

—{qq

4
<16P1 ln —|—4P1 + P1>] (11.49)

Bei der Renormierung mit Hilfe der Renormierungsfaktoren der Stréme ist zu beachten,
dafl im Strom J die Matrix I' durch I'¢ (oder I'yg im Ruhesystem des schweren Baryons)
ersetzt ist. Dies fithrt zu einer Ersetzung von n., die sich mit Hilfe der Definitionen

in (10.60) ergibt,

YY" = 2%l =709 = 2907 — 7.7 % = (11.50)
= 2(=1)"s, Iy = (=1)""(n = 2n, )l = (=)™ F " (n — 2(ny + 54)) 0,

also n., = n, + s, wahrend s, dasselbe bleibt. Damit ist dann aber

a,Cr oy -
A AR Tre ((nW—I—SW—Z)Q—I—Z) 3 T (n3—4n7—|—7—|—2(nw—2)sw) =: 1+@(ZJ)%.
(11.51)
Zur Renormierung tritt ferner der Renormierungsfaktor des Quarkkondensats,
!
Zgg=1-— P (20 11.52
¥ 47r5 + 4#5( o)1 (11.52)
so daB fiir Z; nun
2
24 = (Z)+ (20} 4 (Zy)} = (20 = S, +7 4 2(n, — 2)s,) (11.53)

zu setzen ist. Es ergibt sich dann

plw) = p(w)Z5 27 2 =

4w

2
i e [QPI - = <4P11 (Q’L) 2P0+ gP&) 7 4

X
|
A
=
N
3
\73

% (16p21 AP} 4P 11.54
—I_E 1H(2 )‘|‘ 1+ 1 ( . )

und auch hier gelingt die Subtraktion wegen 4P} = 2P} Z}, man erhilt

() = o) (142 (nin () +72)) it



11.4. STRAHLUNGSKORRIGIERTER NICHTDIAGONALER KORRELATOR 167

(0) Aw? 16w’ (q9)

_ = opl — _ _ _\9 11.
Py (w) <QQ>(47T)2 o <QQ>(47T)2 R (11.55)
_ 16P?—4P}ZI  16P? —8P?  4P?
= 2P] - °oPr P}
4
= §(2n3—8nw—|—7—|—2(nw—2)sw) und
_APE—2P7E A(PLPY - PRRY)
T TR - 2(Fy)?

2
= g(8n§ — 28n., + 37 + (8n, — 14)s, + 8((2)).

@55\ 6666
(0) (1) (2)
0 02
& 2,
£ 2
g ]
% S
\0\0\0 999
(3) (4) (5)
86007
éggﬁb\@\
g3
\0%&&999%
(6) (7) (8)

Abbildung 11.3: Bornscher Beitrag (0) und radiative Korrekturen (1-8) zum fiithrenden
Term des nichtdiagonalen Korrelators



Kapitel 12

QCD-Summenregeln

Ziel einer Analyse schwerer Hadronen muf} es sein, wesentliche Parameter des Hadrons aus
denjenigen seiner Bestandteile herzuleiten. Zu ihnen gehéren die Masse des Hadrons oder
die mittlere kinetische und chromomagnetische Energie des schweren Quarks im Innern
des Hadrons. Es handelt sich hierbei um nichtperturbative Parameter, die nicht allein mit
Hilfe der Stérungstheorie berechnet werden kénnen. Méglich, aber nicht besonders fun-
damental angelegt ist hier die Benutzung von Potentialmodellen. Daneben beanspruchen
Rechnungen auf dem Gitter und QCD-Summenregeln einen immer wichtiger werdenden
Platz bei der Berechnung dieser Gréfien.

Dieses Kapitel soll sich mit der Anwendung von Summenregeln auf die Bestimmung der
Masse schwerer Baryonen befassen. Grundlegend fiir diese Methode ist, daf} die Bindungs-
energie A = mp —myg des Grundzustandes sich im Spektrum als die Energie niederschlégt,
bei der ein ein scharfes Signal auftritt. Dieses Spektrum wird durch die im letzten Ka-
pitel berechnete Spektraldichte beschrieben. Die von Shifman, Vainstein und Zakharov
entwickelte Methode [57] setzt die im unphysikalischen Bereich w < 0 berechnete Spek-
traldichte auf den physikalischen Bereich fort. Der Vergleich mit dem phanomenologisch
zu erwartenden Spektrum liefert dann die QCD-Summenregel, welche durch Anwendung
der Borel-Transformation weiter verbessert wird.

Nach der Vorstellung dieser Methode fiir schwere Mesonen wurde diese zunéachst auf den
Fall schwerer Baryonen unter der Annahme eines unendlich schweren Quarks angewen-
det [43], ohne die effektive Theorie schwerer Quarks dabei zur Verfiigung zu haben. Baryo-
nen mit grofen, aber endlichen Massen wurden in [60, 61] untersucht. Die Einfithrung der
effektiven Theorie (HQET) verstiarkte die Aktivitat auf dem Gebiet der Summenregeln
(siche beispielsweise [40] fiir einen Uberblick iiber die Summenregeln im Grenzfall der
Symmetrie schwerer Quarks (HQS)). So wurden HQS-Summenregeln fiir schwere Baryo-
nen aufgestellt und diskutiert [54, 62], aber auch Korrekturen dieser Summenregeln durch
eine endliche Quarkmasse untersucht [63]. Waren all dies Rechnungen zu fiithrender Ord-
nung in der starken Kopplung gewesen, so erwiesen sich die néchstfithrenden Terme als
wichtig. In [64, 65] wurden radiative Korrekturen zum Korrelator der schweren Mesonen
mitberiicksichtigt.

168
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12.1 Das Residuum

Die QCD-Summenregel entsteht durch die Gleichsetzung des in dem letzten Kapitel
entwickelten theoretisch berechneten Korrelators mit seinem phénomenologischen Ge-
genstiick. Dieses kann ausgedriickt werden als eine Reihe von Polen tiber Grundzustands-
und angeregten Zustandsenergien sowie das Kontinuum. Die entsprechenden Residuen des
Korrelators werden beschieben durch die Residuen der baryonischen Strome, die fir die
Grundzustandsbaryonen gegeben sind als Fg (B = A, ¥, ¥*) mit

1
ZQ>:E

wobei u und u” die tiblichen Spinoren zu Spinwerten 1/2 und 3/2 sind. In der HQS
stimmt Fy. mit Fy {iberein. Bezeichnet | X) allgemein einen baryonischen Grund- oder

(0]JalAg) = Fau, (0]Jg|¥q) = Fru und (0] Js.

Fyeu”, (12.1)

Anregungszustand, so ist der phdnomenologische Korrelator zunachst gegeben durch
1(0[Ix [ X)]*
g +1r 12.2
2 ZO (w)7 ( )

wobei die Summe sowohl eine Summe iiber die diskreten Zustdnde wie auch ein Integral
tiber das Kontinuum beinhaltet und II'(w) fiir mogliche Subtraktionsterme (Polynome
in w) steht. Der Nenner der Summe entsteht durch die Auswertung der Differenz zwischen
der Masse des Baryonzustandes und seinem Impuls, der schwach von der Massenschale
abweicht,

¢ —my = (mgou+p)* — (mg +wy)* ~ 2mg(w — wx). (12.3)

Fiir den baryonischen Grundzustand X = B ergibt sich wg = mp —mg = A und damit
schlieBlich fiir die skalare Korrelatorfunktion

Pw) = LBP_|_ Z %|F—X|2_|_p/(w) (12.4)
CA—w—10 X;éBwX—w—iO '

(die bei ¥* zusétzlich auftretende Summe iiber die Lorentzindizes kiirzt den Normierungs-
faktor in der Definition der Residuen, P'(w) ist der dem Subtraktionsterm I1I'(w) entspre-
chende skalare Korrelatoranteil). Die entscheidende Annahme der QCD-Summenregeln,
wie sie in [57] vorgestellt wurde, besteht nun darin, daf sich die angeregten Zustande zu
einem Kontinuum ,,verschmieren® lassen, dessen Gestalt genau durch die Spektraldichte
p(w) des theoretischen Teils (ohne den Anteil p,.(w)) parametrisiert wird und an einer
Schwellenenergie Eo beginnt,

wy —w —10 W —w—10" '

X+£B Ec

Durch Gleichsetzung der phédnomenologischen Korrelatorfunktion mit der theoretischen

in Gleichung (11.14) ergibt sich

e / ple) !
0

A—w—10 w —w —10

+ Po(w) + P'w). (12.6)
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12.2 Die Borel-Transformation

Die soeben entwickelte Summenregel ist fiir eine Analyse noch nicht geeignet. Um In-
formationen iiber den Grundzustand zu erhalten, mufl man sich der (positiven) Grund-
zustandsenergie A vom negativen Ende der reellen Achse her nihern, und die Gewichts-
funktion des Integrals wichtet gerade Spektraldichten bei dieser Energie auf, wahrend die
Spektraldichte am sichersten fiir betragsméflig grofle negative Werte von w bekannt ist.
Wiinschenswert wére eine Extrapolation dieser Spektraldichte von diesem Bereich hin zu
w ~ A. Eine solche Extrapolation la8t sich mit Hilfe von Ableitungen bewerkstelligen,
und diese Ableitungen kénnen einen umso hoheren Grad annehmen, je mehr man (—w)
wachsen 1at. Dies ist der Grundgedanke der Borel-Transformation, welche den Grad n
der Ableitungen und die Grofle (—w) fiir w — oo in ein festes Verhéltnis setzt und in ihrer
Wirkung auf eine Funktion f(w) beschrieben wird als

BA(T) = B () = tim L

—W,n—>00 n' dujn

flw), T= _7“ fest. (12.7)

Das Verhéltnis T', das die Einheit einer Energie trigt, wird als Borel-Parameter bezeich-
net. Mit Hilfe der Stirlingschen Formel und der Definition der Eulerschen Konstanten [23]

n 1\"
n! & (E) 2mn, <1 + —> ~e fiir grofle Werte von n (12.8)
n

€

kann die Wirkung der Borel-Transformation auf die Gewichtsfunktionen bestimmt werden,

B ! = lim (zw)? d” ! = lim (_w)nﬂl " ! =
T —w —wn—rco n! dwtw —w —wn—rco n! dwr =1 (W' — w)? o
= lim (_w)n+1n’ ! = lim < - >n+1 B
—W,n—>00 n' ) (uj/ — w)n-l—l —W,n—>00 uj/ — W
n+1 / —n—1
- () cm(ier) -

Die Borel-Transormation verbessert die Summenregel auf zweifache Weise. Zum einen
verwandelt sie die Gewichtsfunktion in eine Exponentialfunktion, welche die Spektral-
dichten fiir grofie Werte von (—w) starker wichtet als die fiir niedrige Werte. Zum anderen
fallt durch die beliebig hohe Ableitungsordnung der unerwiinschte Subtraktionsterm als
Polynom in w weg. Die Borel-transformierte und damit verbesserte Summenregel lautet

1 5 Eo .
§|FB|2€_A/T - / p(w)e ™/ Tdw + BP,(T) =: K(E¢, T). (12.10)
0

An dieser Stelle soll der Anteil P, (w) genauer betrachtet werden. Er 1afit sich auf ver-
schiedene Arten bilden, die natiirlich alle zum selben Ergebnis fithren miissen.

Der erste Weg besteht in der Fouriertransformation der Anteile P,.(¢) der Korrelatorfunk-
tion im Ortsraum. Fiir einen Term P (t) = S(t)t™ = i0(t)t™ ergibt sich

P(m)(w):/ P<m>(t)emdt:i/ (e L. (12.11)

00 0
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Fiir w > 0 ist der Integrand in den Bereich Im(t) > 0 analytisch fortsetzbar, das Integral
kann durch eine Wick-Rotation auf die obere imagindre Achse gelegt werden, und die
Wabhl einer imagindren Zeit ¢ = o7 liefert

P(w) = z/ 1meid = —/ (e7)"e”Tdr = " e dr = L
0 0 “ Jo
mmb "m! (—2)"m!
= — w—m/o e “Tdr = el T = (12.12)

Fiir w < 0 ist eine Drehung auf die negative imaginare Achse moglich, es ergibt sich jedoch
erneut dasselbe Ergebnis, welches auch den Pol bei w = 0 widerspiegelt.

Alternativ dazu kann von dem Anteil an der Spektraldichte p,.(w) ausgegangen werden,
der fiir PU™(t) = i0(t)t™ einen Beitrag p{™ (w) = (—i)"6™(w — 0) liefert, wie bereits
festgestellt wurde. Die Dispersionsrelation (11.14) ergibt dann

L e Y L

w —w —10 (W' —w —10)?

) © H(w = 0)du’ (—2)"m!

— (=) = , 12.1
(=i)"m /0 (@ —w =0~ (—w =0y (12.13)
Die Borel-Transformation dieses Anteils kann also sowohl durch die Anwendung des Borel-

Operators selbst wie auch durch die Auswertung des entsprechenden Spektralanteils er-
folgen. Fiir die Borel-Transformation des soeben bestimmten Anteils P (w) ergibt sich

_ n+1 n _amo
5 plm) _ plw) plm) L ()t (=) m!
BPYN(T) = By (P"™(w)) = _lim e
B . (_w)n-l-l d71 (_Z)mm’ B
B —wl,ggoo(m—l_l) n!  dwrTl (—w)mt? I
Cmamlcitml fmn\™ e (i)
= lim = lim [ —— (_) —
—W,n—+00 m’n’ (_w)m n—oo e e (nT)m
) <m—|—n>m<m—|-n>” m 4 n (—i)"
= lim =
n—00 e n n (nT)m
. N\ m m\ m+1/2 m\ 7 (_Z)m
= Jim (2) ()T () o =
) L ) (12.14)

n—co (nT)m Tm

Geht man von der Spektraldichte aus, so erhalt man

Py = [ e T = (i) [ 5 /T, —
BP(T) = P (w)e dw = (—1) 3w —0)e dw =
0 0

1 [Pe
= (_Z)mT/ 5(m_1)(w — O)G_W/wa = ...
0

(—T@ﬂzm/(J Cé(w—o)e—w/% = (_Tflm (12.15)

Es zeigt sich die Gleichheit beider Vorgehensweisen. Und auch die einfache Regel fiir den
Ubergang von polynomialen Anteilen P, (¢) zu BP,.(T') wird klar: Unter Auslassung des
Propagators S(t) des schweren Quarks wird ¢ durch —i/T ersetzt.
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12.3 Strahlungskorrigierte diagonale Summenregel

Die berechnete Spektraldichte pél)(w, p) zum diagonalen Korrelator findet Verwendung
bei der Aufstellung einer diagonalen Summenregel. Aufgrund der Diracstruktur, die stets
eine gerade Anzahl von Diracschen Matrixen verlangt, tragen zu dieser Summenregel
neben diesem strahlungskorrigierten Term nur die Spektraldichte ,0510) (w) sowie die in ¢
polynomialen Anteile aus den Graphen (b) und (c) der Abbildung 11.1 als Anteile von
EPPC(T) bei. Alle Bestandteile werden in die Borel-transformierte Summenregel (12.10)

eingesetzt.

12.3.1 Eine neue Klasse von Funktionen

Fiir die Berechnung des Integrals tiber die Spektraldichten kann die Klasse der unvoll-
stindigen Gammafunktionen (siehe [66], 6.5.13) verwendet werden. Sie seien hier ein-
gefiihrt als

2?2’ zk
/—exdx_1—<1+x+§+§+ +H>€_x' (12.16)
Mit ihrer Hilfe ergibt sich zunéachst (mit x¢ := E¢/T)

Be N [Fo 5 N To b Ng!
/0 P w)e™ !/ Mdw = =< Ce T = —OTG/O e = Z T°fs(xc),

I PO 7t 5!
EC EC
(0) —w/T - ca (GG) —w/T ; ca (GG
/0 Py (w)e dw = 30, we dw = o T fi(xe). (12.17)

Betrachtet man diese Ausdriicke, so dhneln sie einer Laplace-Transformation, allerdings
iiber ein endliches Integrationsintervall, welche die Anteile w®/5! und w bis auf die Funk-
tionen f5(z¢) und fi(z¢) (die aber fiir x5 — 0o gegen Eins streben) in T° bzw. T? trans-
formieren. Die Endlichkeit der Integrationsgrenze spielt insbesondere dann keine Rolle,
wenn diese Anteile beziiglich w fiir steigende Werte verschwinden. Das ist hier nicht der
Fall, hat aber fiir den Anteil P,. der Korrelatorfunktion zu der einfachen Ersetzungsregel
gefiihrt.

Fiir die strahlungskorrigierten Anteile der Spektraldichte ist eine weitere Klasse von Funk-
tionen notwendig, welche das Auftreten von Logarithmen berticksichtigt,

/ —lnxe ' o’ (12.18)

Dieses Integral kann mit Hilfe der Integralexponentialfunktion

FEi(—=z) ::/ ‘ dz’, / C de = ve (Eulersche Konstante) (12.19)
T 0

x/

(vegl. [23], Integral Nr. 451) ausgedriickt werden,

1
/ —lnxe Ydy' = ln:zjfk(:zj)—/o ;fk(x/)dx/ = (12.20)
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1 z 1 l’/ $/2 $/k_1 ,
- / - - - - / —
In 2 fi(x) /0 x/d:z; —I—/0 <$,-|-1—|-2!—|-3! +.. 4+ " >e dx
fl(l') fz(l')_l_ fk—1(=’1?) _

R A e
= (o) = 1)+ e+ Bi (o) + ol + 20 A0 Sl
wobei fir die letzte Umformung
N _ o s
/0 (e = e’ = (e l’_1)+~yE_/x In'e~ do’ = (12.21)

_a/’/

€

- 1n:1;(e_x—1)—|—’yE—ln:1;e_x—/x =

dv' = —Inz + v + Ei(—x)

verwendet wurde. Fiir die in Gleichung (11.45) gegebene Spektraldichte ,oél)(w,/,c) ergibt

sich mit Hilfe dieser Funktionen
Ec
/ pél)(w,/,e)e_w/wa = (12.22)
0
N¢! o 2T
— ﬂ_—i |:T6f5(xc) _|_ 4(/7::L) T6 <T’1 <1H <7> f5($0) -I— fg(xc)> —I‘ 7“2f5($0)>:| .

Insgesamt erhilt man fiir die strahlungskorrigierte diagonale Summenregel

Ne! 2

1 5 E
§F2(M)6—A/T = — [T6f5(;1;0) + cBLT? fi(ne) + Es exp <—2T—g> + (12.23)

+Z—;T6 <r1 <ln <%> fslwe) + f§($c)> + Tzfs(l'c))}

unter Verwendung der Abkiirzungen

Eeq mo 'l Ta(GG)

To = Tv EO = T? (Eq)S = _QNC <QQ> und (EG)4 = 32NC(NC _ 1)

. (12.24)

wobei F' den Betrag eines der Residuen Fg (B = A, X, ¥%) bezeichnet. Fiir o, wird die
laufende Kopplung verwendet, die fiir N; = 5 aktive Flavours auf der Resonanz des Z-
Bosons (myz = 91.187 GeV') zu a,(myz) = 0.118 normiert wurde. Sie ergibt fiir 4 = 1 GeV
und N; = 3 aktive Flavours einen Wert von a,(p) = 0.333.

12.3.2 Numerische Analyse der diagonalen Summenregel

Summenregeln dienen zur Bestimmung der in ihnen enthaltenen freien Parameter Fg, A
und F'. Um diese drei Parameter aus der einen Gleichung zu extrahieren, ist zum einen
eine reichliche Portion an Geschick und Intuition, zum anderen aber ein Kriterium nétig,
welches eine solche Bestimmung auslotet. Als Kriterium wird die Konstanz der Parame-
ter A und F in ihrer Abhéingigkeit vom Borel-Parameter T verwendet, da dieser keine
physikalische Bedeutung besitzt. Die Methode ist selbstkonsistent, besitzt jedoch keine
Gewiéhr fiir Stabilitdt in jedem Fall.
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Abbildung 12.1: Analyse der diagonalen Summenregel fiir das schwere Baryon Ay ohne
(links) und mit Strahlungskorrekturen (rechts)
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Abbildung 12.2: Analyse der diagonalen Summenr

egel fiir das schwere Baryondublett

{¥0, X5} ohne (links) und mit Strahlungskorrekturen (rechts)
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Der Bereich, aus dem die Werte des Borel-Parameters zu wahlen sind, das ,,Fenster® der
Untersuchung also, wird durch zwei Bedingungen begrenzt. Um die Operatorprodukt-
entwicklung konvergent zu halten, ist zu fordern, dafl die néchstfithrenden Terme nicht
mehr als 30% des fithrenden Terms ausmachen. Der Vergleich der Borel-transformierten
Spektraldichte

EC EC
/ pio)(w)e_w/wa mit / pél)(w,u)e_w/wa (12.25)
0 0

bei £ = 1000 MeV liefert eine untere Schranke von T' > 300 MeV. Auf der anderen Seite
sollte das Kontinuum der Summenregel, das aus den angeregten Zustianden und dem
physikalischen Kontinuum besteht, keinen Beitrag liefern, der héher ist als das zehnfache
des Grundzustandbeitrags. Diese Forderung driickt sich aus als

K(oo,T)— K(Eq,T) < 10K(Eg,T). (12.26)
Fir K- = 1000 MeV liefert dies eine obere Schranke von T' < 400 MeV'. Zu untersuchen

bleibt also ein ziemlich schmales Fenster fiir den Borel-Parameter, und zu untersuchen
ist in diesem Fenster zunichst einmal die Abhingigkeit der Grundzustandsenergie A fiir
verschiedene Werte der Schwellenenergie . Eine Formel fiir die Grundzustandsenergie
erhilt man durch Ableitung der Summenregel nach 77",

A=—(K(Ec,T))™" K(Eq,T). (12.27)

dT—1
Diese Analyse wurde fiir fiinf verschiedene Werte von Ko durchgefiihrt, die sich im Ab-
stand von 100 MeV um einen als besten angesehenen Wert FE2™' gruppieren. Die sich
ergebende Grundzustandsenergie wurde dann zusammen mit denselben fiinf Werten fiir
E¢ in einem zweiten Schritt dazu verwendet, um das Residuum zu analysieren,

_ 1/2
F= (QeA/TK(EO,T)) . (12.28)

Die Analyse der Summenregeln fiir das schwere Baryon A ist in Abbildung 12.1 darge-
stellt. Die Teilabbildungen (a) und (b) zeigen die Analyse der Summenregel ohne Strah-
lungskorrektur, in (a) ist die Grundzustandsenergie A und in (b) das Residuum dargestellt.
Die Analyse ergibt hier

A(A) =780+ 50 MeV  im Bereich FEg(A) = 1200 + 100 MeV (12.29)
mit dem Wert |Fy| = 0.023 +0.001 GeV?® fiir das Residuum.

Die Teilabbildungen (¢) und (d) stellen die Analyse der strahlungskorrigierten Summenre-
gel dar. Die durchgezogenen Kurven dind diejenigen fiir A;, die gestrichelten fiir A,. Man
erkennt eine Abweichung, die aber unter die Genauigkeit der Fehlerabschatzung fallt. Es
ergibt sich

A(A) =750 £ 50 MeV  im Bereich FEg(A) = 1050 £+ 100 MeV (12.30)
mit dem Wert |Fy| = 0.025 +0.002 GeV?® fiir das Residuum.

Die Analyse der Summenregel fiir das schwere Baryondublett {3,3*} erbrachte ohne
Strahlungskorrekturen (Abbildung 12.2(a) und (b))

A(S) = 900 £50 MeV  im Bereich  E(3) = 1300 = 100 MeV (12.31)
mit dem Wert |Fg| = 0.027 £0.002 GeV?® fiir das Residuum
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und mit Strahlungskorrekturen (Abbildung 12.2(c) und (d))

A(Z) = 940 £50 MeV  im Bereich  Eo(S) = 1300 + 100 MeV (12.32)
mit dem Wert |Fg| = 0.038 +0.003 GeV?® fiir das Residuum.

Mit den hier gewonnenen Vorhersagen fiir die Grundzustandsenergie A und mit Hilfe
experimenteller Daten fiir die Massen der Baryonen [67] lassen sich die Polmassen von
Charm- und Bottom-Quark bestimmen. Es ist m(A,) = 2284.9 4 0.6 MeV, m(X}) =
2453.5 + 0.9 MeV und m(A,) = 5641 + 50 MeV, woraus sich Polmassen m, ~ 1520 MeV
und m;, ~ 4890 MeV bestimmen lassen. Die experimentelle Differenz m(A.) — m(3)) ~
167 MeV ist nahe der hier erhaltenen Differenz m(A) — m(¥) ~ 190 MeV. An dieser
Stelle sollen nur die Zentralwerte angegeben werden. Die Genauigkeit der Vorhersagen ist
verkniipft mit der inneren Genauigkeit der Summenregelmethode und ist wahrscheinlich
nicht besser als 20%, was die bisherigen Fehlerangaben iibertrifft.

12.3.3 Anmerkungen zum ~5-Schema

Die hier dargestellten Ergebnisse wurden mit Hilfe des naiv antivertauschenden ~5-Sche-
mas erzielt [33]. Die Abweichungen, die durch Wahl des HVBM-Schemas [17, 31] entstehen,
sind etwa in der Groflenordnung der Abweichung durch Wahl der verschiedenen Stroman-
teile. Dartiber hinaus benétigt das HVBM-Schema Regulationsterme, um den entspre-
chenden Ward-Identitédten geniigen zu konnen. Diese Zusatzterme treten bei dem naiv
antivertauschenden 7s-Schema nicht auf. Es sei abschliefend erwéhnt, dafl die in Glei-
chung (10.86) vorgestellte endliche Renormierung die Ergebnisse der zwei y5-Schemata
wieder in Ubereinstimmung bringt.

12.4 Strahlungskorrigierte
nichtdiagonale Summenregel

Zur Aufstellung der nichtdiagonalen Summenregel werden die Spektraldichten pgl)(w, 1)

und ,0(50)(@) sowie die in ¢ polynomialen Anteile aus den Graphen (d—f) der Abbildung 11.1

in die Borel-transformierte Summenregel (12.10) eingesetzt. Es ergibt sich

2N¢!

1 < c
SP (e = — B [T?’fz(xc) -(1-%) <E3Tfo(wc) -

2 Eé OKSCF ES
§7>) 367 75 T
—I—Z—;T3 <r1 (1n (%) falze) — ff(:zﬁg)) + r2f2(;1;0)>] . (12.33)

Dabei gelten dieselben Abkiirzungen wie in Gleichung (12.23). In dieser Formel steckt
auflerdem die Annahme, dafl die Residuen zu J; und J, nahezu iibereinstimmen, was
durch die Ergebnisse aus der Analyse des diagonalen Falls gerechtfertigt ist.

12.4.1 Numerische Analyse der nichtdiagonalen Summenregel

Fiir die nichtdiagonale Summenregel zeigt sich das ,Fenster® erlaubter Werte fiir den
Borel-Parameter T' sehr viel weiter gedffnet. Es ergibt sich hier aus denselben Forderun-
gen der Bereich 250 MeV < T < 1000 MeV. Aufgrund des weiten Bereiches erweist es
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Abbildung 12.3: Analyse der nichtdiagonalen Summenregel fiir das schwere Baryon Ag
ohne (links) und mit Strahlungskorrekturen (rechts)



12.4. STRAHLUNGSKORRIGIERTE NICHTDIAGONALE SUMMENREGEL

1.4

1.3

1.2

1.7

1

0.9

bound state energy (in GeV)

0.8

)

©
O
N

0.05

residue F (in GeV’

0.04

0.03

0.4

0.4

|

[

£ = 1700 MeV -
| | | ‘ | | | ‘ | |

0.c 0.8 1
T (in GeV)

(a)

|

|

/

/

£ = 1700 MeV
= 1260 MeV

0.6

(@]

>

0.8 1
T (in GeV)

(b)

1.4

1.5

1.2

1.7

1

0.9

0.8

0.4

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

‘ I
F = 1210 MeV -

\

\

|

0.0 0.8 1
T (in GeV)

()

£ = 1210 MeV -
A = 950 MeV

\

/

Abbildung 12.4: Analyse der nichtdiagonalen Summenregel fiir das schwere Baryondublett

{¥0, X5} ohne (links) und mit Strahlungskorrekturen (rechts)




180 KAPITEL 12. QUCUD-SUMMENREGELN

sich bei der Analyse dieser Summenregeln als sinnvoll, die Parameter nicht mit Hilfe einer
Konstanz der Schwellenenergie I, sondern derjenigen des Residuums F' zu bestimmen.
Die Konstanz kann mathematisch formuliert werden als der Anteil des Fensters, inner-
halb dessen das Residuum in einem schmalen Wertebereich bleibt. Trégt man diesen Wert
(zwischen Null von Eins) iiber der Ebene aus ¢ und A auf, so ergibt sich ein schmaler
,Gebirgszug“, der A und Ey in eine iiber weite Strecken lineare Beziehung zueinander
setzt. Demgegeniiber ist es schwierig, ., Gipfel“ auszumachen, also ein optimales Paar der
beiden Energiegrofien. Dennoch ist diese Methode in schwierigen Sitationen hilfreich.

Fine solche Sitation tritt eben bei der Analyse des schweren Baryons A auf, die in Abbil-
dung 12.3 dargestellt ist (es gilt dieselbe Aufteilung in Teilabbildungen wie im diagonalen
Fall). Wahrend bei Betrachtung der Summenregel ohne Strahlungskorrektur noch eine
Optimierung der Schwellenenergie méglich ist, gelingt dies mit Strahlungskorrektur nicht
mehr. Hier muf} auf eine Optimierung des Residuums zuriickgegriffen werden. Die Analy-
se fiir das schwere Baryondublett {Xg, X%} in Abbildung 12.4 ist wieder problemlos. Die
Ergebnisse der Analyse lassen sich aus Tabelle 12.1 ablesen.

Summenregel fiir . .. E¢ A F

Ag (0. Ordnung) 850 £ 100 MeV | 680 & 100 MeV [ 0.019 £ 0.003 GeV?
Ag (1. Ordnung) 800 £ 100 MeV | 600 & 100 MeV | 0.022 £ 0.002 GeV?
Yo (0. Ordnung) 1700 £ 100 MeV | 1260 & 100 MeV | 0.055 £ 0.002 GeV?
Yo (1. Ordnung) 1210 £ 100 MeV | 950 & 100 MeV | 0.039 £ 0.003 GeV?

Tabelle 12.1: Ergebnisse aus der Analyse der nichtdiagonalen Summenregel (fithrende
Ordnung und Korrekturen erster Ordnung)

12.5 Projektion auf die groflen Komponenten

Wie zu Beginn des Kapitels erwédhnt, wird der baryonische Strom allgemein durch die
Linearkombination J = a.J; 4+ (1 — a).J; beschrieben. Fiir die Wahl « = 0 oder a =1 fiir
beide am Korrelator beteiligten Stréome ergeben sich daraus die diagonalen Korrelatoren,
fiir @ = 0 fiir den einen und a = 1 fiir den anderen beteiligten Strom der nichtdiagonale
Korrelator. Wahlt man dagegen « = 1/2 fiir beide beteiligten Strome, so bedeutet dies,
daf durch die Kombination der Vertexstrukturen der Projektor (1+%)/2 entsteht, welcher
alle Spinoren auf die groflen Komponenten projiziert, also auch allen auftretenden leichten
Quarks den Charakter schwerer Quarks verleiht. Dies ist in etwa zu vergleichen mit der
Situation im Quarkkonstituentenmodell (constituent quark model).

12.5.1 Numerische Analyse der Summenregel

Verwendet man erneut die Konstanz des Residuums als Maf} fiir die Giite der Energie-
parameter Fe und A, so liefert dies auch hier eine nahezu lineare Abhingigkeit zwischen
E¢ und A, ohne ein Paar dieser GréBen gegeniiber anderen besonders auszuzeichnen. Fiir
die vorliegende Summenregel kann jedoch in jedem Fall die Schwellenenergie optimiert
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werden. Die Analyse ist in Abbildung 12.5 dargestellt, die Ergebnisse in Tabelle 12.2
festgehalten.

Summenregel fiir . .. E¢ A F
Ag 830 £ 100 MeV | 600 & 100 MeV | 0.020 £ 0.002 GeV?
Yo 1200 £ 100 MeV | 920 £ 100 MeV | 0.038 & 0.002 GeV?

Tabelle 12.2: Ergebnisse aus der Analyse der Summenregel des Quarkkonstituentenmo-
dells (mit Strahlungskorrekturen erster Ordnung zum diagonalen und nichtdiagonalen

Anteil)

12.6 Vergleich der Analysen

Den Abschluf} dieses Kapitels soll die Gegeniiberstellung der Analyse der drei Summenre-
geln bilden. Zunachst kann man mit einem gewissen Grad an ,,physikalischer Genugtuung®
feststellen, dafl die Summenregeln nur sehr schwach von der Wahl des jeweiligen Stromes
Ji bzw. J, abhéngig sind. Dies wurde bereits im Abschnitt zur diagonalen Summenregel
erwahnt. Da die Unterschiede unter die Fehlerschwelle fallen, verbietet sich eine Zerle-
gung der Ergebnisse in Anteile zu den entsprechenden Residuen I} und F;. Zugleich ist
aber auch ein Vergleich der Summenregeln untereinander schwierig, beruhen sie doch
auf sehr verschiedenen funktionellen Abhéngigkeiten. Man vergleiche so etwa die riesi-
ge Spanne zwischen dem Potenzverhalten des fithrenden w®-Terms in der Spektraldichte
der diagonalen Summenregel und dem nichstfithrenden w?-Term mit dem Verhiltnis in
der nichtdiagonalen Summenregel (w® zu w), was zu ginzlich anderen Wichtungen fiihrt.
Unter den genannten Vorbehalten wird hier dennoch ein Mittelwert aller drei Analysen
angegeben, er ergibt sich zu

F\y = 0.022 £ 0.001 GeV™>,  Fy = 0.038 & 0.002 GeV ™, (12.34)
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Anhang A

Drehungen und Projektoren

Abbildung A.1: Drehung um die Eulerschen Winkel ¢, 6 und x

183
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A.1 Die Eulerschen Drehungen

Um ein kartesisches Koordinatensystem (z',y’, 2') in ein Koordinatensystem (z,y, z) mit
festgehaltenem Ursprung zu iiberfithren, bedarf es Drehungen um drei Winkel. Ein haufig
verwendeter Satz solcher Winkel ist derjenige der Fulerschen Winkel ¢, 8 und v, der in
Abbildung A.1 dargestellt ist. An dieser Stelle soll die Drehmatrix konstruiert werden.
Zu beachten ist dabei, daf} sich wie iiblich die Koordinaten genau entgegengesetzt zu den
Achsenvektoren transformieren. Angenommen, die Fulerdrehung bestiinde nur aus einer
Drehung um den Winkel . Dann gilt

cosep sing 0 1 COS
e, = R(p)e, = | —sing cosp 0 0] =|sing |, jedoch x= R(e)x’. (A.l)
0 0 1 0 0

Entsprechend verhélt es sich fiir die Drehungen

cos# 0 —sind cosy siny 0
R(9) = 0 1 0 und R(y)=|[ —siny cosxy 0], (A.2)
sinf 0 cosé 0 0 1
als Gesamtdrehung ergibt sich damit
r = R(X)R(0)R(p)x" = R(p.0,x)2’ (A.3)
mit
R(p.0,x) = (A.4)
cos p cos f cos x — sin @ sin x sinwcosf@cos xy + cospsiny  —sin#cosy
= —cospcosfsiny —sinpcosy —singcosfsiny +cospcosy  sinfsiny
cos @ sin f sin @ sin cos

Um im Fall der Quarkpolarisation die Strahl- in die Ereignisebene zu iiberfithren, kann
die Drehung um den Winkel ¢ fortgelassen werden. So sind fiir

1 1
e = 5VE(1:0.0,-1), pl = 5v/¢3(1:0,0,1) (A.5)

(gestrichene Groflen sind diejenigen im Strahlsystem) die Komponenten

000 0 00 0 0
1,01 00 1,(0 0 —i o0
n_ - 2 /4:_2
P=35a g o 1 of ™ =39 ¢ i o o (A.6)
000 0 00 0 0

des Leptontensors im Strahlsystems gegeben. Beim Ubergang ins Ereignissystem erfahren
die rAumlichen Komponenten eine Drehung gemafl

Lkl((gvX) = ka(O,G,X)Rln(O,G,X)L;rm, (A7)

welche die Ausdriicke in (2.25) reproduziert.
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A.2 Darstellung der Projektoren

Gezeigt werden soll die Darstellung der in Kapitel 2 eingefiihrten Projektoren im Ereig-
nissystem fiir die Spinrichtungen s, und s,.

00 0 0 00 0 O

~ 01 0 0 A 00 0 O

Mlos =19 9 1 0 =109 00 0 (4.8)
00 0 1 00 0 1
00 0 0

A 00 — 0
Iy = 05 0 o0 (A.9)

00 0 0
0 0 0 0

A _ 0 0 0 Cos X o _ 7

(s,) = 0 0 0 siny Hy(s,) = —1g(s,) (A.10)
0 cosy —siny 0
0 0 0 0

2 _ 0 0 0 AT A _F

H4(s,) = 0 0 0 i cos y H(s,) = —Ig(s,) (A.11)
0 —esiny —tcosy 0
0 0 0 0

o _ 0 cos? y —sinycosy 0 o A

liz(s;) = 0 —sinycosy sin? y 0 lz(sy) = Ho(s.) (A-12)
0 0 0 0
0 0 0 0

2 _ 0 0 0 —sin 'y A s

Hp(s,) = 0 0 0 ~cosy Hg(s,) = Hi(s,) (A.13)
0 —siny —cosy 0
0 0 0 0

A _ 0 0 0 1Cos Y o o

Hgp(s,) = 0 0 0 isiny HR(s,) = Ha(s,) (A.14)
0 —ecosy usiny 0
0 0 0 0

A _ 0 sin? y sinycosy 0 A _r

lo(s:) = 0 sinycosy cos® y 0 fo(sy) = Ilz(s,) (A.15)
0 0 0 0

Aus diesen expliziten Darstellungen ergibt sich mit Hilfe von (2.25) fiir die jeweilige Spin-
richtung die Entwicklung des Leptontensors in diese Projektoren.



Anhang B

Integrale und Zerfallsratenterme

Zusammengestellt werden sollen in diesem Anhang die Integrale der Typen Z, J, & und
T, wie sie in Kapitel 5 eingefithrt wurden. Wie dort erwahnt wurde, brauchen von den
Integralen in (5.39) lediglich die Integrale am ,Rand® der durch die ganzen Zahlen n und
m gegebenen ,,Ebene® berechnet zu werden, die fehlenden Integrale ergeben sich durch die
Rekursionsformel (5.40). Zu beachten ist das ergdnzende Integral, welches analog zu (5.63)
fiir jeden Integraltypen auftritt. Als Abkiirzungen werden

vi=+/1-¢, a::2—|—\/g, b::2—\/E und w::\/(l—\/g)/(l—l—\/g) (B.1)

verwendet. Dieser Anhang dient zugleich dazu, die Entstehung der im letzten Abschnitt

zusammengestellten Zerfallsratenterme darzustellen.

B.1 Integrale vom Typ Z

7(0,-1) = v<—1nA%+1n <4(1§_§)> —2> —%tg) und (B.2)
7, = v<1—22_vft3> mit  ty = m(iji) (B.3)
7(0,0) = —%ftg,—l-%v 7(1,0) = %(2—5)@—%1} (B.4)
7(2,0) = —%tﬁ:—g (B.5)
T(-1) = —zlnA%lnGjZ) + 1y mit (B.6)

ty == 2l <2(1\/%5)>1n<iz> +2<Li2 <1;”> L, <1;U>> +
3 (mz <_12_”U> L, (ﬁ))
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L(0) = S2- - (B.7)
1 s 1
() = (54 € (10— 6 (B3)

B.2 Integrale vom Typ J

J0,-1) = %<—1HA%+1H<4(1§_5)>—1> (B.9)
J, = %(1—22_U§t3> (B.10)
J(0,0) = %tg J0,1) = J(0,0) — v (B.11)
7(0,2) = 21%—;@ (B.12)
J(1,0) = 2(43%5) (B.13)
0+ (e
J(-1) = fj(_zlnA%Hg—muHm(O)) (B.15)
J(0) = % mit (B.16)
ty = Liy(w)— Liy(—w)+ Liz(%w) - Liz(—%w)
J(1) = (1=VEOT(0)+t5 mit (B.17)

o () () ()

4L, <1 ;w> ~ Li <1_2w> + Li <“(1Iw)> ~ Li <“(1;w)>

t3—U (B18)

J(2) = 15+

(1 —€)? 40—16§—|—£2t C26-¢

J(33) = B+t + NG ly+ 16 3 3

v (B.19)
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B.3 Integrale vom Typ S

S(0,-1) = In <2(1\/_A_2@> -1 8, = 1—22_U§t3 (B.20)
S(0,0) = 1—+/¢  S8(0,1) = %(1—\/5)2 (B.21)
S(1,0) = % <%> = itl ty) mit (B.22)

R
S(2,0) = 1;53/5 (B.23)
S(-1) = %(—ZIHA%@—I—M) mit (B.24)

1+¢ 14+ ]
t- = 21n< T >1n<1_v>—L12

. w . w
=20 () 2t (=) +
. 2aw . . aw . aw
i <b—|— aw> — Li; <_b — aw> — 2Liz (b—l— aw) + 2L, (_b — aw)

S(0) = tg mit (B.25)

te = In*(14+w)+In*(1 - )-I-lﬂ() n(l - 2)+Li2<a(fi\_|/_zw)>

() (S e () 2
() 0 (52) s () o

S(1) = to— 20y~ (-~ 1)+ 1~ E (B.26)
§2) = 52O~ oty — (4 — (12 €)(1y 1) +

+%<1 —VEO(18 =2/ —¢€) (B.27)
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B.4 Integrale vom Typ T

T(0,-1) = —m + Ul—z <—1nA% +1n <1 g 5) - 1> und (B.28)
7(0,0) = _233 mit ¢, := In <%> (B.29)
T, = %(1— 22_U§t3> (B.30)
T(0,1) = T(o,o)+%t0+t2 = —%tﬁ@ (B.31)
7(0,2) = _d ;\/\taomtzﬂ—\@ (B.32)
709 = 45 - @0+ 50 - VOG- VE) (B33
T(1,1) = —;;E\b/ftoJrMi)Qtl (B.34)
T(2,1) = —;;E\b/fto—16(:11_62)1621—?:224__@ (B.35)
T = $<2(21_+\\//§)(Q_to)_44+_5§§t1_t2_21:r§t3> N
—I—%(—an/\%tg—l—h) (B.36)
T(0) = %(22(2__\/? —ifgtl—tz—%t:))) (B.37)
(1) = %(2(1__\\//5)(2—%)— %tl—trzv@) (B.38)
72 = f( e - - - g -2 4
T3 = %<2(;:£)3(2_t0)_ 16+22§4—_1§2)§2+§3t1 N
_4+8i+§2t2 —9(1 —|—2§)vt3> +1— /€ + 31 (B.39)
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B.5 Tabelle der Zerfallsratenterme

(B.41)

(B.42)

(B.44)
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Anhang C

Massive Leptonen

Ab der Konstruktion des Leptontensors in (2.25) wurde die Masse der Leptonen fiir die
hier betrachteten Anwendungen vernachlassigt. Das hatte zur Folge, dafl die Zeit- oder
temporalen Komponenten des Leptontensors verschwanden. In diesem Anhang soll der Fall
nichtverschwindender Leptonmasse behandelt und ein neuer temporaler Projektor benutzt
werden, um entsprechende Beitrége zu erhalten. Ziel dieses Anhangs ist ein Vergleich mit
Ergebnissen aus [68]. Wie Rechnungen mit

1
(py) = 5\/q2(1;ﬁsin060sx,—ﬁsin@sinx,—ﬁcos@) und
1
(pt) = 5\/?(1;—ﬁsin@Cosx,ﬁsinesinx,ﬁcosﬁ) (C.1)

zeigen, ergeben sich die Leptontensorkomponenten zu

. 1
Ll = ﬁle —|— Zq2(1 _62)(HS+HU+HL)7
1

EQ = Zq2(1—ﬁ2)(H5—HU—HL),
> =0 und (C.2)
L* = oL

Dabei soll die Tilde den massiven Fall andeuten, © = /1 — 4m?/¢? ist die Geschwindigkeit
der Leptonen in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit ¢, und

~ . 9.9
Illg = (ny) mit ny = €gutoy = ;2 (C.3)

ist der neue Projektor, der im Schwerpunktsystem die (0,0)-Komponente des Hadron-

tensors herausprojiziert. Zu diesem Projektor kénnen die Projektionen bestimmt werden,
und es ergibt sich fiir die Bornsche Nidherung

Y (born) = HE* (born) = HEY (born) =0,  HZ*(born) = Nog’¢, (C.4)

fiir die Schleifengraphen erster Ordnung
HEY (loop) = HE*(loop) = HZY(loop) = 0, (C.5)
Hi*(loop) = N |(C+CY+(D+ D) (C.6)

191



192 ANHANG C. MASSIVE LEPTONEN

(wobei die Formfaktoren €' und D der Vertexkorrektur in Kapitel 3 angegeben sind) und
fiir die Baumgraphen erster Ordnung unintegriert zunachst

HEV(y,2) = Hg'y,z) = HE (y,2) = 0, (C.7)
A 4 4 2% 2 2
HiA(y,2) = dmaNeCpe[a— & -2 & 2 4 2 2, 2
vty 22 oz yzr yz oz oy

Das Verschwinden der Komponenten V'V, VA und AV ist eine Konsequenz aus der Vek-
torstromerhaltung. Die Integration {iber die Phasenraumvariable z liefert fiir die einzige
nichtverschwindende Komponente H#4

HEA(y) = 4mSNCch[{2ﬂ_4+2y}1n<2+<y>> N
Y z-(y)
Ay

1 2 2
T R i e VI

4 A1-¢ -9
IRRRIETEY: _(4y+£>2H’ €Y

die Integration iiber y ergibt dann unter Einbeziehung des relativen Phasenraumfaktors

formal

asNCCFq2§ 9

4o

AT (0) + 27,(1) 4 3Z(0,0) + 4(1 — ©)T(L,0) — £(4 — €)Z(2.0)].

Hi(tree) = (2 - O (—1) = 8I(—1,0) + 47, + (C.9)

Aus der Summe der beiden Beitrige erster Ordnung kiirzen sich die IR-Singularitéten
heraus, und die Summe 1at sich schliefllich durch die in Anhang B.5 angegebenen Zer-
fallsratenterme ausdriicken,

asNoCpq*é 3
Re(H#(ay)) = % (94 5€)v — Bvtiy — dvtyo +
3
—2(2 = €)(ts — ts) + (6 — 26 + TE%)s). (C.10)
In expliziter Form ergibt sich
Neq? a,C 3 3 3
AA . cq sYF 2 S
Hs (o) = . §{v—|— ypm {(9—|—2§)v—|—8v1n<—4vz>—|—4v1n<4> +
3 5 14+w

22— ¢) <21n <4%> In Gji) ) <Li2 <12+”U> ~Li, <1__2UU>> +
(0 (15 ()

An dieser Stelle bietet sich ein Vergleich mit den Ergebnissen aus [68] an. Dort wird die
Spektralfunktion, die im wesentlichen dem von der Schwerpunktsenergie abhéngigen to-
talen Wirkungsquerschnitt entspricht, in einen transversalen und longitudinalen Anteil
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zerlegt. Der transversale Anteil entspricht hier der Projektion U + L, der longitudinale
Anteil der Projektion S. Anders als in [68] sind die Massen von Quark und Antiquark
hier gleichgesetzt. Zu vergleichen ist also mit den Ausdriicken py (s) und p2(s) der Glei-
chung (4.2) aus [68] fiir den Grenzfall gleicher Massen. Zu diesem Zwecke miissen die im
Anhang von [68] definierten Integrale K', J; und L; umgeschrieben werden. Es ergibt sich
unter Ausnutzung der Dilogarithmenbeziehungen

oL 1—w B L 2v L —2v
12 1+v - T 140 + L 1 —v +
- n _I_
v
) 2v ) 2v =20 , (140
4Li, <1—|—v> = 2Li, <1—|—v>_2L12 <1_U>—ln <1—v> (C.12)

(beide lassen sich mit Hilfe der Regeln (3.75) und (3.76) herleiten)

1 1 2 2
Re(K(q%) = qz—v[4ln21n<1jz>—|—7r2—Li2 <H—UU>+L12<1_UU>}, (C.13)

K(0) = %m <1767%> }gggfi_l = —%m(m) = —%m,
1 14w
W) = gy o-ea-om(10) |, (e

h(d*) = hld*) = %{QU <1n (2%2) - )-mﬁ—(a—f)m(ii)},
Lo(q®) = %{ﬂn <U§—2> lnGJ_rZ) + 2Li, <1;rv> — 2L, <1;”> 4
3L, <12+—UU> + 3L, <1__2”U> }

Lia) = g+ 3¢ (150 4oz g, (C.15)

1—w

Es ist zunéchst p} (¢*) = 0, wiederum spiegelt dies die Erhaltung des Vektorstroms wider.
Fiir den Axialvektoranteil ergibt sich mit F4(0) = Fx(0) = 1 — a,Cp/27

Relp () = o |o(2F40) ~ 1) +

g CF
m

{4q%1<<q2> _9tqo(K () — K(0) +

L@ (@) + B(@)) + 262 — ) Lo(¢?) — AL () + ;_M@H _

35 OéSCF
872 [U + 4

3
{(9 ‘I’ 55)7) — 8Ut12 — 4Ut10 —I‘

202 - €)(ts — ) + (6 26+ 3¢} . (C.16)

also bis auf den Vorfaktor dasselbe Ergebnis wie nach den Methoden dieser Arbeit.



Anhang D

Dirac- und Pre-Diracstruktur

D.1 Konstruktion der Diracstruktur

Wie in Kapitel 8 ausgefiihrt, kann ein Tensorintegral in Kovariante entwickelt werden.
Solche sind Kombinationen aus dem metrischen Tensor und den dufleren Impulsen bzw.
Geschwindigkeitsvierervektoren. Die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten oder In-
varianten erhalten im Folgenden die Bezeichnungen A,, B,, ..., wobei p den Grad des
Tensorintegrals angibt. Der vorliegende Anhang stellt eine Schematisierung des Passarino-
Veltman-Verfahrens [44] dar, welche die Vorlage fiir die Konstruktion eines Algorithmus
bildete.

D.1.1 Bildung der Kontraktionen

Zu den Invarianten dual sind die Kontraktionsintegrale, die mit I4,, Ip,, ... bezeichnet
werden. Sie entstehen durch Kontraktion des Tensorintegrals mit dem zum entsprechen-
den Entwicklungsterm dualen Tensor. Die Bildung aller méglichen Kontraktionen liefert
unter Beachtung von ¢,,¢"" = n (n ist die Raumzeitdimension) fiir jeden Grad p des
Tensorintegrals ein lineares Gleichungssystem,

Iy = A07 Iy = Ah Iy = nAQ—I_B?v Igy, = A2+B27

Iy = nA3—|—B3—|—C3—|—D3, Ies = A3—|—B3—|—nC3—|—D3,
Igs = As+nBs+ Cs+ Ds, Ips = As+ Bs+ Cs+ Ds,

Iy = n*A,+nB+nCi+nDy+Ey+ Fy+ Gy + Hy+nl, + Jy,

Igs, = nAj+n*B,+nCy+Dy+nE,+ Fy+Gy+nHy+ 1, + Jy,

Ios = nAg+nBy+n’Co+ Dy+ Ey+nFy+nGy+ Hy+ 1o+ Jy,

Ips = nAy+By+Co+nDy+ Eg+ Fy+ G+ Hy + 1y + Jy,

Ips = Ag+nBy+Ci+ Dy+nEy+ Fy+ Gy + Hy + Iy + Jy,

Ipy = Ay+Bys+nCy+Dy+Ey+nFy+Gy+ Ho+ 1o+ Jy,

loy = Ag+ By+nCi+ Dy+ Eg+ Fy+nGy + Hy + Iy + Jy,

Igy = Ag+nBy+Ci+ Dy+ Ex+ Fy+ Gy +nly + 1+ Jy,

Ity = nAg+ By+Ci+ Dy + Eg+ Fy+ Gy + Hy +nly + Jy,

Iy = Ay+B+C+Dy+E+F,+Gy+Hy+ 1+ Jy. (D.1)

194
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Diese linearen Gleichungssysteme lassen sich jeweils nach den Invarianten auflésen, und
man erhéalt

Ty —1
Az = uv Bz = ]B2 - A27 (D-Q)
n—1
g, = Dw=los o p o Imlp o loa=lpg
n—1 n—1 n—1
D3 = [DS - A3 - B3 - 037 (D,3)
[/A4 — [A4_[J47 [/B4 — [B4_[J47 [}4 _ [I4_[J47
n—1 n—1 n—1
[X4 = [;14 - Ib4 - [}47 11/3/4 = 11/34 - 11/24 - [1/1147 184 = [/04 - [;?4 - 1547
n_l [// _[// _[//
Ay = ( (n)+Ail)(n 642) 047 Dy = Ips—Agy 1y = I14— Ay,
n— NI, — 1 —J"
B = ! (n> o 0 P Ih- By Hi= In- B
n_l [// _[// _[//
Cy = ( (n)—l—cil)(n f42) B47 Fy = [;?4 —Cy, Gy = 154 — Cy,
J4 - [J4—A4—B4—C4—D4—E4—F4—G4—H4—[4. (D4)

Da sich die Kontraktionsintegrale als skalare Integrale berechnen lassen, sind damit die
Invarianten bestimmt.

D.1.2 Schematisierung der Kontraktion

Das Vorgehen 1éfit sich schematisieren, wenn man die Indizes als Punkte auf einem eindi-
mensionalen Gitter ansieht. Die Komponenten ¢"” des metrischen Tensors sind dann Paa-
rungen dieser Punkte, die Komponenten v” des Geschwindigkeitsvektors einzelne Punkte.
So kann man jedes Invariante als ein solches Schema darstellen,

Ay o—e Al o—e o—e (D.5)
By oo B, o=
Oy et
A3 = D4 —s O o
Ba e—=—s By ot e o
03 o 00— F4 .L.
D3 o o o G4 . o—o o
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Die Kontraktionsintegrale werden nun genauso dargestellt, und die Koeffizienten der Kon-
traktion konnen als Verkettung der jeweiligen Paarstrukturen aufgefaft werden. Die Regel,
dafB jede geschlossene Schleife dabei einen Faktor n liefert, ergibt das oben dargestellte
System. Als Beispiel hier nur der Koeffizient von A4 in {-4:

*— 00

D.2 Konstruktion der Pre-Diracstruktur

Auch fiir die Konstruktion der Pre-Diracstruktur bewéhrt sich das Gitterschema. Bezug-
nehmend auf das Beispiel in Kapitel 11 kann die dort gezeigte Zuordnung der Invarianten
dritten in solche vierten Grades ausgedriickt werden durch

AS.—.. D4.—...

BS.;. E4.;..

G4..—..

Ji e o o @ (D.7)

CY3 o 0—0

Ll

DSOOO

So kann die Situation dritten auf diejenige vierten Grades iibertragen werden, die hier als
Beispiel behandelt werden soll.

D.2.1 Die Neukombination

In den in Kapitel 11 behandelten Teilgraphen ist der fiir diesen Teil duflere Impuls mit
u bezeichnet. Dafl nicht v gewdhlt wird, soll andeuten, dafl iiber diesem Impuls bei der
Berechnung des Gesamtgraphen noch zu integrieren ist. Die nachher zu vollziehende ko-
variante Entwicklung kann bereits vor der Integration durchgefithrt werden, und so ergab
sich auch im gewéhlten Beispiel

[M,M,W,W]D4(U) = [M,M,p,p]A2D4(u) —I_ [M,M,w,w]B2D4(U)- (DS)

Die Operatoren A, und B, werden als Kombinatoren bezeichnet. Ersetzt man auf dhnliche
Weise in Q(u) sdmtliche Terme, so ergibt sich (im folgenden wird das Argument ,u*
fortgelassen )

Q = [ psp, plAcAs + [ vs 1, V[ Ag By + [, v, v, p] AgCy +
+pes oy py plA2 Dy + [ty oy 8, %) BaDy + [, vy pr, V] Ag By + [, 0, 10, 8] BoEy +
+py vy v p) AgFy 4 (1, 8,0, 1) BoFy + [, vy v, pl AsGy + (¥, v, v, 8] BoGly +
+p, v, v AgHy 4 [#, 0,8, V]| By Hy + [, 11, p, plAsly + [#, 9, p, p] Bols +
Hp, s py plAss + [, v p, v Bady + [py vy v, pl) Cudy + [, i, 9, 9] Dad s +
s 0, 1, ¥ By g+ (1,858, p] Fyds 4 [0, v, v, 8)Goydy + [8, v, 8, v HyJy +

+[¢7w7p7p][4‘]4+[wvwvwvw]‘]4‘]4 (Dg)
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und nach Zusammenfassen der gleichen Diracstrukturen

Ay = Adi+ 4Dy + Aoli+ AgAy, Dy = Dydy+ ByDy,
B4 = ByJs+ AsEy + AyHy + Ao By, By = EyJy+ Boly,
CN'4 = Cydy+ AgFy+ AyGy + Ay, Fy = FyJi+ Byl
Gy = Guly+ ByGy,
j4 = Judy, Hy = HyJy+ Byly,
I, = LJ,+ Byl,. (D.10)
Auch diese Neukombination folgt einem einfachen Prinzip, welches anhand des Gitter-
schemas veranschaulicht werden kann. Zur Summe zusammengetragen werden namlich

alle méglichen Kombinationen der noch freien Punkte bestehender Elemente, die auf das
neue Element fiihren. Beispielsweise erhilt man die Konstruktion von A, aus

J4....+D4.—... +

A ) LA,
Ay o—e o—e Ay o—e o—e
(D.11)
+ I o 0 o—o T A1 o—o o—e
LA A
A4 *r— 0—o A4 —e o0—0
und diejenige von D, aus
Ji o o066 t Di o—e o0 - (D.12)
LD ) | B,
Di o—o o o Dy o—o o o

Genauso wie in (D.1) erhdlt man fiir die neukombinierten Grofien ein lineares Gleichungs-
system. Da aus den Kontraktionsintegralen des neuen Systems aber am Ende die Invari-
anten des urspriinglichen Systems bestimmt werden sollen, werden in dieses System nun
die Neukombinationen eingesetzt. Es ergibt sich

Iy = n*Aj+nB+nCo+nDy+ Ey+ Fy+ G+ Hy+nly+ J, =
= n’AgAy +nAgBy+nAgCy + n(nAy + By)Dy + (nAy + By)Ey +
+(nAy + By)Fy + (nAy 4 By)Gy 4 (nAy + By)Hy + n(nAy + By) 1, +
+(n*Ay+nBy +nCy +nDy+ Ey+ Fy+ Gy 4+ Hy +nly+ J,)J, =
= n LAy 4+ nlaoBs + nlaoCo+ nlasDy+ TasFy + Lo ly +

F 140Gy + TagHy +nl g0l + L g4y, (D.13)
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Iy = nAy+B,+Ci+nDy+E,+Fy+ G+ Hi+1,+J, =
= nAgAy + AgBy + AgCy+ n(Ay + By)Dy + (Ay + By)Ey +
+(Ag + Bo)Fy + (Ay + By)Ga+ (Ag + By)Hy + (nAy + By) 1y +
+(nAy+ By +Cy+nDy+ Es+ Fy+ Gy + Hi+ 1+ Jy)Jy =
= nlagAq+ LioBy + LaoCy + nlgaDy + I By + IgoFy +
+ 1y Gy 4 IpyHy + Lagly + IpaJy, (D.14)

Iy = Ay+B,+Ci+ D+ Es+ Fy+ G+ H + 1,4+ J, =

= AgAy+ AgBy+ AgCy+ (Ay 4+ By)Dy + (Ay + By)Ey + (Ay + By)Fy +
+(Ay 4 By)Gy+ (A + Bo)Hy + (A + Boy) Iy +
+(Ay+ By+Cy+ Dy + Es+ Fy+ Gy + Hy+ 1+ Jy)Jy =

= nlagAq+ LioBy + LaoCy + nlgaDy + I By + IgoFy +
F1goGa+ IgoHy + Igody + 114, (D.15)

Dabei wurden die Kontraktoren I4g, {49, Iga, L44, ... analog zu den Kontraktionsinte-
gralen eingefiihrt. Das Schema hilft auch hier, den jeweiligen operatorwertigen Faktor zu
finden. Dazu werden die Paarstrukturen zu dem neukombinierten Kontraktionsintegral I;
und dem bisherigen Invarianten A; wie gewohnt verkettet, was fiir geschlossene Ketten
jeweils einen Faktor n liefert. Anschlielend werden die Paare aus A;
strichen, wobei einmal aufgebaute Verkettungen erhalten bleiben. Dieses sehr kompliziert

auszudriickende Schema sei an Beispielen fiir 144 und Ip, veranschaulicht:

Schema fiir [NA4 :

wieder herausge-

A5 e e—e O o—e o—e = o—5 6=8 — n’ly (D.16)

WD o0 o— © o—o 06 6 = oo e—o — Nl —s

20 Hy: o9 o—0 @ o o——9 = o2 = 4 e—0o

Z01;; o9 o—0 © o 06 6—8 = o—o o—2 — Nlire—s

WSy e—e =6 O o 06 0606 = o—o o—0 — 144 e—e o—e
Schema fiir Ipy:

ZUAL o—e 06 06 © o—e o—o = o—o o—e — nly (D.17)

20D o9 0606 © o—o 0606 = eo— e o — nilp o o

ZUH;: o0 066 @ o o——a = Y o209 — Iproe .

70Ul o9 0606 @ o 06 6—0 = o—o o—0 — li2 o—o

70y e—e 0606 © o 060606 = e—o 006 — IDie—e o o
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Ebenso die Kontraktionsintegrale Skalarprodukte im Integranden erzeugen, geschieht dies
fiir die Kontraktoren, nur hier bereits vor der Integration. Die Tensorkomponenten g,
und Vektorkomponenten v,, liefern, mit den noch verbliebenen Vektorkomponenten u”
kontrahiert, jeweils einen Faktor Eins bzw. a := wu - v. Leicht einzusehen ist daher die
Regel, daB} jeder freie Punkt des Kontraktorschemas einen Faktor a liefert. So ergibt sich
schliellich

[AO — a0:17 [A2 *—0 — a0:17

2
Ig; ¢ o — a°,

144 e—e o—e — a’=1, entsprechend Igy, Iy
Ipi e—e o o — a°, entsprechend Igy, ..., Iy
[J4 (] (] (] (] —> a4. (D18)

D.2.2 Systematisches Zihlschema

Fiir die Computeranwendung erweist sich die Verwendung von Indizes A, B, ..., J, ins-
besondere fiir hohere Tensorgrade, nicht als sinnvoll. Daher ist hier zum Abschluf} ein
systematisches Z&hlschema fiir den Grad 5 dargestellt.

I o 0600 Sy D3, By, Ay, Ag 17 o—2—o o—e
2 o0 0 o—o 14, (3 Ay 18 o5 .,
3 e o o—e o Gy, As 19 22 o o
4 6 o o2 M, Bs 20 o2 o o
S P TR ——
6 o o—o o= A1 12 o 0 6 oo 22 o t%*
T o o—e 0 Ei 13 o g 00 23 o2,
8 o e——a v Bi 14 o4 ot 2 0 e,
9 o e i 15 o0 a4 25 e,
10 o o2y Ci 16 2 2% ,—,

(D.19)

Auch fiir den Fall von Tensoren des Grades 5 kénnen iibrigens Umschriftregeln analog
zu denen in (D.4) aufgestellt werden. Dazu werden die Schemata zundchst in Klassen
von solchen mit zwei, einem oder keinem Paar aufgeteilt. In den ersten beiden Schritten
werden die Schemata der unteren beiden Kategorien von denjenigen Schemata abgezogen,
aus denen sie durch Auslosung eines oder beider Paare entstehen. So wird das Schema 1
von allen anderen Schemata abgezogen (der Normierungsfaktor (n—1) bleibt derselbe), die
Schemata 9 und 15 anschlieend von 16. Auch die Formeln zu A4, By und C iibertragen
sich mit denselben Koeffizienten, wobei ein Tripel sich aus solchen Schemata mit zwei
Paaren zusammensetzt, welche zu zweit aneinandergesetzt eine geschlossene Kette liefern.
Das Schema 16 bildet also mit 14 und 25 ein solches Tripel. Ist hier die Spitze mit den
Schemata maximaler Paare erreicht, so geht der Weg zuriick. Von 9 und 15 wird 16
abgezogen, und schliellich werden von 1 alle anderen Schemata subtrahiert.



Anhang E
Beitrage der HQS-Graphen

Die hier dargestellten Koeffizienten der Form bg? werden in den Kapiteln 9 und 11

bendétigt, wobei x dann jeweils fiir il, [, ir, co oder gq steht. ¢ bezeichnet den berechne-
ten Graphen, 7 nimmt Bezug auf die Grundstrukturen I'; aus (8.9) bzw. fj aus (11.37).
Neben den Farbfaktoren sind die Koeffizienten auch von einem generellen Faktor befreit,
welcher im wesentlichen die Kopplung in n Raumzeitdimensionen und die Abhangigkeit
von den aufleren Impulsen enthalt. Ausgedriickt werden sie durch die Terme

I'(l— e)p""lF(l + pe)

By, =L(L=epT(Ltpe) und Qp =~ (E.1)
fiir p=1,2,..., wobei ¢ = (4 — n)/2 und I'(z) die Eulersche Gammafunktion ist.
E.1 Koeffizienten fiir die schwer-leichten Graphen

oD —fﬁl (£.2)

W= 4) - <i(?in;><_n2fn4;<i4)—]5§> (E3)

e T R e ey )

R (e e (E.5)

W= s Aiffn = oY (E1)

o _ “9(n — 2)E, )

(n—6)(n—4)%(n—3)

200
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B = 0 (E.9)
ny E,
b= (n—6)(n—4)%(n—3) (E.10)
ny —F,y
b T Mo = =3) (E-11)
hy —4E7 B 2n ko,
ol T AR =3 (= 6)(n = )P (n—3) (E-12)
() —4(n — 1) By
S e =) (E.13)
E.2 Koeffizienten fiir die doppeltleichten Graphen
an oy (n —2)Q,
boo = 1 Q)(n — (-3
581,11) = Q(T_lg) (E.14)
B —@
0,2 2(n —4)(n —3)
S _ A(n - 2)Q7 A =2)(n® = 9n® + 200 — 4)Q,
b (n=42mn—-3)(n—-1) (n—"6)(n—4)3n—3)(n—1)(3n—10)
S (n® — 12n% + 52n — 72)Q7 B (n* = 13n® + 66n* — 168n + 176)Q,
Y2 2(n—4B3m—-32(n—-1) (n—=06)(n—4)3(n—3)(n—1)(3n - 10)
) _ Qi - 20,
bis = (n—4)(n-32%n-1) (n—4)(n—1)3n—10)(3n — 8) (E-15)
i _ Q1 B Q2
A 200 —4)2(n—3)2(n—1)  (n—4)%(n—1)(3n — 10)(3n — 8)
6(2”) _ _2(n —2)(n* — 12n + 24)Q7

o (n—4)2(n—-3)%*n-1)
8(n — 2)(n® — 8n® + 12n + 8)Q,
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Anhang F

Strome schwerer Baryonen

Es ist unméglich, innerhalb einer Frist von zwanzig bis dreiflig Minuten, die meinem
Vortrag gesetzt sind, den ganzen Umfang meiner Dissertation auch nur in Ansédtzen dar-

zustellen. Daher habe ich mich entschlossen, nur einen Teilaspekt herauszugreifen, Thnen
diesen aber moglichst verstandlich darzustellen. Es handelt sich um die Berechnung von
Strahlungskorrekturen zu Stromen schwerer Baryonen, ihre Renormierung und Verwen-
dung in Zweipunktkorrelatoren und QCD-Summenregeln. Doch bevor ich in Einzelheiten
einsteige, mochte ich zunédchst auf die zugrundeliegende effektive Theorie eingehen.
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F.1 Die HQET, eine effektive Theorie schwerer Quarks

Systeme wie die schweren Baryonen A., A, ¥. und ¥, die ein schweres Quark enthal-
ten, sind im gewissen Sinne mit einem Atom zu vergleichen (sieche Abbildung F.1). Das
schwere Quark tritt dabei an die Stelle des Atomkerns, die leichten oder Beobachterquarks
spielen die Rolle der Bindungselektronen. Und genauso, wie es bei den Atomen die Fi-
genschaft gibt, daf} Isotope, also solche mit gleicher Kernladungszahl aber verschiedener
Kernmassenzahl gleiche chemische Figenschaften besitzen, so auch hier: Die Eigenschaften
der starken Wechselwirkung, welche die Quarks zu Baryonen verbindet, ist unabhéngig
davon, welche Masse das schwere Quark besitzt. Man hat inzwischen sechs verschiedene
Quarks (indirekt) beobachtet, und viele Indizien sprechen dafiir, dafl keine weiteren mehr
zu finden sein werden. Die verschiedenen Quarks werden durch ihre Flavour beschrieben.

Ebenfalls entkoppelt sind die Spins von schwerem und leichtem Anteil des Baryons. Ins-
gesamt spricht man von der Spin-Flavour-Symmetrie, alles giiltig natiirlich nur unter der
Annahme, dafl das schwere Quark sehr viel schwerer als der Rest des Baryons ist. Doch
wann gilt diese Annahme? Die Quantenchromodynamik, welche die Wechselwirkung der
Quarks im Rahmen der Stérungstheorie gut beschreibt, kennt eine Skala, die etwa bei
300 MeV liegt. Alle Quarks, deren Masse darunter liegt, also etwa diejenigen mit den
Flavours up (2 — 8 MeV), down (5 — 15 MeV) und strange (100 — 300 MeV') konnen als
leichte, die Quarks mit den Flavours charm (1.0 — 1.6 GeV), bottom (4.1 — 4.5 GeV) und
top (= 175 GeV) als schwere Quarks betrachtet werden (das top-Quark allerdings zerfallt,
bevor es sich in einem Baryon einschlieflen 1afit). Die Energieliicke zwischen strange- und
charm-Quark ermoglicht die Konstruktion einer effektiven Theorie, der HQET.

Und noch ein Vergleich 148t sich ziehen, ndmlich derjenige mit dem Bloch-Nordsieck-
Modell weicher Photonabstrahlung durch Elektron, Myon und Tau. Fiir weiche Photo-
nen, also solche geringer Energie, spielt die Masse wie der Spin des Leptons keine Rolle,
vorausgesetzt, man betrachtet das ganze in einem Energiebereich, in dem die Elektron-
masse grof ist. Bjorken hat diese Situation, die auch als Eikonalnédherung bezeichnet wird,
anschaulich mit der einer Kanonenkugel beschrieben, die durch diinne Luft fliegt.

F.1.1 Konstruktion der effektiven Theorie

Wie kann nun eine solche effektive Theorie konstruiert werden? Ausgangspunkt ist der
Quark-kinetische Anteil

Liin = qu(iD)an + q(iP)q (£.1)
der Lagrangedichte. Die Konstruktion vollzieht sich nun in drei Schritten. Im ersten wird
der durch die grofle Masse hervorgerufene schnell oszillierende Anteil der Wellenfunktion
der schweren Quarks abgespalten, ¢, = ¢~"?V%(Q,,, im zweiten wird diese neue Wellen-
funktion in eine grofe und eine kleine Komponente aufgeteilt,

L1t

SchlieBlich kann die kleine Komponente (), durch die grofe Komponente ausgedriickt
und dies in eine Reihe in 1/mg entwickelt werden. Die in Mainz dazu verwendete Foldy-
Wouthuysen-Transformation erméglicht gegeniiber dem sonst tiblichen Verfahren die mas-
senunabhéngige Normierung der Quarkfelder [39]. Dieser Effekt tritt allerdings erst in der
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Ordnung O(1/m3) auf. In dem Vortrag wie in der Arbeit beschranke ich mich dagegen
auf die fithrende Ordnung, und die Lagrangedichte zu dieser Ordnung besitzt die Gestalt
(Q:=QF)

Lign = Q' (v - D)Q + q(iD))g. (F.3)
Was ist zu erkennen? Aus dem ersten Term, dem kinetischen Anteil des schweren Quarks,
ist die Diracstruktur verschwunden. Spaltet man die Diracsche Matrix 7, auf in eine
Komponente senkrecht und eine parallel zur Geschwindigkeit v des Baryons,

T — Vo — 1/51)# + 1/51)# = 7:_ + 7”7 (F4)

so féllt erstere weg. Dies kann auch verstanden werden, wenn man sich vorstellt, daf} eine
solche Matrix stets zwischen zwei Projektoren (1 + 4)/2 zu stehen kommt, womit sich
IL+v 14+¢ 1+9¢ 1+9

9 T T T Yy

(F.5)

ergibt.

F.1.2 Wie sehen baryonische Strome aus?

Im Rahmen dieser Theorie sollen baryonische Stréme betrachtet werden. Diese besitzen
die allgemeine Struktur ' 4

I = [(q1)" CT7(q2)' IT'Q ey, (F.6)
wobei ¢, j und k Farbindizes sind, 7 die Flavourstruktur des leichten Systems beschreibt
und I' und I fiir Diracstrukturen stehen. Fiir die Baryonen Ay beispielsweise ist [V = 1
und I' = v5 oder I' = 757,. Beide Werte fiir I' liefern dieselben Quantenzahlen fiir die
Strome wie die Teilchen. Ich habe in meiner Arbeit zeigen kénnen, dafl der unphysikali-
sche Effekt, der durch diese Beliebigkeit hervorgerufen wird, unter die Fehlerschwelle der
Summenregelabschédtzungen fallt, bei denen er eine Rolle spielen wiirde. Der Ausdruck in
eckigen Klammern ist das Diquarksystem, das dem mesonischen Strom

v = (31)il'(g2)" (F.7)
dhnelt. Betrachtet man nicht die Farbstruktur, so geht es tatsdchlich aus diesem her-
vor, wenn der Antiquarkspinor ¢; durch einen transponierten und ladungskonjugierten
Quarkspinor (¢)7C ersetzt wird. Es ergeben sich damit auch dieselben Feynman-Regeln.
Allerdings ist die Farbstruktur des Baryons komplizierter als die des Mesons. Durch die
Ersetzung C'g — O der Farbformfaktoren kénnen die mesonischen FErgebnisse aus den-
jenigen des baryonischen Diquarksystems abgeleitet werden, umgekehrt ist ein solcher
Schritt jedoch nicht moglich. Damit sind die Rechnungen, die ich in meiner Arbeit vor-

gestellt habe, eine Erweiterung der Rechnungen fiir den mesonischen Fall, welche diese
beinhaltet.

F.2 Renormierung der Strome

Die Berechnung von Strahlungskorrekturen zum baryonischen Strom fithren zu Diver-
genzen im infraroten und ultravioletten Bereich. Diese lassen sich im Rahmen eines Re-
normierungsverfahrens in die Parameter der Theorie absorbieren, indem deren zunéchst
unphysikalischen Werte auf die physikalisch gemessenen Werte re-normiert werden. Die
Renormierung besteht aus zwei voneinander zu unterscheidenden Schritten,
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o der Regularisierung und
o der Subtraktion der Divergenzen.

Als Regularisierung wird die dimensionale Regularisierung verwendet, welche die Diver-
genzen dadurch in den Griff zu bekommen sucht, indem sie die Dimension der betrachteten
Raumzeit von 4 auf 4 — 2¢ Dimensionen verandert. Der berechnete Strom ist dann nicht
nur eine Entwicklung in die Kopplungskonstante «, sondern auch in Potenzen von 1/e,

ST ()" gikjg. (F.8)

Dies ist eine nackte, also noch nicht renormierte Grofle. Sie wird , bekleidet® mit einem
Renormierungsfaktor Z;, und dieser Vorgang bewirkt eine Subtraktion der Pole. Denn
wird dieser Renormierungsfaktor ebenfalls durch eine Doppelsumme

Zi=1+% % (Z—W)m ;—kzﬁ (F.9)

m=1 k=1

dargestellt, so liefert die Forderung, dal J = Z;'J° keine Divergenzen mehr enthalten
soll, durch Koeffizientenvergleich die Koeffizienten des Renormierungsfaktors. Das hier
vorgestellte minimale Subtraktionsverfahren (MS) kann modifiziert werden (MS), indem

1/epmg durch
L — g + In(4r) =: L (F.10)
EMS EMS

ersetzt wird. Die Regularisierung fiithrt aus Dimensionsgriinden als Faktor zu den verschie-
denen Koeffizienten J* einen Subtraktionsparameter i von der Dimension einer Masse ein.
Dieser dndert sich mit der Wahl des Schemas, es ist /“L12\/[_S = 315" /4. Da die Gleichun-
gen, die sich aus dem Koeffizientenvergleich ergeben, homogen in den Koeffizienten des
nackten Stroms sind, kann die Abhéngigkeit von p vollstdandig in den Renormierungspa-
rameter absorbiert werden, und aus der nunmehr erreichten Unabhéngigkeit des nackten
Stroms von diesem Parameter ergibt sich eine Differentialgleichung, die die Abhangigkeit
des renormierten Stroms von p beschreibt, die Renormierungsgruppengleichung:

dJ° dJ° dZ; d
O_W_ZJW—I_WJ = (M@+7J>J(M)_O' (F.11)

Die Konstante ( )
- ,u dZJ - d lﬂ ZJ
= Zy dp  d(Inp) (F.12)

wird als anomale Dimension bezeichnet. In der Annahme, dafl die Abhéngigkeit des Stro-

mes vom Parameter p unter anderem in der Kopplungskonstanten o, liegt, wird die Re-
normierung auf einen der Parameter der Theorie iibertragen. Fiir die Kopplungskonstante
ergibt sich dann die autonome Differentialgleichung

do,
Mg

— asﬁ(as)7 (Flg)
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fiir die Renormierungsgruppengleichung selbst

(15 + 0000 50+ 20) ) = 0. (F.14)

Zu erkléren ist an dieser Stelle, was mit dem Namen ,,Renormierungsgruppe“ gemeint ist.
Diese Lie-Gruppe beschreibt den Zusammenhang zwischen verschiedenen Wahlen fiir die
Parameter der Theorie in einer unendlichen Reihe, so beispielsweise fiir die Kopplungs-
konstante

o = o, 4 ca’ Fezad 4 (F.15)

Die autonome Differentialgleichung (F.13) ist invariant unter der einparametrigen Unter-
gruppe, die durch of(p) = a,(e°u) gegeben ist. Damit ist sie auch invariant gegeniiber der
Wahl des Subtraktionsschemas, denn beim Ubergang vom minimalen zum modifizierten
minimalen Schema ist ¢ = vz — In(47) zu wahlen.

F.2.1 Wie wird die anomale Dimension bestimmt?

Die Beta-Funktion (3(a,)

Bla,) = i (Z—;)mﬁm (F.16)

m=1

ist im MS-Schema inzwischen bis zur vierten Schleifenordnung bekannt [69]. Die anomale
Dimension v leitet sich aus ihrer Definitionsgleichung (F.12) mit der Forderung ab, daf

auch diese in eine Reihe
o0 a m
— - F.1
i Z (4%) T (F.17)

m=1

ohne Divergenzen entwickelt werden kann. Diese Ableitung geschieht erneut durch Koef-
fizientenvergleich mit dem Renormierungsfaktor Z;. Doch was niitzt einem die Kenntnis
der anomalen Dimension zu dieser Ordnung? Um diese Frage zu klaren, bleibe ich noch
einen Moment bei der Renormierungsgruppengleichung. Der renormierte Strom héngt
vom Parameter p ab. Damit ist an jedem Renormierungspunkt ein anderer Wert fiir den
Strom gegeben. Es ist jedoch moglich, einen gegeniiber der Renormierungsgruppe inva-
rianten Strom zu konstruieren, indem man einen Wilson-Koeffizienten C(ay(p)) einfiihrt
und die Unabhangigkeit des Produktes Ji,, := C(a,(u))J (1) von p verlangt. Dann ergibt
sich

W o (aBlag g —0)Cles) =0 (F.15)

Diese Differentialgleichung wird formal durch

e /5 0
’YJ(Oé)dOé> <as>w < M <’72 ﬁz) a; — ag 2 >
Cla,) = ex / = — 14+ = —=—-—=— +0(ay) ) .
() P < o af(a) o] Bi\m B dm ()
(F.19)
geldst (die Wahl von af bestimmt nachher die Normierung), wobei ich fiir die Funktio-

nen f(a) und v;(«a) die entsprechenden Reihenentwicklungen eingesetzt habe. Fiir den
Zusammenhang zwischen Stromwerten an zwei verschiedenen Renormierungspunkten, fiir




214 ANHANG F. STROME SCHWERER BARYONEN

das Fvolutionsverhalten oder ,Laufen® des Stromes also, ergibt sich aus der Invarianzfor-
derung die Beziehung J(po) = J (1)U (11, pt) mit

i — <as(ul)>”1/ﬁl <1 B <E - @) as(m) = aslpa) | O(a§)> r20)

ay(pz) Bi\n B 4

Zu erkennen ist: Soll das Evolutionsverhalten einer Grofle bestimmt werden, die zur ersten
Ordnung in o, bestimmt ist, so ist dafiir die Kenntnis der anomalen Dimension (und der
Beta-Funktion) in der nichsten Ordnung erforderlich.

F.2.2 Berechnung der anomalen Dimension

Ich habe die Berechnung der anomalen Dimension in meiner Arbeit in der zweiten Schlei-
fenordnung durchgefithrt und habe zu diesem Zwecke ein Paket in MATHEMATICA ent-
wickeln kénnen, das diese Berechnungen automatisiert. Die zur Berechnung beitragenden
Diagramme sind in Abbildung F.3 dargestellt. Als ein Beispiel méchte ich hier lediglich
die anomale Dimension fiir den Vertex I' = 5 des Baryons A, angeben,

a,

a1 = —8 (47T) + %(164(2) 1+ 40N, — 796) (Z—;)Q +0(a?). (F.21)

Verwendet wurde das naiv antivertauschenden vs-Schema [33], der Unterschied zum Sche-
ma nach t’ Hooft, Veltman, Breitenlohner und Maison [17, 31] kann durch eine endliche

Renormierung wieder beseitigt werden [52]. Bei der obigen Darstellung des Ergebnisses
habe ich die Farbformfaktoren

c _ Ne+1 NG —-1

1
CA = NC und TF = § (FQQ)

explizit fiir No = 3 Farbfreiheitsgrade eingesetzt. Erneut mochte ich darauf hinweisen,
dafB sich das mesonische Ergebnis durch die Ersetzung C'g — Cf ableiten 1a8t. Da diese
Ersetzung aber nicht injektiv ist, ist der umgekehrte Weg nicht gangbar. Die anomale
Dimension fiir das Meson, wie sie bereits an anderer Stelle berechnet wurde, ergibt sich
also als ein Spezialfall unserer Ergebnisse.

F.3 Strahlungskorrekturen zu QCD-Summenregeln

Als prinzipielle Anwendung der Evolutionsfunktion erster Ordnung erweist sich die Be-
rechnung der Strahlungskorrekturen gleicher Ordnung zum Zweipunktkorrelator, die ich
als néchstes durchfithrte. Es zeigte sich, dafl nach geringfiigigen Modifikationen dassel-
be MATHEMATICA-Paket zur Anwendung kommen konnte. Fiir den so korrigierten
Zweipunktkorrelator schwerer baryonischer Strome konnte ich in einem zweiten Schritt
QCD-Summenregeln aufstellen und analysieren. Ich berechnete dabei Korrekturen zu den
ersten beiden Entwicklungstermen der Operatorproduktentwicklung, die in Abbildung F.2
dargestellt ist.
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F.3.1 Konstruktion der diagonalen QCD-Summenregel

In diesem Vortrag mochte ich mich auf Korrekturen zum ersten Term konzentrieren.
Aufgrund der Diracstruktur fithren diese Korrekturen zu diagonalen Summenregeln, d.h.
solchen zu Korrelatoren, die gleiche Stréme aneinander koppeln. Der Zweipunktkorrelator
ist gegeben durch

Hw=p-v) = i/<O|T{J(:1;)J(O)}|O>eimd4:1: =

_ FHT’”F' Sp(TT)2 Sp(r7) P(w). (F.23)

Fiir die skalare Korrelatorfunktion P(w) gilt fiir negative Werte von w die Dispersionsre-

P(w) = /OOO M (F.24)

lation

w —w—10

wobei der Imaginarteil die Spektraldichte p(w) := Im(P(w))/m bestimmt. Dies ist die eine
Seite der Medaille. Auf der anderen Seite liefert die Phanomenologie fiir den Zweipunkt-
korrelator die Spektraldarstellung

=3 Z [O1/x ] X)I* 1T (w), (F.25)

wy —w —10

wobei II'(w) mogliche Subtraktionsterme darstellt. Die skalare Korrelatorfunktion 148t
sich dann ausdriicken durch die Residuen

1
ZQ> \/g
in der Form

Plw) = 31 FB)? 31 Fx ] P P o7
w)_ﬂ—w—i0+ZwX—w—i0+ (@), (F.27)
X#B
wobei A = mp — mg die Bindungsenergie des Grundzustandes ist. Die entscheidende
Annahme der QCD-Summenregeln, wie sie in [57] vorgestellt wurden, besteht darin, daf
sich die verbleibende Summe als ein Integral schreiben 1a83t, das von einer Schwellenenergie
FE¢ bis zu beliebig hohen Energien 1auft und von der Spektraldichte der Dispersionsrelation

bestimmt wird. Unter dieser Annahme ergibt die Gleichsetzung beider Formeln fiir die

ALl :/EC P ), (F.28)
0

Korrelatorfunktion

A—w—10 w —w—10

Diese erste Vorstufe der Summenregel niitzt zunéchst nicht viel, da die Spektraldichte fiir
betragsmiBig grofe negative Werte von w vertrauenswiirdig, das Integral aber fiir w = A
zu berechnen ist. Hier hilft man sich, indem man die Spektraldichte durch eine Potenz-
reihe zu positiven Werten hin extrapoliert und die verwendeten Ableitungsordnungen mit
wachsendem —w steigen 148t. Formal driickt sich dies aus in der Borel-Transformation

BF(T) = B (f(w)) := lim (o)™ & flw), T:‘n—“ fest. (F.29)

—W,n—>00 n' dujn
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Unter dieser Borel-Transformation ergibt sich die Summenregel
1 5 Eo
§|FB|2€_A/T = / p(w)e™/ T dw. (F.30)
0

Die Borel-Transformation bringt den Subtraktionsterm zum Verschwinden. Das konstan-
te Verhéltnis T'" wird als Borel-Parameter bezeichnet. Dieser Parameter der Dimension
einer Energie ist eine unphysikalische Grofle. Es lassen sich lediglich Abschatzungen iiber
ein sinnvolles ,Fenster® fiir diesen Parameter bestimmen. Daher sollte die in der Sum-
menregel dargestellte Abhingigkeit zwischen E¢, A und |Fp| innerhalb dieses Fensters
moglichst konstant bleiben. Diese Bedingung reicht aus, um in einer Summenregelanalyse
alle drei Parameter, allerdings mit durch diese Methode hervorgerufenen nicht unbedeu-
tenden Fehlern, zu bestimmen.

F.3.2 Analyse der diagonalen QCD-Summenregel

Ich habe diese Analyse fiir Strahlungskorrekturen zur diagonalen und nichtdiagonalen
QCD-Summenregel, aber auch fiir eine Kombination durchgefiihrt, die dem Quarkkonsti-
tuentenmodell entspricht. In Abbildung F.4 werden die Prinzipien dieser Analyse sichtbar.
Im diagonalen Fall ergeben sich im Vergleich mit dem nicht strahlungskorrigierten Fall

die Ergebnisse der Tabelle F.1.

fithrende Ordnung | néchstfithrende Ordnung
|Fy] ][ 0.023 £ 0.001 GeV? 0.025 £ 0.002 GeV?
|Fx| || 0.055 4 0.002 GeV? 0.039 & 0.003 GeV?

Tabelle F.1: Vergleich der Analyseergebnisse fiir die diagonale QCD-Summenregel

F.4 Zusammenfassung und Ausblick

e Die Bestimmung der anomalen Dimension zur zweiten Schleifenordnung ist wichtig
zur Beschreibung des Evolutionsverhaltens des Stromes in erster Schleifenordnung.

e Die anomale Dimension fiir schwere mesonische Stréome ergibt sich aus der von mir
berechneten als Spezialfall.

e Die Beitrdge der Strahlungskorrekturen erster Ordnung zu dem Zweipunktkorre-

lator sind wie im mesonischen Fall bedeutend. Mit A(AQ) = 0.78 + 0.05 GeV

und A(Zg)) = 0.90 + 0.05 GeV ergeben sich Quarkmassen m. ~ 1500 MeV und
my, &~ 4860 MeV und eine Differenz m(Ag) —m(Xg) ~ 170 MeV.

e Die Ergebnisse der vorgestellten Arbeit sind anwendbar und auszubauen auf die
Berechnung von Dreipunktkorrelatoren, also die Bestimmung der Isgur-Wise-Funk-
tion. Dies soll in néchster Zeit in Angriff genommen werden.



F.4. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 217

Abbildung F.1: Symbolischer Vergleich zwischen zwei Baryonen, die bis auf das enthaltene
schwere Quark denselben Quarkinhalt besitzen und daher Isotopen &hneln

Abbildung F.2: Die behandelten fithrenden Graphen der Operatorproduktentwicklung



218

ANHANG F.

STROME SCHWERER BARYONEN

10099090009000999900

000
100099090

N Y,

10,
10009090009000999900 0q 10000000009000999900 10099090909000999900

N (27N
J,UJ,UQ&J&JJ& J,UJJ&J/ /LUJﬁJJﬁ Mﬂﬂwﬁﬂﬂ%ﬂﬁﬁﬂﬁ
2009 e
§
S
S
100090000

10099090009000999900

17}
é@fm

>

10090090909000999900

Abbildung F.3:

Strahlungskorrekturterme 2. Ordnung zum schweren baryonischen Strom
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