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I. Alusvalemid 
 

Valguse kvantteooria sünniaastaks on aasta 1900, kui Max Planck1 seletas soojusallika 

elektromagnetenergia spektraaljaotuse, tuues sisse harmoonilise ostsillaatori energia kvandi 

 . Esimesena pööras kvantide ideele tähelepanu Einstein, kasutades seda 1905. aastal 

fotoefekti käsitlemisel. 1907 kasutas Einstein harmooniliste ostsillaatorite kvante, et seletada 

tahkiste soojusmahtuvuse kadumist madalal temperatuuril. 1913 jõudis Bohr järelduseni, et 

aatomi ehitust saab mõista vaid kvanttingimusi kasutades. 1925 formuleeris Schrödinger 

kvanttooria, mis andis vesiniku aatomi detailse kirjelduse. Need olid alles esimesed 

kvantteooria sammud, mis näitasid kvantiseerimise tähtsust füüsika jaoks. Tänapäevaks on 

kvantteooria arendatud universaalse tähendusega üldteooriaks, mis on reaalse maailma 

kirjeldamise aluseks.  

Käesoleva kursuse põhitähelepanu on suunatud kiirguse omadustele ja interaktsioonile 

aatomitega. Kiirgust vaadatakse kui kvantvälja, mida kirjeldatakse kiirgusvälja moodide 

kogumiga. Igale moodile seatakse vastavusse kvantiseeritud harmooniline ostsillaator. 

Kiirguse kvantiseerimise tulemusena saame elektromagnetvälja nullvõnkumised, mis vastavad 

nullenergiale, need on nn vaakumi fluktuatsioonid. Neil puudub klassikaline analoog. Vaakumi 

fluktuatsioonidega on võimalik seletada selliseid efekte nagu Casimiri efekt, aatomite ja 

molekulite vahelised van der Waalsi interaktsioonid, musta augu soojuskiirgus ja palju muud. 

Ka aine kiirgusest ei ole võimalik aru saada vaakumi fluktuatsioone arvestamata. Veel enam, 

on alust arvata (Tryon, Nature,1973), et Universum on tekkinud kvantfluktuatsioonist 

 

§1. Elektromagnetvälja kvantiseerimine [1] (pt. 1,6) 

1. Reaksarendus üle moodide 

Kvantteoorias seatakse füüsikalistele suurustele vastavusse operaatorid. Mõõdetavatele 

füüsikalistele suurustele vastavad hermiitilised operaatorid (operaator on võrdne oma 

kaasoperaatoriga). 

Operaatorite vahel kehtivad samad seosed, mis vastavate suuruste vahel klassikalises füüsikas. 

Seepärast alustame kiirguse kirjeldamist, kasutades klassikalist elektromagnetvälja teooriat. 

Selles teoorias kirjeldatakse vaba elektromagnetvälja lainevõrrandiga: 

    

  

2
2

2 2

1
0A A

c t


  


, (I.1.1) 

kus A  on vektorpotentsiaal (määratud kalibreeringu täpsusega). Vaba elektromagnetvälja 

korral 0divA  . 

Klassikalises füüsikas A  ei ole vaadeldav/mõõdetav suurus, erinevalt magnet- ja elektrivälja 

tugevusest, mis on A -ga määratud: 

                                                 
1 Mais 1937 külastas Max Planck Tartu ülikooli ja tegi aulas ettekande „Religioon ja loodusteadus”. Valmar 

Adamsi mälestuse järgi külastas ta Tartut ja esines ettekandega juba sügisel 1918, kui Saksa okupatsioonivõimud 

üritasid käima panna Tartu Saksa ülikooli [Ivar Piir, Füüsika ajalugu,Ilmamaa, 2013]. 
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0 A

A A

t t





  

  

    
 

H

E
  (I.1.2) 

  

Kvantteoorias on ka vektor A  vaadeldav/mõõdetav suurus, avaldudes näiteks Josephsoni 

efektis või Aharonov-Bohmi efektis.  

 

Välja kvantiseerimiseks toome sisse moodid. Vaatame välja ruumis, mis koosneb 

perioodiliselt paigutatud kuubikujulistest õõnsustest, elektriväli on null kuubi seintel. Väli 

rahuldab perioodilisi ääretingimusi, perioodiks näiteks kuup serva pikkusega L. Oletame, et 

väli on perioodiline kõigis kolmes ruumisuunas: 

 ( , , ) ( , , )A x y z A x nL y mL z lL     , 

kus n,m,l = 0,  1,  2,… . Piisavalt suure L puhul välja omadused ei tohiks sõltuda L suurusest 

ega perioodilisuse tingimustest. 

Esitame A  reaksarendusena üle monokromaatsete tasalainete/moodide, mis erinevad 

levisuuna, sageduse ja polarisatsiooni poolest 

 

 ikr i t

k
k

A A e   . (I.1.3) 

Analoogsete ridadena võib esitada ka E  ja H . Ilmselt on (I.1.3) lähtevõrrandi (I.1.1) lahendiks, 

kuna  2 2 2/ 0ikr i t

k

k c e     . See annab /k c . Välja moodide parameetrid k ,  , 
k

A  

tuleb valida nii, et kehtiks lainevõrrand ja perioodilised ääretingimused.  

 

Perioodilisi ääretingimusi rahuldavad vaid järgmised k-d:  

 

2

2

2

x x

y y

z z

k
L

k
L

k
L























  

Lainearvu vektorid moodustavad kuubilise võre võrekonstandiga 2 / L . 

Perioodiliste ääretingimuste korral väli jaotub moodideks, iga mood vastab ühele k väärtusele, 

olles diskreetne objekt. 

 

Valemit (I.1.3) võiks esitada sin( )kr  ja cos( )kr  kombinatsioonide kaudu 
ikre  asemel. Üks 

niisugune lahend, nimelt  

 

0

0

0

22 2
( , ) ( ) cos sin sin

22 2
( , ) ( )sin cos sin

22 2
( , ) ( )sin sin cos

yx z
x x

x

yx z
y y y

z

yx z
z z

yx z
r t t

L L L

yx z
r t t

L L L

yx x
r t t

L L L

    

    

    

     
     

    
        
       

     


    
     

    

E E

E

E E E

E

E E




 (I.1.4)  

https://en.wikipedia.org/wiki/Josephson_effect
https://en.wikipedia.org/wiki/Josephson_effect
https://en.wikipedia.org/wiki/Aharonov%E2%80%93Bohm_effect
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rahuldab nii perioodilisi ääretingimusi (välja longitudinaalsed komponendid „seintel” (y,z=0; 

z,x=0,L; x,y=L,0) on nullid) kui ka vaba transversaalse välja tingimust 0E   kõikides 

ruumipunktides kui  0 0k E , kus 2 , 2 , 2x x y y z zk L k L k L     . Lahend ei 

muutu, kui teeme asenduse 'r r : 

  
( , , )

, , , 0, 1, 2,...
' ( , , )

r x y z
n l m

r x nL y lL z mL


  

   
  

kus nL  on nihe x suunas. See tähendabki, et perioodilised ääretingimused on rahuldatud. 

Tingimus   0E   annab  

    0

22 2
sin sin sin 0

yx z
yx z

k
L L L

        
      

    
E E .   

See tingimus on rahuldatud kõikides ruumipunktides, kui on rahuldatud transversaalvälja 

tingimus  0 0k E .  

Vaatame, mis kitsendusi ääretingimus A -le esitab. Kui 

 2x xk L   , (I.1.5) 

siis on meil eksponendis perioodiline funktsioon. Tänu asjaolule, et meil on ristväli ( 0A 

0kA  ), on 2 võimalikku polarisatsiooni. Mis omakorda tähendab, et igale k väärtusele vastab 

2 (erineva polarisatsiooniga) moodi. 

 

Moodide tihedus  

Vaatame k-ruumi. Leiame moodide arvu vahemikus k, k+dk, kus dk on väike. Et sellesse 

intervalli mahuks palju moode, eeldame 2 L dk  . Vastava kerakihi ruumala on 

24 .kV k dk  Ühele moodile vastab ruumala  
3

2 L . Seega moodide arv ruumalas kV  on 

 
 

2
3

3 2
2

2 /

k
k

V k
N L dk

L 
     

(faktor 2 arvestab kaht polarisatsiooni), mis annab moodide arvu ühikruumalas ehk tiheduse k-

ruumis: 

 
2 2

3 2 2

k
k k

N k k
dk dk

L
 

 
     . (I.1.6) 

Tiheduse avaldiseks sageduse ruumis saame 

 
2 2

2 3 2 3kdk d d
c c

 

 
    

 
     . (I.1.7) 

Tiheduse kiire kasv sagedusega 2

   toimub tänu 3-mõõtmelisele ruumile. Kui vaataksime 

2D ruumi, saaksime 

2c






 , 

1D ruumis  

   

 1 c  const.  
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Kokkuvõte 

 

Meie elektromagnetväli on määratud vektorpotentsiaali reaksarendusega üle moodide  

 

 
*( )k kikr i t ikr i t

k k
k

A A e A e
   

   ,  (I.1.8) 

A  on reaalne suurus, 
k

A  – kompleksne; k kc   . 

Elektrivälja jaoks saame siit: 

 *( )k kikr i t ikr i t

k k k
k

A
i A e A e

t

    
   


E    (I.1.9) 

ja magnetvälja jaoks: 

    *k kikr i t ikr i t

k k
k

A i k A e k A e
         

   . (I.1.10) 

 

2. Kvantelektromagnetväli footonite tekke- ja kaooperaatorite 
esituses 

Alustame välja kvantiseerimist, seades moodile vastavusse operaatori. Avaldame 

vektorpotentsiaali kompleksse operaatori 
ˆ

kA  kahe reaalse operaatori – üldistatud koordinaadi 

ˆ
kQ  ja impulsi ˆ

kP  operaatorite kaudu (kirjapildi lihtsustamiseks jätame vektori märgi k  pealt 

ära):  

    
1/2

2

0

ˆ ˆ ˆ ˆ4k k k k k kA eA e V Q iP  


     (I.1.11) 

( e  on polarisatsiooni ühikvektor, 0  – elektriline läbitavus, V – ruumala), 

kusjuures 

*

*

ˆ ˆ

ˆ ˆ

k k

k k

Q Q

P P

 




 

ja 

    
1/2

2

0
ˆ ˆ ˆ4k k k k kA V Q iP  


    (I.1.12) 

Leiame moodi energia operaatori  

 22 2 2 2 2 21ˆ ˆ ˆ ˆ4k k k k k k k kH A Q P
V

     E H       0( 1)  , 

mis annab elektromagnetvälja hamiltoniaani 

  2 2 2ˆ ˆ
k k k

k

H Q P   .  (I.1.13) 

Näeme, et välja energia on harmooniliste ostsillaatorite energiate summa. Järelikult välja 

iga mood on dünaamiliselt ekvivalentne harmoonilise ostsillaatoriga. 

 

Kvantiseerimist antud ülesandes saab läbi viia, kui eeldada, et ˆ
kQ  ja ˆ

kP  on operaatorid, mis 

rahuldavad kommuteerimistingimusi  

 ' '
ˆ ˆ,k k kkQ P i   

 
 , (I.1.14) 

' '
ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0k k k kQ Q P P    

  
. 

Järgmise sammuna läheme üle dimensioonita operaatoritele 
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   ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ,
2 2

k k
k k k k k k k ka Q i P a Q i P

 
     . 

Tekkeoperaator â on kaooperaatori â  kaasoperaator. Valemist (I.1.14) tuleneb, et nende 

operaatorite kommutaator   

 ˆ ˆ, 1k ka a      

on ühiksuurus. Märkigem, et erinevate moodide puhul operaatorid kommuteeruvad: 

 ' '
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 0,k k k k k ka a a a a a k k  


          . 

Esitades  

  ˆ ˆ ˆ
2

k k k

k

Q a a


    (I.1.15) 

ja  

  ˆ ˆ ˆ
2

k
k k kP i a a

    ,  (I.1.16) 

saame (vt (I.1.8))   

 
0

ˆ ˆ
ˆ ˆ

2

ikr i t ikr i t

k k k
k k k

A A e a e a e
V

 

 

      
    . (I.1.17) 

Välja energia on määratud hamiltoniaaniga 

 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( 1/ 2)kk k k
k k

H H a a     .  (I.1.18) 

Potentsiaal A (I.1.17) määrab elektri- ja magnetvälja footonite tekke- ja kaooperaatorite 

esituses: 

 
0

ˆ
ˆ ˆ

2
k kikr i t ikr i tk

k k
k

i e a e a e
V

 



    
 E  , (I.1.19) 

 

 
0

ˆ
ˆ ˆ( )

2
k kikr i t ikr i t

k k k
k k

i k e a e a e
V

 

 

     
 H  . (I.1.20) 

Märkigem, et 
ˆ

k
A , ˆ

kH , 
ˆ
E , 

ˆ
H  on hermiitilised operaatorid. 

 

Näitame, et operaatorid â  ja â  toimivad välja energiakvantide/footonite tekke- ja 

kaooperaatoritena. Tähistame ˆ ˆ ˆa a n   . Selle operaatori seisundid/omaolekud on n : 

n̂ n n n . Vaatame, kuidas mõjub operaator â  seisundile n . Energia operaatori 

(hamiltoniaani) võime esitada kujul (lihtsuse mõttes piirdume ühe moodi juhuga): 

 ˆ ˆ 1/ 2H n  . 

Statsionaarses seisundis  ˆ 1/ 2nH n E n n n   . Arvutame 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1)na n a aa n a a a n n a n            

ning 
 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1/ 2) (( 1) 1/ 2) ( )nHa n a a a n a n n E a n             . 

Näitasime, et seisund a n  on statsionaarne seisund kvandi   võrra suurema energiaga, 

kui n . Seega a on tekkeoperaator, mis tõstab omaolekut/energiat ühe kvandi võrra. 
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Analoogselt leiame, et operaator â  on kaooperaator: 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1/ 2) (( 1) 1/ 2) ( )nHa n a a a n a a a n E a n          . 

Harmoonilise ostsillaatori energia ei saa olla negatiivne, kuna mõlemad, potentsiaalne ja 

kineetiline energia on määratud mõõdetavate (reaalsete) suuruste ruuduga. Kaooperaatorit 

korduvalt rakendades jõuame minimaalse energiaga seisundini, mida tähistame 0 . Kuna 

sellest madalama energia seisundeid ei eksisteeri, siis ˆ 0 0a  . Korduvalt rakendades sellele 

tekkeoperaatorit saame arvude n  võimalikeks väärtusteks naturaalsed positiivsed arvud 

1,2,3... ja ekvidistantsed energianivood energiatega  1/ 2nE n  .
  

Madalaima nivoo (n=0) energia on / 2 . Seda nimetatakse nullenergiaks. Märkigem, et 

nullenergia olemasolu on puht-kvantnähtus: klassikalisel piiril 0  ta kaob. 

 

3. Plancki skaala: energia, aeg ja pikkus  

Teadaolevatest konstantidest c  (valguse kiirus), G  (gravitatsiooni konstant), 2h   (Plancki 

konstant) saab moodustada energia, pikkuse, aja dimensiooniga suuruseid – Plancki energia, 

pikkuse, aja. Näiteks, saame moodustada pikkuse dimensiooniga suuruse, mida nimetatakse 

Plancki pikkuseks  
3 3510 mPL G c  . 

On alust arvata (vaata allpool), et Plancki pikkus on väikseim võimalik pikkus. Jagades PL  

valgusekiirusega saame Plancki aja:  

 445 10P Pt L c s   .  

See aeg määrab ka Plancki energia: 
5

19 91.22/ 10 1.956  10 0.5433P P

c
E t GeV

G
J MWh      

Võtame Plancki skaala kokku tabelina 

 

Suurus SI ühikutes 

Plancki energia 
5

P

c
E

G
  

 

1.22 × 1019 GeV 

Plancki aeg 
5P

G
t

c
   

 

5.39121 × 10−44 s 

Plancki pikkus 
3P

G
L

c
   

 

1.616252 × 10−35 m 

 Plancki mass 
2

P
P

E
M

c
  

 
82.177 10  kg 
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§2. Elektromagnetvälja nullenergia ilmingud: Casimiri efekt 

1. Vaakumi null-energia 

Statsionaarses seisundis on moodi k energia  

1/ 2( )kk k
E n        0,1, 2

k
n  ,...   , 

(igas moodis on 
k

n  footonit), mis annab välja koguenergiaks 

1
2

( )k k
k

E n  . 

Välja nullseisundis kõik 0
k

n   – footoneid ei ole – saame nullenergia (vaakumi energia2) 

0 2/k

k

E  . 

Nullenergia (zero-point energy) tuleneb Heisenbergi määramatuse printsiibist: ei saa olla 

seisundit, milles süsteem on liikumatult potentsiaalaugu põhjas – koordinaat ja impulss ei saa 

olla samaaegselt täpselt määratud. Madalaima energiaga seisundis – põhiseisundis – peab 

olema asukoha/koordinaadi ja impulsi jaotus, mis rahuldaks määramatuse printsiipi. 

Teisisõnu, süsteemi energia peab olema suurem kui potentsiaalaugu miinimum.    

 

Hindame nullenergia väärtust, arvestades, et PL  on minimaalne võimalik pikkus ning PL  

maksimaalne võimalik k . Nullenergia tihedus on  

 

1 1

30
0 2 2 3

0 0
2 2 8

P PL L

P
k

P

E Ec c
k dk k dk

V L
 

 

 

       (I.2.1) 

ehk Plancki tiheduse 3

P P PE L   suurune. See on tohutu suur energia: 10107 džauli igas 

vaakumi kuupsentimeetris.  

 

Varem on arvatud, et vaakumile vastab kvantväljade minimaalselt võimalik energia, mis 

reaalsetes protsessides ei ilmnegi. 1948. a. osutas Hollandi füüsik Henrik B.G. Casimir 

tähelepanu asjaolule, et tegelikult võib vaakumi seisundit mõjutada, muutes tema energiat. Ta 

näitas, et tavaline optiline resonaator mõjutab elektromagnetilisi moode ja seega nende 

nullenergiat. Näiteks, kõige lihtsama resonaatori – kahe paralleelse peegeldava (metall)plaadi 

puhul nullenergia väheneb plaatidevahelise kaugusega. Seega plaatidevahelise kauguse 

vähenedes plaadid tõmbuvad (Casimiri efekt); vastavat vaakuumienergiast tingitud 

tõmbejõudu nimetatakse Casimiri jõuks – kuigi see on väga nõrk, on seda siiski mõõdetud. 

 

                                                 
2 Vaakumi energiasse annavad panuse peale elektromagnetilise välja ka teised väljad, näiteks standardmudeli 

järgi tulevad siin lisaks arvesse kalibratsiooniväljad, fermionide väli ja ka Higgsi väli.  

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Model
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Casimiri jõud kahe paralleelse plaadi vahel. 

 

  

2. Ühemõõtmeline Casimiri efekt 

Lubatud k väärtused annavad nullenergiaks 

 
max max

0

1 12 2 2

k n

k

k k n

c c
E k n

d

 

 

      . (I.2.2) 

Kui d  , siis summa asendub integraaliga 

 
max

0

0
2

k
c

E kdk    . (I.2.3) 

Casimiri jõu arvutamiseks tuleb leida kahe gigantse suuruse vahe 0 0E E . Lõpmatusest 

möödasaamiseks kasutatakse kvantväljateoorias regulariseerimist – tuuakse sisse parameetrist 

sõltuv tegur, mis muudab summa lõplikuks ja seejärel kõrvaldatakse see parameeter teooriast 

sobiva piirväärtuse valikuga. Casimir lisas selleks summa alla eksponentsiaalse kustumisteguri, 

asendades regulaarse väärtuse 
0

n

n n

n ne 






  , kus 
d


  , α on lõikamisparameeter (pikkuse 

dimensiooniga) 

2 /2 /2 2
0 0

1 1

1 (1 ) ( )

n n

n n

e
ne e

e e e e


 

    

 
 

  
 

 
     

    
  . 

Saame  

0 /2 /2 2

1

2 ( )

c
E

d e e 







. 

Arendame ritta väikeste γ-de järgi 2 2 4

/2 /2 2

1
1/ -1/12+(1/240) -O( )

( )e e 
  





. 

Seega 
0 2

1 1
( ...)

2 12

c
E

d




   , mille regulaarne, lõikamisviisist sõltumatu osa  
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 reg
24

c
E

d


   . (I.2.4) 

Casimiri jõuks ühemõõtmelisel juhul saame 

 cas 224

E c
F

d d


   


 . (I.2.5) 

Kaasaegne tuletuskäik kasutab Abel-Plana valemit, mis võimaldab summat arvutada 

integraali kaudu (vt tuletuskäik Lisa 1). 

2
1 0 0

1 ( ( ) ( ))
( ) ( ) (0)

2 1t
n

F it F it dt
F n F t dt F i

e 

 



 
  


  

 

Ühemõõtmelisel juhul D=1, F(n)=n ja regulaarne osa nullenergiast võrdub 

 22

0

( ( ))
/ 2

2 1 2
reg t

c it it dt c
E i B

d e d

 


 
  

  , (I.2.6) 

kus B2 tähistab Bernoulli arvu. Bernoulli arvud on määratud integraaliga 

 
2 1

1

2 2

0

( 1) 4
1

n
n

n t

t dt
B n

e 

 
 

  , (I.2.7) 

0 1 2 3 41, 1/ 2, 1/ 6, 0, 1/ 30B B B B B      . 

Seega sama tulemus veelkord:  
reg

24

c
E

d


    →   

cas 224

E c
F

d d


   


. 

3. Kolmemõõtmeline Casimiri efekt 

Olgu meil kaks lõpmata suurt tasaparalleelset metallplaati (et ääretingimused oleksid lihtsad) 

pindalaga L2 zy-tasandis. Plaatidevahelise välja ruumiline sõltuvus on antud valemiga (I.1.4). 

Sellest valemist on näha, et , ,
yx z

x y zk k k
d L L

 
   ,  , , 0, 1, 2,....x y z        

 0( ) i tE t E e 

   . 

Vaatame moodide tihedust kui L  : 
2

2
( )

k
k


  (I.1.6), kus lainevektor on pidev muutuja  

2

2 2 2 2 2

x y z y z

n
k k k k k k

d

 
      

 
,  ck  . 

Nullenergia  
2

2 2

0

02 2
y z y z

nk

c c n
E k dk dk k k

d





 
    

 
   . 

Piirjuhul L  
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2

2

0

00
2 n

c kdk n
E k

d





 



 
  

 
 .  Siin 

2 2 2

y zk k k  . 

Tuues sisse dimensioonita suuruse 
d d

q k dq dk
 

   , 

2 3

2 2 2 2

0

0 00 0

( )
2 2n n

c kdk c
E n q qdq n q

d d

 

 

  

 

   
      

   
   . 

 

Summa regulaarse väärtuse leidmisel kasutame Abel-Plana valemit: 

 

   
2 22 22 2

0, 3 2 3

0 0
2 1 2

reg t

it q it qc c
E qdq i dt

d e d

 


     
  
 
 

  . 

Arvutame   

   
2 22 2 2 2

2 2

0 0 0

2
1 1t t

q

it q it q t q
qdq i dt qdq i i dt

e e 


               
     

    . 

 

Vahetame integreerimise järjekorda ja toome sisse uue integreerimismuutuja x (q=tx, dq=tdx) 

 
13

2 2 2

2 2

0 0 0 0

1
2 2 1

1 1

t

t t

t
dt dqq t q dt dxx x

e e 


 

     
     . 

Saame 
3

2

0

2

3 1t

t
dt

e 




 
 , 

milles integraal üle t on Bernoulli arv B4/8 =1/240 (vt (I.2.7)), seega 
1

360
    ja vastav 

nullenergia on 

 
2

0,reg 3720

c
E

d


   , (I.2.8) 

 

mis annab Casimiri jõuks pinnaühiku kohta (õigupoolest rõhk) 

 

 
2

0,reg

cas 4240

E c
F

d d


   


 . (I.2.9) 

 

Kui 10 cmL  (seega plaadi suurus on 2 2 210 mL  ) ja plaatide vahekaugus 710 md  , siis   

cas ~ 0.13NF  
4

cas ~1.3 10 atm 13PaP    . 

 

4. Casimiri jõu mõõtmine 

Esimese mõõtmiskatse tegi M.J. Sparnaay 1958. aastal, kuid alles 1997. aasta alguses teatas 

Steven K. Lamoreaux esimesest korrektselt läbiviidud katsest Casimiri jõu määramiseks. Niisiis 

on nullenergiat võimalik otseselt jälgida eksperimendis ja see energia on mõjutatav aine poolt. 
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Kuidas muutub elektromagnetvälja nullenergia, kui panna kõrvuti 2 tasaparalleelset 

metallplaati vahekaugusega d?  

Saab vaadelda elektromagnetvälja nullenergiat pinnaühiku kohta. Sellise elektromagnetvälja 

nullenergia sõltub plaatidevahelisest kaugusest. Juhtivate plaatide vahel levivad lained peavad 

alluma ääretingimusele: juhtiva plaadi pinnal peab elektrivälja ristkomponent olema null; 

juhtival pinnal on laine "sõlmpunkt". Seega saavad plaatide vahel olla ainult sellised tasalained, 

mille poollainepikkusi mahub plaatide vahele täisarv kordi. Plaatide vahel saavad olla kindla 

pikkusega lained (vt. joonis): 2 /k d n  . Lubatud/võimalikud lainevektori väärtused on 

2 / /k n d    . Kui vähendame vahekaugust a kaks korda, kaovad pooled moodid – seega 

väheneb plaatidevaheline nullenergia – tekib tõmme plaatide vahel. Vastavat tõmbejõudu 

nimetatakse Casimiri jõuks. Vahekaugusel 1 µm on selle jõu suurus ~10-8 N.  

  

Nagu näeme, Casimiri jõud on võrdeline Plancki konstandiga – seega puudub tal 

klassikaline analoog. Casimiri jõudu võib vaadelda Van der Waalsi jõudude erijuhuna, mis 

üldiselt toimivad väga väikese vahekaugusega makroskoopiliste kehade vahel, mille pinnad 

moodustavad osaliselt avatud resonaatori.  

 

Casimiri efekti eksperimentaalseks kontrolliks on pakutud järgmist seadeldist 

 
 

Eksperimendis mõõdeti pinge muutust vagoneti liikumisel. Vaatamata katsevea suurusele  

( 50 %), jõud siiski registreeriti. Hiljem on katseid läbi viidud palju kordi. Plaatide 

vahekaugust on vähendatud  2-3 Å. 
Vaakumi energia avaldub katsetes: 

• kahe tasaparalleelse plaadi vahel, millest üks võngub; 
• võnkuva peegliga;  
• kiirendusega liikuva detektoriga; 

samuti mustade aukude kiirguses (vaakumi „kollaps”). 
Kokkuvõttes: vaakumi nullenergia annab endast märku küll. 

 

§3. Vaakumi energia [1] (pt. 6) 

1. Universum kui nullenergiaga kvantfluktuatsioon [2] 

USA teoreetik Edward Tryon (vt[2]) esitas hüpoteesi, et tegelikult vaakuumi energia on null 
või lähedane nullile. Refereerime allpool Tryoni hüpoteesi. 
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Universum ilmus eikuskilt 1010 aastat tagasi. Siinjuures füüsika (jäävus)seadusi ei olnud vaja 
rikkuda3. See tähendab, et sellise Universumi jäävate suuruste koguväärtus peab olema null.  
Jäävsuuruseid on kaht liiki – diskreetseid ja pidevaid. Diskreetsed suurused iseloomustavad 

elementaarosakesi (elektrilaeng jm), neil on ühesugune suurus, aga erinev märk osakese ja 

antiosakese jaoks. Diskreetsed jäävuseseadused nõuavad, et eikuskilt/ eimillestki  tekkinud 

universum peab koosnema mateeriast ja antimateeriast võrdselt. 

Ülejäänud jäävuseseadustest on kosmoloogia jaoks olulisim energia jäävus. Ehkki mateeria ja 

energia võivad teineteiseks konverteeruda, summaarne energia peab jääma konstantseks, ka 

siis kui iga ainetükk saab endale energia 2mc . 

Universumil on hiigelsuur kogus massienergiat, mis paistab välistavat kosmose loomise 

eimillestki! Aga ei maksa unustada, et on olemas teine, kosmoloogia jaoks väga oluline energia 

vorm – nimelt gravitatsiooni potentsiaalne energia. Massi m interaktsioon ülejäänud 

Universumiga annab tema gravitatsioonienergiaks: 

 /GE GmM R  , 

kus M on Universumi kogumass, mis on hõlmatud Hubble’i raadiusega /R c H , kus H 

tähistab Hubble’i konstanti. (Täht kaugusel D eemaldub kiirusega v HD , 

H=77 km/s*Mpc=2.5x10-18 s-1 2810R cm  )4. Hubble’i raadiusega piiratud universumi 

massi kriitiline tihedus  

  

 
2 2 2 2 2

2 3 3

3 3 3 / 2 / 2

8 8 8 4 / 3
c c

G G

H c mc R M mc M mc

G R G mMG R E R E
 

   
        . (I.3.1) 

Järelikult 
2 / 2GE mc  . Iga aineosakese negatiivsest gravitatsioonienergiast piisab, et 

kompenseerida positiivset massienergiat 2mc . Seega Universumi massi energia on suure 

täpsusega kompenseeritud massist tingitud gravitatsiooni energiaga nii, et nende summaarne 

energia on null või nullilähedane.   

Selle kompensatsiooni võtabki Tryon toeks oma seisukohale, et vaakumi ja ka terve Universumi 

energia on null või selle lähedane. Tryon väidab, et nullenergiaga Universumi tekkevõimalus 

tuleneb kvantvälja teooriast. Kvantelektrodünaamika järgi võivad elektron, positron ja footon 

spontaanselt tekkida vaakumis. Kui see aset leiab, eksisteerivad kolm osakest vaid lühiaegselt, 

annihileerudes seejärel jälge jätmata. Energia jäävus oleks nagu rikutud, aga üksnes osakese 

eluea t  vältel, mis on lubatud määramatusega E t  , kus E  on kolme osakese 

koguenergia. Seda ajutist spontaanset osakeste ilmumist nimetatakse vaakumi 

fluktuatsiooniks. Tryon pakub, et meie Universum tekkis vaakumi väikese energiaga 

fluktuatsioonina, jätkates paisumist. 

 

Universum paisub kui vaakumienergia tihedus peaks olema veidi < 0,  see võimaldavat 

Universumi paisumise. Tryoni mudelis see on tõenäoline, kui on mõeldud osakestest vaba 

vaakumi. Tõepoolest: algfluktuatsioonis tekkis osakesi. Koguenergia = 0. Osa energiast oli 

osakeste oma. See on positiivne energia. Seega vaakumi energia ilma osakeste energiata peaks 

algfluktuatsioonis olema negatiivne. 

 

2. Kvantvälja väikese lainepaketi gravitatsioonienergia  

Allpool on toodud argumendid selle poolt, et vaakumi energia on kahe hiigelsuure, erineva 

märgiga energia tasakaal. Üks nendest on fundamentaalbosonite nullenergia, mis on positiivne. 

Teine on Plancki pikkuse fluktuatsioonide gravitatsiooniline energia, mis on negatiivne.  

                                                 
3 Siin on erinevus teistest Suure Paugu teooriatest 
4 1 Mpc=megaparsek=3.08567758x1022 m 
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Näitame esmalt, et Plancki energia tõepoolest vastab ühe osakese energia maksimaalselt 

võimalikule absoluutsele väärtusele. Nimelt näitame, et gravitatsioonienergia tõttu ei saa 

eksisteerida üksikosakest suurema energiaga kui PE . 

Vaatame selleks üksikosakese väga väikest lainepaketti suurusega/pikkusega L . Heisenbergi 

määramatuse printsiibist tuleneb  

x p   → L p  . 

Kui L  on väga väike, siis impulsile /p L  vastab väga suur relativistlik (kineetiline) energia 

k

c
E pc

L
  . 

Tavaliselt gravitatsiooni ei arvestata, aga et siin on tegemist väga suure energia ja massiga 

lainepaketiga, siis tuleb arvestada ka paketi oma gravitatsioonienergiat: 
2

G

m
E G

L
  , 

kus mass m on määratud koguenergiaga: 
2/ , ( )k Gm E c E E E   . Seega  

2 2

4 4

( )k G
G

E E E
E G G

c L c L


    .

 
Saame koguenergia jaoks võrrandi 

 
2 4 4 5

2 2

4
( ) 0 0k G

c E c c L c L c
E E E G E E E E

L c L L G G G
             , (I.3.2) 

mille lahendid on järgmised: 

 

22
5 4 4

, 1
2 2 2 2

P

P P

c c L c L L L
E E

G G G L L
 

 
                  

 

 . (I.3.3) 

Siin 5

PE c G =1.22 × 1019 GeV on Plancki energia. See on üksikosakese maksimaalne 

võimalik energia – gravitatsioon ei luba rohkem.  

Hüpoteetilist osakest diameetriga PL  ja massiga 
2 82.177 10P PM E c    kg nimetatakse 

Plancki osakeseks. Võrrelgem: üks raskemaid eksperimentaalselt vaadeldud 

elementaarosakesi – Higgsi boson – on ca 125 GeV.  

Märkigem, et osakese maksimaalne energia tuleneb valemi (I.3.2) positiivse energiaga 

lahendist. Allpool vaadatakse ka negatiivse energiaga lahendit. 

Nagu eespool nägime, elektromagnetvälja nullenergia on antud valemiga (I.2.1) 

 
max

0 2 3

0
2 8

k

P
k

P

Ec
E V k dk V

L



   , 

kus max 1 Pk L  on maksimaalne lainearvu väärtus, mis on määratud Plancki pöördpikkusega. 

Vastav energiatihedus on 
2 3

0 0 0 8P PE V E L   .  

Footonid ei ole ainsad fundamentaalbosonid, on olemas ka teisi, mis peavad samuti panustama 

vaakumi nullenergiasse. Seepärast vaakumi elektromagnetvälja nullenergia suurust 

ruumiühikus – energiatihedust – kirjeldatakse tavaliselt järgmiselt:   
3

vac P PE L   , 

kus 
216Z  , Z  on bosonite spinnseisundite koguarv (kaasaarvatud antiosakesed), PE  on 

Plancki energia, PL  – Plancki pikkus. See hiigelsuur energiatihedus ületab ca 10210  korda 

masside keskmise energiatiheduse Universumis.  
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3. Negatiivse gravitatsioonienergiaga osakeste lainepaketid Plancki 
skaalas [3] 

Pöördume tagasi vaakumi energia ja selle tiheduse juurde. Bosonitest tingitud hiigelsuure 

nullenergia 10710 J/cm3 kompenseerimiseks on loogiline otsida gravitatsiooni interaktsiooni, 

kuna piir on selle interaktsiooniga määratud. Niisugune gravitatsiooni interaktsiooniga 

määratud kompenseerimise võimalus on tõesti olemas – positiivse Plancki energia suurusega 

fluktuatsioonid omavad ühtlasi suure aga negatiivse panusega gravitatsioonienergiat.                               

Tõepoolest, vaadates relativistlikku paketti gravitatsioonienergiat arvestades, näitasime, et on 

olemas negatiivse energiaga lahend  

 

2

1
2 2

P

P P

L L
E E

L L


 
      

  
 

 . 

See lahend vastab negatiivse energiaga osakestele, mis on lõksustatud (trapped) omaenese 

gravitatsiooniväljas. Esmapilgul paistab, et see lahend ei ole füüsikaline (ei saa vastata 

reaalsusele), kuna see viib meelevaldselt suure absoluutväärtusega negatiivsele energia 

tihedusele 
3/E L . See järeldus aga ei ole õige. Siin tuleb arvestada kaht asjaolu. 

• Plancki energia PE  on ainus sellise suurusega energia dimensiooniga ühik. Suuremat 

ühikut ei ole teada. Seega ka negatiivne osakese energia ei tohi olla suurema 

absoluutväärtusega kui PE  . 

• Energeetiliselt on kasulik, kui niisugused osakesed eksisteerivad ruumis igal pool, 

eeldades, et nad ruumis ei kattu.  

Tõepoolest, ülaltoodud valemi järgi liitlaine paketil suurusega PL L  , mis koosneb N>1 

täielikult kattuvatest osakestest (see liitpakett on ka pakett ja seega on kirjeldatav selle 

valemiga), on ligikaudu / PL L  korda suurem negatiivne energia  ja ( / PL L )3 korda suurem 

ruumala kui ühel osakesel  suurusega PL . Sealsamas aga nimetatud ruumalasse võib paigutada  

~
3

0( / )L L  osakest, üksteisest kaugusel  0L  (mis on suurem kui PL , aga võrreldav sellega) nii, 

et nendevaheline gravitatsiooniline interaktsioon on väiksem kui nende seesmine 

gravitatsiooniline interaktsioon. Sel juhul summaarne energia (mis on negatiivne) on suure L/L0 

puhul palju väiksem. Seega vaadeldud pakette suurusega ~ PL  on energeetiliselt kasulik 

paigutada ruumis üksteisest eraldi kaugusele 0 PL L .
 
 Seda tingimust on võimalik täita tänu 

sellele, et bosonite positiivse nullenergia tiheduse parameeter   on väiksem ühest. Vastav 

kaugus 0L  (võrreldav Plancki kaugusega, olles mõnevõrra suurem) on määratud sellega, et 

negatiivse energia tihedus kompenseeriks ülalvaadeldud positiivse vaakuumienergia tiheduse 
107 310 /J cm . Siin me lähtume Tryoni seisukohast, et tekkida saaks ainult Universum, mille 

summaarne energia tihedus on null või nulli lähedane.  Ülaltoodud pildi järgi koosneb vaakum 

kvantvälja fluktuatsioonidest suurusega PL  ja gravitatsioonenergiaga PE . Nende pakettide 

energiatihedus on P PE L . 

   

4. Tõukumine Plancki piiril 

Vastavalt eespool toodud mõttekäigule peavad hüpoteetilised negatiivse energiaga osakesed 

(fluktuatsioonid) olema aegruumis nii väikesed kui võimalik. Arvestades, et PL  ( Pt ) on 

väikseim võimalik pikkus, peab fluktuatsioonide suurus olema suurusjärgus PL . See tähendab, 
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et peab olemas olema mehhanism, mis töötab vastu nende fluktuatsioonide gravitatsioonilisele 

kollapsile. Selleks mehhanismiks võib olla sisemine tõukeinteraktsioon, analoogne sellega, mis 

toimub osakestel standardmudeli järgi. Tõepoolest, standardmudelis on selline interaktsioon 

olemas (vt nt [3]), see on antud järgmise mittelineaarse kvantvälja   lagranžiaani tihedusega 

 
† 2

rep ( )U     , (I.3.4) 

kus 1/ 2    on neljandat järku välja interaktsiooni dimensioonita parameter (  väärtuse kohta 

vt Lisa 2: λ väärtus ja Higgsi bosoni mass). Oletame, et seda tüüpi tõukeinteraktsioon on olemas 

ka uuritavate fluktuatsioonide jaoks. Heaviside’i ühikutes on   energia dimensiooniga. Neis 

ühikutes Plancki piiril P PE   ja 
1

P PL E ; siis sisemine tõukeenergia repE  on  

 
3

rep P P( / )E E L L  . (I.3.5) 

Suvalise   jaoks saame SI ühikutes   3 4

rep P P .LE L E dV     

Erinevalt gravitatsioonilisest vastasmõjust (mis on samuti mittelineaarne ja käsitletud 

klassikalisel piirjuhul) on  repE L  puhtalt kvantiseloomuga. Seega saame mõlemat 

mittelineaarset vastasmõju ühekorraga rangelt käsitleda ainult gravitatsiooni kvantteoorias, 

mida veel ei ole olemas. Siiski, valemitest (I.3.3) ja (I.3.5) järeldub, et väikese PL L  jaoks on 

kvantiseloomuga tõukumine gravitatsioonilisest tõmbumisest palju tugevam, samas kui suure 

PL L  korral on nende suhe vastupidine. Seega võib suure ja väikese L  korral vaadelda 

kumbagi mittelineaarset vastasmõju sõltumatuna. Siis tihedalt pakitud struktuuriga gaussiliste 

lainepakettide korral 

  
2 23/4 3/2 /(2 / ) r LLr e      (I.3.6) 

(siin r  on radiaalkoordinaat, / 2L  on r  standardhälve (root-mean-square deviation)) saame  

  
3

rep P P /E E L L    (I.3.7) 

 
3/2 2 4

kin/ 8 , 3 /GE GE Lc E c L    

  3/2 2 2 3/2

PP P4 / / 3 / 2E E L L LL 

      . (I.3.8) 

See annab energiatiheduseks 

   3

vac rep 0/ 3 2E E L 

   , (I.3.9) 

kus 0L  on lainepakettide vaheline kaugus (tegur 
3

03 2 /L   on tihedalt pakitud struktuuri 

ühikraku ruumala). Negatiivse energiaga fluktuatsioonide energiatiheduse sõltuvus 

nendevahelisest kaugusest 0L  (eeldusel, et 1/ 2  , vt Lisa 2: λ väärtus ja Higgsi bosoni 

mass) kolme erineva 1 0 / 2LL L   väärtuse jaoks on näidatud joonisel. 
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Negatiivse energiaga kvantfluktuatsioonide 

energiatiheduse sõltuvus nendevahelisest 

kaugusest 0L  kolme erineva 1 0 / 2LL L   

väärtuse jaoks 

 ( L  on fluktuatsioonide ruumiline suurus): 

• P1.9 L  (ülemine kõver), 

• P1.75L  (keskmine kõver),  

• P1.6 L  (alumine kõver). 

 

 

 

Kui 1 P1.75L L , siis ühtib arvutatud negatiivse energiatiheduse miinimumi absoluutväärtus 

bosonite nulloleku fluktuatsioonide energiatihedusega P0.2  (keskmine kõver) ja vaakumi 

koguenergiatihedus on null. Meie mudelis on fluktuatsioonide suurus P0.5L L  ja 

nendevaheline kaugus on 0 P2L L .  

Leidmaks 0L  (ja vac 
) , lähtume Tryoni argumendist, et Universum võis tekkida üksnes null- 

(või nullile ligilähedasest) energiast. Kui arvestada, et mõlemad, positiivse ja negatiivse 

energiaga panused vaakumi energiasse langevad kokku, siis saame vaakumi energiatiheduse 

sõltuvuse negatiivse energiaga osakeste vahelisest kaugusest 0L  allpool toodud joonise kujul. 

Energiatiheduse miinimum vastab niisugusele 0L  väärtusele, mis vastab Tryoni nullenergiale.  

 

 

 

 

Joonisel on vaakumi energiatiheduse 

sõltuvus negatiivse energiaga 

f luktuatsioonide kontsentratsioonist. 

 

 

 

 

 

5. Kvantvaakum Plancki piiril: iseloomulikud parameetrid 

Nagu eespool näidatud, Plancki piiril on vaakumil struktuur: lisaks hiigelsuure energiaga 

bosonite null-väljale sisaldab vaakum negatiivse Plancki energiaga osakesi. Viimased annavad 

kokku bosonivälja energiat kompenseeriva negatiivse energia, ning seega vaakumi energia 

tihedus ligikaudselt võrdub nulliga. Iseloomustamaks vaakumi struktuuri Plancki piiril tõime 

sisse Universumi kaks uut fundamentaalset pikkust: 

• negatiivse energiaga fluktuatsioonide suuruse L; 

• fluktuatsioonide vahelise kauguse L0.  
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Nende väärtusteks saime: 

 
P

0 P

0.5 ,

2 .

L L

L L




  (I.3.10)    

Nimetatud suuruste tuletamisel oletasime, et on olemas dimensioonita parameeter  , mis 

kirjeldab kvantväljade tõukumisjõudu Plancki piiril. Leidsime,  et  

                                                                     1/ 2  .  

Võiks arvata, et siin esitatud vaakumi struktuuris peab lisaks hüpoteetilisele Plancki suurusega 

ja negatiivse energiaga osakesele eksisteerima ka teisi osakesi, mille energia võib olla 

võrreldav. Tõepoolest, vaadeldud lainepakett suurusega PL L  kirjeldab ka seisumassiga 

osakest. Osakeste massid on aga võrreldamatult väiksemad kui Plancki mass. Seepärast osakese 

seisumass väga suure täpsusega ei mõjuta vaadeldud PL  suurusega lainepaketti. Sellest võiks 

järeldada, et Plancki piiril negatiivse energiaga osakesed ei erine üksteisest ehk on identsed. 

See järeldus on siiski ennatlik. Kui arvestada erinevate osakeste olemasolu, siis ei saa välistada, 

et on olemas rohkem kui üks erinev negatiivse energiaga osake. 

Täpne tasakaal põhiolekus bosonvälja positiivse energia ja osakeste negatiivse energia vahel 

võimaldab käsitleda osakeste teket ja kadu energia jäävuse seadust rikkumata. Selline protsess 

võib põhjustada Universumi paisumise (vt Lisa 4 ja Lisa 5).  
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II. Kiirguse kvantvälja seisundid 
 

Kvantmehaanika lubab lõpmatult palju kiirgusvälja erinevaid seisundeid, palju rohkem kui 

klassikaline füüsika. 

 

§1. Faasi operaator [1] (pt. 7) 

Klassikaliste võnkeprotsesside üheks iseloomustavaks suuruseks on faas. Kvantteoorias 

seatakse sellele suurusele vastavusse faasioperaator. Allpool defineerime niisuguse 

faasioperaatori, mis kirjeldab kõiki seisundeid peale 0-seisundi. Seega jutt on ergastatud 

seisundeist. Siis saab faasioperaatorit üsna lihtsalt määrata. 

Klassikaline väli 
k

k

A A , 

0
( , ) k kikr i t i

k k
A r t A e Cc

  
  , 

kus   tähistab algfaasi (st faasi väljapunktis 0, 0r t   ). 

Kvantteoorias (vt (I.1.17)) 

 
1/2

0

ˆ
ˆ ˆ( , )

2
k kikr i t ikr i t

k k kk

k

A r t e a e a e
V

 

 

   
  
 

, 

kus operaatorid ka  ja ka
sisaldavad amplituudi ja faasi. Edaspidi jätame ära indeksi k,  

 
1/2ˆ ˆ ˆ( 1) ia n e    , (II.1.1) 

1/2ˆ( 1)n  on normeerimiskordaja, ˆie  – faasioperaator. Seega faasioperaator on määratud 

valemiga 

 
1/2ˆ ˆ ˆ( 1)ie n a    , (II.1.2) 

kus ˆ ˆ ˆn a a  on osakeste arvu operaator: n̂ n n n  . 

Faasioperaator ei ole hermiitiline operaator, kuna â  ei ole seda. Kaasoperaatoriks on 

 
1/2ˆ ˆ ˆ ˆ( 1)i ie e a n         (II.1.3) 

Need operaatorid ei kommuteeru üldjuhul, sest ka  ja ka
ei kommuteeru: ˆ ˆ, 0i ie e     . 

Veendume selles: 

 

 1/2 1/2 1/2 1/2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1i ie e n aa n n n n               

1/2 1/2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) 1i ie e a n n a        . 

 

Et on 2 faasioperaatorit, selleks on kvantmehaanikas oma põhjus: üks operaator vastab 

koordinaadile, teine impulsile. 

Leiame faasioperaatori toime täpselt määratud energiaga seisundile 

 
1/2 1/2 1/2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1 1ie n n a n n n n n n n n             . 

 

See vastab puht-kaooperaatorile  

1/2 1/2 1 , 0
ˆ( 1) 1 ( 1 1) 1

0, 0

n n
n n n n n n

n

    
       


. 

Analoogselt, kaasoperaator 
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1/2 1/2 1/2ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) 1( 1) 1 1ie n a n n n a n n n n n                

 

vastab puht-tekkeoperaatorile. Need operaatorid ei kommuteeru omavahel ega n̂ -ga, sest 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,n a a a a a aa aa a a          

ˆ ˆ ˆ,n a a     . 

Seega  

ˆ ˆ ˆ, i in e e       

ˆ ˆ ˆ, i in e e       

St suurus, mida kirjeldab faasioperaator, ei ole samaaegselt energiaga täpselt mõõdetav. 

Teisisõnu, statsionaarses seisundis ei ole faas täpselt määratud. 

 

On võimalik defineerida hermiitilised faasioperaatorid5, mis omavahel ei kommuteeru: 

  
1

ˆ ˆcos
2

i ie e      (II.1.4) 

  
1

ˆ ˆsin
2

i ie e
i

      (II.1.5) 

Kvantmehaanikast teame, kui  ,A B iC ,  siis / 2A B C    , kus 
22A A A    . 

Vaatame faasi ja energia → faasi ja osakeste arvu kommuteeruvust:    

  ˆˆˆ,cos sin

ˆ ˆˆ,sin cos

n i

n i

 

 

 

  
 

, st osakeste arv ja faas ei ole samaaegselt määratud 

1
cos sin

2

1
sin cos

2

n

n

 

 

  

  

 

Võrdleme klassikalise harmoonilise ostsillaatoriga, mille cosx t  ja sinp t , seega 

koordinaadi ja impulsi faasivahe on täpselt π. Kui teame koordinaati, teame ka vastavat impulssi 

samal ajahetkel. Kvantmehaanikas aga / 2x p   .  

Vaatame statsionaarset olekut, st vaatame faasi omadusi seisundis, millel on täpselt 

määratud energia (täpselt määratud osakeste arv)  

cos cos 0

sin sin 0

n n

n n

 

 

 

 
 

2 2 2 21
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos (cos ) ( ) ( )

4

2, 01

1, 04

i i i i i in n n e e e e e e n

n

n

              


 



 

Saame statsionaarse oleku korral 

                                                 
5 Neid võib käsitleda kvantmehaaniliste operaatoritena, mis esitavad elektromagnetvälja vaadeldavaid 

faasiomadusi. 
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 2

1
, 0

2
cos

1
, 0

4

n

n






 
 


  (II.1.6) 

 2

1
, 0

2
sin

1
, 0

4

n

n






 
 


  (II.1.7) 

NB! ½ tähendab, et faas on täielikult määramata! Kõikidel ergastustel täpselt määratud 

energiaga on täielikult määramata faas.  

 

 

 

 

Ringjoon on osakese liikumise trajektoor faasiruumis.  

 

Klassikalise füüsika järgi on osake igal ajamomendil 

kindlas punktis.  

Kvantteooria järgi on statsionaarses seisundis osake 

korraga kogu ringjoonel. 

 

 

 

 

§2. Seisundid täpselt määratud faasiga [1] (pt 7)  

Seisundid täpselt määratud faasiga on faasi operaatori omaseisundid:  

ˆi ie e   . 

Need on fiktiivsed/abstraktsed seisundid, mis reaalsetele seisunditele võivad ainult 

ligilähedased olla. Klassikalise harmoonilise liikumise faas on igal momendil täpselt määratud. 

Kvantmehaanikas toome sisse seisundi  

 1/2

0

lim( 1)
s

in

s
n

s e n 




    . (II.2.1) 

Näitame, et see on faasioperaatori omaseisund: 

1/2

0

1
1/2 1/2 ( 1)

1 0

1/2

0

ˆ ˆlim( 1)

ˆlim( 1) 1 lim( 1)

lim( 1)

s
i in i

s
n

s s
in i m i

s s
n m

s
i im i

s
n

e s e e n

s e n s e e m

e s e m e

  

  

  











  

 
 






  

     

  



 



 

Analoogselt, 

ˆ i ie e    . 

Vaatame selle seisundi ajalist sõltuvust 
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/ 1/2 /

0

1
( / ) ( )

1/2 2

0

/2 1/2 ( )

0

/2

lim( 1)

lim( 1)

lim( 1)

s
itH in itH

s
n

s it n
in

s
n

s
it in t

s
n

it

e s e e n

s e e n

e s e n

e t






  





 

  




  





  






  

  

  

 







 

St faas muutub ajas lineaarselt. 

Määrame selle seisundi keskmise energia    

2
E n


  , 

kus keskmine footonite arv selles seisundis 
'

1/2 1/2 ( ')

'
0 ' 0

'
1/2 1/2 ( ')

'
'

0 ' 0

1 1

0

ˆ ˆlim( 1) lim( ' 1) '

lim( 1) lim( ' 1)

( 1)
lim( 1) lim( 1) lim

2 2

s s
i n n

s s
n n

s s
i n n

nn
s s

n n

s

s s s
n

n n s s e n n n

s s e n

s s s
s n s







 



  

 
 

  

 
 

 

  


    

   


     







 

Seega seisund täpselt määratud faasiga ei ole füüsikaline seisund ( n → ).  

Energia ja faas ei ole samaaegselt täpselt määratavad. Neid seisundeid me täpselt realiseerida 

ei saa. 

Leiame dispersiooni 
2

2 2 (2 1)
( ) lim lim

6 4 2 3
kesk

s s

s s s s
n n n 

 


      ,  

kus 

. 2 2 1 2

0

( 1)(2 1)
ˆ( ) lim( 1) lim

3!( 1)

s

kesk
s s

n

s s s
n n s n

s
   

 


 
   


  

ja 

1

3

n

n


 . 

 

 

§3. Koherentsed seisundid [1] (pt. 7), [4] (pt. 2) 

On olemas seisundid, mis oma omaduste poolest (faas ja energia on samaaegselt määratud) on 

lähedased klassikalistele seisunditele – need on koherentsed seisundid. Just neid genereeritakse 

laseritega.  

 

Koherentseid seisundeid defineeritakse kui kaooperaatori omaseisundeid (elektromagnet-

välja ja aine interaktsiooni omaseisundeid): 

â    , 

kus   on kompleksarv. Kaasoperaator rahuldab võrrandit:  
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*a    . 

Esitame selle seisundi statsionaarsete seisundite reaksarendusena (lainepakett statsionaarses 

seisundis): 

 
21

2

0 !

n

n

e n
n

 






   . (II.3.1) 

Näitame, et see tõesti on kaooperaatori omaseisund: 

 
2 2 21 1 1 1

2 2 2

0 1 0

ˆ ˆ 1
! ! !

n n m

n n m

a e a n e n n e m
n n m

    
  

    

  

       . 

 

 

Siinkohal toome sisse mõned kasulikud valemid operaatorarvutuse jaoks lineaarsete 

operaatoritega (mille kommutaator on konstantne). Pidagem silmas, et operaatorite korrutises 

iga tegur toimib kõikidele temast paremal seisvatele suurustele.  

Edaspidi läheb meil vaja avaldist ˆ ˆˆa ae be  , kusjuures antud operaatorite kommutaator on 

konstant: ˆˆ,a b c  
 

.  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ( )a a a ad
e be e ab ba e c

d

   



     → ˆ ˆˆ ˆa ae be b c     . 

Näitame, et operaatori 
ˆˆˆ a bf e e  jaoks kehtib Weyli samasus/identsus  

 

1 ˆˆ,ˆˆ 2ˆ
a b

a bf e e
 
  . 

Tuletuskäik 

 Olgu  
ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )ˆ a b a b fF e e e e   



  , siis  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ '( )
d

F a b F aF F b f F
d

    


     .  

Arvestades  
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , )a b a b a b a b a bbe e e be e b a b              

 
, saame 

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ( '( ) , )
d

F a b f a b F
d

  


    
 

, 

2

ˆ ˆˆ ˆ'( ) , ( ) ,
2

f a b f a b


         
   

; 

1:    
1 ˆˆ,ˆ ˆˆ ˆ 2

a b
a b a be e e e

 
    ,      m.o.t.t.  

 

 

Esitame koherentse seisundi (II.3.1)  teistmoodi kujul (kasutades 
ˆ ˆ( )

1 0
!

na a
n n

n n

 

   ) 

 

2 21 1
ˆ2 2

0

0
!

n
aa

n

e n e e
n

 



 



    (II.3.2) 

– operaator 
21

ˆ2 ae e


 

tekitab 0-seisundist koherentse seisundi. 

Arvestades, et ˆ 0 0a  , ja kasutades Weyli valemit, võime esitada 

 
21

ˆ ˆ ˆ ˆ* *2 0 0a a a ae e e e


   
 

    . (II.3.3) 

 

Tähistame operaatori, mis tekitab 0-seisundist koherentse seisundi  
ˆ ˆ*ˆ ( ) a aD e 
  . 
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Olgu α reaalne: *  . Sel juhul 
ˆ ˆ( ) 0a ae
  . Tuletame meelde (I.1.14): 

 ˆ ˆ ˆ
2

k k k

k

Q a a


   ;   ˆ ˆ ˆ
2

k
k k kP i a a

     

→  1 ˆ ˆˆ
2

a Q iP


  ;   1 ˆ ˆˆ
2

a Q iP


    

ˆ2 2
ˆ ˆ

2

iP
a a

Q

 
    


     ( P̂ i

Q


 


) 

 

2

0Qe






   . (II.3.4) 

  

Koherentne seisund reaalse parameetriga   on lihtsalt harmoonilise ostsillaatori 

nihutatud 0-seisund. 

 

 

 

 

 

 

Harmoonilise ostsillaatori 0-seisundi lainefunktsioon 

on Gaussi kõver 
2

2
0 ( ) 0

Q

Q Ce




     

laiusega 2 / ; 
1/4( / )C    . 

 

Koherentses seisundis – nihutatud 0-seisundis 

on minimaalne P, Q määramatus.  

 

 

   

Kui α on reaalne, siis operaator ( )D   on koordinaatesituses nihkeoperaator. 

Seega  -seisund Q-esituses  
0

0 0 0( ) ( ) ( )
Q

QQ e Q Q Q




     , kus 0

2
Q 


 . 

 

Vaatame koherentse seisundi sõltuvust ajast. Operaatori sõltuvus ajast on määratud valemiga 

 ˆ ˆ( )
iHt iHt

A t e Ae


  . 

Arvestades  
1

( )
2

H n   , 
ˆ ˆˆ ˆ( ) it n it na t e ae   , 

  ˆ ˆˆ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ, ( ) ( )it n it n itda t

i e n a e i a t a t ae
dt

          . 

Analoogselt: 

 ˆ ˆ( ) ita t a e    . 

Operaatorid â   ja â  sõltuvad ajast nii, et nende faas muutub ajas lineaarselt: 

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
i i i i i i
tH tH tH tH tH tH

i t i ta t ae e e ae e a t e e a e t       
    

       . 
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Kuna definitsiooni järgi ˆ ( ) ( ) ( )a t t t    , siis näeme, et ( ) i tt e     – ( )t  ostsilleerub 

ajas sagedusega ω. Analoogselt võib kirjutada 

 

2 2

2 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ* *2 2

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ* ( ) *( )2 2

( ) 0 0

0 0
i t i t

i i i i i
Ht Ht Ht Ht Ht

a a a a

e a e a t a t a

t e e e e e e e e e

e e e e
 

 
   

 
   

 
 

  

     
 

 
 

   

 

 

Järelikult koherentne seisund jääb ajas koherentseks. 

 

Leiame koherentse seisundi energia 

1

2
nE n

 
  

 
 

2 2

2 2
n n n

n n

E c E c n n
 

       , 

kus 
2

1n

n

c  . 

Definitsiooni järgi 
2 2

ˆ ˆ ˆn n a a           . 

Seega  

 
2

2
E


    . (II.3.5) 

 

Leiame energia määramatuse 

2 2 ,n n n      
4 22 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆn n a aa a a a a a                  . 

Saame  

4 2 4
n          

1 1n

n n


   . 

Kui 1 , siis samuti E  , väheneb energia suhteline määramatus. 

 

Vaatame faasi määramatust 

cos cos    . 

Kasutades 

21

2

0 !

n

n

e n
n

 






  , saame 
2

'

, ' 0

*
cos ' cos

'! !

n n

n n

e n n
n n

  
 






  , 

 1
cos

2

i ie e                  
1

' ' 1

i

i

e n n

n e n





 

 

 

Saame 

2

2

0

*
cos

! 2 1

n

n

e
n n

   











 . 

Siin 
ie   ,   on α faas.  Sel juhul Re cos   , ja saame  

2

2 1

0

cos cos
! 1

n

n

e
n n

 









 



0

| | cos / 1n

n

P n




   . 
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Arvestame nüüd 
2 ( 1)

0

1 2

1

x ne dx
n 



 


  on Poissoni integraal;  

2 2

!

n

n

e
P

n






 .   

Suurte α-de korral 
2

1
cos cos (1 ...)

8



       

2
2 2

2

cos 1/ 2
cos cos

2





   

22 sin
(cos ) cos cos

2
  




    . 

St suurte α-de korral on faas praktiliselt täpselt määratud. 

 

Toome sisse dimensioonita koordinaadi ja impulsi ( 1)    

1
ˆ ˆ ˆ( )

2
x a a   

ˆ ˆ ˆ( )
2

i
p a a   

ˆ ˆ[ , ]p x i   

Leiame nende keskväärtuse ja määramatuse täpselt määratud faasiga seisundis α(t): 
1 1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( *) Re( )
2 2 2

x x a a             

1 1
ˆ ˆ ˆ( ) Im( )

2 2
p p i a a i         

*ˆ( ) ( ) ( )t a t t     

ˆ ( ) ( ) ( )a t t t    

Seega 
2

Re( ( )) 2 Re( ( )) 2 2 cos( )
2

x t t t       

1
ˆ ˆ2 Im( ( )) ( ) ( ) ( ) 2 2 sin( )

2
p t t a a t t         

2 2 2( )x x x    

2 2 2( )p p p    

2 2 2 2 21 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 2 )

2 2 2
x a aa a a a a a a a             

 

2 2 * 2 21 1 1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ( ))

2 2 2
t x t x t t x          

2 2 1

2
p p   



2 2 2

2 2 2

1
( )

2

1
( )

2

x x x

p p p


   


    


  2 1
( )

4
x p     

1
( )

2
x p    – minimaalne võimalik määramatus, sama mis oli 0-seisundis, ja x p   . 
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Heisenbergi määramatuse relatsiooni järgi 
1

2
x p   . Seega näitasime, et koherentses 

seisundis on koordinaadi ja impulsi määramatus väikseim võimalik. 

 

 

 

 

 

Koherentne seisund: ringjoont pidi liigub 

ühikraadiusega ring 
2 2( ) ( ) 1x p     

(dimensioonita ühikutes, 1 ) faasiruumis 

 

 

  

§4. Muljutud seisundid (squeezed states) [4] (pt. 2) 

Kui meil on kaks hermiitilist operaatorit A ja B, mille kommutaator on  ,A B iC , siis 

vastavalt Heisenbergi määramatuse relatsioonile on muutujate A ja B keskväärtuste 

määramatuste korrutis 
1

2
A B C   . 

Süsteemi seisundit nimetatakse muljutuks, kui ühe muutuja (näiteks A) määramatus 

rahuldab võrratust 2 1
( )

2
A C  . Muljutud seisundis ühe muutuja kvantfluktuatsioonide 

suurus väheneb, kuid seda kaasmuutuja fluktuatsioonide suurenemise arvel, nii et 

määramatuse relatsioon jääb kehtima. Faasidiagrammis (joonis) ei ole meil enam ring, vaid 

ellips. 

 

 
 

    

Muljutud seisund defineeritakse  

 ˆˆ, ( ) ( ) 0D S     , (II.4.1) 

kus   on muljutuse parameeter,  *ˆ ˆ ˆ( ) expD a a     – koherentse seisundi genereerimise 

operaator (genereerib footoneid ühekaupa – eksponendis on lineaarsed operaatorid a ja a+),  
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2 * 21 1ˆ ˆ ˆ( ) exp
2 2

S a a   
  

 
 – muljutud seisundi genereerimise operaator (genereerib 

footoneid kahekaupa – eksponendis operaatorite ruutastmed).  

 

Koherentne seisund kui (kõikvõimalike footonite) superpositsioon: 
2 21 1 2

22 20 1 ... 0
! 2

n
n

n

e a e a a
n

  
 

 
   

     
 

 . 

Esimene liige sulgudes () vastab puht-vaakumseisundile, teine – ühefootonilisele seisundile, 

kolmas – kahefootonilisele seisundile jne. 

 

Kui 0  , saame puhta muljutud seisundi:  

   
2

2 * 2 2 * 2 2 * 21 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, exp 0 1 ... 0

2 2 2 8
a a a a a a           

          
   

. 

Puht-muljutud seisund tekib siis, kui toimuvad üksnes kahefootonilised protsessid, 

mistõttu seda nimetatakse kahefootoniliseks koherentseks seisundiks. 

 

Toome sisse uue („muljutud”) kaooperaatori: 

 

 
ˆ ˆ1ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) A Aa S aS e ae     , (II.4.2) 

kus  2 * 21ˆ ˆ ˆ
2

A a a   . Arvestades  2 * 21ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ,
2

A a a a a a    
    
 

, arvutame 

 

  
 

 

 

Muljutud seisundi operaatorid on seotud endiste (koherentse seisundi) operaatoritega 

Bogolyubovi teisendusega6:   

 
* *

ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ

a a a

a a a

 

 



 

 

 
  (II.4.3) 

kus 
2 2

1.  
 
Meil ch( )  , sh( ) .ie    

Uutel lineaarsetel operaatoritel on tänu Bogolyubovi teisendusele samad (Bose operaatori) 

kommutatsiooni omadused: 
2 2ˆ ˆ, 1a a      

 
.  

ˆ 0 0a   – muljutud vaakumi seisundis on olemas osakesi. 

Muljutud seisund on operaatori â  omaseisund: ˆ , ,a d    , kus ( , )d d   .  

Näitame seda. Kasutame valemit  ,A Ae Be B A B      

 

1ˆ ˆˆ ˆ, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

ˆˆ ˆ ˆ( )( ( *) ( )) ( ) 0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0 , ( ) ( ) 0

a D D a a D S

D a a S

D a d S d D aS

       

     

     

 



  

   

   

 

                                                 
6 Bogolyubovi teisendusel on lai rakendus teoreetilises füüsikas, ülijuhtivuses, ülivoolavuses, musta augu 

kiirguses. 

   
ˆ ˆ 2 2 1

0

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,... ,
! 2 ! 2 1 !

ˆ ˆ ˆ ˆch sh

k kA A i

n n

n

i

e ae A A A a a e a
n n k

a a e a a

 

   


  



  

 
             

   

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Bogoliubov_transformation
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kus *d    . Kuna 
1ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )a S aS  , siis 

0

ˆ ˆˆ ˆ, , ( ) ( ) 0 ,a d D S a d       



   , 

m.o.t.t. 

 

Muljutud seisund on tegelikult koherentne seisund, ainult et muljutud kaooperaatori jaoks: 

 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆch(| |) sh(| |)ia a a a e a           (II.4.4) 

 

  on reaalne, kusjuures     ( â -l ei ole omaseisundit, ta ei saa domineerida); maksimaalne 

võimalik muljumine on siis, kui ch sh. 

  

Arvutame muljutud seisundi koordinaadi ja impulsi määramatuse. Kasutame 

dimensioonita suurusi/operaatoreid ja leiame need muljutud seisundite kaudu 

 

   

   

* *

* *

1 1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( )
2 2

1 1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( )
2 2

x a a x a a

p a a p a a

   

   

 

 

      

      

  (II.4.5) 

Siin on arvestatud, et ˆ ˆˆ *a a a      ja ˆ ˆâ a a    . 

 

Kui 0 , siis    

 

 

1 ˆ ˆˆ
2

1 ˆ ˆˆ
2

x e a a

p e a a







 


 


  


 

  

Kui   , siis   

 

 

1 ˆ ˆˆ
2

1 ˆ ˆˆ
2

x e a a

p e a a





 




 


  


 

 

Kui 0 , siis   

1 1
2Re

2 2

1 1
2Im

2 2

x e d x e

p e d p e

 

 


  


   


  
1

2
x p    

 

Kui   , siis   

1

2

1

2

x e

p e






 

 


   
1

2
x p    

Määramatuste korrutis on väikseim võimalik, kusjuures määramatused omavahel ei ole 

võrdsed. Ühe muutuja kvantmüra suureneb ja samal ajal teisel väheneb.  

 

Kui kasutada sides koherentsete seisundite asemel muljutud seisundeid, võib kvantmüra 

redutseerida: registreerimisel saab valida, mida signaalist mõõta. 
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Muljutud seisundi keskmine energia n : 

 

1 1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , 0 0

ˆ ˆˆˆ ˆ0 ( )( ) 0

n a a S D a DD aDS

S a a DS

   

 

    

 

  

  
 

Arvestades 1ˆ ˆˆ0 0 0S aS   (lineaarsed liikmed annavad nulli, sest  
1,S S 
 sisaldavad 

paarisarvu operaatoreid, 0 0 0paaritu arv operaatoreid  ), saame 

 

koherentnepuht-muljutud

21ˆ ˆˆ ˆ0 0

nn

n S a aS     . 

Puht-muljutud seisundite osa  

 
2* * 2

puht-muljutud
ˆ ˆ ˆ ˆ0 ( )( ) 0 ( )n a a a a sh           , 

kui   on suur, siis see liige pole sugugi väike: 
21

4
e


 . 

 
2 2

n     

Ei ole omaseisundit operaatoril â
(see oleks seisund lõpmata suure muljutusega!) 

Mida suurem on muljutus, seda suurem on energia. 

 

 

§5. Tihedusmaatriks. Segaseisundid [5] (pt. 2 §14) 

Seni vaatasime mingi operaatori omaseisundeid, mis on kirjeldatavad lainefunktsioonidega – 

need on puhtad seisundid. Kvantsüsteemidel võivad olla ka teist tüüpi seisundid –

segaseisundid, neid kirjeldab tihedusmaatriks.  

 

Tihedusmaatriksit on mugav sisse viia, vaadates alamsüsteemi. Eeldagem, et kogu süsteem on 

määratud lainefunktsiooniga ( , )q x , kus koordinaatide x kogum kirjeldab 

alamsüsteemi, q – süsteemi ülejäänud osa. Meie huviks on mõõta üksnes alamsüsteemi, 

ülejäänu meid ei huvita. Et kätte saada meile vajalikku informatsiooni, tuleb arvutada vastava 

operaatori keskväärtus: 

 
* ˆ( , ) ( , )f q x f q x dqdx    . (II.5.1) 

Arvestagem, et operaator f̂  ei mõjusta koordinaate q, vaid mõjub üksnes x-le.  

Toome sisse järgmise suuruse  

 
*( ', ) ( , ') ( , )x x q x q x dq     . (II.5.2) 

See on tihedusmaatriks koordinaatesituses. 

Tõenäosus, et süsteem asub punktis x: 

 
2

*( , ) ( , ) ( , ) ,x x q x q x dq q x dq       . 

Operaatori keskväärtus tihedusmaatriksi kaudu:  

  
'

ˆ ( ', )
x x

f f x x dx


   . (II.5.3) 

Kuna ˆ ˆ( )f f x , siis 
* *ˆ ˆ ˆ( ', ) ( , ') ( , ) ( , ') ( , )f x x f q x q x dq q x f q x dq         

 – saame f̂  ümber tõsta, sest ta ei sõltu 'x -st. 
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Üldjuhul võib tihedusmaatriksi sisse tuua mistahes esituses. Valime näiteks esituse, mis  on 

antud funktsioonidega ( )n x , mis moodustavad ortonormeeritud funktsioonide täiskogu, st 

mistahes funktsiooni võib esitada teiste funktsioonide superpositsioonina. Tähendab, 

 

 ( , ') ( ') ( , )n n

n

x x x q x    . (II.5.4) 

Teisest küljest, ( ')n x  võib samuti reaks arendada m  järgi: *( ') ( ')n nm m

m

x x   . Siis 

 *( ', ) ( ') ( )nm m n

nm

x x x x     . (II.5.5) 

Siin nm  on tihedusmaatriks uues (suvalises) esituses.    

Korrutame avaldise (II.5.5) 
*

' '( ') ( )m nx x  -ga, integreerime üle x ja x’: 

* * *

' ' ' '( ') ( ) ( ', ) ' ( ') ( ') ' ( ) ( )m n nm m m n n

nm

x x x x dxdx x x dx x x dx          . 

Arvestades ortonormeerimise tingimust, 
*

' '( ') ( )m m mmx x dx    

*

' '( ') ( )n n nnx x dx    

*

' ' ' ' ' '( ') ( ) ( ', ) 'm n nm nn mm n m

nm

x x x x dxdx         . 

Siit saame suvalises esituses tihedusmaatriksi koordinaatesituses tihedusmaatriksi ( ', )x x

kaudu 

 * *

' '( ') ( ) ( ', ) ' ( ) ( ') ( ', ) 'nm m n n mx x x x dxdx x x x x dxdx          . (II.5.6) 

Avaldame f  suvalises esituses tihedusmaatriksi kaudu: 

  * *

'

ˆ ˆ( ') ( ) ( ') ( )nm m n nm m n
x x

nm nm

f f x x dx x f x dx     


     . 

Kuna * ˆ( ') ( )m n mnx f x dx f   , siis 

   Sp( ) Sp( )nm mn nn
nm n

f f f f f         . (II.5.7) 

Füüsikalise suuruse keskväärtuse saab arvutada jäljena tihedusmaatriksi korrutisest 

antud füüsikalise suurusega. 

 

NB! Sp( )f   on invariant, mis ei sõltu ϱ esitusest. Näitame seda 

 
1 1Sp( ) Sp( ) Sp( ) Sp( ) Sp( )A A UAU U UA A      

 

 ' '

'

ll l l ll ll

ll l

f f f    , 

kus ll  on tõenäosus leida süsteemi antud seisundis/olekus. 

 

Tihedusmaatriks on samuti hermiitiline operaator (tema diagonaalsed elemendid on reaalsed): 
*

nm mn   

 * *( , ') ( ', ) ( , ') ( , )x x x x q x q x dq     . 

Tihedusmaatriksit saab alati diagonaliseerida: 

  lmu u  
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 1uu  ;  1

'' ll llll
u u     

See tähendab, et  
1

' 'lm mn nl ll llu u    .  
1 *

' 'nl l nu u   on teisendus, mis diagonaliseerib 

tihedusmaatriksi. 

 

11

22

0 ...

0 ...

... ... ...

ll



 

 
 

  
 
 

 

Diagonaalelement ll  on tõenäosus, et meie alamsüsteem on olekus l, mis on maatriksi   

omaolek; 0ll   . Puhtas seisundis saab esitada   kujul 

0 0 0 ...

0 0 0 ...

0 0 1 ...

... ... ... ...



 
 
 
 
 
 

 . 

Seisund, millel on vaid üks nullist erinev tihedusmaatriksi komponent (
0 0

1l l  , 0l l  , 

kui 0l l ) on puhas seisund (st puudub statistiline määramatus). Vastasel korral, kui nullist 

erineb rohkem kui üks diagonaalne element, on tegemist segaseisundiga – Heisenbergi 

määramatusele lisandub veel üks määramatus. 

Puhta seisundi korral 
n   (diagonaalses kujus), 1nn

n

  ja 2 1nn

n

  ;  

segaseisundi jaoks 
n  , 2 1nn

n

   →
2( ) 1Sp   .  

Tihti segaseisundi lisamääramatust nimetatakse statistiliseks. Päris õige see ei ole. Tavaline 

statistiline määramatus käib ainult ansamblite kohta (ühes eksperimendis on saadud üks 

väärtus, teises – teine, erinev väärtus jne). Segaolek käib ühe süsteemi kohta, see on süsteemi 

enda omadus, sellest tuleb veel  juttu põimitud seisundite paragrahvis. Praegu aga märkigem, 

et me viisime sisse segaoleku kui alamsüsteemi oleku, oletades et täissüsteem on puhtas olekus. 

Sel juhul segaolek käib ainsa alamsüsteemi kohta. Hiljem me vaatleme olukordi, kus suuremat 

süsteemi kirjeldab lainefunktsioon, aga alamsüsteemi – tihedusmaatriks, st liitsüsteem on 

puhtas olekus, aga alamsüsteem on segaolekus, mis ongi segaolek, see ei ole statistiline 

määramatus!  

Kui tihedusmaatriks faktoriseerub mn m nc c   , on meil puhas olek: m m

m

c    . 

Tihedusmaatriks termilise tasakaalu puhul  

Vaatame olekut, kus on termiline tasakaal – toimub energia Boltzmanni jaotus. 

Soojusliku tasakaalu juhtu kirjeldab diagonaalne tihedusmaatriks energeetilises esituses 

 
/1 n BE k T

nn Z e   , (II.5.8) 

kus 
/nE kT

n

Z e


 . ' 0nn  , kui 'n n . Soojustasakaalu seisundis on tihedusmaatriksi 

mittediagonaalsed elemendid keskmistatud nulliks (energeetilises esituses). Operaatorkujul 

 
/1 BH k T

Z e  . (II.5.9) 

 

Tihedusmaatriksi aegsõltuvus 

Olgu meil algmomendil tekitatud segaseisund ja seejärel interaktsioon välja lülitatud, nii et 

sama segaseisund jääb püsima. Kui n  on alamsüsteemi omaolek:  
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 ˆ
n n nH E  . 

Tihedusmaatriksi sõltuvust ajast on otstarbekas vaadata energia esituses, sest siis on 

lainefunktsiooni sõltuvus ajast teada: 

 ( , ) ( )
n

i
E t

n nx t x e 


   

ja 

 ( ) / *( ', , ) ( ')m ni E E t

nm m n

mn

x x t e x   
  . (II.5.10) 

See on tihedusmaatriksi aegsõltuvus. Seda võib kirjutada teisiti: 

*

ˆ ˆ
*

*

( ', ; ) ( ') ( )

( ') ( )

ˆ( ') ( ) ( )

n m

i i
E t E t

n nm m

mn

i i
Ht Ht

n nm m

mn

n m

mn

x x t x e e x

x e e x

x t x

   

  

  





 

 









 

kus 
ˆ ˆ

ˆ( ) (0)
i i

Ht Ht

nmt e e 


 . Diferentsiaalkujus: 

 
ˆ ˆ ˆ,i H
t





 
 

 . (II.5.11) 

See on von Neumanni võrrand.  Analoogne võrrand kehtib ka teiste operaatorite korral. (See 

on üldisem Schrödingeri võrrandist.)  Nii nagu ajast sõltuv Schrödingeri võrrand 

ˆi H
t


 


 

kirjeldab puhta seisundi evolutsiooni ajas, nii määrab von Neumanni võrrand (tuntud ka 

Liouville-von Neumanni võrrandina) tiheduse operaatori evolutsiooni. Selle võrrandi abil 

saame leida mistahes füüsikalise suuruse keskväärtuse. 

 

 

§6. Põimitud seisundid (entangled states) [4] (pt. 18) 

See mõiste käib üldiselt liitsüsteemide kohta – neil on rohkem kui üks koordinaat. Ideaalis 

põimuvad puhtad seisundid, mille tihedusmaatriksis ainult üks element 0 , seega 
2  . 

Vaatame siin puhtaid seisundeid liitsüsteemide jaoks.  

 

Vaatame vähemalt 2 vabadusastme ja 2 koordinaadiga süsteemi. 

Põimitud seisundiks nimetatakse seisundit, mida ei saa esitada alamsüsteemide 

lainefunktsioonide korrutisena: 

 1 2 1 2( , ) `( ) ( )x x x x    . (II.6.1) 

Niisuguse süsteemi korral 

 1 2      (II.6.2) 

 (märk  tähistab tensorkorrutist).  

Oletame, et need alamsüsteemid ei interakteeru – on teineteisest kaugel – aga ometi kehtib 

(II.6.1), kuna nad olid interaktsioonis minevikus. 

 

Näide: kaks kahenivoolist süsteemi   



37 

 

1 10 11 10 111 11 1
0 1c c c c        

2 20 21 20 212 22 2
0 1c c c c        

2 2

10 11 1c c  , 
2 2

20 21 1c c   

(amplituudid ijc  võivad olla suvalised, isegi komplekssed arvud).  

Kui 1 2 1 2( , ) `( ) ( )x x x x   , siis meil on koherentne seisund: 

  1 2 10 11 20 211 1 2 2

10 20 10 21 11 20 11 211 2 1 2 1 2 1 2

| c c c c

c c c c c c c c

         

           
 

Kui lainefunktsiooni  ei saa esitada sellisel (lainefunktsioonide korrutise) kujul, siis on 

tegemist põimitud seisundiga. 

 

Vaatame näitena kõige kuulsamat põimitud seisundit, mida nimetatakse EPR (Einstein- 

Podolsky-Roseni) seisundiks: 

 
1 2 1 21 2 1 2

1 1
0 1 1 0

2 2
EPR

             
 . (II.6.3) 

Seda seisundit ei saa põhimõtteliselt esitada lainefunktsioonide korrutisena. Ülaltoodud seisund 

vastab maksimaalsele põimumisele (summaarne spinn on 0, spinnide korrutis = -1). 

Kui mõõdame üht aatomit ja leiame ta olekus  , siis teine on kindlasti olekus  , isegi kui 

ta on kaugel. See on lisainformatsioon, mis käib meie kvantsüsteemi kohta (nn 

kvantinformatsiooniline ressurss). 

 

Üldiselt vaatame seisundit  

1 2 1 2( , ) ( ) ( )nm m n

mn

x x c x x   , 

kus m ja n on alamsüsteemide mingid kvantarvud. Kuna üldjuhul mn n mc c c , siis seda seisundit 

korrutisena üldjuhul esitada ei saa. Võib aga kirjutada nii: 

 

 1 2 2 1( , ) ( ) ( )n n

n

x x x u x   , (II.6.4) 

kus 1 1( ) ( )n nm mm
u x c x . Kui teise alamsüsteemi mõõtmisel saadakse vastava füüsikalise 

suuruse väärtus nf , mis vastab omaseisundile 2( )n x , siis esimene alamsüsteem osutub 

tingimata seisundis (siis sellega fikseerime esimese alamsüsteemi seisundi) 1( )nu x . Kui aga 

teise alamsüsteemi mõõtmisel saadakse teine väärtus nf  , mis vastab omaseisundile 2( )n x  , siis 

esimene alamsüsteem osutub tingimata seisundis 1( )nu x . Üldiselt see seisund erineb eelmisest 

seisundist, kuigi alamsüsteemide vahel interaktsiooni ei ole. Niisugune vastus paistab olevat 

veider. Ometi kvantsüsteemide puhul võib see olla õige. Seisundid, mille puhul see on nii, ongi 

põimitud seisundid. 

 

Alamsüsteemide seisundite põimumist saame mõõta entroopia kaudu. Kvantentroopia: 

 Sp( ln )     . (II.6.5) 

Puhta seisundi puhul diagonaalesituses üks   element on võrdne ühega, teised on nullid. 

Seepärast puhtas seisundis 0  . Põimumise mõõduks on alamsüsteemide entroopia: 

https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox
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1 1 1 1

2 2 2 2

Sp ( ln )

Sp ( ln )

  

  

 

 
  (II.6.6) 

Vaatame EPR  seisundit. Kirjutame selle põimitud seisundi tihedusmaatriksi: 

EPR EPR 1 2 1 2 1 2 1 2

1

2
                 

   
 

ˆ
nm m n   

0 , 1 , 2 , 3m   

 

0 0 0 0

1 1
0 0

2 2ˆ
1 1

0 0
2 2

0 0 0 0



 
 
 
 


 

 
 
 
 

  (II.6.7) 

See on puhta EPR-seisundi tihedusmaatriks. Diagonaliseerime  

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 01 1 1 1
ˆ

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 02 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



         
         

             
          
         
         

 

Seega diagonaalses kujus on ̂ -l vaid üks nullist erinev element. Nii peabki olema – see on 

puhas seisund.  

EPR -seisundis iga spinn eraldi on segaseisundis, kuigi mõlemad spinnid koos on puhtas 

seisundis. Näitame seda. Selleks leiame 

1 2 EPR EPR EPR2 2 2 2
ˆSp          . 

Tuletame meelde, et 

EPR 1 2 1 2 1 2 1 2

1

2
              

   
. 

Arvestame  

iii i
 

   ,    0, , 1,2
i i

i i


    . 

Saame 

  1 2 22 2 1 1 1 1

1

2
              . 

Seega 1

1 01

0 12


 
  

 
  – see on maksimaalselt põimitud seisund, kus spinn on ühesuguse 

tõenäosusega olekus   ja  . Siin  

1 1 1 1

1 1 1 1
Sp( ln ) Sp(ln ) Sp(ln ln ) ln ln 2

2 2 2 2
I              

– kahenivoolise süsteemi maksimaalne võimalik entroopia.  

Analoogselt 2

1 01

0 12


 
  

 
 ja 2 ln 2    – ka maksimaalne entroopia. Seega kogu seisund on 

nullentroopiaga, alamsüsteemidel on maksimaalne entroopia. 
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Analoogselt võib vaadata ka teisi seisundeid, näiteks 
1 2 1 2

cos sinie          

See on üldine valem EPR-seisundi jaoks. 

 

Vaadakem ka mõnda mitmespinnilist süsteemi.  

On olemas seisund 
1

000..0 111..1
2

cat

N N

 
   
 
 

  – see on Schrödingeri kassi seisund. 

Kui N ei ole makroskoopiliselt suur arv, siis nimetatakse seda seisundit Schrödingeri kassi 

seisundiks. Siin on kõik faasid täpselt määratud. Aja jooksul interaktsioonid ümbrusega 

tekitavad fluktuatsioone, mis rikuvad iga spinni faasi. Seega Schrödingeri kassi seisund rikneb 

seda kiiremini, mida suurem kass on (mida rohkem on alamsüsteeme). Mida „suurem” kass, 

seda „väiksem” on tema eluiga. Tegelikult eluiga lüheneb eksponentsiaalselt alamsüsteemide 

arvu kasvuga.  

Suure komponentide arvuga liitsüsteemides põimumise aste ei saa interaktsiooni tõttu kasvada. 

Üks tähtsamaid põimitud seisundite rakendusi on kvantarvutid. 

 

 

§7. Valguskiire jagaja ja footonid 

Huvitavaid footonite põimitud seisundeid võib saada, kasutades valguskiire jagajat (beam 

splitter (BS)). Selleks on plaat, mis ½-tõenäosusega laseb valguslaine läbi ja ½-tõenäosusega 

peegeldab seda 90o nurgaga (joonis).  

 

 

 

 

Valguskiire jagaja:  

algkiir langeb pooläbipaistvale plaadile 

45o nurga all ning ½-tõenäosusega peegeldub 90o 

nurgaga ja ½-tõenäosusega läbib otse  

(
2 2 2

1 2 32 2    ;  

n on kiire number ja 
n - väljatugevus. 

 

 

Meid huvitab, mis saab footonite lainefunktsioonist selles protsessis. Et vastata sellele 

küsimusele tuleb arvestada, et peegeldusel footoni faas muutub 2  võrra. Et selles veenduda 

vaadakem valguse intensiivsust 
2

1 ' pööratud nooltega skeemil juhul, kui 2 3' ' '    .    

Tähistame  -ga peegeldamisel faasi muutust. Oletame, et plaat on õhuke, mille tõttu läbitud 

laine faasi muutust võib mitte arvestada. Sel juhul me saame välja tugevuseks      

   1 2 3' / 2 ' 1 / 2i ie e        , mis annab  
2 2

1 ' ' 1 cos    . Vajaliku tulemuse 

2 2

1 ' '   saab siis, kui 2  .  

Kvantteoorias niisugustele väljade transformatsioonidele vastab järgmine footonite 

tekkeoperaatorite transformatsioon: 

https://en.wikipedia.org/wiki/Schr%C3%B6dinger%27s_cat
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 

 

0 2 3

1 2 3

1
ˆ ˆ ˆ

2

1
ˆ ˆ ˆ

2

a a ia

a ia a

  

  

 

 

  (II.7.1) 

Siin alumine indeks 0 vastab footonitele, mis langevad plaadile ülevalt, indeks 1 – footonitele, 

mis langevad plaadile vasakult, 2 – footonitele, mis levivalt plaadist paremale ja 3 – footonitele, 

mis levivad plaadilt allapoole. 

Seega seisundid transformeeruvad järgmiselt 

 

 

   

   

2 3

2 3

0 1 2 3 2 3 2 3

0 1 2 3 2 3 2 3

1 1
ˆ ˆ0 1 0 0 1 0 0 1

2 2

1 1
ˆ ˆ1 0 0 0 1 0 0 1

2 2

a ia i

ia a i

 

 

   

   

  (II.7.2) 

   

See tähendab, et üks footon on pärast plaadi läbimist alati kas all või paremal ja mitte kunagi 

all ja paremal korraga. 

 

Vaatame nüüd juhtu, kui peeglile langeb korraga kaks identset footonit: üks ülevalt, teine 

vasakult. Vastav algseisund on 
0 1

1 1 . See seisund transformeerub järgmiselt: 

 

   

   

2 3 2 3

2 3

0 1 2 3

2 2

2 3 2 3 2 3

1
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 0 0

2

ˆ ˆ 0 0 2 0 0 2
2 2

a ia ia a

i i
a a

   

 

   

   

  (II.7.3) 

Seega, mõlemad footonid satuvad ühele poole.  

 

Saadud seisund (II.7.3) on Schrödingeri kassi seisund. Kui aga algfootonid ei oleksid identsed 

(näiteks omaksid erinevat polarisatsiooni), siis nad oleksid sattunud samaväärselt nii paremale 

kui ka alla.  
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III. Kahenivoolised aatomid elektromagnetväljas 

§1. Footonite vastasmõju aatomitega. Einsteini koefitsiendid [1] 

(pt. 1), [6] 

Eellugu: aastal 1900 tuletas Max Planck absoluutselt musta keha kiirgusspektri valemi, 

eeldades, et elektromagnetkiirgus saab kiirguda või neelduda üksnes diskreetsete pakettidena 

– energia kvantidena: nE nh , milles oli esmakordselt sisse toodud Plancki konstant h. 

Plancki eeldused tagasid spektraalse jaotusfunktsiooni õige kuju. 

 

Soojuslikus tasakaalus on moodi soojusergastus nivoole n temperatuuril T määratud 

Boltzmanni kordajaga: 

  
exp( )

exp( ) 1 exp( )
exp( )

n

n

n
P n

n

 
   

 


    


 , (III.1.1) 

kus B1/ k T  , Bk  on Boltzmanni konstant. 

Keskmine footonite arv, mis on ergastatud temperatuuril T: 

 
1

exp( ) 1
n

n

n nP
 

 


  . (III.1.2) 

Arvestades moodide tihedust sagedusvahemikus , d   , 
2 2 3/ c    (I.1.7) ja iga moodi 

keskmist energiat n  , saame Plancki valemi soojuskiirguse keskmise tiheduse jaoks 

 
B

3

/2 3

1
( ) ( )

1
T k T

W n
c e




  


 


  (III.1.3) 

 

Planck käsitles elektromagnetvälja õõnsuses. Einstein (1916) vaatas sellist tasakaaluolekut 

detailsemalt. Einsteini järgi, sellises õõnsuses toimub footonite pidev neeldumine ja kiirgumine, 

kusjuures footonite neeldumiskiirus on võrdne kiirgumiskiirusega. Ta eeldas, et on olemas 

aatom, mis neelab valgust sagedusega 2 1( ) /E E   .  

 

 
 

Kolme üleminekuprotsessi siirdekiirused 

 

Välja seisund on statsionaarne – kiirgusprotsess toimub kogu aeg, tähendab see peab olema 

dünaamilises tasakaalus neeldumisega: 12 12( )TW W B ; et saada tasakaalu, tuleb spontaansele 

kiirgusele 21A  lisada stimuleeritud kiirgus 21( )TW B  : 21 21 21( )TW A W B   .   

Seega on tasakaaluolekuks vaja sisse tuua 3 protsessi: 

• spontaanne kiirgus 21( )A  
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• neeldumine, mis on võrdeline kiirguse võimsusega ( 12 ( )TB W  ) 

• indutseeritud kiirgus  ( 21 ( )TB W  ) 

 

A21, B21, B12 on Einsteini koefitsiendid. 

Ilma indutseeritud kiirguseta ei saavutata tasakaaluolekut. Tasakaalu võrrand nõuab, et ( 1 2,N N  

– seisundite 1 ja 2 hõivatus) 

 1 2
2 21 21 1 12( )

dN dN
N A B W N B W

dt dt
      . (III.1.4) 

Soojustasakaalus 1 2 0
dN dN

dt dt
  , mis leiab aset vaid siis kui W=WT . 

2 21 21 1 12( ) 0T TN A B W N B W   , millest tuleneb soojustasakaalu tingimustes 1 1

2 2

kT
N g

e
N g



 , kus 

g1, g2  tähistavad statistilisi kaale, mis on võrdsed seisundite 1, 2  kõduvuse astmega. Saime 

 21

1
12 21

2

T

kT

A
W

g
e B B

g






 . (III.1.5) 

See valem langeb kokku Plancki valemiga, kui  

 1
12 21 1 12 2 21

2

( )
g

B B g B g B I tingimus
g

   .  (III.1.6) 

Kui toimub indutseeritud kiirgus, siis 

 21 21

/

/
( )

1
T kT

A B
W

e 
 


 . (III.1.7) 

Siit saame teise tingimuse  

  

 
3 2 3

21
21 212 3 3

21

( )
A c

B A II tingimus
B c

 

 
    . (III.1.8) 

  

Ehk  
3

1
21 12 2 3

2

g
A B

g c




  . 

Einstein näitas, et tema koefitsientidest on sõltumatu ainult üks, st kahe nivoo korral on ainult 

üks parameeter, mis määrab siirdeid seisundite vahel. Veel enne kvantmehaanika loomist tõi 

Einstein sisse protsessi, mis ei olnud teada – stimuleeritud kiirguse, millel põhineb laseri töö. 

Rõhutame veel kord, et stimuleeritud kiirguse sisseviimiseta pole võimalik seletada soojuslikku 

kiirgust ega saada Plancki valemit.  

 

§2. Aatomite hamiltoniaani sekundaarne kvantiseerimine [1] (pt. 8), 

[4] (pt. 5 §2)  

Vaatame nüüd aatomi interaktsiooni footonitega kvantmehaanika järgi. Alustame selle 

süsteemi Schrödingeri  võrrandist 

 ˆi H
t


 


 . (III.2.1) 
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Kui on statsionaarsed olekud: ˆ
i i iH E  ; 

  

 ( )
i

i
E t

i
i i i i

d i
E t e

dt


  



     . (III.2.2) 

  

Edasi kasutame statsionaarset Schrödingeri võrrandit aatomi omaolekute braket tähistustega: 
 

 iH i E i  , (III.2.3) 

kus i iE  . Täielikkuse tingimusest tuleneb 1
i

i i  , so ( ) ( ') ( ')i i

i

x x x x    . 

Operaatorite normeerimistingimus 1
i

i i  . 

Edasi toimime Hilberti ruumis. Suvaline olek   on Hilberti ruumi vektor.  

'' kkk k   on ortonormeeritud (k=1,2,...N). 

2-mõõtmelises ruumis olek on ühikvektor 
2 2

1 2 1c c   (üldjuhul baasolekud ei ole tingimata 

reaalsed). Suvaline kvantmehaaniline seisund on ühikvektor Hilberti ruumis.  

Seega hamiltoniaan on esitatav kujul (diskreetsete seisundite baasis): 

    

 ij

i j ij

H i i H j j H i j    . (III.2.4) 

Võime esitada ˆ ˆ
i ji j b b   ˆ ˆ

ij i j

ij

H b b , kus ˆ ˆ,i jb b  on tekke- ja kaooperaatorid. 

Näitame seda. Mõjutame olekut l : jli j l i   – kaotasime oleku l  ja tekitasime oleku 

i . Saime sekundaarse kvantiseerimise esituse. 

Esituses, kus seisundid on vektorid, võib kasutada ka teistsugust vektori tähistust – maatriksit: 

  

1

2

2

1 2

.
, . . . 1

.

.

n i

i

n

c

c

j i c c c c

c

 
 
 
 

   
 
 
  
 

   (III.2.5) 

Meil on edaspidi mugavam kasutada veel üht esitust – Heisenbergi esitust:  

olek k

k

c k   esitatakse reaksarendusena mingi operaatori omaseisundi järgi.  

1. Kahenivoolise aatomi interaktsioon kiirgusväljaga  

Vastav hamiltoniaan koosneb aatomi (A), elektromagnetvälja (R=radiation) ja interaktsiooni 

(int) osast 

 A R intH H H H    . (III.2.6) 

Tähistame aatomi seisundeid (g=ground, e=excited) järgmiselt: 

1
1 ...

0
e

 
     

 
,  

0
2 ... ,

1
g

 
     

 
     

0

0

e

g

E

E




 

Esituses, kus seisundid on vektorid, hamiltoniaanid on maatriksid 
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2

0

A A

1

0
,

0 0
i

i

H i i H





 
   

 
   (III.2.7) 

    
Tõepoolest, 

0 0 0
0

0 0 1

  
  

  
, 

0

0

0 1 1

0 0 0 0




    
    

    
 

Võime esitada 2x2-maatriksi ühikmaatriksi ja Pauli maatriksi summana:  

 

1 0 1 0 1 01 1

0 0 0 1 0 12 2

     
      

     
 

Tuletame meelde Pauli maatriksid: 
0 1

1 0
x

 
  
 

,  
0

0
y

i

i


 
  
 

,  
1 0

0 1
z

 
  

 
 

Toome sisse kvaasispinni maatriksi 
1

2
i iS  , ,i j ijk kS S ie S    , ijke  on Levi-Civita sümbol.   

 

Niisiis, 

 

0 0 0
A 0

R

int 0

2 2 2

( 1/ 2)

ˆˆ ( )

z z

k k k

k

H I I S

H a a

H E d d e r

  
 

 

   

 

  

   (III.2.8) 

Dipoollähenduses on interaktsiooni hamiltoniaan int
ˆ ˆ

xH dE . Veendume selles. 

d̂  on 2x2-maatriks: 
11 12

21 22

{ }ij

d d
d

d d

 
  
 

 ,  

kus 
23 3

11 0 0 0( ) ( ) ( ) 0e e ed e e r e e d r r r r e d r r r        , 

kuna 11d  on integraal paaritust funktsioonist; samamoodi saame 22 0d   . Nullist erinevad vaid 

mittediagonaalsed elemendid:   

 
12

21

ˆ 0

ˆ

d e d g d

d g d e d 

   


 

  

Kuna d  on füüsikaline suurus, siis vastav maatriks on hermiitiline. Meie puhul  

 
0 1ˆ { }
1 0

d d d
 

   
 

  (III.2.9) 

Arvestades, ˆ ˆ
k

k

E E , kus 

1/2

ˆ ˆ ˆ( )
2

k
k k kE i a a

V

  
  
 

, 

saame 

  
1/2

int
ˆ ˆ( ) ( )

2 2

k
k k x k k k

k k

i
H id a a q a a S S

V


 

 

 
     

 
   , (III.2.10) 

  

kus 

1/2
2 k

kq
V

 
  
 

on sageduse dimensiooniga interaktsiooni parameeter, 

https://en.wikipedia.org/wiki/Levi-Civita_symbol
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0 1

0 0
S

 
  
 

 ,  
0 0

1 0
S

 
  
 

 

Mida teevad operaatorid S  ja S ? Kui mõjutame põhiolekut operaatoriga S : 

0 1

1 0
S

   
   

   
  – näeme, et S  on tekkeoperaator aatominivoode ruumis. Analoogselt saame 

1 0

0 1
S

   
   

   
 – S  on elektronergastuse kaooperaator. 

2 x xS S S      

Suvalise pöördemomendi puhul nimetatakse S ja S  trepp-operaatoreiks – tõstavad ja 

langetavad nivoode redelil.  

 

2. Pöörleva laine lähendus (rotating wave approximation = RWA): 
aatomi ja ühe kvantmoodi hamiltoniaan [7] (pt. 2 §4) 

Jätkame kahenivooliste aatomitega resonantses elektromagnetilises kvantväljas (vt (III.2.8) –

(III.2.10)): 

A R intH H H H   . 

Piirdume ühe elektromagnetilise moodiga. Oleks nagu nonsenss, aga siiski mitte päris. Sest 

resonaatoris on moodid. Ja kui resonaator on väike, siis sageduste vahe on suur: näiteks, kui 

resonaatori pikkus on 1 mm, siis 13 110 sec  . Vaatame füüsikalist juhtu, kui see kaugus on 

piisavalt suur. Olgu meil üks kahenivooline aatom, mille üleminekusagedus on ligikaudu 

resonantsis elektromagnetilise moodiga. 

 
8 110 sec 

 – loomulik laius    

Seega võime piirduda vaid ühe moodiga, mis on resonantsis. 

Teised moodid on resonantsist kaugel.  

 

 

 

Kiirguse hamiltoniaan R ( 1/ 2)H a a   ,  

0
A 0

2
zH I S


  , 

   int ( )
2 2

k k k k k k k k

k k

i i
H q a a S S q a S a S a S a S  

             . 

Viimases avaldises on olulised esimene liige (footon kaob, elektronergastus tekib) ja neljas liige 

(footon tekib, elektronergastus kaob), sest siin ergastuste arv säilib. Teine ja kolmas liidetav on 

mitteresonantsed liikmed, vähendades ja suurendades energiat 0   võrra.  Arvestades vaid 

resonantseid liikmeid: 

  RWA

int
2

k k k

k

i
H q a S a S    . (III.2.11) 

Saime interaktsiooni hamiltoniaani pöörleva laine lähendis  (rotating wave approximation 

= RWA). Kogu hamiltoniaan selles lähendis on: 

 
RWA

RWA A R intH H H H    . (III.2.12) 
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§3. Kaetud seisundid (dressed states) [8] (pt. 22 §3,4) 

Jätkame kahenivoolise aatomiga, mis paikneb ühe tugevalt ergastatud moodi väljas, mille 

sagedus on lähedane aatomi elektronergastuse energiaga 0  . Kõik teised moodid on 

ergastamata. 

Millal saame seda mudelit kasutada?  

• Kui on väike resonaator/õõnsus ( / a   , kus a  on resonaatori suurus). 

• Kui laseriga ergastatud footoni nivoo on 3 610 10 , st üks mood on ergastatud väga 

kõrgele, teised aga on samal ajal ergastamata. 

1. Seisundid ilma interaktsioonita 

Kui puudub interaktsioon elektromagnetvälja ja aatomi vahel: 

 0 0
0 A R ( 1/ 2)

2 2
zH H H I a a

 
         . (III.3.1) 

Püüame lahendada statsionaarset Schrödingeri võrrandit H E   , baasiks 0H  

omaseisundid. Neid on 2 tüüpi (toome sisse kvantarvu N = footonite arv ja aatomi ergastuste 

arv): 

1 1N i e N    

2N g N   

(i on seotud faasiga ja lisatud selleks, et edaspidi kompleksarvudega mitte tegelda) 

Vastavad energianivood  

1 0 0( 1) ( 1/ 2)
2

NE N N


           

2 ( 1/ 2)NE N   

1 2 0 2N N NE E E       , 

kus  0      . 

 

 

 
 

,e g  on σz  omaseisundid, N = 0, 1, 2,...  
Seisundeid on lõpmata palju, sealjuures 2 korda rohkem 
kui harmoonilisel ostsillaatoril, sest on kaks 
aatomiseisundit.  
Kõige madalama energia seisund on 0g . Sellele 
vastab üksik (mitte topelt) joon.  
Kõik teised nivood moodustavad kaheastmelise 
seisundite trepi kahe lähisnivoo vahega  , kui ei ole 
interaktsiooni.  
Hamiltoniaani interaktsiooni osa viib  -ga eraldatud 
seisundite segunemisele; täpse resonantsi korral 0    
langeksid seisundid 1 ja 2 kokku. 
 

 

 

Kui int 0H  , saame hamiltoniaani H maatriksesituses lõpmatu diagonaalse maatriksina: 

2,0
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1

2

0

1 1

2 1

. . . . . .

. 0 0 0 .

. 0 0 0 .

. 0 0 0 .

. 0 0 0 .

. . . . . .

N

N

N

N

E

E
H H

E

E





 
 
 
 

   
 
 
  
 

  (III.3.2) 

 

2. Hamiltoniaani interaktsiooniliikme toime 

 

Lisame interaktsiooni laserimoodi ja aatomi vahel: 

 

   RWA

int , ';1,2

'

1 '
2

1 '
2 2

N N

NN

q
H N e aS a S g N

q N a N q N



    

  

  (III.3.3) 

  

Analoogselt              RWA

int ', ';2,1 2
NNN N

H q N . 

Niisiis 1 int 2 2 int 1
2

N N N N

q
H H N      , kus N on footonite arv.  

Kõik muud liikmed võrduvad nulliga, st 1 int 1 1 0N NH    . 

 

Nüüd on RWA lähenduses hamiltoniaan maatriksesituses  

 

 

1

1

. . . . .

. 0 0 .

. 0 0 .

. 0 0 .

. . . . .

N

N

N

H

H H

H





 
 
 
 
 
 
 
 

  (III.3.4) 

 

– kvaasidiagonaalne maatriks, mille elemendid on 2x2-maatriksid: 

 

   ˆ1/ 2
2

N

N

N

H N I
  

    
  

 , (III.3.5) 

kus N q N   – interaktsioon laserimoodiga viib nivoode tõukumisele/lõhenemisele; 

0 0
0

0 0

 
  
 

. 

Diagonaliseerime maatriksi H  Heisenbergi esituses. Meie ülesanne on leida seisundid, mis 

diagonaliseerivad selle maatriksi (tuleb diagonaliseerida vaid 2x2-maatriks NH )

' '

'

iN i N i N

i

c    . Ülesanne leida maatriksid {c}, mis rahuldaksid võrrandit 
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,1 ,1

,2 ,2

c c

2

i N i NN

i

i N i NN

E
c c

      
    

     
. 

Hilberti ruumis on meie seisundid φ võrra pööratud seisundid – see on 1-parameetriline 

ülesanne:  

 
1 1 2

2 1 2

cos sin

sin cos

N N N

N N N

  

  

  

  
  (III.3.6) 

Need on ortogonaalsed seisundid: 1 2 0N N   , mis maatrikskujul 
cos

sin





 
 
 

 ja 
sin

cos





 
 
 

 

oleksid siis maatriksi 
2

N

N

N

H
  

  
  

 omaseisundid: 

1

cos cos

sin sin2

N

N

E
 

 

     
    

      
 

2

sin sin

cos cos2

N

N

E
 

 

       
    

      
 

Leiame omaenergiad maatriksi diagonaliseerimisega, st tingimusest det=0:  

 
2 2 2 2

1,2 1,2
2 2

N N Nx E            ,  (III.3.7) 

kus 

 
2 2

N N      (III.3.8) 

on Rabi sagedus. Arvestades, et cos sin cosN N     , leiame sin
2

N

N


 




.  

Uued seisundid 

 

1

2

1
2 2

1
2 2

N N

N N

N N

N N

e N g N

e N g N

   
   

 

   
    

 

  (III.3.9) 

on segaseisundid (superpositsioon), need on nn kaetud seisundid, milles aatom on kaetud 

footonitega. (Märkus indeks N kohta: kui N on suur, siis sõltuvus N-st on väike – võib indeksit 

ignoreerida) 

Meil on nüüd järgmine pilt: 

 

 

 

 

 

 

Näeme, et interaktsioon viib tõukumisele  

– nii on see alati.  

Vastupidi saab olla vaid kolmanda nivoo 

olemasolu korral. 
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Kui on täpne resonants ( 0  ), siis sin 1/ 2   ja sel juhul (III.3.6) teiseneb kujule: 

 

 

1 1 2

2 1 2

1

2

1

2

N N N

N N N





  

  

 

Kas kaetud seisundid on eksperimendis jälgitavad? 

Kaetud seisundid on eksperimentaalselt vaadeldavad. Kui tugev laserimood on resonantsis 

aatomi sagedusega, leiab aset dünaamiline Starki efekt ([8] pt. 22 §4).  

 

q

p

C

M
r

 

 

 





2, 1N

1, 1N

1g N 

2e N 

0g

1g N 

e N

g N

1e N 

 

N
 

 

1N  
2N

 
0



 

 

 

 

0  0 0
 

 

Tugevas laseriväljas lõhenevad aatomi 

spektraal-jooned 3 komponendiks, kui 

laseriväli on resonantsis aatomi 

spektraaljoone sagedusega 

 (vt eelmist joonist).  

 

Kui interaktsiooni puududes on vaid 1 joon 

üleminekusagedusel 0 , siis nüüd tekivad 

lisaks kaks tiibjoont kohal 0   ja 0  .  

 

 

Dünaamilist Starki efekti tuntakse spektroskoopias ka Autler–Townes’i efekti nime all selle 

esmamõõtjate järgi.  

 

§4. Aatomi inversiooni ostsillatsioonid [7] (pt. 7)  

Maatriksit 2z zS   nimetatakse ka aatomi inversiooni operaatoriks. Uurime selle 

operaatori keskväärtuse muutust ajas, mis kirjeldab inversiooni ajalist käitumist. Oletame, et 

aatom on monokromaatse laseri väljas. Kasutame kvaasispinni maatrikseid: 

 

0 11 1

1 02 2
x xS 

 
   

 
, 

01 1

02 2
y y

i
S

i


 
   

 
,  

1 01 1

0 12 2
z zS 

 
   

 
. 

 

Hamiltoniaaniks on 

 

int

RWA 0( 1/ 2)
2

z

H

i q
H a a S aS a S  

      . 

Toome sisse osakeste arvu ˆ ˆ ˆ
zN a a S   ja esitame hamiltoniaani kujul: 

 0

RWA int( )
2

z zH a a S S H
 

 


      , 

kus 0    . Valime nullenergiaks  0 / 2   . Siis  

 RWA
ˆ

2
z

i q
H N S aS a S 

      . 
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Leiame  

      , , ,
2

z z z z

i q
S H S S S a S S a

     . 

Arvestame  ,zS S S   ,   ,zS S S   ,  
2

z

q
S S a S a

   , q   – radiatsiooniline laius. 

Nüüd leiame ka  

   
2

, , , ,
2 4

z z z

i q q
S H S i S S a S a S a S a S a S a  

     


                

. 

Saame 

 
2 2

int, ,
2 4 4

z

q q q
S i S a S a S a S a H S a S a  

     

 
           . 

 

Leiame kommutaatori 

,S a S a

 
  =  

1 0 0 0
1

0 0 0 1
a a a a    

    
   

=  
1 1

2 2
2 2

z z z zS a a S S a a S  
     

 
 

ˆ, 2 ( 1/ 2)zS a S a S N

 
     . 

Avaldades intH  RWAH  kaudu saame inversioonioperaatori tuletise jaoks 

   2 2 2

RWA RWA
ˆ ˆ( 1/ 2) ( ( 1/ 2))z z z zS H N S q S N H N S q N 

 
            . 

Leiame keskmise 
zS  ja ( )zS t . Arvestame, et N̂  ei muutu ajas. Seega 

0

ˆ ˆ 1/ 2N N n m    , kus n on footonite arv algmomendil, m – alginversioon ( 1/ 2)  . 

Saame  

2

z z RWAS S H N


     , 

kus 
2 2 2 2 ˆ( 1/ 2)nm q N       ;   on Rabi sagedus. Võrrandi lahendiks on 

2 2

2 2
( ) (0) 1 cosz zS t S t

   
     

   
. 

Tugevas väljas aatom ostsilleerib kiiresti – Rabi sagedusega – põhi- ja ergastatud 

elektronseisundi vahel. Ostsillatsioonid saavutavad maksimumi resonantsjuhul ( 0  ). 

Resonantsist väljas ( )qn  on ostsillatsioonid nõrgad. Kui (0) 0zS    – ostsillatsioone ei ole.  

2 2 2

,1/2 , 1/2n n q    – üleminekud kiirenevad spontaanse kiirguse tõttu: 21q A    . 
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§5. Optiline Blochi võrrand. π-pulsid [7] (pt. 2,3) 

Vaatame kahenivoolise aatomi interaktsiooni valguspulsiga – mitte enam ühe moodiga, nüüd 

on meil valguspakett. Välja vaatame klassikaliselt, kvantefektidega ei tegele, koherentset pulssi 

ei käsitle. 

Formaalselt: toome sisse keskmistamise üle elektromagnetilise kvantvälja –  

tavaline
ligikaudu klassik.väli
koher.seis.

ˆ ( ) ( )E t E t . Millidžauline pulss: 1610  footonit. 

Selles lähendis on hamiltoniaan 

 0 0

1 1ˆ ( ) ( )
2 2

z z xH dE t d E t         , (III.5.1) 

kus ( ) ( ) 2 ( )cos( )i tE t t e cc t t      ja d on dipoolmaatrikselement. Monokromaatse 

ergastuse puhul väljatugevus 0( )t const   . Kvasimonokromaatse ergastuse puhul faktor 

( )t  sõltub ajast aeglaselt, võrreldes faktoriga cos( )t . See on tavaline juht – isegi femtopulsid 

on kvaasi-monokromaatsed. Siin on arvestatud, et 
0 1ˆ
1 0

xd d d
 

  
 

. 

Toome siin hinnangu väljatugevusele, mis vastab valguse intensiisusele 0I : 

 0 0 0I Z   . (III.5.2) 

Siin 0Z  =376.7 oomi on vaakumi kogutakistus. Et saada väli 
6

0 10  V/cm (umbes sada korda 

nõrgem kui aatomite iseloomulik väli) on vaja valguspulssi intensiivsusega 1010  W/cm2. 

Edasi toome sisse uue interaktsiooni konstandi 
2d

  . Nüüd   

 0

1
( )

2
z xH E    .  (III.5.3) 

Uurime kuidas aatomiseisundid muutuvad ajas (see on määratud Pauli maatriksitega) 

 ,
i

H    , , ,x y z  ;  , 2i e         ; 

 

0

0

x y

y x z

z y

E

E

  

    

  

 

 



  (III.5.4) 

Uurime suuruseid, mitte operaatoreid. Toome sisse ( ) ( )S t t  . Leiame kuidas seisund 

muutub ajas, otsime võrrandeid, mis kirjeldaksid kvaasispinni:  ,S H S . See on määratud 

Blochi võrranditega: 

 

0

0 ( ) ( )

x y

y x z

z y

S S

d
S S ES kompaktses vektorkujus S t S t

dt
S ES



 



  


   




  (III.5.5) 

kus x E  , 0y  , 0z   : 0( ,0, )E  ,   y z z y
x

A B A B A B   . 

Ajalooliselt oli see tehtud enne sõda Blochi ja Rabi poolt. Kui ei ole välisvälja, pöörleb vektor 

S  ümber z-telje suure nurkkiirusega 0 , välisvälja sisselülitamisel pöörlemistelg võngub zx-

tasandis amplituudiga  .  
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Jätkame pöörleva laine (RWA) lähenduses. Vaadeldav väli ( ) 2 ( )cosE t t t   on 

kvaasimonokromaatne: ( )t const  on ajast aeglaselt sõltuv funktsioon. Vektor   võngub 

sagedusega 0  xz-tasandis (kuigi ( )t  seda rikub). Oletagem, et väli on nõrk: 0E  . Kui 

0E  , siis väljatugevus oleks 108 V/cm, mis vastab kiirguse intensiivsusele I > 1015 W/cm2. 

Seega me vaatame juhtu, kui 
810E  V/cm. Sel juhul pöörlemistelg võngub zx-tasandis z-

telje juures väikese amplituudiga. Seda võnkumist võib esitada kui kahe pöörlemise summat 

ümber z-telje. Matemaatiliselt tähendab see, et  

 0      , (III.5.6) 

kus pöörlemine x,y teljel (ümber z-telje), / 2  , 

 

 

 

 

0 00,0,

cos , sin ,0

cos , sin ,0

t t

t t



   

   





 

 

  

  (III.5.7) 

   

Edasi ei arvesta liikmeid 

0

sin 2 0

cos 2 0

sin( ) 0

t

t

t





 





  

  

(annavad praktiliselt nulli pärast keskmistamist üle valgusperioodi), jättes vaid 0( )  -tüüpi 

liikmed. 

Võtame 0RWA    . Võrrandid RWA-s 

 

0

0

sin

cos

( cos sin )

x y z

y x z

z y x

S S S t

S S S t

S S t S t

  

  

  

   


 


 

  (III.5.8) 

Läheme pöörleva süsteemi baasi – toome sisse uue vektori  süsteemis, mis pöörleb ümber z-

telje sagedusega  :  , ,u v w  =pöörlemismaatriks  S  : 

 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

x

y

z

u t t S

v t t S

w S

 

 

    
    

     
    
    

  (III.5.9) 

Leiame, kuidas u, v ja w sõltuvad ajast 

 

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

x y

x y

z

u t S t S

v t S t S

w S

 

 

 

  



 

Leiame tuletise aja järgi (vt. valemid (III.5.9)): 

0 0

sin( ) cos( ) cos( ) sin( )

sin( ) cos( ) cos( ) sin( )

x y x y

x y y x

u t S t S t S t S

t S t S t S t S

v

     

       

     

     

 

 

 kus 0    . Saame 
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u v

v u w

w v





  


   
 

  (III.5.10) 

– on kadunud kiired ajalised sõltuvused (kahekordse sagedusega liikmed). 

 

Need on Blochi võrrandid pöörlevas taustsüsteemis. Kompaktses vektorkujus:  

 '    , (III.5.11) 

kus ' ( ,0, )   . Siin on koefitsiendid väiksemad. Me ei arvestanud ajas kiiresti 

ostsilleeruvaid liikmeid, need kaovad keskmistamisel ära. 

 

Selles võrrandite süsteemis sisalduvad huvitavad efektid. 

 

1) Resonantsjuht 0  . 

 Siis 

  0 0

0 0

0 ( ) 0

( ) cos ( ) sin ( ) , ( ) ' '

( ) sin ( ) cos ( )

t
u u t const

v w v t v t w t kus t t dt

w v w t v t w t

     

   

   
 

      
    

   (III.5.12) 

Lahendid on perioodilised, perioodiga 2 . Toimub vektori   pööramine nurga   võrra. 

Mida pulss teeb aatomisüsteemiga? Mis juhtub kui t   (pärast pulssi)? 

 ( ) ' 't t dt  




   – κ   integreeritud amplituud – on siis konstant. 

Siin jõuame π-pulsi mõisteni. 

 

Kui 2 n  , siis ei juhtu midagi (lõppseisund = algseisund). 

n=1: pulsi esifront ergastab süsteemi, tagaosa viib algolekusse tagasi; 

n>1: seda tehakse n korda. 

 

Kui 2 n    , siis toimub süsteemi inverteerimine (selleks peab π-pulsi kestus olema palju 

lühem relaksatsiooni ajast): kui t = 0 korral u = v= 0, w = 1/2, siis t   korral u = v= 0,  

w=-1/2. 

 

/ 2 2 n      tekitab koherentse seisundi – mõlemad nivood täidetakse kindla faasivahega, 

alg- ja lõppnivoo on võrdse populatsiooniga ning faas on fikseeritud. Alg- ja ergastatud 

seisundi hõivatuse võrdsustus muudab aine läbipaistvaks – kasutatakse laserite lukust 

avamiseks. On olemas eksperimentaalne kinnitus. 

 

2) Rabi vaatas mitteresonantset juhtu 0   , võttes monokromaatse laine  const 

  

 

0 0

0

0 0

u u

v v

w w

 



    
    

       
    
    

  (III.5.13) 

  , kus  ,0,   . 

Kui  const. on monokromaatne juht, saame lahendi kaetud seisundite piirjuhul. 

Toome sisse uue vektori ' S  , mis on pööratud nurga  võrra ümber y-telje: 
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cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

S

 

 

 
 

  
  

  (III.5.14) 

tg /   . 

Lahend on sama mis varem, ainult 

 0 0

0 0

( ) 0

'( ) 'cos 'sin

'( ) 'sin 'cos

u t const

v t v t w t

w t v t w t

 


   
    

  (III.5.15) 

kus  
22      . Kuna suure footonite arvu N puhul N  , siis N    ja saame 

Rabi sageduse. Saime jälle aatomi seisundi ostsilleerimise. Selle lahendi sai esimesena Rabi. 

Teeme siin Rabi sageduse hinnangu: Arvestame, et 0d er , kus 
8

0 10r 
 cm – iseloomulik 

aatomite suurus. Võttes 
6

0 10  V/cm (mis vastab valguspulsi intensiivsusele 1010 W/cm2, 

valem (III.5.2)), saame 210  eV. 

 

 

§6. Omaindutseeritud läbipaistvus [7] (pt. 4,5) 

Kiiritades ainet laseripulsiga, on võimalus, et aine üldse ei neela seda, vaid pulss läbib aine nii, 

et aatomid jäävad algseisundisse. See on siis, kui meil on 2π-pulsid. Oluline on pulsi kuju, 

resonantsi piirkonnas võivad tekkida solitonid – lained, mis levivad kuju muutmata.  

Näiteks kommunikatsioonis kasutatakse solitone fiibrites/valguskiududes, see võimaldab 

vähendada kadusid. Valgussolitonid võivad levida tuhandeid kilomeetreid, olles seega väga 

olulised kaasaja tsivilisatsioonis. 

 

Soliton kui nähtus avastati Inglismaal. See oli 12. augustil aastal 1834, kui insener Scott 

Russell, ratsutades piki kitsast kanalit, jälgis pargase liikumist, mida vedasid 2 hobust. Pargas 

peatus järsult, kuid vesi kanalis jätkas 9 meetri pikkuse ja 40 cm kõrguse lainena kiirelt 

edasirullumist (14 km/tunnis – Russelli hinnangul), kaotamata oma kuju ja kiirust paari-kolme 

kilomeetri jooksul. Russell andis nähtusele nimeks „Wave of translation”. 

 

Vaatame kahenivooliste aatomite keskkonda (näit. klaasi) ja valguspulsside levi selles, 

arvestades mittelineaarsust (mis kompenseerib dispersioonset laienemist). 

Olgu meil 1-mõõtmeline tasalaine z suunas. Seda kirjeldab võrrand: 
 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

1 4
( , ) ( , )E t z P t z

z c t c t

   
  

   
  (III.6.1) 

Välja amplituud 
kiireltaeglaselt
ostsilleeruvmuutuv

( , ) ( , ) i t ikzE t z t z e cc    kirjeldab pulssi, mitte monokromaatset välja. 

Aeglane muutus ajas ja ruumis lubab piirduda vaid I järku tuletistega. Sama ka 

( , ) ( , ) i t ikzP t z p t z e   . 

 
1 4

2 ( , ) ( , )i t z p t z
z c t c




  
  

  
 . (III.6.2) 
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Kasutame 2-nivooliste aatomite lahendit xp Nd S  (1 aatomi korral xed S ). Edaspidi 

tähistame lihtsuse mõttes x xS S  cos sinu t iv t   . Teiseks oletame, et aine enne 

ergastust oli põhiseisundis, siis 0u  , sinxS v t  . Seega sinp Ndv t  . 

Lainevõrrand resonantses keskkonnas 
 

 
1 2

( , ) ( )t z Ndv t
z c t c




  
 

  
 . (III.6.3) 

Lahendid ( )v t  jaoks on ( ) sin ( )v t t   , kus  ( ) ' '

t

t t dt 


   , /d   on interaktsiooni 

konstant, mis sisaldab dipoolmomenti. Arvestades, et 
( )

( )
t

t
t







 saame 

 
1

( , ) sin ( , )t z t z
z c t t


   
   

   
 , (III.6.4) 

kus konstant 
22

Nd d
c


  >0. Konstant β >0 seetõttu, et valisime algseisundiks 

põhiseisundi, kui aga võtaksime algseisundiks ergastatud seisundi, siis β <0. 

 

Saime sine-Gordoni (siinus-Gordoni) tüüpi võrrandi, mille üheks lahendiks on soliton. 

Niisiis eeldame, et soliton-tüüpi lahend on olemas. Sel juhul ( )t ei sõltu t-st ja z-st eraldi, vaid 

sõltub muutujate lineaarsest kombinatsioonist 
z

t
v

    (ajas konstantse kiirusega liikuv 

lahend). 

 

1

z z v

t t



 



 

   
     


     

    

  → 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
1

c

z t c t v c c v  

     
       

      
. 

 

Kui on olemas solitoni-tüüpi lahend, siis teda kirjeldab võrrand 

 

 

2
2

2
' sin




   


, (III.6.5) 

kus 

1

2' 1
c

c
v





 
   

 
 . Saime füüsikalise pendli võrrandi. Suure algkiiruse korral hakkab 

pendel pöörlema, väikese algkiiruse korral toimub võnkumine, 2arcsin(th( ' ))   ,  

 22

1 2 ' 1 1 ' 1

2 ch ' ch( ' )1 th ( ' )d d


   

  
   

   
 

– tüüpiline solitoni jaoks. 

 

Seni on määramata kiirus v. Seda võib siduda lahendi omadustega, näit. pulsi väärtusega 

maksimumis: 

https://en.wikipedia.org/wiki/Sine-Gordon_equation
https://en.wikipedia.org/wiki/Soliton
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max

'
(0)

d
 


   → 

2 2

max

4
1

c
v

c

 





 

– kiirus sõltub pulsi maksimaalsest väärtusest 

– mida tugevam pulss, seda suurem kiirus.  

Tegemist on 2π-pulsiga: esifront neelatakse, tagaosa taastub. Seda nähtust nimetatakse 

omaindutseeritud läbipaistvuseks (self-induced transparency). 

Omaindutseeritud läbipaistvuse teooria esitasid 1960-ndatel S.L. McCall ja E.L. Hahn  

[Phys. Rev. 183, 457–485 (1969)]. 

 

McCall-Hahni teoreem: 

Kui pulsi pindala   jääb vahemikku 2 2n n       , siis iga pulss transformeerub 

solitoniks. 

Kui  , siis soliton kaob – neelatakse ära. 

Vahemikus 2 2n n       pulss transformeerub 2 n -pulsiks ja viimane transfor-

meerub 2n  -pulsiks. See juhtub nii. Kui tekib mitu solitoni pindalaga 2 n , siis 

alamsolitonidel on tavaliselt erinevad kiirused (sõltuvus max -st), mistõttu nad jooksevad 

üksteisest eemale. Mida teravam soliton, seda kiiremini levib. Asümptootiline lahend: solitonid 

jooksevad üksteisest läbi ilma interakteerumata (kuju muutmata). Selliseid solitone on 

eksperimentaalselt vaadeldud. 

 

Kui algseisundi aatomid on põhiseisundis, siis alati on solitoni kiirus < c – väiksem valguse 

kiirusest. Aga kui aatomid on algmomendil ergastatud, siis v >c (siis 0   ). Seda on katseliselt 

nähtud [1960-ndatel Prohhorov jt. 3v c ]. Kas tegemist on kausaalsuse printsiibi rikkumisega? 

Tegelikult mitte. Esifront võimendub stimuleeritud kiirgusega, tagaosa neelatakse – toimub 

olemasoleva pulsi ümberjaotumine/kuju muutumine. (Vrdl kui algmomendil on aatomid 0-

seisundis, siis esifront kaob ja tagaosa tekib uuesti.) 

  

Kõik eeltoodu leiab aset, kui teooria kehtib. Teooria ei arvesta spontaanset kiirgust, aatomite 

omavahelist interaktsiooni ega aatomite põrkumist. Kui algpulsid on väga lühikesed, siis 

kahenivooliste aatomite relaksatsioon ei jõua toimuda (siis spontaanne kiirgus ei ole oluline). 

Spontaanse kiirguse toimumise aeg on 810 sek , seega pulsi liikumise aeg selles piirkonnas 

peab olema < 810 sek .   

 

 

§7. Ülikiirgus (superradiance) [7] (pt. 7)  

Vaatame süsteemi N identsest kahenivoolisest aatomist vahekaugustega < , mis on lühikese 

pulsiga ergastatud. Oletame, et pärast ergastust on inverteeritud süsteem, valgust ei ole.  

Kui üks aatom on ergastatud seisundis, siis see hakkab kiirgama. N aatomi korral 

 
0

1 ˆ
2

zi xi R

i i

H dE S H     . (III.7.1) 

1954 näitas Dicke, et selline süsteem võib spontaanselt üle minna põhiseisundisse aja 

jooksul, mis on pöördvõrdeline aatomite arvuga: 1/c N . Aatomid kiirgavad koherentselt 

ja kiirguse intensiivsus 
2

0 / cI N N   (vrdl tavalise spontaanse kiirgusega, kui aatomid 

sõltumatult relakseeruvad põhiseisundeisse spontaanse lagunemise ajaga 1T  , siis 

http://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.183.457
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0 1/I N T N ). See kollektiivne spontaanne kiirgus sai nimeks ülikiirgus. Efekt on 

tingitud korrelatsioonist kiirgusallikate vahel, mis elektromagnetvälja vahendusel on üksteisega 

vastastikmõjus.  

 

Kasutame Fermi kuldreeglit, et leida kiirguse ülemineku tõenäosus. 

Alustuseks vaatame juhtu N=1: γ on radiatsioonilise kustumise konstant,
8 1

010 sec ,     

, 

 
2 2 3 2 2

0 0
0 3

4 4
( )

3 3

d e d

c

  
    , (III.7.2) 

kus 
2

0
0 3

( )
c


    on seisundite tihedus. 

 

Kui on 2 identset aatomit, N=2: 

 

3 –  mõlemad aatomid ergastatud 

 

1,2 – üks aatom ergastatud, teine mitte (kahekordselt kõdunud olek)  

 

0 – mõlemad aatomid ergastamata 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

0

1

2

3

g g

e g

g e

e e









 

 – mistahes interaktsiooni tulemusena saame kaks koherentset seisundit: 

 

 

1
1 2

2

1
1 2

2

I

II

 

 

   –  need on koherentsed seisundid (ei ole enam fikseeritud, kus on ergastus) 

 

Võrdleme üleminekut 1 0 , milles teine aatom protsessis ei osale 

2 2 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1( )e g ed g g e g e d d g g g g e ed g      . 

(Siin on arvestatud, et 2 2 2 0g d g  .)  

optilise üleminekuga koherentsest seisundist 0I   

3 2 2
0

1 2 1 2 1 2 1 23

2

1 1 1 2 2 2

4 1ˆ ˆ ˆ0
3 2

1
2

2

I

A

d I A g g d d e g g e
c

A g d e g d e






       

  

 

Näeme, et koherentne seisund I  kiirgab kaks korda kiiremini kui seisund 1 .  

Seisund II  on metastabiilne – ta ei kiirga. 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Fermi%27s_golden_rule
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Kui on faasirelaksatsioon, siis aatomite seisundite faasid on juhuslikud. Seda võib arvestada 

tehes asenduse 2 2ie  , kus   on faasivahe, mis on juhuslik. Keskmistamine üle selle 

juhusliku faasivahe elimineerib kõik liikmed, mis sisaldavad korrutist . 1 1 1 2 2 2g d e g d e . 

Saame sama tulemuse nagu iga aatom kiirgaks eraldi. Aga kui korraga ergastatavate aatomite 

arv N on suur, siis 1 N   ja kiirgus on nii kiire, et faasi ei jõua rikkuda. 

 

Dicke täheldas, et hamiltoniaanil (III.7.1) on summaarse momendi ruut säiliv suurus. Üleminek 

ei toimu igasuguste nivoode vahel, vaid üksnes nende vahel, kus säilib summaarne spinn 

 
2 2 2 2 2ˆ

i xi yi zi

i i

S S S S S     . 

Kehtivad seosed: ,x y zS S iS    ; 2, 0S S
    . Operaator 

2Ŝ  kommuteerub hamiltoniaaniga: 

2, 0H S     – on olemas mittelagunevad seisundid.  

Vaatame lähemalt. Ühe kahenivoolise süsteemi puhul 

2
1 03 3

0 14 4
S

 
  

 
  – konstant; 

2 ( 1)S j j  . 

See seos kehtib ka siis, kui on mitu kahenivoolist süsteemi. 

Selles ülesandes summaarse spinni kvantarv j  säilib, küll aga muutub zS -le vastav kvantarv  

m =  -j...j.  

Kui meil on N ergastatud aatomit, siis maksimaalne j = m = N/2 

Tuleb leida kiirguse , , 1j m j m   tõenäosus: 

2
ˆ, 1 ,jm A j m d j m   . 

Toome sisse operaatorid 

x yS S iS    – tõstab 

x yS S iS    – langetab 

Leiame 

 
2

1 1 1m S m m S m m S m       . 

Arvestame, et 1m S m   ja 1m S m  on ainukesed nullist erinevad operaatorite S  ja 

S  maatrikselemendid. Seepärast  

2 2
2 2 2

1 1

( 1) ( )( 1)
4 4

m

z z

m S m m S m m S m m S m m S S m

d d
m S S S m j j m m j m j m

     



    

          


 

Siin on arvestatud: 
2 2 2 2 2 2( )( ) ,x y x y x y x y x y z z zS S S iS S iS S S i S S S S S S S S 

              . 

Kui kõik N aatomit on ergastatud (j = N/2), siis 

 ( )

/2, 1
2 2

N

N m

N N
m m  

  
      

  
  (III.7.3) 
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Ülikiirgus 

  

 

Leiame pulsi analüütilise kuju. Selleks vaatame protsessi kineetikat. Tõenäosus, et footon 

kiirgub siirdel 1m m  : 

  
2

1 ( ) 1m m d m j m j m         (III.7.4) 

kus 
3 2

0

3

4

3

d

c


   . Vaatame juhtu, kus kõik aatomid on ergastatud (j=N/2)  

( , )N mdm

dt
   

1
2 2

dm N N
m m

dt

  

      
  

 

kus γ on ühe aatomi lagunemiskiirus; 
8

0

1
10 sect



  on ühe aatomi spontaanse kiirguse aeg.  

See on standardne difvõrrand m jaoks 

  / 2 / 2 1

dm
dt

N m N m
 

  
 

Kasutades  
1 1 1 1

( )( )a x b x a b a x b x

 
  

     
 , saame  

1 1
( 1)

/ 2 / 2 1
dm N dt

N m N m


 
    

   
 

Mis annab lineaarse võrrandi m jaoks 

/ 2
ln ( 1)

/ 2 1

m N
N t c

m N


 
    

  
  → ( 1)/ 2

/ 2 1

N tm N
e c

m N

 
 

 
. 

Saame 

 0

0

1
1

( 1)( ) ,
2 2

ln

NN

N

N N

tt tN
Nm t th kus

t
t t N




  

  
   

  (III.7.5) 

Meid huvitab tegelikult  

 
2

2 0

( 1)
( )

4
2

N

N

N
m t

t t
ch

t

 


 
 
 

  (III.7.6) 

Tekib väga lühike ja kiire pulss. 

 

Missugused N väärtused on reaalselt võimalikud?  
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Pulsid on väga kiired 
1 1310 sek  

. On vajalik kiire ergastus, st pulss peab olema kiirem kui 

relaksatsioon. On veel üks oluline piirang: ühesugused aatomid peaksid tihedalt paiknema, st 

objekti ulatus peab olema väiksem kui λ . Tuumamagnetresonantsi korral pole see probleemiks, 

sest seal on tegemist raadiolainetega, aga optikas on lugu teistsugune. Efekti andvate aatomite 

arv efN N  , kus μ<<1.  

Olgu meil silindrikujuline objekt, pikkusega L ja ristlõike pindalaga S. Oluline parameeter on 

Fresneli arv 
F

S
N

L
  . 

• Kui on lühike paks silinder, st F 1N , siis 
23

8 S





  – koherentselt kiirgab vaid 

ristlõikega 2  osa torust. 

• Kui on pikk kitsas toru – fiiber, siis 1FN  ja 
3

8 L





  – koherentselt kiirgab niipalju 

aatomeid kui λ pikkusele jagub. 

Tegelikult on olemas laserid, mis töötavadki sellel printsiibil – need on laserid ilma peegliteta. 

 

 

 

 

IV. Hawkingi-Unruh’ kiirgus [9] (pt. 4 §5, pt. 8 §1-3) 

§1. Mustade aukude Hawkingi kiirgus 

Hawkingi (nimetatud ka Hawkingi-Gribovi) kiirguseks nimetatakse soojussarnast (ehk 

musta keha) kiirgust, mida ennustuse järgi kiirgavad mustad augud, tingituna 

kvantefektidest sündmuste horisondi lähedal.  

 

Stephen Hawking põhjendas teoreetiliselt sellise kiirguse võimalikkuse 1974. aastal, pärast 

Moskva visiiti 1973, kus Jakov Zeldovich oli osutanud võimalusele, et pöörlev must auk võib 

tekitada ja kiirata osakesi. Hawking leidis aga, et mittepöörlev must auk kiirgab samuti. Ideed, 

et must auk peab kiirgama osakesi, arendas juba varem vene teoreetik Vladimir Gribov. 1976 

andis Unruh matemaatiliselt lihtsama seletuse. 

 

See on jällegi nullenergiaga seotud efekt, mida võiks nimetada ka dünaamiliseks Casimiri 

efektiks. Must auk kiirgab soojuslikku kiirgust, mille temperatuur T sõltub massist. Et mustal 

augul on temperatuur, sellisele järeldusele jõudis 1972 Bekenstein.  

 

Klassikalise füüsika järgi must auk ei kiirga, sest valgus ei saa läbida Schwarzschildi raadiust. 

Gravitatsioon muudab sageduse nulliks: gravitatsiooniväljas footon muutub järjest 

punasemaks, kuni lõpuks energia läheb nulliks.  

Igal massiga objektil on Schwarzschildi raadius 
2

2MG
r

c
 . Kui tähe raadius R r , siis 

klassikalise teooria järgi valgus kunagi ei lahku/kiirgu tähest. Kui arvestada kvantefekte, 

situatsioon muutub – tekib musta augu soojuskiirgus.  

Tõepoolest, kvantteoorias tuleb vaadelda välja operaatorite ajalist sõltuvust; kaooperaatoritel 

on ajalise muutuse sagedus positiivne, tekkeoperatoritel aga negatiivne. Gravitatsioon muudab 

väljaoperaatorite ajalist sõltuvust. Nimelt, gravitatsioonivälja vähendamine muudab selle 

https://et.wikipedia.org/wiki/Must_auk
https://en.wikipedia.org/wiki/Event_horizon
https://en.wikipedia.org/wiki/Schwarzschild_radius
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sageduse väiksemaks; see kehtib kuni Schwarzschildi raadiusel sagedus muutub nulliks ja siis 

edasi ka negatiivseks. See tähendab, et kvantteooria järgi kaooperaator trasformeerub 

tekkeoperaatoriks. Tekkeoperaator, mõjudes vaakumi seisundile, annab nullist erineva 

seisundi, erinevalt kaooperaatorist. See tähendab, et must auk kiirgab footone. Täpsemalt, 

Schwarzschildi raadiust läbides gravitatsioon viib operaatorite Bogolyubovi 

transformatsioonile (valem (II.4.3)) 

 
* *

ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ

a a a

a a a

 

 



 

 

 
  

kus 
2 2

1    ja 0  . Nüüd osakeste arv algvaakumis 
2ˆ ˆ0 0n a a    on suurem kui 

null. See tähendab footonite kiirgamist musta augu poolt. 

 

§2. Mustade aukude soojuskiirgus 

Järeldusele, et must auk kiirgab, võib tulla ka teisiti. Objekti langemisel musta auku suureneb 

musta augu entroopia. Kehtib valem (Bekenstein, 1972) 

 24

B

S G
M

k T c


   (IV.2.1) 

Termodünaamikast teame, et 
B B

U
k T k

S





, kus 

2 ;U Mc S     → 
3

8
B

c
k T

GM
 . 

1 1dU
T

dS MS
, mida väiksem must auk, seda kuumem.  

Kui on temperatuur, peab leidma aset ka kiirgus! Stefan-Boltzmanni seaduse järgi 

4 2 2

4 2

1 1dM
T r M

dt M M
   

         

 
Ajamomendil 0t  must auk aurustub ära; lõppfaasis on plahvatuslaadne kiirgus. 

 „Primordial black hole” – algne must auk. Väikesed mustad augud, mis moodustusid Suure 

Paugu käigus, on käesolevaks ajaks kõik aurustunud. Hawkingi kiirgust seni avastatud pole. 

 

Niisiis, klassikalise füüsika järgi Schwarzschildi raadiust footonid läbida ei saa. 

Kvantmehaanikast teame aga, et isegi siis, kui seespool Schwarzschildi raadiust footoneid 

poleks, on vaakumis kindlasti nullvõnkumised. Footoni kaooperaatori i tae  positiivne 

aegsõltuvus i te   muutub Schwarzschildi raadiust läbides lõpliku tõenäosusamplituudiga    

negatiivseks aegsõltuvuseks i te  , mis tähendab, et kaooperaator muutub uueks 

tekkeoperaatoriks i tb e  , vastavalt Bogolyubovi teisendusele. Vaakumseisundis tekivad 

- 
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osakesed arvuga 
2 2

0 0n bb   . Seega, et leida musta augu kiirgust, tuleb leida, 

kuidas väljaoperaatorid muutuvad läbides gravitatsioonivälja. 

Märkigem, et Plancki osakese raadius on väiksem kui tema Schwarzschildi raadius 
22r MG c . Seega Plancki osake moodustab musta augu, ja seega peab Hawkingi järgi 

aurustuma. Tema aurustusaeg on 
405120 8.67 10PBH Pt t    s ehk 16085 korda pikem, kui 

Plancki aeg. 

 

§3. Unruh’ kiirgus kiirendusega taustsüsteemis  

Vaatame kiirenevat taustsüsteemi, kuhu on paigutatud fotodetektor7. Tuleb välja, et 

kiirendusega liikuv fotodetektor registreerib footoneid, mis vastavad musta keha kiirgusele.  

 

Unruh kiirgus: kiirenevalt liikuv vaatleja näeb musta keha kiirgust, samal ajal kui 

inertsiaalvaatleja seda ei näe.  

 

Hawkingi kiirgus on seotud Unruh efektiga.Unruh tuli järeldusele, et spekter, mida kiirenev 

fotodetektor registreerib, vastab soojuslikule kiirgusele temperatuuriga 
2 B

a
T

k
  (a on 

kiirendus). Näitame, et see on nii. 

 

Võrdleme vaakumit inertsiaalses taustsüsteemis (Minkowski ruumis) vaakumiga kiirendusega 

taustsüsteemis (Rindleri ruumis). 

 

Intervall 4-mõõtmelises Minkowski ruumis: 2 2 2ds dt dx dudv    , kus  
u t x

v t x

 

 
 

Rindleri ruumis            
1

1

sh( )

ch( )

t e

x e





 

 








   

u

v

 

 

 

 
    

1

1

u

v

u e

v e









 



 


 

Leiame intervalli uutes koordinaatides 

 ( ) 2 2 2 2v ududv e dudv e dudv e d d        . 

Seega 

 2 2 2 2ds e d d    , 

kus   on ajasarnane,   ruumisarnane muutuja/koordinaat. 

 

Vaatame Rindleri koordinaatides punkti const   Leiame 2 2 2 2x t e const    . See on 

hüperbool. Seega kui const  , siis punkt liigub mööda hüperbooli. 

                                                 
7 Üldrelatiivsusteooria ekvivalentsusprintsiibi järgi on gravitatsiooniväli asendatav kiirendusega. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Minkowski_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Rindler_coordinates
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Hüperboolsed kaared vastavad võimalikele Rindleri 

vaatlejatele, kujutatuna Cartesiuse koordinaatides. 

Rindleri koordinaatsüsteem on defineeritud üksnes x-

telje paremal poolel.  

Äärmine joon vastab Rindleri sündmuste horisondile 

klassikalises füüsikas. 

 

 

Liikumine on kiirendusega. Tõepoolest, kui võtame 0x x y  , kus 
1

0x e   vastab x  

väärtusele algmomendil 0t   ja vaatame väikeseid y , siis saame  
2 2 2

0 0x y t x   ; siit 

tuleneb väikeste y -de puhul: 
2

2

at
y , kus 

1

0a x e const    . See on liikumine 

kiirendusega a e    . See on omakiirendus (proper acceleration), kuna 

 
2 2 2 2

00ds e d g d      

00g  on meetriline tensor. Seega const   puhul liikumine on konstantse omakiirendusega, 

ning omaaeg (proper time) on e t  . Sellel juhul punkt joonisel ei saa kunagi sattuda 

koordinaadistiku vasakpoolsele poolpinnale. Klassikaline süsteem liigub ainult parempoolses 

kiilus. Punane joon vastab Rindleri sündmuste horisondile. 

 

Klassikaliste objektide jaoks Rindleri süsteemis on vaid pool ruumist. Informatsioon teisest 

poolest puudub. Kvantosake võib üle minna teise poolde, muutes aja märki.  

Saame L (L=left-vasakpoolses) ruumis: 
1

1

sh( )

ch( )

t e

x e





 

 





 

 
 

 

Unruh’ idee 

Kvantiseerime elektromagnetvälja mõlemas ruumis. Moodid tavalises Minkowski ruumis 

rahuldavad lainevõrrandit: 

 
2 2

2 2
0

t x

  
   

  
 (IV.3.1) 

ehk 

 
2

0
u v

 


 
 . (IV.3.2) 

Kasutame koordinaate:      
u

v

 

 

 

 
        

1

1

u

v

u e

v e









 

 

 


        

u

v

e
u u

e
v v





 


 

 


 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Proper_time
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Lainevõrrand Rindleri ruumis 

 
2 2 2 2

2

2 2 2 2
0 0e 

   

      
         

      
  (IV.3.3) 

 

Need võrrandid kehtivad ka väljaoperaatorite jaoks. Seega väljaoperaatorid rahuldavad 

lainevõrrandit nii vasakus kui paremas Rindleri kiilus. Samas aga võrrandid on rahuldatud ka 

igal pool Minkowski ruumis ja seega lahendid muutuvad pidevalt ka igal pool. See tähendab, 

et operaatorite lahendid Rindleri ruumis peavad vasak ruum-parem ruum piirjoonel pidevalt 

minema üle üksteiseks, et nendega saaks kirjeldada operaatoreid Minkowski ruumis. See 

pidevuse tingimus lubabki seostada operaatoreid kiirenevas ja inertsiaalses taustsüsteemis. 

Future

Past

0
u 

t

x

0
v 

RightLeft

 
 

Vaatame kvantseisundeid/kvantmoode. Toome sisse väljaoperaatori Minkowski ruumis: 

ˆ ˆ
k

k





    

Positiivse levimissuuna osa: (k > 0) 
( )ˆ ˆ ˆi t x i u

k k ke a e a        ( /k c , võttes c = 1, k  )   

Negatiivse levimissuuna osa: (k < 0)  
( )ˆ ˆ ˆi t x i v

k k ke a e a   

                   

Analoogselt võime defineerida kaasoperatorid:  ˆ ˆˆ ˆ,
k k k

i u i v

ke a e a 



   

     

Minkowski ruumi vaakumis:  
ˆ 0 0

ˆ 0 0

k

k

a

a




 

 

Vaatame nüüd neid operaatoreid Rindleri ruumis. Analoogiliselt Minkowski ruumiga on 

väljaoperaatorid parempoolses R-vaakumis määratud: 

 
ˆ ˆˆ ˆ,

ˆ ˆˆ ˆ, ,

R i u R R i u R

k k k k

R i v R R i v R

k k k k

e b e b

e b e b

 

 

  

  

   

   

   
  (IV.3.4) 

Vasakpoolses L-vaakumis: 

 
ˆ ˆˆ ˆ,

ˆ ˆˆ ˆ,

L i v L L i v L

k k k k

L i u L L i u L

k k k k

e b e b

e b e b

 

 

  

  

   

   

   
  (IV.3.5) 

Märkigem, et R-ruumi ja L-ruumi operaatoritel on eksponendis   vastasmärgiga.  
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2 vaakumit oma kaooperaatoritega: 
/

/

ˆ 0 0

ˆ 0 0

R

k k

L

k k

b

b





 




  

 

Niisiis, kolm erinevat vaakumit. Minkowski vaakum ja 2 Rindleri vaakumit. On vaja leida seos 

kaooperaatorite vahel erinevates vaakumites. 

Vaatame, kuidas muutuvad operaatorid u ja v ( R L ) üleminekul. 

Seosest 1 uu e      saame 1(ln ln( ))u u    , kus ln( )u  ei ole üheselt määratud, kuna 

ln( 1) i   või ln( 1) i   .  

Meid huvitab alumise komplekstasandi u . 

Arvestame 

1) R ruumis 

 

 

1 ( ) ( )

1 ( ) ( )

1
( )

2

1
( )

2

t e sh e e

x e ch e e

      

      

 


 


  

  

  

  

  See annab  
1

1

u

v

u e

v e









 



 


 

2) L ruumis  

,t t x x   ,      Sellele vastab  
1

1

u

v

u e

v e









 





 
 

Seega 

R-ruumis 
 

 

1

1

ln ln

ln ln

u u i

v v

  

 





    


  

 

L-ruumis  
 

 

1

1

ln ln

ln ln

u u

v v i

 

  





   


   

 

u ja v muudavad oma faasi   võrra R L  üleminekul, st toimub faasihüpe. Faasihüpe tuleb 

kompenseerida, et saada pidev laine. Nimelt, järgmine lainete kombinatsioon 

 

/ *

* /

R L

k k

R L

k k

e

e

 

 







  

  

   käitub pidevalt, kus   
0

0

R i u

k

R

k

L i u

k

L

k

e R

L

e L

R















  

 

 

 

             
1/2(4 )     

 

Seega ta võib vastata lainetele Minkowski ruumis. Seepärast kaooperaatorit Minkowski ruumis 

võib esitada kujul 

 
 

 

(1) /2 /21/2

'

(2) /2 /2

*
2

*

R L

k k k

k
R L

k k k

d e e
sh

d e e

   

   












           
       
 

  (IV.3.6) 

(1) (2),d d – Minkowski operaatorid, vastavad lainetele, mis on analüütilised igal pool. 

Seostame ˆkb -ga: 

(1) / (2) R R R

k k k k kA d e d b  


     , kus  

1/2/2 2 ( / )A e sh   
  

 
1/2 /2 (1) /2 (2)2 ( / )R

k k kb sh e d e d    
  


     
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See seos on analoogne Bogolyubovi transformatsiooniga (II.4.3), kus 

 
1/2 /22 ( )sh e    
  . Osakeste arv Minkowski ruumis 

ˆ ˆ0 0R R

k k kN b b  →  
 

 

1 / (1) (1) / (2) (2)

2 1 /

( / ) 0 0 0 0

( / )

kN sh e d d e d d

sh a e

   

 

 

 

  

 

    

 

 

Seega, 

 
/

1

1
kN

e 



  (IV.3.7) 

Unruh-Hawkingi efekt: mida suurem on kiirendus a e   , seda suurem on osakeste 

arv. Analoogia Plancki jaotusega – kiirendus mängib sama rolli, mis temperatuur: 

 
0

0/

1

1 2
M kT

n T
e k






  


  (IV.3.8) 

– see on temperatuur, mida tunneb fotodetektor. 

Mõõtmiseks on vajalik kiirendusega liikuv footondetektor. 

Kiirendusega taustsüsteemis on välja temperatuur, mida registreerib kiirenev vaatleja, 

antud Tolmani valemiga 

 

 
1/2

00 0 0( ) / (2 ) / (2 )B BT g T e T e k a k           (IV.3.9) 

 

Jõudsime järeldusele, et kiirendusega taustsüsteemis vaakum ei ole enam vaakum; seal on juba 

osakesed – tekivad reaalsed footonid. Vaadates puhtdünaamiliselt kvantvaakumi, ei toonud me 

sisse statistilisi argumente, aga saime kiirguse, mis vastab soojuslikule kiirgusele. 

Miks see on nii? Kiirenevas taustsüsteemis, olles R-poolel, ei ole meil mingit infot L-poolest, 

see jääb sündmuste horisondi taha. (Aga Minkowski ruumis on osakesed igal pool.) Kaotame 

info poole ruumi kohta. Ent kaotades info L-poolelt, ei tea me rangelt võttes, milline on laine 

R-poolel. Sel juhul elektromagnetvälja kvantseisundit ei saa kirjeldada lainefunktsioonidega, 

tegemist on segaseisunditega, nagu see on temperatuurse tasakaaluoleku puhul. See seisund on 

kirjeldatav tihedusmaatriksiga: ei ole infot faasidest, tegu on temperatuuri jaotustega.  

Kui kõrge see temperatuur on? Ja kui palju footoneid detektor loeb? 

Võtame 0.1
dv

a c
dt

  , kus 15 110 sec   , st kiiruse juurdekasvu 0.1c 1510  sekundi jooksul 

– tohutu kiirendus! Sellel juhul  

 0.1 100
2 B

T K
ak


  

– mitte väga kõrge temperatuur. Vastav kiirgus on kauginfrapunases spektraalpiirkonnas. See 

tähendab, et reaalses olukorras, kus kiirendus on palju suurusjärke väiksem, Unruh kiirgust 

praktiliselt pole – vaakum ei anna meile mitte midagi.  

Küll aga femtopulss mittelineaarses keskkonnas muudab murdumisnäitajat 0.1n   võrra. See 

kiire murdumisnäitaja muutmine on lainete jaoks ekvivalentne suure kiirendusega 

taustsüsteemiga. Sel juhul tekib infrapunane või isegi nähtav kiirgus.  

Seega on võimalik mõõta Unruh footoneid mittelineaarses optikas, vaadates näiteks peegli 

võnkumist: 0 0( ) cos( )n t n n t  . Kui optilise teepikkuse muutuse kiirus on suur, tekib tugev 

kiirgus: 

0

d l
n l

dt



  
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Kokkuvõtvalt musta augu füüsikast.  

 

 

Olgu ringjoon sündmuste horisont, mis on määratud 

Schwarzschildi raadiusega. Seda läbides 0   muutub 

0   – kaooperaator asendub tekkeoperaatoriga. See 

tähendab, et must auk kiirgab. Hawking näitas, et see 

kiirgus on analoogne musta keha kiirgusega. Kiirguse 

temperatuur on määratud kiirendusega Schwarzschildi 

raadiusel. Mida väiksem on musta augu mass, seda rohkem 

ta kiirgab: 
3

8

c
kT

MG
 . 

Kiirgus ehk massi kadu 4M  , st eluiga on lõplik. 

 

 

 

 

V. Resonantse sekundaarkiirguse teooria 
 

Allpool vaatame optilisi protsesse (neeldumine, kiirgus, hajumine) tavalistes kristallides, kus 

optilised spektrid on oluliselt laienenud lisanditsentrite optiliste elektronide ja kristalli aatomite 

(ioonide) vastastikmõju tõttu. 

 

Uurides kiirguse ja aine interaktsiooni, piirdusime seni aine kirjeldamisel kahenivooliste 

süsteemidega. Niisugust mudelit võib kasutada tugeva monokromaatse ergastuse puhul, mis on 

resonantsis kitsaste neeldumisribadega aines. Siinjuures neeldumisriba spektraalne laius peaks 

olema väiksem kui Rabi sagedus. Need tingimused on kondensaines tavaliselt raskesti 

täidetavad, kuna aine neeldumisribad tihti on laiad (iseloomulik laius on 210 1   eV).  

Et Rabi sagedus oleks suurem, on vaja kasutada ergastust intensiivsusega kuni 
2 7 2 11 2

0 0 0 10 V cm) 376.7 10 W cmI E Z  . See tingimus võib täituda ainult tugevate 

ja lühikeste laserpulside kasutamisel (vt (III.5.2)) 8. Tavalistes eksperimentides kristallidega 

kasutatakse mitmeid ja mitmeid järku nõrgemat ergastust. Seega tavaline kahenivooline mudel 

ei sobi aine ja kiirguse interaktsiooni kirjeldamiseks, kui aineks on kristall lisanditsentritega. 

Siinkasutatav teooria peab ühelt poolt olema üldisem – tuleb arvestada elektron- ja 

võnkenivoosid, mis osalevad elektronüleminekutel aines, aga teiselt poolt võib ta olla lihtsam, 

kuna saab piirduda häiritusteooriaga aine ja kiirguse kirjeldamiseks. Niisuguse teooria aluseks 

võib kasutada Kramers-Heisenbergi valemit, mis kirjeldab elektromagnetvälja hajumist aines.  

 

Kaasaegse kvantteooria alguseks võib lugeda Kramersi ja Heisenbergi artiklit aastast 1925, 

milles on esitatud footoni hajumise ristlõige aatomi elektronil (nn teist järku kvantprotsesside 

valem) 

                                                 
8 Nimetatud tingimused võivad siiski olla täidetud, kui lisanditsentriteks kristallides on 

haruldaste muldmetallide kolmevalentsed ioonid. Nendel tsentritel on optilisteks üleminekuteks 

nähtavas ja lähisinfrapunases diapasoonis f-f üleminekud. Üleminekud toimuvad elektronide f-

kihis, mis on aatomi (iooni) sisekiht ning seetõttu ei “tunne“ ümbitsevat kristalli. Vastavate 

spektraaljoonte laius madalal temperatuuril võib olla kuni 10-4eV. Rabi sagedus ületab joone 

laiuse juba valguspulssidel 106 - 107 W/cm2. 
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  

2

2

' ( )

2

k
i f k k

nf nk k k
i n k

f T n n T id
E E

d d
E E i


  

 





   


  
   

See valem määrab tõenäosuse, et süsteemi ergastamisel footonitega, mille energia on k , 

kiirguvad footonid energiaga 
'

k  ruuminurka 'k  ; , ,i f n   tähistavad süsteemi lähte-, 

lõpp- ja vahepealset seisundit, , ,i f nE E E  – süsteemi energiat vastavates seisundites,  -

funktsioon kindlustab energia jäävuse protsessi kestel, T  on vastava ülemineku operaator, 
1

n

  

on vaheoleku eluiga.  

Hendrik Kramers ja Werner Heisenberg esitasid valemi veel enne kvantmehaanika 

formuleerimist, rakendades vastavusprintsiipi klassikalisele valguse dispersiooni valemile. 

Kvantmehaanilise tuletuse andis Paul Dirac 1927. aastal. Märkigem, et kvantteooria järgi 

summa n  all on veel teine liige, kus k  asemel on k . See on nn mitteresonantne liige, 

mis resonantsprotsesside puhul ei ole oluline. 

Footonite hajudes aatomitel või molekulidel enamik neist teeb läbi elastse (Rayleigh’) 

hajumise, muutmata sagedust/lainepikkust, väike arv aga (üks 107 kohta) hajub mitteelastselt, 

muutes sagedust. Need annavad sekundaarkiirguse osa, mis kannab nimetust Ramani hajumine. 

Mitteresonantse ergastuse korral, kui footonite sagedus ei lange aine elektron-võnkesageduste 

alasse, koosnebki sekundaarne kiirgus üksnes Rayleigh’ ja Ramani hajumisest. Sel juhul 

nimetajaid Kramers-Heisenbergi valemis on võimalik võtta konstantseks ja arvestada ainult 

lugeja sõltuvust võnkeseisunditest. Vastava teooria arendas Placzek (1936). Olukord muutub 

sootuks resonantsjuhul, kui ergastusfootonid langevad vibroonsiirete piirkonda. Vastav 

teooria, mida nimetame resonantse sekundaarkiirguse teooriaks, on arendatud Tartus 

Füüsikainstituudis [10-14]. 

 

§1. Kristalli lisanditsentrite vibroonseisundid 

Kasutame Kramers-Heisenbergi valemit footoni hajumise korral kristalli lisanditsentril. 

Tsentrite  optilisi omadusi saab kirjeldada üsna lihtsa mudeliga. Tulemused on sealjuures suurel 

määral üldised, võimaldades selgitada nõrga valguse toimet kristallis. 

Seisundid , ,i f n  Kramers-Heisenbergi valemis tähistavad meie juhul kristalli 

lisanditsentri vibroonseisundeid, need on elektron-võnke seisundid, mis tekivad 

lisanditsentri optiliste elektronide interaktsioonis kristalli aatomite (ioonide) 

võnkumisega. Sellise süsteemi hamiltoniaani võib esitada kujul: 

 

2

,2

,

ˆ1 1
ˆ ( , )

2 2

n

l

l n n

P
H p V r R

m M





    ,  (V.1.1) 

kus l  loendab elektroni vabadusastmeid, n on aatomite (ioonide) arv kristallis, , ,x y z 

tähistab aatomite Cartesiuse koordinaate, m, Mn  on elektroni ja aatomite massid, ˆ
lp  ja ,

ˆ
nP   - 

vastavad impulsi operaatorid, r ja R tähistavad elektronide ja aatomituumade koordinaatide 

võrku, ( , )V r R  on elektronide ja tuumade vastastikmõju potentsiaalne energia.  

Lahendades statsionaarset Schrödingeri võrrandit 
 
 ( , ) ( , )H r R E r R     (V.1.2) 
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määrame süsteemi vibroonseisundite energia ja lainefunktsioonid. Põhilähendiks 

vibroonseisundite kirjeldamisel on adiabaatiline lähendus, mis tugineb elektroni ja tuuma 

masside suurel erinevusel 
510 nm M

. Selles lähenduses esitatakse vibroonne 

lainefunktsioon ( , )r R  elektroni ( )  ja tuumavõnkumiste ( )  lainefunktsioonide 

korrutisena  

 ( , ) ( , ) ( )r R r R R   .  (V.1.3) 

 Sealjuures rahuldavad elektron- ja võnkelainefunktsioonid võrrandeid 

 21
ˆ ( , ) ( , ) ( ) ( , )

2
l e e e

l

p V r R r R U R r R
m

 
 

  
 

   (V.1.4)  
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P
U R R E R

M





 
 

  
 
 
   (V.1.5) 

Võrrand (V.1.4) kirjeldab elektronseisundit e  energiaga ( )eU R  ja vastab elektroni liikumisele, 

kui tuumad on konfiguratsioonis R . Võrrand (V.1.5) kirjeldab tuumade kvantliikumist 

elektronseisundis e . Elektronenergia ( )eU R  tähistab ühtlasi tuumade potentsiaalset energiat. 

Parandusliikmeid sellele lähendusele saab leida, asetades valemi (V.1.3) võrrandisse (V.1.2) 

ning võttes arvesse liikmed, mis tulenevad kommutaatoreist 2

,
ˆ[ , ( , )]n nP M r R  (nn 

mitteadiabaatilised operaatorid). Need liikmed on väikesed võrreldes kommutaatoreist 
2[ , ( , )]lp m r R  tulenevate liikmetega, mis määravad valemiga (V.1.4) kirjeldatud elektronide 

kvantliikumise. Antud lähendust saab lihtsalt parandada, kui kasutada potentsiaalse energia 

operaatorit 

 
2

,

,

1 1 ˆ( ) ( ) ( , ) ( , )
2

e e e n

n n

U R U R dr r R P r R
M

 


        

( )eU R  asemel. Teine liige kirjeldab siin tuumade keskmistatud kineetilise energia operaatorit 

elektronseisundis. Eeldame, et see on operaatori ( )eU R väike parandus. 

Adiabaatiline lähendus töötab hästi kõdumata elektronseisundite korral. Kui käsitletav 

elektronseisund on kõdunud (näit lisanditsentri kõrge sümmeetria tõttu), siis adiabaatiline 

lähendus ei pruugi kehtida. Sellisel juhul tuleb võtta arvesse kõdunud elektronseisundite 

segunemine, põhjustatud tuumade võnkumistest, mille tulemusena tsentri sümmeetria langeb 

(Jahn-Teller effect). Edaspidi vaatame vaid kõdumata elektronseisundeid, kus adiabaatiline 

lähendus on hästi rakendatav.  

 

1. Võnkumised kristallis  

Nagu ülaltoodud võrrandeist järeldub, selleks et leida kristalli lisanditsentri vibroonsed 

seisundid tuleb lahendada kaks lihtsamat probleemi:  

1) leida elektroni võrrandi  lahend oluliste tuumakoordinaatide korral, 

2) määrata aatomite (ioonide) võnkumised, mis on kirjeldatud võrrandiga (V.1.5) antud ( )eU R  

korral.  

Et lahendada esimest probleemi, võib arvestada, et lisanditsenter mõjutab vaid väikest osa kogu 

kristalli potentsiaalsest energiast, so muutused sõltuvad üksnes lähimate aatomite nihetest 

lisandiaatomi (molekuli) ümber. See võimaldab lahendada probleemi kahes etapis: 1) esiteks 

leida ideaalse (lisandideta) kristalli potentsiaalne energia, ja seejärel 2) leida viimase 

lokaalsed parandused, mis on tingitud lisanditsentrist erinevates ergastatud 

https://en.wikipedia.org/wiki/Jahn%E2%80%93Teller_effect
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elektronseisundites. Esimene probleem lahendatakse tänapäeval ideaalse kristalli ab-initio 

arvutustega, näiteks DFT (density functional theory) abil. Kristalli perioodiline struktuur 

võimaldab niisuguseid arvutusi läbi viia (mõnikord isegi lihtsalt). Teise probleemi lahendamisel 

kasutatakse kristallivälja (ligandivälja) teooriat (crystal field theory). 

 

Põhilähendus kristallivõre võnkumiste kirjeldamisel antud elektronseisundi e  korral on 

väikeste amplituudide lähend, mis lubab arendada võnkumiste potentsiaalenergiat eU  ritta 

aatomite (ioonide) nihete mu

  järgi (tasakaaluasendist). Siin m  on elementaarraku number, k  

- aatomi number elementaarrakus,   - aatomi Cartesiuse koordinaat. Põhilähenduses, mida 

nimetatakse harmooniliseks lähenduseks võetakse arvesse vaid teist järku liiget mu

 suhtes. 

Sel juhul kirjeldatakse aatomite võnkumist kristallis hamiltoniaaniga 

 
2

,

, , , , ,

ˆ1 1

2 2

m
m m m m

m m mm

P
H u u

M


  
   

     

 

   

  

      (V.1.6) 

  

    

Siin ,m m



 



  on teist järku tuletis võngete potentsiaalsest energiast mu

  ja mu





  järgi, ˆ
mP

 on 

aatomi ( ,m  ) impulsi  -komponendi operaator. 

Hamiltoniaani (V.1.6) saab esitada diagonaalkujus. Selleks toome sisse taandatud nihete 

um m mu M 

    ja impulsside ˆ ˆPm m mP M 

   operaatorid. Saame võnkehamiltoniaani 

harmoonilises lähenduses kujul 

 2

,

, , , , ,

1 1
P̂ D u u

2 2
m m m m m

m m m

H    

    
     

 

   

  

    , (V.1.7) 

kus  
, ,Dm m m m m mM M 

     

 

        on kristalli dünaamiline maatriks. Potentsiaalenergia 

operaator taandatud impulsi korral on diagonaalsel ühikkujul. Et saada kogu hamiltoniaan H

diagonaalkujul, tuleb diagonaliseerida dünaamiline maatriks D. Seda tehakse ortogonaalse 

teisenduse kaudu 
,um m j jj

e x

   , kus 
,, ,

uj m j mm
x e 

   
 on võnkemoodi j normaal-

koordinaat, teisenduse koefitsiendid rahuldavad võrrandit 

 

 
2

, , ,

, ,

Dm m m j j m j

m

e e

   
 




       (V.1.8) 

ja ortogonaalsuse tingimust 
, , ,,m j m j jj m j m mmm j

e e e e         
             . Siin 

2

j  ja 

,m je   on dünaamilise maatriksi omaväärtused ja omavektorid. Pärast sellist teisendust saab H 

sõltumatute harmooniliste ostsillaatorite (moodide) summa kuju 

    2 2 2 2 21
1 2

2
j j j j j j

j j

H x x a a            (V.1.9) 

kus j  on normaalmoodi j sagedus, 1 2 ( )j j j j ja i x x      -  selle moodi kaooperaator. 

Normaalmoodi kvanti nimetatakse foononiks. 

  

2. Ideaalvõre, foononspekter 

Võrrandit (V.1.8) saab lahendada molekulaarsüsteemide korral, mille aatomite arv 
4 510 10N   . Kristallide juhul aga on meil tegemist palju suurema aatomihulgaga. Siiski, 

probleemi on võimalik lahendada tänu asjaolule, et ideaalkristalli võre on perioodiline. Selle 

https://en.wikipedia.org/wiki/Density_functional_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Crystal_field_theory


71 

 

omaduse tõttu sõltub kristalli dünaamiline maatriks ühikrakkude arvust m ja m’: 

, ,0 ,D D Dm m m m m m

  

    

  

        . See lubab esitada ,m ju   tasalainena 
, 3mik l

m ju e N  , kus ml

on ühikraku m asukoha raadiusvektor ja k - pöördvõre vector, 
236 10AvogadroN N   . Nüüd U 

saab kuju 

 
,

, ,

1
( )

2
U d k

   
   

 


  

 

   , (V.1.10) 

kus oleme sisse toonud dünaamilise maatriksi k -esituses , ,( ) D mikl

mm
d k e 

  

 

  . See on 

3 3n n - maatriks, kus n   on aatomite arv ühikrakus. See maatriks on palju väiksem kui 

  3 3N N dünaamiline maatriks ,Dm m



 



  , mille AvogadroN N . Näiteks, NaCl kristalli ühikrakus 

on 2 aatomit, seega , ( )d k

 



  on 6 6  maatriks. Seda maatriksit saab diagonaliseerida 

unitaarteisendusega 
, ,

( , )
k

x b k q   
 , mis annab 

 
3

2 2

,
1

1

2 kq k q
qk

U x





    (V.1.11) 

Siin 
kq

 on haru q lainevektoriga k  foononi sagedus ja ( , )b k q  polarisatsiooni vektor, mis 

rahuldavad  võrrandit 
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,

,

( ) ( , ) ( , )
kq

d k b k q b k q

   
 




     (V.1.12) 

Foononharusid on kokku 3n  tükki: 3 akustilist, mille 0
k

  , 0k  , ja 3 3n  optilist haru, 

mille 0
k

  ; sümmeetriatelgede suundades on n  longitudinaalset haru ja 2n  transversaalset 

haru. q  sõltuvust k -st nimetatakse foononharu q dispersiooni seaduseks. Foononseisundite 

tihedus (ingl. DOS = density of states) 

 
,

1
( ) ( ) ,

3 kq kq
qk q

k N
N




              (V.1.13) 

on vahemikus 0   kuni maksimaalse foononsageduseni 
13 110m s 

; siin on palju piike, mis 

vastavad foononite erinevatele harudele (vt. joonis)  erinevate dispersiooniseaduste ja 

DOSidega NaCl korral. 

 

Joonisel on NaCl foononspekter: foononharude sagedussõltuvus lainevektori k suundades 

kristalli pöördvõres (vasakul) ja DOS (paremal). Kitsad jooned kujutavad erinevate 

foononharude panuseid [G.Raunio, and S. Rolandson, PRB (1970) 2, 2098]  



72 

 

Kui kristallid koosnevad oluliselt erinevate massidega aatomitest (ioonidest), siis 

foononspektrites on eriharude vahel lõhed. Van Hove näitas, et D-mõõtmelises võres 

piirsagedusele s lähedase   korral 
2 2 2( ) D

D s      . Lisaks võib DOS ( )   ja selle 

esimene tuletis omada singulaarsusi (nn van Hove’i singulaarsused). Spektri 

madalsageduslikus akustiliste foononite osas ( 0s  ) annab see 
1D

ac   . 

 

3. Võnkumised punktdefektiga kristallis; Lifshitzi meetod 

Punktdefekt kristallis muudab radikaalselt dünaamikat, kuna ta rikub võre perioodilisust. 

Defekti tekitatud häiritus ei ole nõrk, mistõttu siin ei saa rakendada tavalist häiritusteooriat. 

Siiski, nagu näitas Lifshitz [I.M.Lifshitz, JETP (1942) 12, 117], probleemi saab lahendada, 

kasutades asjaolu, et häiritus on võres lokaliseeritud kitsas piirkonnas   . Tõepoolest, defekti 

korral võrrand (V.1.8) saab kuju 
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Siin l nummerdab nii rakke kui ka aatomeid rakus, 
(0)

,Dl l  on ideaalvõre dünaamiline maatriks, 

1 1,l lV  - viimase häiritus võre poolt, 1l  kuulub häiritud piirkonna   juurde. Kasutades 

ideaalvõre Greeni funktsiooni 
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võrrand (V.1.14) teiseneb kujule 
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Tänu häirituse lokalisatsioonile, toimub summeerimine valemis (V.1.16)  üle defekti piirkonna. 

Järelikult, Greeni funktsioon laiendab defekti ala lahendit kogu kristallile. Peale selle 

võimaldab ta leida lahendit defekti alas;  selleks peaksime võtma (V.1.16) defektipiirkonnas 

, mis annab defektses piirkonnas lineaarvõrrandite süsteemi le  jaoks. Tingimus selle süsteemi 

lahendamiseks 
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l

G V l l l    


    
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annab võrrandi häiritud võre sageduste leidmiseks. 

 
Seega, Lifshitzi meetod sisaldab kogu vajaliku informatsiooni ideaalvõre kohta Greeni 
funktsiooni  kaudu. See funktsioon on käesoleval ajal leitud erinevate kristallide jaoks. 
 

4. Lokaalvõnkumised 

Definitsioonist (V.1.15) järeldub, et ( )G   katkeb punktis 2 2

kq
   3N n  korda, järsult 

hüpates   . Kolmemõõtmelistes (3D) võredes, foononriba piiril s  ja keelutsoonides 

on Greeni funktsioonil ( )G   lõplikud väärtused. Neist järeldub, et 3N-n sagedust j , mis on 

võrrandi (V.1.17) lahendid, asuvad foononspektri sees; need on uued sagedused, ehkki peaaegu 

samad foononsagedused (muutused on suurusjärgus 1/N). Seevastu n  sagedust 
locj võivad 

asetseda väljaspool foononspektrit. Võrrandi (V.1.17)  nende lahendite põhiomadus on, et 
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amplituudid , locl je erinevad oluliselt nullist siis, kui l on defekti piirkonnas. (Selline omadus on 

ilmne:  defektist eemal saavad eksisteerida vaid need võnkumised, mille sagedused on 

foononspektris.) Mainitud lahendid kirjeldavad lokaalseid võnkumisi.  

Seega defekt võib ennast ilmutada võnkeergastuste näol, mis totaalselt erinevad foononitest: 

nad on lokaliseerunud defekti alas ja vastavad aatomvõngetele, mis ei kustu ajas. Niisugune 

lokaliseerunud võnkeenergia on võimatu ideaalvõres: statsionaarsed võnked vastavad 

foononitele, mis on levinud üle kogu kristalli. Märkigem, kui arvestada võnkumiste 

anharmoonilisust, siis kõik võnked, lokaalsed kaasaarvatud, kustuvad tänu kahe või enama 

erineva foononi tekkele. Kuid selline kustumine on tavaliselt küllalt aeglane: iseloomulik 

kustumisaeg on sadade võnkeperioodide suurusjärgus. 

Lokaalsete moodide ilmnemiseks 3D võredes on vaja lõplikku (küllalt suurt) häiritust. See 

järeldub vahetult võrrandist (V.1.17), kui võtta arvesse, et 3D võredes on Greeni funktsioonid 

keelatud foononsageduste korral lõpliku väärtusega. Eriti lokaalse moodi ilmnemisel  

foononspektrist kõrgemal – selleks on vaja kas üpris kerget lisandit või siis lisandist tingitud 

elastsuskonstantide märgatavat suurenemist. Kui foononspektri sees on keelupilud, siis selleks 

et saada lokaalset võnkumist pilu sagedusvahemikus võib reeglina defektist tingitud häiritus 

olla väiksem. 

 

5. Pseudolokaalsed võnkumised 

Mõnikord on lisanditsentri võnkespektris terav kitsas piik. Vastava DOSi  kitsas spektraallaius 

tähendab seda, et võnkumisel on pikk eluiga (võrreldes keskmise võnkeperioodiga), st see 

võnkumine on pikemaks ajaks lokaliseerunud. Niisugust võnkumist nimetatakse 

pseudolokaalseks. Et kirjeldada sellist võnkumist, toome sisse konfiguratsioonkoordinaadi 0x  

- lineaarse kombinatsiooni nende aatomite koordinaatidest, mis võtavad osa sellest nõrgalt 

kustuvast võnkumisest. Võnkehamiltoniaani saab esitada kujus 
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      , (V.1.18) 

kus 0  on pseudolokaalse võnkumise sagedus, 0 0 0 0 02 2a x x      selle kao-

operaator, phH  on foononite hamiltoniaan. Viimane liige valemis tähistab pseudolokaalse 

võnkumise interaktsiooni foononitega,  0 02j j je e  ,  on interaktsiooni tugevus, mis 

eeldatakse olevat nõrk. Lihtsad arvutused annavad selle mudeli korral järgmise valemi  

 

 0

0 00 ( ) 0
i t t

a a t e
    , (V.1.19) 

 

mis kirjeldab pseudolokaalse võnkumise ajalist evolutsiooni, kui kõik võnkumised on 0  

seisundis. Siin 0 0   ,  2 2

0j j

j

P e      kirjeldab moodi sageduse renormali-

seerimist foononite tõttu, 2 2

0( )j j

j

e       on moodi relaksatsioon ajas. Nii   kui   

on väikesed: 0,   . Selle moodi DOS on lorentziaani kujuga 

 

  1 2 2

0 0( ) ( )         . (V.1.20) 

 

Jätkame kristallide sekundaarkiirguse spektritega lisanditsentrite resonantse ergastuse korral. 



74 

 

§2. Resonantse sekundaarkiirguse üldvalemid ja klassifikatsioon 

[10,11] 

Sekundaarseks kiirguseks nimetame aine fotoergastuse (primaarkiirguse) toimel tekkinud 

kiirgust. Kui ergastus on mitteresonantne (väljaspool elektronsiirde piirkonda), siis 

sekundaarne kiirgus kujutab endast suhteliselt nõrka hajunud valgust, resonantsjuhul aga on 

tegemist mitmeid suurusjärke intensiivsema kiirgusega, mis koosneb erinevate omadustega 

komponentidest: tavalisest ja kuumast luminestsentsist, Rayleigh’ ja Ramani hajumisest. 

Resonantse sekundaarkiirguse klassifikatsioon on oluline probleem aine optiliste omaduste 

füüsikas.  

 

Resonantsergastuse korral  0 21 2 1( ) /E E      

koosneb sekundaarkiirgus kolmest kompo–

nendist, mis eristuvad üksteisest nii spektraalsete 

kui ka ajaliste karakteristikute (relaksatsiooni–

aegade) poolest.  

Intensiivseim on luminestsents (punased nooled),  

alati leiab aset ka Rayleigh’ ja Ramani hajumine 

(sinised nooled),  

sageli on võimalik eristada kuuma luminestsentsi 

(rohelised nooled) – luminestsentsi osaliselt 

relakseerunud võnkeseisundeist. 

 

Protsessid, mis annavad sekundaarse kiirguse, on kahefootonilised, seega kirjeldatavad 

valguse ja aine interaktsiooni teist järku häiritusteooriaga. 

Vaatame hajunud valgust lisandikristallilt, mida ergastatakse monokromaatse valgusega. 

Kasutame siinjuures adiabaatilist lähendust. Kramers-Heisenbergi valemist tuleneb, et hajunud 

valguse intensiivsus (ruuminurga ühiku kohta) on määratud valemiga: 

 
3

0
0 , 03

( , ) ( , )
2

W n n i
c

     



   




   ,  (V.2.1) 

kus 0  on ergastuse (primaarkiirguse) sagedus ja   - hajumise/sekundaarkiirguse sagedus, n  

tähistab hajunud valguse polarisatsiooni ühikvektorit,   on ergastava elektromagnetvälja 

amplituud ja ,i   (sekundaarkiirguse tensor) on määratud polariseeritavustensoriga P   

järgmiselt: 

 
*

, 0 0 '

, '

( , ) ( ) ' ' ( )vv

v v

i w v v P v v P v           . (V.2.2) 

Siin v  ja 'v  tähistavad alg- ja lõppvõnkeolekuid, ' '( ) /vv v vE E    on vastava ülemineku 

sagedus (edaspidi 1 ) , ( )w v  - Boltzmanni tegur. Resonantsjuhul teist liiget Kramers-

Heisenbergi valemis võib mitte arvestada (kuna selle nimetaja on suur, mistõttu liige ise on 

väike). Arvestades ainult ühe resonantse ergastatud elektronseisundiga (2) on 

polariseeritavustensor  

  

*

'' 21 '' 0

'' ''

v v v

M v v M
P

i

 


   


    

  . (V.2.3) 
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Siin M  on elektronsiirde 1 2  maatrikselement,   - ergastatud elektronseisundi 

radiatsiooniline laius, 21 2 1( ) /E E    - puhtelektroonse (foononvaba) ülemineku sagedus 

(vt joonis ). 

Ülaltoodud valemite (V.2.2)-(V.2.4) kasutamine antud kujul tekitab arvutuslikke ja 

kontseptuaalseid  probleeme. Summa 
'' üle diskreetsete elektronvõnke (vibroon-) 

vaheolekute muutub võnkemoodide arvu kasvades reaalselt raskestiarvutatavaks. Seepärast 

piirdutakse tavaliselt ühe või siis kahe-kolme võnkemoodiga. See ei ole probleemi lahendus, 

eriti pidevate spektrite puhul.  

Mis puutub kontseptuaalsetesse probleemidesse, siis tuleb märkida, et sagedusesituses valem 

(V.2.2) ei kajasta footoni kiirgamist ja neelamist kui ajas eristatavaid protsesse – siit ei järeldu, 

kui kaua viibis süsteem virtuaalses vaheolekus. Probleemi lahendab valemi teisendamine 

sagedusruumist aegruumi - kolmekordseks integraaliks üle aegade. 

Kasutades valemis (V.2.2)  -funktsiooni integraalesitust 
1

( )
2

ixx d e  






  , saame  

 0( ) *

, 0 1

1
( , ) ( )

2

i
i d e P P

 

     








    , (V.2.5) 

kus ( )P   on polariseeritavustensor Heisenbergi esituses 

 1 1( )
iH iHP e P e 

  
  , (V.2.6) 

1

1
... exp( / ) ...vv

Z E kT v v   tähistab kvantmehaanilist keskmistamist üle võnke 

lähteolekute v , exp( / )vv
Z E kT   on statistiline summa; siinjuures on arvestatud, et 

1exp( ) exp( )vitE itH  , kus 1H  on põhielektronseisundi võnkehamiltoniaan. Edasi 

esitame integraalide kujul polariseeritavusoperaatori (V.2.3) resolvendid. Arvestades taas 

'' 2exp( ) '' exp( ) ''itE itH    ( 2H  on  ergastatud elektronseisundi võnkehamiltoniaan) ja 

täielikkusnõuet 
''

'' '' 1

   , saame 

 0 2 1

0

i iH iH
P d e M e M e

    

  


     , (V.2.7) 

mis annab meile Kramers-Heisenbergi valemi integraalesituses 

 

 0 ( ' )

, 0

0 0

1
( , ) ' ( , , ')

2

i i
i d d d e A

    

        


  

   



     ,  (V.2.8) 

kus kolmest ajast sõltuv korrelatsioonfunktsioon on määratud järgmiselt: 

 

 21 2 1 2 1( ' ) ' ' ( ' )* *

1
( , , ')

i iH iH iH iH
A e M e M e M e M e

         

              
    (V.2.9) 

 

Integreerimismuutujatel  ,   ja '  valemis (V.2.8) on füüsikaline sisu, seotud 

relaksatsiooniprotsessidega. Muutujad   ja '  vastavad ajale, mis kulub ergastava footoni 

neeldumisest sekundaarse footoni kiirgumiseni kahes tõenäosusamplituudis, sealjuures   on 

kahe amplituudi aegade vahe pärast sekundaarse footoni kiirgumist. Kahe amplituudi keskmine 

aeg   
 ( ') / 2s       

on ergastatud seisundi eluiga, vahe 

 ' 's       



76 

 

kirjeldab kahe amplituudi faaside vahet, mis tekkis ergastatud vaheseisundi eluea kestel; aeg 

  kirjeldab faasivahet, mis tekkis lähtefootoni sekundaarseks muundumise protsessi käigus.  

Kui vaadata protsessi kahe etapina - 1) vaheseisundi ettevalmistamine, 2) süsteemi viibimine 

vaheolekus – siis aeg s’ kirjeldab faasivahet, mis tekkis esimeses etapis, aeg 's   - teisel 

etapil tekkinud faasivahet, aeg  - summaarset faasivahet, mis tekkis mõlema etapi läbimisel. 

Korrelaator ( ')A s   kirjeldab faasi korrelatsiooni ergastusprotsessis, sõltuvus  -st määrab 

faasi korrelatsiooni kiirgumisel, sõltuvus s’-st – faasi korrelatsiooni kustumise neeldumise ja 

kiirgumise vahepeal. Seega ( ')A s  kirjeldab süsteemi faasirelaksatsiooni vaheolekus, ( )A s aga 

energeetilist relaksatsiooni samas seisundis/vaheolekus. 

Integreerimismuutujate füüsikaline tähendus relaksatsiooniaegadena võimaldab lahendada 

resonantse sekundaarkiirguse (RSK) klassifikatsiooni probleemi. Faasi- ja energeetilise 

relaksatsiooni eristamine resonantsjuhul lubab omakorda eristada sekundaarses kiirguses 3 

komponenti: tavalist luminestsentsi, kuuma luminestsentsi ja resonantshajumist.  

 

1) Tavaline luminestsents on kiirgus soojuslikus tasakaalus võnkeseisundist, st pärast 

faasi- ja energeetilise relaksatsiooni toimumist. 

2) Kuum luminestsents on kiirgus seisundist, kus faasirelaksatsioon on juba aset leidnud, 

aga energeetiline relaksatsioon pole veel jõudnud toimuda. 

3) Resonantshajumine on kiirgus seisundist, millel on veel ergastuse faasimälu, st 

hajumine leiab aset enne faasi- ja energeetilist relaksatsiooni. 

Kristallides ja molekulidel lahustes on nii faasi (Γfaas) kui ka energia (Γen) relaksatsiooni kiirus 

väga suur võrreldes radiatsioonilise ülemineku kiirusega (γ): Γfaas ~ 1013 sec-1, Γen ~ 1011- 1012 

sec-1, γ ~ 104 - 108 sec-1. 

Seepärast tavaliselt (näiteks, kristallide lisanditsentrite puhul) domineerib RSKs tavaline 

luminestsents. Ülejäänud sekundaarkiirgus – hajumine ja kuum luminestsents - on palju 

nõrgema intensiivsusega, kuid eksperimentaalselt vaadeldav: spekter on eristatav, kusjuures 

sisaldab olulist informatsiooni, mida tavalise luminestsentsi spektrist ei saa.  

Juhtudel, kui faasirelaksatsiooni kestus on tunduvalt lühem energeetilise relaksatsiooni omast, 

saab kiirgust, mis leiab aset ergastatud vibroonseisundist enne faasimälu kustumist, eristada 

kiirgusest pärast faasirelaksatsiooni, kuid enne energeetilise relaksatsiooni toimumist. Esimese 

etapi kiirgus on omadustelt sarnane mitteresonantse hajumisega. See osa kiirgusest on 

resonantne Rayleigh’ ja Ramani hajumine. Kiirgus teisel etapil - pärast ergastuse faasimälu 

kaotust - meenutab luminestsentsi, kuid erinevalt tavalisest luminestsentsist on üleminekud 

mittetasakaalulistest võnkeseisunditest. See on kuum luminestsents. 

Ülaltoodust järeldub, et valemid (V.2.8) - (V.2.9) kirjeldavad resonantshajumist lühikeses 

ajavahemikus 
1' faass s   , kuuma luminestsentsi keskmises aegade piirkonnas 

1 1

faas ens    , aga tavalist luminestsentsi suurte aegade korral 
1 1.en s     

Märkus. Valemid (V.2.2) - (V.2.8) on tuletatud kõdumata elektronseisundite jaoks. Kui neis 

valemites käsitleda operaatoreid maatriks-operaatoritena, siis kehtivad nad ka kõdunud (ja 

kvaasikõdunud) seisundite korral. 
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§3. Luminestsentsi eraldamine 

Ülaltoodud teist järku häiritusteooria valemid on hästi tuntud valguse hajumise kui 

kahefootonilise protsessi kirjeldamisel. Näitame, kuidas need valemid kirjeldavad protsessi 

neeldumine–luminestsents, milles on kolm etappi: neeldumine, relaksatsioon, luminestsents. 

Lihtsuse mõttes vaatame siin elektron-võnkesiirete teoorias enimkasutatavat mudelit -  

põhimudelit – milles lisaks adiabaatilisele lähendile, kõdumata elektronseisundeile, tuumade 

harmoonilisele võnkumisele, tuuakse sisse veel Condoni lähend ( M   const) ja lineaarne 

elektron-võnkeinteraktsioon. Lineaarne elektron-võnkeinteraktsioon põhjustab tuumade 

tasakaaluasendite nihke elektronsiirdel. Sel juhul on hamiltoniaanid seotud nihkeoperaatori   

kaudu: 

 2 1H e H e   , 

kus 
jj

    ,   0 / ( )j j j j j jx x a a        , 
0 / 2j j jx  - dimensioonita vibroon-

interaktsiooni parameeter, j on foononi number, 
1/2

j N 
 , 2310N  -  lisandi keskkonna 

(kristalli/lahuse) võnkumise vabadusastmete arv. Nüüd saame korrelatsioonfunktsiooni (V.3.1) 

avaldada kujul: 

 
  21 1 1 1
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            

          

 


  (V.3.2) 

Edasi kasutame Bloch-DeDominicise teoreemi (vt Lisa 3: Bloch-DeDominicise teoreem) ja 

paariskorrelaatorite lähendit. Saame    

 
     
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21 ( ' ) ( ' )
'

'
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i
A e g g

g g g g

    
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  
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   
 

 
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  (V.3.3) 

kus 
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( 1)( 1) ( 1)j j j ji i

j j j

j
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n e n e
   

 


  

    

     
 

  (V.3.4) 

 
1

/
1j kT

jn e




   on foononhõive Bose-Einsteini faktor. Funktsioon ( )g t  määrab  

ühefoononiliste üleminekute spektri Fourier esituse. Märkigem, et foononspekter kristallides 

on pidev. Seepärast valemit (V.3.4) on võimalik esitada integraalina 

  2

0

( ) ( ) ( ) 1 ( )
M

i ig d e n e n e



      
       , (V.3.5) 

kus M  on maksimaalne foononsagedus. Tavaliste vibroonsüsteemide korral on foononspektri 

laius   palju suurem radiatsioonilisest laiusest   : 
5 8/ 10 10   . Sel juhul ( )g   erineb 

nullist oluliselt ainult väikese   puhul, hinnanguliselt 
1 1310     sek. Siis moodustub 

resonantse sekundaarkiirguse peamine/intensiivseim osa suurtel aegadel 
1, '   
 , kusjuures 

aegade vahe on väike: 
1' 's        . Sellisel piirjuhul 

1 1     funktsioon 

     '' ( )g g g g           läheneb nullile ning jääb 

      21 ( ' ) ( ' )
', , ' exp[ ]

i

LA e g g    
         

  ,  (V.3.6) 

mis lubab 0( , )W    esitada korrutise kujul: luminestsentsi spekter   lähtefootoni 

neeldumistõenäosus. Näitame seda.  
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Arvutame RSK spektri integraalse intensiivsuse:  

  0 ( ' )

0 0

0 0

( ) , ' ( , , ')
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i iB
d W d d d d e A
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           . (V.3.7) 

Integraal üle   annab 2 ( )  ja me saame: 
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  (V.3.8) 

Siin   
3 2

0

32
B EM nM

c






  .  

Peamine panus integraalidesse toimub aegadel 
1( ') / 2s        ja  

1' 's      . Et 

tavaliste vibroonspekrite korral on foononspektri laius   palju suurem radiatsioonilisest 

laiusest   ( 
4 6/ 10 10   ), siis võib valemis (V.3.9) integreerimisrajad s  asendada 

radadega  : 

  21 0( ) '

0( ) ' exp '
2

i sB
ds e g s

 




 

 

      . (V.3.10) 

RSK integraalne intensiivsus on lähtefootoni neeldumise tõenäosus. Tagasi tulles valemi 

(V.3.11) juurde, näeme, et see annab 0( , )W    neeldumise ja luminestsentsispektri 

korrutisena: 

            0 0 0 0, ,L LW I W I           ,  (V.3.12) 

kus normeeritud luminestsentsispekter on määratud Fourier integraaliga: 

    21( )1
exp

2

i

LI d e g 








      . (V.3.13) 

Ergastamine foonontiivas annab intensiivse luminestsentsi, mis ei sõltu ergastussagedusest. 

Foononite korrelatsioonfunktsiooni ( )g t  kiire kustumine on tingitud neeldumisspektri 

foonontiiva suurest laiusest.  

Energeetiline relaksatsioon põhjustab alati ka faasi relaksatsiooni. Faktoriseeritud kujul RSK 

valemis (V.3.14) kinnitab faasikorrelatsiooni puudumist ergastuse ja luminestsentsi vahel. 

Olgu siinkohal märgitud, et sama tulemuse – luminestsentsi - saame Kramers-Heisenbergi 

valemi sagedusesitusest (vt  (V.2.2)-(V.3.15)), kui summas üle vaheseisundite  ''v  võtta arvesse 

vaid diagonaalsed liikmed. 

Ülejäänud osa RSK-st, mida ei saa klassifitseerida luminestsentsina, on määratud vahega 

   , , ' , , 'LA A A        . A  kui ergastatud elektronseisundi eluea ( ') / 2s     

funktsioon kirjeldab süsteemi relaksatsiooni selles seisundis, sõltudes samal ajal 

faasirelaksatsiooni ajast ' 's    . Nagu teada, võib faasirelaksatsiooni kestus oluliselt erineda 

energiarelaksatsiooni omast, kusjuures 
1 1

faas en

    . Juhul kui faasirelaksatsioon toimub palju 

kiiremini energiarelaksatsioonist, on võimalik kiirgust enne faasimälu kadu eristada sellest 

kiirgusest, mis toimub pärast faasirelaksatsiooni kuid energiarelaksatsiooni käigus. Esimene 

on analoogne mitteresonantse hajumisega, teine sarnaneb tavalise luminestsentsiga, mis tekib 

pärast faasirelaksatsiooni, aga üleminekutest mittetasakaalulistelt võnkenivoodelt. Esimest – 
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kiirgus ajavahemikus 
1

faass   - saab klassifitseerida Rayleigh' ja Ramani hajumisena, teist 

– kiirgus ajavahemikus 
1 1

faas ens     -  kuuma luminestsentsina. 

 

1. Meelevaldsed Hamiltoniaanid 

 Luminestsentsi saab hõlpsasti eraldada valemeist (V.3.16) ja (V.3.17) ka üldjuhul. Näitame 

seda meelevaldsete Hamiltoniaanide korral Condoni lähenduses. Selles lähenduses saame 

korrelatsioonfunktsiooni A esitada kujul (konstantse kordaja täpsusega) 

 2 1 2 2 2 1 1 2' ' / /( ) 2

2
1

( , , ')
i H i H i H i H i H i H H kT H kT Z

A e e e e e e e e e
Z

                , (V.3.18) 

kus '       ,  2 1

22
... ... H kTSp e Z   ,  /iH kT

iZ Sp e


  .  

Vaatame piirjuhtu   , kusjuures   on lõplik. Arvestades, et 

 2 1' '

2 22

i H i H
e Ae B A B
 

  , '     

saame   

 1 2 2 1

' 2 1
( , , ')

i H i H i H i H
A e e e e

   


    


  .  (V.3.19) 

 

See valem esitab korrelatsioonfunktsiooni A pärast võnkerelaksatsiooni ergastatud 

elektronseisundis. Sisestades (V.3.20) valemitesse (V.3.21)   (V.3.22), saame   

      0 0, LW I      , (V.3.23) 

kus  

 0 21 2 1
( )

0 1
( )

2

i i H i HB
d e e e

       



  

 

    (V.3.24) 

kirjeldab neeldumist, 

 21 1 2
( )

2

1
( )

2

i i H i H

LI d e e e
    




  



     (V.3.25) 

vastab luminestsentsile. 

 

 

§4. Resonantse sekundaarkiirguse spekter tervikuna: kustuva 

ostsillaatori mudel [11] 

Vaatame RSK spektrit mudeli korral, mis võimaldab täpselt eristada kõiki kolme RSK 

komponenti. Mudelis eeldatakse kaht kõdumata elektronseisundit ja üht eksponentsiaalselt 

kustuvat (lokaalset või pseudolokaalset) võnkumist. Elektronsiirdel toimub nii võnkemoodi  

tasakaaluasendi nihe kui ka võnkesageduse muutus. Sealjuures on täidetud tingimus: 

1 2 1     . Erinevate sageduste sissetoomine on oluline, kuna RSK komponendid 

eristuvad üleminekusageduste järgi – resonantshajumise jooned ei lange kokku kuuma ja 

tavalise luminestsentsi joontega. Selline mudel realiseerub näiteks lisandimolekuli 2NO
 jaoks 

leelishalogeenkristallides - objektis, kus kuum luminestsents registreeriti esimest korda [12]. 

Võnkehamiltoniaanid elektronseisundites on esitatud järgmiselt: 

 1 1 1 1j j j anh

j

H a a H    , (V.4.1) 
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( ) ( )

2 1 21( ( 1/ 2))
a a a a

H e H a a e    

 
        , (V.4.2) 

i  tähistab  normaalvõnkumisi (kristalli- ja lokaalmoode), ( )i ia a
on võnkekvandi tekke (kao) 

operaatorid, anhH   - anharmoonilisuse operaator; 
2  - dimensioonita Stokesi kaod, 

( )a a
e   

 - 

lokaalse moodi nihkeoperaator (indeksi   jätame edaspidi ära), 2 1      on lokaalmoodi 

sageduse muutus elektronsiirdel. 

Korrelaatori ( , , ')A     arvutamisel kasutame jällegi paariskorrelaatorite lähendit, lisaks 

eeldame veel madalat temperatuuri /T k  ja lokaalmoodi eksponentsiaalset kustumist, st 

( ) exp( )aa t i t t   . Neis lähendeis 

 
     

     

21 ( ' )

1 1

2 2 3' '

, , ' exp[ ' ( )

]

i
A e g g g

g g g

 


      

     

   

    

  
  (V.4.3) 

kus 

 
2

1( ) exp( )g i        

 
2

1 2( ') exp( ' ' )g i        

  

2

2 1

'

0

( ') ( ') exp( ( '))

exp( ( ' )

g g i i

ds i s s s



       

  

      

     
                                   

 

2

3 1

'

0 0

'

0 0

( ' ) ( ' ) exp( ( ' ))

exp( ( ' ) exp( ( ' )

' exp( ( ' ) ( ' ' ' )

g g i i

ds i s s s ds i s s s

i ds ds i s s s s s s

 

 

          

       

    

         


              



            



 

 

  (V.4.4)  

Kasutades valemites (V.4.4) esitust 2 2exp( ) ( / ) exp( ) / ( )x dy ixy x




    , integreerime 

funktsioonide 2g  ja 3g  avaldistes üle s, s’ ja y .  Saame 

    

 
   

  

2
1 2 2 2

2 2

' ' ' '2

' ' ' '( ' )

( , , ') exp 1 1
i i i i

i i

A e e e e e

e e e e e e

           

                 

   
    

              

    


    


  (V.4.5) 

Asendades valemi (IV .3.5)  RSK spektri valemisse 

 0 ( ' )

0

0 0

( , ) ' ( , , ')
2

i iB
W d d d e A

          


  

   



      , (V.4.6) 

jaotame spektri arvutamisel integreerimisala kuueks osaks: 3 osa  piirkonnas 0   ( (0, ) 

, ' (0, )    ; ( , )    , ' (0, )     ja ' ( , )      ja analoogsed 3 osa piirkonnas 0.    

Saame 
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

 

 (V.4.7) 

kus  
1

21 0 2( ) ( ( )) ( )f m l k i m l k m l k  


              .  

Siin on koos terve RSK spekter. Eraldame spektri suurima intensiivsusega osa W0, mis vastab 

fikseeritud indeksitele ' ' 0m m l l     ja 1 2k k k  :   

 

2
2

2
0 0 2 2

0 21 0 2

2

2 2
0 21 1
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( , )

2 ! ( ) ( )
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! ( ) ( )

k
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W e

k k k

p

p p p

 


  

 

 











  

    

 


    





  (V.4.8) 

 

See on tavalise luminestsentsi spekter, korrutatud neeldumise tõenäosusega. 

Vaatame seda osa spektrist, mille intensiivsus on /   korda nõrgem luminestsentsist  

1 1'L p l l k k     . M tähistab võnkenivoo numbrit, millele tsenter ergastatakse, 2L  on 

kiirgussiirde lähte võnkenivoo number (ergastatud elektronseisundis 2), 1L  - kiirgussiirde 

lõppnivoo. Monokromaatse ergastuse korral on see osa spektrist – Rayleigh’ + Ramani 

hajumine  (RS) ning kuum luminestsents (HL=hot luminestsents) – kirjeldatav valemiga: 

 
   

   
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 

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

 



 
  

    

   
 

     

  (V.4.9) 

kus 
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 
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

    
  (V.4.10) 

on neeldumise tõenäosus üleminekul 0 N ; 
22 20 / !NN e N   on neeldumise Franck-

Condoni faktor, 

 
1 21 1 1

2
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on kiirgusülemineku 2 1L L  Franck-Condoni faktor. Esimene liige valemi (V.4.9) sulgudes 

 ...  annab meile ülemineku 1N L  spektrijooned, maksimumidega sagedusel 0 1 1L     

ja poollaiusega 1L . Need vastavad  hajumisüleminekutele: 1 0L   on Rayleigh’ joon kujuga 

0( )  , 1 1L   on esimest järku Ramani hajumise joon jne. 

Teine liige (V.4.9) sulgudes  ... vastab üleminekule nivoolt 2L N  nivoole 1L , see on kuum 

luminestsents. Kuuma luminestsentsi jooned on lorentsiaanid maksimumiga sagedustel 

21 1 1 2 2L L     ja poollaiusega 1 2( )L L   . Resonantshajumise ja kuuma luminestsentsi 

joonte intensiivsused on määratud lähtenivoo 2L  elueaga 
1

2( )L  . 

Näitasime, et antud mudelis on RSK spektris kolm eristatavat komponenti: tavaline 

luminestsents, kuum luminestsents ja resonantne Ramani ja Rayleigh’ hajumine. Tavaline 

luminestsents vastab kiirgusüleminekule madalaimalt võnkenivoolt 2 0L  , kuum luminestsents 

on kiirgus vahepealsetelt nivoodelt 2L  2( 0)N L   ja resonantshajumine toimub samalt 

nivoolt 2L N , kuhu süsteem ergastati. Piisab ühest relaksatsioonisiirdest 1N N   ja 

faasikorrelatsioon esmase ja sekundaarse footoni vahel on rikutud: järgnev kiirgus on kuum 

luminestsents.  

 

§5. Rayleigh’ ja Ramani hajumine. Transformmeetod [13] 

Nagu ülaltoodud valemeist näha, sõltub Ramani hajumine nii valgust hajutava süsteemi alg- ja 

lõppolekutest kui ka elektronvõnke (vibroon-) vaheolekust. Viimane asjaolu lubab kasutada 

resonantset Ramani hajumist vibroonse interaktsiooni uurimiseks ergastatud 

elektronseisundeis. Erinevalt neeldumisest, mis sisaldab analoogilist informatsiooni, saab 

resonantses Ramani hajumises eristada antud Raman-aktiivse võnkemoodiga seotud 

vibrooninteraktsiooni parameetreid. Selektiivse informatsiooni võimalus annab Ramani 

hajumisele kui meetodile eelise neeldumisega võrreldes, seda eriti pidevate või keerulise 

struktuuriga neeldumisspektrite korral. 

 
 

 

 

 

 

 

Rayleigh’ hajumine: hajunud footonil 

on sama energia, mis lähtefootonil 

(ainega energiavahetust ei toimu) 

 

Ramani hajumises aatom/molekul võib 

neelata energiat (Stokesi komponent) või 

kaotada energiat (anti-Stokesi 

komponent)    

 



83 

 

Mõõtes hajumisristlõiget erinevatel hajumissagedustel  , fikseerides  ergastussageduse 0 , 

saame  Ramani spektri, mis annab meile teavet uuritava objekti põhiseisundi kohta. Muutes 

ergastussagedust 0  konstantse vahe 0 j    korral, saame j-võnke Ramani hajumise 

ergastusspektri (ingliskeelses terminoloogias REP=Raman excitation profile). Viimane 

annab meile infot ergastatud vaheseisundi kohta. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

4:KBr MnO
 Ramani spektrid ja 

neeldumisspekter  ,L S    
elektronsiirde 1A1   1T2  

ergastamisel T=5K korral.  
 
Selgelt joonistub välja võnkemoodi 1  
ergastusprofiil (REP). 
 

 

  

Ramani spektrite ergastusprofiilide mõõtmised algasid möödunud sajandi 70-ndail, tänu 

skaneeritavatele laseritele. Objektide klass ulatub lisanditsentritest kristallis suurte 

orgaaniliste molekulideni. Mõõdetud REPide teoreetiline interpretatsioon osutus aga 

mittetriviaalseks, sest resonantses Ramani hajumises osalevad kõik need võnkumised, mis 

annavad oma panuse neeldumisribasse. Seega sõltuvad antud Raman-moodi parameetrid 

vibrooninteraktsioonist tervikuna. 

 Nägime, et resonantset Ramani spektrit võib esitada samade foononoperaatorite 

korrelaatorite abil, mis määravad optilise neeldumise Fourier pöörde. Nii osutub, et kaht, 

eksperimendi aspektist erinevat nähtust – neeldumist ja resonantset Ramani hajumist – saab 

kirjeldada ühtse teooriaga, milles nad on seotud kindlate transformseostega. Kõiki neid 

vibroonüleminekuid, mis ei ole Raman-aktiivsed, kuid osalevad resonantses hajumisprotsessis, 

saab arvesse võtta reaalse, st mõõdetud neeldumisspektri kaudu. 

  

1. Rayleigh’ hajumine. Optiline teoreem 

Ühe neeldumise ja hajumise seose annab juba optiline teoreem, mille järgi elastse (Rayleigh’) 

ettehajumise amplituudi imaginaarosa on määratud neeldumiskoefitsiendiga. Alustame 

Rayleigh’ hajumise amplituudist:  

 
 

   

2

0 21

0 0 0 2 2
0 210 0 0 21

00 0
( )

j m

j mm m j m

m m im m

m i m

 
 

   

 



 

   
 

       
   . (V.5.1) 

Näeme, et Rayleigh’ hajumise amplituudi imaginaarosa on võrdeline neeldumisspektriga  

 

   

2

0 2 2
0 0 21

0
( )

m

m j m
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m

 
 








   
  . (V.5.2) 
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Seega 0 0 0 0Im ( ) ( )      . See seos on kooskõlas optilise teoreemiga, mille järgi 

keskkonnas leviva laine summaarne ristlõige (hajumine + neeldumine) on seotud elastse 

(Rayleigh)  hajumise amplituudi imaginaarosaga: 

 0 0 0 0Im ( ) ( )       (V.5.3) 

See on üldine seadus, mis ei sõltu vibrooninteraktsioonist: imaginaarne osa ettehajumise 

amplituudist viibki selle hajumise nõrgenemisele. 

Võime seda seost üldistada, kasutades funktsiooni ( ) ( ) ( )n i       - kompleksset 

murdumisnäitajat, mille reaalosa on määratud Kramers-Kronigi seose kaudu 

imaginaarosaga:  

 
1 Im ( )

Re ( )
x

P dx
x


 


 

  . (V.5.4) 

Saame Rayleigh’ hajumise intensiivsuse jaoks: 

 
20

0 0( ) ( )RI     . (V.5.5) 

 

2. Transformseosed REPi ja neeldumise vahel: Fourier amplituudi 
meetod 

Mitteelastse Ramani hajumise puhul tekib (või kaob) aines Raman-aktiivne võnkekvant, 

oluliseks saab vibrooninteraktsiooni kuju ja seetõttu siin üldist seost neeldumis- ja 

hajumisspektri vahel ei eksisteeri. Transformseose kuju oleneb valitud 

vibrooninteraktsiooni mudelist, tänu millele avaneb võimalus kontrollida – võrreldes 

arvutatud Raman-profiili mõõdetuga - mudeli kehtivust antud süsteemi jaoks.  

Lähtume Ramani amplituudist adiabaatilises lähenduses 

 

   1 2

0

0

if

m i m

i M m m M f
C

E E i
 

 


  
  . (V.5.6) 

Kasutades resolvendi integraalesitust 

 
 0

0 0

1
m ii E E t t

i m

i dte
E E i

 

 


  

 
      

 ja pidades silmas seoseid 2exp( ) exp( )mitE m itH m  ja  1exp( ) exp( )iitE i itH i    ning 

täielikkuse tingimust 1
m

m m  , saame   

   0

0 ( )
i t t

if ifC dte A t
  



 



  .  (V.5.7) 

kus 

 1 2

1 2( ) ( )
itH itH

ifA t i t i e M e M f
    (V.5.8) 

  

on resonantse Ramani hajumise amplituudi Fourier esitus (edaspidi Ramani Fourier 

amplituud) ja ( )t  - Heaviside’i funktsioon, mis arvestab kausaalsuse seadust, st hajumine 

järgneb ergastusele. 

Harmoonilises lähenduses  
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 Esimest järku Ramani hajumise Fourier amplituud Stokesi komponendi jaoks, kui hajumine 

leiab aset võnkemoodil j, on määratud järgmiselt 

  
1/2

( )

1( ) ( ) ( ) 1S

j j jA t i t i S t a i n


    , (V.5.9) 

kus jn  on moodi j  foononite arv ja  

 1 2

1 2( )
itH itH

S t e M e M


   (V.5.10) 

on neeldumise Fourier esituse ( )F t  operaator: ( ) ( )F t S t . Võrrand (V.5.9)  kehtib ka 0̀T   

korral  soojustasakaalu olekus, kui kvantmehaaniline keskmistamine asendada kvantstatistilise 

keskmistamisega: 

   1 2
1/2

( )

1 2 1( ) ( ) 1
itH itHS

j j jA t i t n e M e M a


     , (V.5.11) 

Fourier amplituud anti-Stokesi Ramani hajumise jaoks avaldub Stokesi komponenti kaudu 

 ( ) ( )1
( ) exp ( )

2

a S

j j jA t it kT A t
  

    
  

 . (V.5.12) 

Kasutades Ramani hajumise Fourier amplituudi, saab lihtsalt leida transformseose Ramani 

hajumise ja neeldumise vahel. Näitame seda põhimudeli jaoks (kõdumata elektronseisundid, 

adiabaatiline ja Condoni lähendus, harmoonilised võnkumised ja lineaarne 

vibrooninteraktsioon). Selles mudelis 

 

 2 1 0 ( )j j j j

j

H H V a a       . 

Foononoperaatorid  põhi- ja ergastatud elektronseisundis - 1 ja
 ja 2 ja

 -  erinevad vaid konstandi 

võrra, milleks on dimensioonita vibrooninteraktsiooni parameeter j , 1 2j j ja a   

1 2j j j    . 

 Esimest järku RRS on määratud võrranditega (V.5.9) ja (V.5.10): 
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 Siinjuures on arvestatud, et 2 22
( )

2 2
jit HitH

j je a a e
    . Lahendades ülaltoodud lihtsa võrrandi 

1( ) jS t a  suhtes, saame järgmise seose neeldumisspektri Fourier pöörde ( ) ( )F t S t  ja 

hajumise Fourier amplituudi vahel: 

    
1/2

( ) ( ) ( ) 1 1 ( )jitS

j j jA t i t n e F t


      (V.5.13) 

Võrrandi (V.5.13) Fourier transformatsioon annab Ramani amplituudi sagedusruumis: 

    
1/2

0 0( ) 1 ( ) ( )j j jn         , (V.5.14) 

kus 0 j     on hajunud valguse sagedus, 

 
0

( ) ( )it ti dte F t 


     

on kompleksne murdumisnäitaja, mis on määratud neeldumisspektriga ( )    järgmiselt: 
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Seega, esimest järku resonantse Ramani hajumise (Stokesi komponent) ergastusspektri jaoks 

saame: 

  
2

( ) 2

0 0 0( ) 1 ( ) ( )S

j j j jI n          . (V.5.15) 

 

Vastav REP anti-Stokesi Ramani hajumise jaoks avaldub: 

 
2

( ) 2

0 0 0( ) ( ) ( )a

j j j jI n         . (V.5.16) 

 

Võrrandid (V.5.15) - (V.5.16) on transformmeetodi seosed, mis kehtivad põhimudeli 

jaoks. Transformseose rakendamine selle mudeli korral on lihtne.  Kasutades mõõdetud 

neeldumisspektrit, saab arvutada funktsiooni ( ) . Asendades leitud ( )  võrrandisse 

(V.5.15), saame arvutada kõigi Raman-aktiivsete võnkemoodide ergastusprofiilid. Selleks et 

saada REPi kui sagedusfunktsiooni, ei ole ühtki täiendavat parameetrit vaja. Kui teoreetiline 

REP langeb kokku eksperimendis mõõdetuga, tähendab, et antud süsteemi jaoks 

standardeeldustega põhimudel töötab. Võrrandit (V.5.15) saab kasutada kui testi mudeli 

paikapidavusest antud objekti korral. 

Toome siin näitena 4:KBr MnO
 arvutatud ja mõõdetud  1  REPi: 

 
 
Kompleksse funktsiooni ( )  ja vastava REPi arvutamine, kasutades mõõdetud 
neeldumisspektrit (vt eespool  4:KBr MnO

 näidet), ja võrdlus eksperimentaalselt mõõdetud 
REPiga. 
 

On selge, et põhimudel ei pruugi sageli kehtida reaalsete objektide puhul, kui oluliseks saab 

Herzberg-Telleri interaktsioon (kõrvalekaldumine Condoni lähendusest) või siis moodide 

segunemine ja sageduse muutus elektrosiirdel (mis avaldub elektron-foononinteraktsiooni 

ruutliikme kaudu). Toome alljärgnevalt transformseoste avaldused erinevate 

vibrooninteraktsioonide korral, peatumata nende tuletuskäigul. 

1) Condoni lähendusest (elektronmaatrikselement M const  ) kõrvalekaldumine, nimetatud 

ka Herzberg-Telleri interaktsiooniks, 

 0 ( ) ...j j j

j

M m m a a      

lisab põhiseosesse täiendavad liikmed: 
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2

(1) 2
0 0 0 0 0( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )j j j j jRI n m                       (V.5.17) 

 

Näeme, et destruktiivsele interferentsile lisandub konstruktiivne interferents, mis pideva spektri 

korral võib viia Raman-profiilis terava miinimumi tekkele. Valem peegeldab kaht 

konkureerivat, Franck-Condoni ja Herzberg-Telleri mehhanismi Ramani protsessis. 

Esimene domineerib ergastamisel neeldumisriba maksimumi piirkonnas, teine ergastuse 

kaugenemisel resonantsist. Piirjuhul jõustub tuntud Placzeki teooria. 

2) Võnkesageduse muutus elektronsiirdel ja (lähedaste sagedustega) normaalvõngete 

segunemine ilmutab ennast Raman-profiilis ergastatud elektronseisundi võnkesageduste kaudu: 
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(1)
0 0 0 2( ) ( 1) ( ) ( )j j jk kR
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I n c    
 
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   (V.5.18) 

Hajumissageduse 0 1( )j     resonantsid ilmuvad tagasi, kui toimib ühtlasi Herzberg-

Telleri interaktsioon: 
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 

  

 (V.5.19) 

 

Siinkohal põgus kõrvalpõige ajalukku. Transformmeetodi ülaltoodud põhiseos tuletati ja 

publitseeriti juba 1967. aastal [10], kulus aga üle 10 aasta, enne kui ta kasutust leidis, sest 

Raman-profiilide mõõtmised algasid alles 70-ndail aastail. Esimesed rakendused leidsid aset 

USAs,  -karotiini ja tsüanokobalamiini molekulide korral. Selgus, et esimesel juhul töötas 

põhimudel, teisel aga vihjas mõõdetud REPi täiendav miinimum mudeli mittekehtivusele. 

Transformmeetodi kasutamine mõõdetud REPide interpreteerimisel stimuleeris omakorda 

teooria edasiarendamist - transformseoste tuletamist keerulisemate vibrooninteraktsiooni 

mudelite jaoks. 

  

 

§6. Koherentne Ramani hajumine: CARS ja CSRS [14] 

Aastal 1965 ilmus publikatsioon, mille autorid Maker ja Terhune teatasid uuest nähtusest, mis 
sai hiljem nimetuseks CARS (Coherent Anti-Stokes Raman Scattering). Maker ja Terhune 
kasutasid rubiinlaseri pulsse, et uurida erinevate materjalide kolmandat järku kostet. Selleks 
tekitati laseri esmasele pulsile lisaks teine kiir sagedusel j  , misjärel suunati 2 kiirt 
samaaegselt objektile. Kui mõlemad pulsid kattusid ajas ja ruumis, võis näha signaali 
sagedusel j  . Signaal võimendus oluliselt, kui sageduste vahe j  langes kokku objekti 
Ramani sagedusega. 
 
CARS (Coherent anti-Stokes Raman scattering) on kolmandat järku mittelineaarne 

optiline protsess, mis kasutab kolme laserikimpu: pump-kiirt p , Stokesi kiirt S  ja proovi 

(probe) kiirt pr . Interaktsioon objektiga tekitab koherentse optilise signaali anti-Stokesi 

sagedusel pr S p    . Viimane võimendub resonantselt, kui sageduste vahe p S   langeb 

kokku Raman-aktiivse sagedusega.  
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pump Stokes vib      ( Ramani mood j ) 

   koherentne anti-Stokesi signaal (CARS): 

2a p S      

 

 

 

CARSi korral tekitatud koherentne signaal ületab kordi spontaanse Ramani kiirgus-

intensiivsuse. 

Analoogselt saab tekitada koherentse Stokesi Ramani hajumise CSRS (Coherent Stokes Raman 

Scattering):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Koherentne Stokesi signaal (CSRS): 

2SS S p     

 

 

Toome siinkohal skeemi neeldumisspektri ja CARSi ning CSRSi ergastusprofiilide 

paiknemisest pump-sageduse suhtes. 

 

 

 
 
 

 

CARSi signal registreeritakse sagedusel 

p j     ,  

CSRS on sagedusel 2p j    . 

Ergastusprofiilid saadakse, kui pump-sagedus ja 

Stokesi sagedus skaneeritakse koos fikseeritud 

vahega p s j     . 

 

 

Vaatleme allpool CARSI ja CSRSi juhul, kui süsteemis on molekulid (lisanditsentrid), mille 

võnkumised osalevad nendes protsessides.  
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CARSi kui kolmandat järku protsessi määrab kolmandat järku vastuvõtlikkus 

(susceptibility) CARS  (mille mooduli ruut 
2

CARS  määrab CARSi ergastusprofiili)  

 

 
'

'0 ' 0 '

1 ' ' ' ' 1
( ) ( )

j j

CARS i i

m mm i m j i

i m m i i m m i
Av j Av j

E E i E E i    

 
  

      
   , (V.6.1) 

 

( )iAv j  tähistab keskmistamist üle kõikide võnkemoodide, väljaarvatud CARS-aktiivne j-

mood, mis on tugevalt ergastatud koherentses seisundis. Siinjuures on arvestatud, et 

võnkemood j on kollektiivne mood lainevektoriga 0 Aq k k   , kus 0k on ergastava (pump)  

valguse lainevektor and  Ak  - hajunud valguse lainevektor. See võnkemood on interaktsioonis 

lisanditsentri (molekuli) elektronidega. 

Võrrandis (V.6.1) on arvestatud, et koherentse hajumise amplituudid on pikaajalise ja 

suureruumilise keskmistamise tulemus, mistõttu mõlemad amplituudid valemis on 

keskmistatud sõltumatult. Läheme üle integraalsele esitusele, mida kasutasime spontaanse 

Ramani hajumise puhul. CARSi korral: 

 0 210 21
( ) ' '( )

( ) ' ( ')ji t ti t t

CARS dte A t dt e A t
   

 
     

 

     , (V.6.2) 

  

kus  

 1 2( ) ( ) 1itH itH

i jA t Av j i e e i  .  (V.6.3) 

 

Juhul 0T   on Fourier amplituud ( )A t  võrdne resonantse Ramani hajumise amplituudiga, mis 

põhimudeli korral on määratud neeldumise Fourier teisendusega 

 

  ( ) ( ) 1 ( )jit

jA t i t e F t


    . (V.6.4) 

 

Analoogselt, CSRS on määratud valemiga 
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1 ' ' ' ' 1
( ) ( )

j j

CSRS i i

m mm i m j i

i m m i i m m i
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     

 0 210 21
( ) ' '( )

( ) ' *( ')ji t ti t t

CSRS dte A t dt e A t
   

 
     

 

     . (V.6.5) 

Nulltemperatuuril 0T   on mõlemad amplituudid määratud/seotud spontaanse Ramani 

hajumise amplituudiga ( )   järgmiselt:   

 0 0( ) ( )CARS j         (V.6.6) 

 0 0( ) *( )CSRS j        , (V.6.7) 

mis annab CARSi ja CSRSi ergastusprofiilide avaldisteks 

 

 
22

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )CARS CARS j jI                      (V.6.8) 

 

 
22

0 0 0 0( ) ( ) *( ) *( 2 )CSRS CSRS j j jI                        (V.6.9) 
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Siit on kohe näha, et meie juhul - identsete molekulide ansambli korral - on ergastusprofiilide 

kujud täpselt ühesugused, CSRS on vaid nihutatud kõrgemate sageduste suunas Ramani moodi 

võrra (tehkem valemis (V.6.9) asendus 0 0 j     ).  

Kui aga molekulid on mittehomogeenses keskkonnas, nagu seda on molekulid lahustes või 

lisanditsentrid kristallides, põhjustavad lokaalse välja fluktuatsioonid spektraaljoonte 

mittehomogeense laienemise. Modelleerides sellist süsteemi, eeldatakse, et 

mittehomogeensused mõjutavad eelkõige puht-elektronsiirde energiat, jättes muutmata 

võnkedünaamika. Et koherentne kiirgus erinevatelt hajumistsentritelt interfereerub, siis tuleb 

arvutada koherentse hajumisamplituudi CARS  sidum puht-elektronsiirete jaotusfunktsiooniga 

 21  , integreerides üle elektronsiirete sageduste 21 : 

      
2

0 21 0 21 21 21,inh

CARS CARSI d        .  (V.6.10) 

 

Kasutades hajumisamplituudide  Fourier esitusi (V.6.2) ja (V.6.5) ja samuti mittehomogeense 

jaotusfunktsiooni  21 21    Fourier pööret, leiame CARSi ja CSRSi mittehomogeenselt 

laienenud ergastusprofiilide jaoks: 

 0 21

2

'( )( ')
' ( ) ( ') ( ')ji ti t tinh

CARS j jI dtdt e e A t A t t t
 

 

 

 

    , (V.6.11) 

 0 21

2

'( )( ') *' ( ) ( ') ( ')ji ti t tinh

CSRS j jI dtdt e e A t A t t t
 

 

 

 

    . (V.6.12) 

Valemitest (V.6.11) ja (V.6.12)  järeldub koheselt, et mittehomogeensus põhjustab erinevuse 

CARSi ja CSRSi ergastusprofiilides (vrd. ( ')t t   ja ( '))t t  . CARSi ja CSRSi 

ergastusprofiilide võrdlev mõõtmine avab võimaluse mittehomogeense laiuse määramiseks. 

 

Resonantne CARS on väga tundlik ainete uurimismeetod. Kui uuritav objekt on nanobjektidest 

suurem, ja seega aines on võimalik ergastada koherentseid võnkumisi, siis CARSi tundlikkus 

ületab oluliselt ka mikro-Ramani tundlikkuse. 
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Lisa 1 

Abel-Plana valemi tuletus 

 

Toome sisse kontuurintegraalid    

 

1

1 2

( )
0

1t

C

F it dt
I i

e 
 

 , kui funktsioonil F ei ole iseärasusi 

2

2 2

( )
0

1t

C

F it dt
I i

e 


  

  

Esitame I1 järgmisel kujul 

 
0

1 2 2
1 0

( ) 1 ( )
( ) (0)

1 2 2 1

i

t t
ni

F it dt i F it dt
I iP i F n F iP

e e



 





 

 

 
      

  , 

 

kus P tähistab peaväärtusintegraali, millest poolused on välja jäetud. 

Analoogiliselt, 

 
0

2 2 2
1 0

( ) 1 ( )
( ) (0)

1 2 2 1

i

t t
ni

F it dt i F it dt
I iP i F n F iP

e e



 





 



   
       

   

1 2 0I I   

 

Tõestus põhineb ideel: 
2 2

1 1
1

1 1t te e 
  

 
, mis annab 

 

1 2 2
10 0

1 ( ) ( )
( ) ( ) (0) 0

2 1t
n

F it F it dt
I I F t dt F n F i

e 

 



  
        

  . 

Seega 

2
1 0 0

1 ( ( ) ( ))
( ) ( ) (0)

2 1t
n

F it F it dt
F n F t dt F i

e 

 



 
  


   , 

m.o.t.t. 
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Lisa 2 

λ väärtus ja Higgsi bosoni mass 

 

Uurime   võimalikku väärtust. Meenutame, et standardmudeli kohaselt (vt nt [3]) määrab 

skalaarvälja sisemise tõukumise 
4 -tüüpi vastastikmõju. See väli on SU(2) dublett 

 † * 0*    välja komponentidega  1 2 / 2i      ja  0

3 4 / 2i    , kus i , 

1,2,3,4i   on skalaarvälja reaalsed komponendid. Heaviside’i ühikutes 0 0 1c      

saab selle välja lagranžiaani esitada kujul 

 

        
2†

† †L 

            ,  

kus    
4

† 2

1

1/ 2 i

i

  


  . Valemi esimene liige on tihedus kineetilise energia ruumis ja ülejäänud 

kaks liiget on tihedus potentsiaalse energia ruumis. Positiivne parameeter   kirjeldab sisemist 

tõukumist ja negatiivne parameeter   kirjeldab imaginaarse massi ruutu sümmeetrilises 

olekus. Kasutatud ühikutes on i  energia dimensiooniga, L  dimensioon on energia neljas aste, 

  dimensioon on energia ruut ja   on dimensioonita.  

Välja   energial on minimaalne väärtus olekus, milles 
2

i

i

   , mis vastab spontaansele 

sümmeetria rikkumisele. See miinimum asub punktis 10 20 40 0     , 30 v  , kus 

/v    . Need väljad saab selle punkti läheduses reaks arendada, võttes 0i i ih   . 

Väikese ih  jaoks on lagranžiaani kaks viimast liiget sellised: 
2 2 4

3 / 4.v h v    Sellest 

võrdusest järeldub, et neljast ühel bosonil, mida kirjeldab väli 3h , on mass 
22 /Hm v c ; 

ülejäänud kolm bosonit jäävad massita.  

v  väärtus on teada: 246.2v   GeV [3], kuid  väärtus ei olnud teada enne hiljutisi 

eksperimente, milles määrati Higgsi bosoni mass. Kui võtta töös [15] saadud mass 125Hm   

GeV/ 2c , siis saame 0.129  , mis on ligikaudu 1/ 8 . Arvame, et see pole juhuslik 

kokkusattumus ja esitame selle kohta põhjenduse.  

Vaatleme välja   relativistlikku lainepaketti, mille suurus vastab tingimusele / Hl m c . 

Selline lainepakett on täielikult kirjeldatud tema energiaga 1/E l . See tähendab, et i E  . 

Integreerides  
2

†   üle ruumala 3 3l E  saame  

   
2

2
† 21

4
4

i

i

E  
 

  
 
 .  

Potentsiaalse energia esimene liige  †    annab relativistlikul piirjuhul ainult väga väikese 

panuse, mis on suurusjärgus 
2 4 /Hm c E E . Arvestades, et potentsiaalne energia annab poole 

koguenergiast, saame 4 / 2E E  , mis annab 1/ 8   ja  

 

 
 

2 2/ 2 123.1 GeV /Hm v c c  . 
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Saadud   väärtusel on lihtne tähendus: selle lainepaketi potentsiaalne energia / 2E  tuleneb 

selle välja neljast komponendist. Neist üks ( 3)h , millel pärast sümmeetria rikkumist on mass, 

annabki 1/ 8  lainepaketi energiast.  

Esitatud põhjendused sisemise tõukumisenergia ja vastava võrduse kohta peavad kehtima ka 

käsitletud hüpoteetiliste osakeste kohta. Ainus erinevus on see, et need osakesed on eeldatavasti 

singletid. See tähendab, et vastav tõukumisparameetri väärtus on 1/ 2  .  
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Lisa 3 

Bloch-DeDominicise teoreem 

 

Bloch-DeDominicise teoreemi kasutatakse soojustasakaalus harmooniliste ostsillaatoritega 

tehtavais arvutustes. 

Lineaarsed operaatorid termilises tasakaalus ...
T

A B C D F    . 

 'ˆ
j j j j

j

A e a e a   lineaarne operaator,  

 'ˆ( ) ( ) ( )j j j j

j

A t e a t e a t  , kus ( ) ji t

j ja t a e
  ,  ( ) ji t

j ja t a e


 . 

Mis on keskmistamine? 

*

ˆ ˆˆ ˆ... ...

ˆ ˆ...

j

j

j j j

j

n j j

n

n j n n

n

AB P n AB n

P dq AB

 

  



 
 

erineb nullist ainult siis, kui operaatoreid on paarisarv. 

Ülesanne taandatakse vähima operaatorite arvu keskmistamisele (paariskorrelaatoreile). 

 

Teoreem: Operaatorite keskväärtus soojustasakaalu tingimustes on võrdne kõikvõimalike 

operaatoripaaride korrutiste summaga. 

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ... ... ... ... ...
T

A B C D F A B C D F A C B D F A D B C F                  

 

Tõestus ühe ostsillaatori korral 

 

Märkus: kui summa on üle erinevate operaatorite, siis on tõestus triviaalne.  

Olgu k k

kC a a - paariskorrelaator operaatorite normaalkorrutisest (st kaooperaator 

paremal, tekkeoperaator vasakul). Vaakumis T=0 korral on C=0, muidu 0C  . 

0

k k k k

k n

n

C a a P n a a n


 



   , kus 1
n

kT
nP Z e




  - Boltzmanni jaotus. 

Ehk 

*

0

k k

k n n n

n

C P dq a a






    , 

11 n na n n n a n       , 

( 1)...( 1) ( 1)...( 1)k

n ka n n n n k n k n n n k            

( 1)...( 1)

( 1)...( 1) ( 1)...( 1)

k k ka a n n n n k a n k

n n n k n n n k n

      

      
, 

sest 1 1a m m m    . Niisiis, 

( 1)...( 1)k kn a a n n n n k     , kui n k . 

Ehk 

!

( )!

k k n
n a a n

n k

 


, ja seega 
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!

( )!
k n

n k

n
C P

n k








 . 

Toome sisse uue summeerimisindeksi m=n-k. Siis 

 

1

1

0 0 0

1
1

0 01

( )! ( 1)! ( 1)!

! ! !

( )! ( 1)!

! !

k m k m k m k

m m m

m k m k

m m

m k m m k k m k
C P P P

m m m

m k m k
P k P

m m

  

  

  

 

  

 

    
  

  
 

  

 
, 

kus 1 1m m  . Arvestame nüüd 
1 11

kT
m k m kP e P




    ja saame 1
kT kT

k k kC e C ke C
 

 

  , mis 

annab 

1

1

kT

k k

kT

e
C kC

e














. 

Kordaja 

1

kT

kT

e
n a a

e











 



, niisiis 1 1

1

k k k k

k kC a a k a a a a k a a C     

      jne. 

 

( 1)...1 !
k k

kC k k a a k a a     - ülesanne taandub paariskorrelaatorite korrutisele. 
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Lisa 4 

Universumi paisumise mikromehhanism 

 

Suure Paugu (Big Bang) teooria järgi sai vaadeldav Universum alguse kui hiiglaslik plahvatus 

kujuteldamatult tihedast olekust ligikaudu 13.8 miljardit aastat tagasi. Universumi paisumine 

jätkub tänapäeval kiirusega, mis on määratud Hubble´i sagedusega 
1 18 12.4 10UH T s     

(
1

UT 
 on Universumi eluiga). Varem eeldati, et see sagedus on konstantne suuremas osas 

Universumist vähemalt. Paraku, möödunud sajandi lõpus leiti, et Hubble’i sagedus sõltub 

kaugusest/distantsist. Nimelt avastati, et Universum paisub kasvava kiirusega. 
Seda nähtust seletatakse tavaliselt klassikalise üldrelatiivsusteooria põhjal, tuues sisse 
kosmoloogilise konstandi   (Lambda Cold Dark Matter model of Universe). Probleemi 
kvantmehaanilist aspekti tavaliselt ei arutata. Siiski, tuleks pöörata tähelepanu seosele 
 
 

28.5(2 ) /B PH k T E  , (4.1) 
 
mis on kooskõlas Hubble’i sagedusega, Universumi temperatuuri 2.7T K  ning Plancki 
energiaga 

281.2 10PE eV   - ja kui see ei ole just hiigelsuurte numbrite juhuslik 
kokkusattumine – seda seost saab seletada üksnes kvantteooria raames. 
Näiteks on võimalik järgnev interpretatsioon: Universumi paisumine on tingitud 

kvantprotsessidest Plancki skaalas, mis esinevad kõikjal Universumis tõenäosusega 
2 63~ 2 ( / ) ~10B Pk T E 

 Plancki perioodiga 
442 / 5.4 10 .P Pt E s      

Paisumise kiirendus sel juhul on seletatav protsessi tõenäosuse kasvuga temperatuuri tõustes 

(siin on arvestatud, et Universumi kaugemad osad on nooremad ja kõrgema temperatuuriga). 

Saab omistada üksjagu erineva numbrilise kordaja, mis annaks Universumi kiirema  paisumise  

varasemates staadiumites. Vaatame siin üht kvantmehaanilist mudelit, mis õigustaks sellist 

interpretatsiooni.   

Kvantteoorias vastab vaakum väljade põhiseisundile ning osakesed puuduvad. Bosonid 

vaakumis on nullolekus, mida iseloomustab hiigelsuur energiatihedus 
133 32.9 1̀0 /P eV m  

, mis pärineb nende nulloleku fluktuatsioonidest. Selles teoorias on vaakum ekvivalentne  

kosmoloogilise konstandiga  . Kuid tema väärtus, mis tuleneb antud energiatihedusest, on 
120

10  korda suurem mõõdetud suurusest [16]. Selline lahknevus võib tekitada küsimuse, kas 

kvantteooria on üldse võimeline seletama Universumi paisumist. Käesolev probleem on seotud 

energia jäävuse seadusega: kui nõustume, et universaalsed konstandid on tõepoolest 

konstandid, siis peame järeldama, et Universumi paisumine tekitab/põhjustab bosonite 

nullenergia tohutu suurenemise. Järelikult, kui puuduvad muud panused vaakumi energiasse, 

siis energia jäävuse seadus on tõsiselt rikutud. 

Selle suure erinevuse üle   väärtustes on vaieldud pikka aega (vt näit [16]) . Üht võimalikku 

lahendust pakkus Coleman [17], oletades, et kvantgravitatsiooni efektid võiksid annulleerida 

  hiigelsuure väärtuse. Täielik tühistus (võib-olla ehk väikese erinevusega, mis vihjaks 

negatiivsele rõhule vaakumis) saaks siis olla tingitud lähtefluktuatsiooni nullenergiast, mis 

tekitas Universumi [2]. Siin lähtume sellest avaldusest. Arvestame, et gravitatsiooni jõud 

kasvavad distantsi kahanedes. See eeldab, et annulleeringu võis põhjustada vaakumi 

superstruktuuri negatiivne gravitatsioonienergia Plancki piiril. 

Seda oletust kinnitab ülaltoodud (vt pt I §3 p4: Tõukumine Plancki piiril) arutelu väikese 

kvantosakes lainepaketi (suurusega L) gravitatsioonienergia 
2 4/GE GE Lc   mõjust 

koguenergiale E . Arvestades seost G kinE E E   , kus 3 / 2kinE c L  on lainepaketi 

lokalisatsiooni kineetiline energia, saame energia jaoks kaks järgmist lahendit: 
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   2
3 / / 2P P PE E L L L L

 
    

 
  (4.2) 

Pluss-märgiga lahend vastab positiivse energiaga lainepaketile. Nagu valemist näha, see 

energia ei ületa väärtust 3 PE  , mis vastab Plancki osakesele.  

Olulisem selles kontekstis on miinus-märgiga lahend. Nagu ülal näidatud, kirjeldab see lahend 

negatiivse energiaga osakesi. Nende osakeste jaoks on energeetiliselt kasulik energia ~ ( ),PE

suurus PL  ja olla üksteisest lahus. Üks osake võib asetseda ruumalas 
3 3

PL L  koos 

3~ ( / ) 1PL L  mittekattuvate lainepakettidega. Järelikult, vaakumi energiatihedus võib 

tõepoolest kaasata hiigelsuure negatiivse annuse suurusjärgus P  osakestelt negatiivse 

energiaga ~ PE E  ja suurusega ~ PL L .   

Kui selline vaakumi struktuur on õige, siis võib Universumi paisumine toimuda Plancki skaala 

kvantprotsessidena, milles tekivad negatiivse energiaga osakesed. Tekkivad osakesed tõukuvad 

juba olemasolevatega, mis põhjustab Universumi suurenemist, ja sealjuures samavõrra, kuid 

positiivse märgiga, bosonite nullenergia fluktuatsioonide kasvu. Need protsessid toimuvad 

kõikjal väikese tõenäosusega, mis tõstab temperatuuri. Siin on analoogia foononvabade 

üleminekutega tahkistes [18]. 

Kasutades seda analoogiat, saab näidata (vt Lisa 5), et siirde kiirus koos negatiivse energiaga 

osakese tekkega ja Bose allsüsteemi edaspidise muutusega võrdub 

 
2

2

0 02

2 ( )
( )B

P

k T
w E M

E


   (4.3) 

Meie mudelis see üleminekute kiirus vastab Hubble´i sagedusele. Siin faktor 
2

0 0( )E M  võtab 

arvesse siirde katsetuste sageduse, mille täpne väärtus ei ole teada. Siiski võib oletada, et see 

on suurusjärku P  - ühiksagedus Plancki piiril. Kui see on nii, siis valem (4.3) on suurusjärgult 

kooskõlas Hubble´i sageduse valemiga (4.1). Seega käesolev mudel võimaldab saada 

Universumi paisumise Hubble’i sageduse teadaoleva väärtusega. Rõhutagem, et see kooskõla 

on saadud sõltumata fundamentaalbosonite arvust, kaasaarvatud nullist erineva seisumassiga 

bosonid (märkigem, et Plancki piiril see mass ei ole oluline). Järelikult saab Universumi 

kiirenevat paisumist käsitleda kui tagajärge kvantsiiretest, mis toimuvad vaakumis Plancki 

skaalas, tekkides spontaanselt kõikjal väga väikese tõenäosusega, mis siiski kasvab 

temperatuuriga.  

Kokku võttes, siin on esitatud valem (4.1), mis seob Hubble’i sageduse Universumi 

temperatuuri ja Plancki energiaga. Pakkusime Universumi kiireneva paisumise võimaliku 

kvantmehhanismi, mis selgitab seda seost. Esitasime vaakumis toimuvate kvantprotsesside 

mudeli, mis võimaldab saada Hubble’i sageduse kooskõlas teadaoleva väärtusega. Selles 

mudelis on Universumi kiirenev paisumine tingitud Plancki skaalas toimuvatest kvantsiiretest, 

mis juhtuvad spontaanselt igal pool Universumis väga väikese tõenäosusega, kuid siiski 

tõstavad temperatuuri. Nendes siiretes tekitatakse kvantosakesi negatiivse energiaga 

suurusjärgus PE  ja samavõrra suureneb bosonite nullenergia (põhioleku energia). On 

põhjendatud nende osakeste olemasolu. Nimetatud üleminekutel on analoogia foononvabade 

siiretega kristallides. 

Käesolevat kvantprotsesside mudelit, mis toob sisse Universumi paisumise, saab kasutada 

pöördprotsesside korral, mis põhjustavad Universumi kokkusurumise/kompressiooni. Kuigi 

Universumi olemasolev negatiivne press/surve viib pöördsiirete energia jäävuse seaduse 

rikkumisele, muutes neid ebatõenäoliseks. Pöördprotsessid muutuvad olulisteks kõrgel 

temperatuuril. 
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Universumi kiireneva paisumise käesolev kvantmudel on rakendatav tühja kõverdamata/ 

tasapinnalise ruumi korral. Ruumi kõverduse efekte, mis on tingitud mateeria ja kosmoloogilise 

konstandi mõjust Universumi kiirenevale paisumisele, saab kirjeldada klassikalise 

üldrelatiivsuse teooria raames. 
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Lisa 5 

Siirde kiirused vaakumis, mis viivad Universumi paisumisele 

 

Et leida nende protsesside kiirused, vaatame kahenivoolist süsteemi vastastikmõjus bosonitega. 

Süsteemi üks nivoo/seisund vastab lokaliseeritud osakesele negatiivse energiaga 0 PlE E   , 

kusjuures osakese teine nivoo on null-energiaga (see nivoo vastab osakese puudumisele). 

Osakese interaktsiooni bosonitega kirjeldab Hamiltoniaan 

 int 0
ˆ ˆˆ ˆ( )( )x zH M E bA I       (5.1) 

kus ˆ
x  ja ˆ z  on Pauli maatriksid, Î  on ühikmaatriks, 

 ˆ ˆ ˆ/ 2 ( )A e a a  


     

on bosoni välja operaator, â


 ja â  on bosoni (sagedusega  ) tekke ja kao operaatorid, e  on 

interaktsiooni amplituud, 
2 1/2

02 / ( ( / ) )b E e


    on interaktsiooni parameeter. 

Interaktsiooni parameetri suuruse määrab asjaolu, et bosonite null-energia kasv täpselt 

kompenseerib loodud/tekitatud osakese negatiivse energia. Operaator Â  on ruumis 

lokaliseeritud. Seega, funktsioon 2 2

'

'

( ) ( ')e e


      on määratud bosonite seisundite 

tihedusega (DOS) 
2 3( ) 3 / Pl     , kus Pl    (eeldame, et bosonite sagedus ei ületa 

Plancki sagedust). Arvestades seda seost, saame 2 / 3 Plb    

Laxi teooria järgi [19] võib kahe nivoo vahelise ülemineku kiirust esitada kujul 
2

02 / ( ) ( )w M dEI E E   , kus 

 0( )1( ) (2 ) ( )
it E E

I E dte G t


 



   (5.2) 

on bosonite ergastusspekter, 0 ( )E  tähistab lõppolekute DOSi, 

 int

0

( ) exp( ( )) ,

t

G t T i dsH s    (5.3) 

T  on aegjärjestuse operaator, ...  tähistab kvantstatistilist keskmistamist. Juhul kui intH  on 

lineaarne operaator, siis ( )G t  reaksarendusse annavad panuse üksnes esimest ja teist järku 

liikmed, ja saame 
( )( ) f tG t e , kus 

 2

0

0 0

ˆ ˆ( ) ' ( ) ( ')

t s

f t iE t b ds ds A s A s       

Lihtne arvutus annab 

 ( ) ( 1)( ( ) 1)
Pl

Pl

i tf t d e n







 



     (5.4) 

   

kus 
/ 1( ) ( 1)Bk T

n e
    on bosonite Plancki hõive faktor (liige 0iE t  koondub). 
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Nullist erineva panuse tõenäosusesse w  annavad üleminekud null-energia lähteseisundist 

bosonite null-energia lõppseisundisse (ZBT = zero-point boson transitions), analoogselt 

foononvabadele siiretele (ZPT = zero-phonon transitions) kristallide optilistes tsentrites. See 

panus tuleneb suurtel aegadel t  võrrandist (5.2). Leidmaks seda panust, eraldame integralis 

(5.4) juhul t   ja 0  liikme 
2( ) / /Bn k T   . Arvestades  

2(cos( ) 1) / ( ),x x t x t    , saame sel piirjuhul valemi ( )f t t S    , mis omakorda 

annab 

 
2 2

( )
( )

Se
L E

E



 






 , (5.5) 

 

kus Bk T   on bosonvaba laienemine (ZBT) ja 

 

 ( ( ) 1 ) 2ln( )PlB

B

Ek Td
S n

k T




 
      (5.6) 

 

on Huang-Rhysi faktor, mis määrab ZBT tõenäosuse(vt [18], juht D=1). Võttes arvesse, et 

Plancki skaalas   on väike suurus, saame pärast integreerimist üle E järgmise valemi siirde 

kiiruse jaoks: 

 
2

2

0 02

2 ( )
( )B

Pl

k T
w E M

E


   (5.7) 
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