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. Alusvalemid

Valguse kvantteooria siinniaastaks on aasta 1900, kui Max Planck® seletas soojusallika
elektromagnetenergia spektraaljaotuse, tuues sisse harmoonilise ostsillaatori energia kvandi
hw. Esimesena pdooras kvantide ideele tihelepanu Einstein, kasutades seda 1905. aastal
fotoefekti kdsitlemisel. 1907 kasutas Einstein harmooniliste ostsillaatorite kvante, et seletada
tahkiste soojusmahtuvuse kadumist madalal temperatuuril. 1913 joudis Bohr jdrelduseni, et
aatomi ehitust saab moista vaid kvanttingimusi kasutades. 1925 formuleeris Schrodinger
kvanttooria, mis andis vesiniku aatomi detailse kirjelduse. Need olid alles esimesed
kvantteooria sammud, mis nditasid kvantiseerimise tdhtsust fiitisika jaoks. Tdnapdevaks on
kvantteooria arendatud universaalse tdhendusega iildteooriaks, mis on reaalse maailma
kirjeldamise aluseks.

Kdesoleva kursuse pohitihelepanu on suunatud kiirguse omadustele ja interaktsioonile
aatomitega. Kiirgust vaadatakse kui kvantvilja, mida kirjeldatakse kiirgusvilja moodide
kogumiga. lgale moodile seatakse vastavusse kvantiseeritud harmooniline ostsillaator.
Kiirguse kvantiseerimise tulemusena saame elektromagnetvdilja nullvonkumised, mis vastavad
nullenergiale, need on nn vaakumi fluktuatsioonid. Neil puudub klassikaline analoog. Vaakumi
fluktuatsioonidega on véimalik seletada selliseid efekte nagu Casimiri efekt, aatomite ja
molekulite vahelised van der Waalsi interaktsioonid, musta augu soojuskiirgus ja palju muud.
Ka aine kiirgusest ei ole voimalik aru saada vaakumi fluktuatsioone arvestamata. Veel enam,
on alust arvata (Tryon, Nature,1973), et Universum on tekkinud kvantfluktuatsioonist

§1. Elektromagnetvilja kvantiseerimine [1] (pt. 1,6)

1. Reaksarendus tlile moodide

Kvantteoorias seatakse fiitisikalistele suurustele vastavusse operaatorid. Maéaddetavatele
fiiiisikalistele suurustele vastavad hermiitilised operaatorid (operaator on vordne oma
kaasoperaatoriga).

Operaatorite vahel kehtivad samad seosed, mis vastavate suuruste vahel klassikalises fiilisikas.
Seepdrast alustame kiirguse kirjeldamist, kasutades Kklassikalist elektromagnetvilja teooriat.
Selles teoorias kirjeldatakse vaba elektromagnetvélja lainevorrandiga:

- 10 -
VZA—C—ZﬁA:O, (1.1.2)

kus A on vektorpotentsiaal (méédratud kalibreeringu tdpsusega). Vaba elektromagnetvilja
korral divA=0.
Klassikalises fiiiisikas A ei ole vaadeldav/mdddetav suurus, erinevalt magnet- ja elektrivilja

tugevusest, mis on A -ga méairatud:

1 Mais 1937 kiilastas Max Planck Tartu iilikooli ja tegi aulas ettekande ,,Religioon ja loodusteadus”. Valmar
Adamsi mélestuse jérgi kiilastas ta Tartut ja esines ettekandega juba siigisel 1918, kui Saksa okupatsioonivdimud
tiritasid kdima panna Tartu Saksa iilikooli [Ivar Piir, Fiiiisika ajalugu,1lmamaa, 2013].



,uOH =VxA
oA oA (1.1.2)

Y

Kvantteoorias on ka vektor A vaadeldav/méodetav suurus, avaldudes niiteks Josephsoni
efektis voi Aharonov-Bohmi efektis.

Vilja kvantiseerimiseks toome sisse moodid. Vaatame vilja ruumis, mis koosneb
perioodiliselt paigutatud kuubikujulistest donsustest, elektrivdli on null kuubi seintel. Vili
rahuldab perioodilisi ddretingimusi, perioodiks niiteks kuup serva pikkusega L. Oletame, et
vali on perioodiline kdigis kolmes ruumisuunas:

A(X,y,z) = A(x+nL,y+mL,z+IL) ,
kusn,m,I =0, £1, £2,.... Piisavalt suure L puhul vdlja omadused ei tohiks soltuda L suurusest
ega perioodilisuse tingimustest.

Esitame A reaksarendusena iile monokromaatsete tasalainete/moodide, mis erinevad
levisuuna, sageduse ja polarisatsiooni poolest

/&:Z/Ste“&*“ot . (1.1.3)

Analoogsete ridadena vaib esitada ka E ja H. llmselt on (1.1.3) lihtevorrandi (1.1.1) lahendiks,
kuna Z( k? + o’/ c? ) e =0 See annab k = w/c . Vilja moodide parameetrid k , ), ﬁ

tuleb Vallda nii, et kehtiks lainevorrand ja perioodilised déretingimused.

Perioodilisi daretingimusi rahuldavad vaid jargmised k-d:

k, =—vV,
L
27

ky :Tl/y

kz =2_72-‘/2
L

Lainearvu vektorid moodustavad kuubilise vore vorekonstandiga 2z /L.

Perioodiliste ddretingimuste korral vili jaotub moodideks, iga mood vastab iihele K véicirtusele,
olles diskreetne objekt.

Valemit (1.1.3) vdiks esitada sin(kF) ja cos(kF) kombinatsioonide kaudu e asemel. Uks
niisugune lahend, nimelt

. 2zxv. ) . (27nyv, ) . (2xzv
E (r,t)=E, (t x y 2
- (F,1) ox()COS[ L jSIHL C ]sm i
" 2
E, = Ey(F,t)ony(t)sin(Zﬂxvxjcos[—ﬂgvyjsin Z”EVZ (1.1.4)
EZ
~ (2zxv,\ . (27yv 27XV
E ,t =E_(t X y z
,(F,1) oZ()Sm( - Jsln( i jcos 1



https://en.wikipedia.org/wiki/Josephson_effect
https://en.wikipedia.org/wiki/Josephson_effect
https://en.wikipedia.org/wiki/Aharonov%E2%80%93Bohm_effect

rahuldab nii perioodilisi ddretingimusi (vélja longitudinaalsed komponendid ,,seintel” (y,z=0;
z,x=0,L; x,y=L,0) on nullid) kui ka vaba transversaalse vilja tingimust VE =0 koikides
ruumipunktides Kui (IZEO)=O, kus k =27zv /L, k,=27v, /L, k,=27v,/L. Lahend ei
muutu, kKui teeme asenduse r —1r":
re(xy,z)
{r'e(x+nL,y+IL,z+mL)’
kus nL on nihe x suunas. See tiahendabki, et perioodilised diretingimused on rahuldatud.
Tingimus (VE)zO annab

VE) = (E K )sin[ 22 |sin 27y, sin[ 2% | ¢
(VE) = (Esk sin| = L ]

See tingimus on rahuldatud koikides ruumipunktides, kui on rahuldatud transversaalvélja
tingimus (EOIZ):O.

nl,m=0,+1+2,...

Vaatame, mis kitsendusi ddretingimus A -le esitab. Kui
k,L=27v (1.1.5)

siis on meil eksponendis perioodiline funktsioon. Ténu asjaolule, et meil on ristvéli (VA= 0

X !

kA=0 ), on 2 voimalikku polarisatsiooni. Mis omakorda tdhendab, et igale K viirtusele vastab
2 (erineva polarisatsiooniga) moodi.

Moodide tihedus
Vaatame k-ruumi. Leiame moodide arvu vahemikus k, k+dk, kus dk on viike. Et sellesse
intervalli mahuks palju moode, eeldame 27z/L<dk. Vastava kerakihi ruumala on

V, = 4zk?dk. Uhele moodile vastab ruumala (27/L)’. Seega moodide arv ruumalas V, on

2
N, =V—k3x2=k—2L3dk
(272/ L) T
(faktor 2 arvestab kaht polarisatsiooni), mis annab moodide arvu ithikruumalas ehk tiheduse k-
ruumis:

N, Kk? k?
pkdk:T?I::?dk = O :? . (|16)
Tiheduse avaldiseks sageduse ruumis saame

2 2
do = p, =

@
pdk=p do= e ok (1.1.7)

Tiheduse kiire kasv sagedusega p, ~ @” toimub tinu 3-mddtmelisele ruumile. Kui vaataksime
2D ruumi, saaksime

o =2
° e’
1D ruumis
P, =1/c=const.



Kokkuvote

Meie elektromagnetvili on médratud vektorpotentsiaali reaksarendusega iile moodide

A: Z(Azeiff—iwkt _{_'B{;e—iﬁﬁ-iwkt) 1 (|.1.8)

A on reaalne suurus, R — kompleksne; o=, =kc.

Elektrivélja jaoks saame siit:

=___|Zwk(A<elkr iot A(e—lkrﬂau (llg)
Ja magnetvilja jaoks:

H=VxA=iY [ (KxA )e ™ - (Kx A )e ™ | (1.1.10)

2. Kvantelektromagnetvali footonite tekke- ja kaooperaatorite
esituses

Alustame vélja kvantiseerimist, seades moodile vastavusse operaatori. Avaldame
vektorpotentsiaali kompleksse operaatori /Sk kahe reaalse operaatori — tildistatud koordinaadi
Qk ja impulsi I5k operaatorite kaudu (kirjapildi lihtsustamiseks jitame vektori mérgi k pealt
dra).

s A _ -1/2 ~ A
A =€A =&(4eV ) (kak +|Pk) (1.1.12)
(€ on polarisatsiooni tihikvektor, ¢, — elektriline ldbitavus, V — ruumala),
kusjuures QU=Q,
P =P
ja
~, -1/2 A A
A =(4eVel)  (0Q-iR) (1.1.12)

Leiame moodi energia operaatori
H, =E2 +12 =47 |A[* = (kak +R) (&=,
mis annab elektromagnetvilja hamiltoniaani
H = (wfQ? +P?) . (1.1.13)
Nieme, et vilja energia on harmoonilist:e ostsillaatorite energiate summa. Jiérelikult vilja

iga mood on diinaamiliselt ekvivalentne harmoonilise ostsillaatoriga.

Kvantiseerimist antud iilesandes saab 14bi viia, kui eeldada, et (jk ja FA’k on operaatorid, mis
rahuldavad kommuteerimistingimusi

[Q.R]=ing, . (1.1.14)
4[]0

Jargmise sammuna ldheme {ile dimensioonita operaatoritele



ék:\/gz;l((jk"'ia’klsk)’ é;:f(Qk iR )

Tekkeoperaator 4" on kaooperaatori & kaasoperaator. Valemist (1.1.14) tuleneb, et nende
operaatorite kommutaator
(4.4 ]=1

on lihiksuurus. Markigem, et erinevate moodide puhul operaatorid kommuteeruvad:
(4.4 |=[4.4.]=[a/.a |=0 k=K'

Esitades
. R .
Q = T%(ak+ak) (1.1.15)
ja
A Nhe, (s AL
P =i T(ak -4), (1.1.16)
saame (vt (1.1.8))
,&:Z _A: _ /] é—|:élzei|ZF7iwt +ége7iﬁr+iwt:| . (|_1.17)

< < \ 25V
Vilja energia on madratud hamiltoniaaniga

H=>H.=>ho (44 +1/2). (1.1.18)
k

k
Potentsiaal A (1.1.17) maérab elektri- ja magnetvélja footonite tekke- ja kaooperaatorite
esituses:

E=iYe [19 [ae" it —gre ot (1.1.19)

K ZSOV
H=iS (Kx& 4.t _greTieHat | 1.1.20
;( k) 2e N o, [ k k ] ( )

Markigem, et & Hk, H on hermiitilised operaatorid.

Niitame, et operaatorid 4" ja 4 toimivad vilja energiakvantide/footonite tekke- ja
kaooperaatoritena. Téhistame 4"a=n . Selle operaatori seisundid/omaolekud on |n):

ﬁ|n> = n|n> . Vaatame, kuidas mojub operaator a" seisundile | n) . Energia operaatori

(hamiltoniaani) vdime esitada kujul (lihtsuse mottes piirdume ithe moodi juhuga):
H=hao(fi+1/2).

E.|n)=hw(n+1/2)|n). Arvutame

n)=4a'(@'a+1|n)=

Statsionaarses seisundis H In)=

n
Aa"|n)=4"aa"

n)
ning

Ha" |n) = ho(d"a+1/2)a" |n) = dha((fi+1) +1/ 2)|n) = n):
Niitasime, et seisund a*|n) on statsionaarne seisund kvandi 2w vorra suurema energiaga,

kui |n) . Seega a” on tekkeoperaator, mis tostab omaolekut/energiat ithe kvandi vorra.



Analoogselt leiame, et operaator 4 on kaooperaator:
Ha|n) =hw(&'4+1/2)a|n) =anw((@'a—1)+1/ 2)|n) = (E, —hw)a|n).

Harmoonilise ostsillaatori energia ei saa olla negatiivne, kuna mélemad, potentsiaalne ja
kineetiline energia on mddratud moodetavate (reaalsete) suuruste ruuduga. Kaooperaatorit

korduvalt rakendades jouame minimaalse energiaga seisundini, mida tdhistame |O> Kuna
sellest madalama energia seisundeid ei eksisteeri, siis 4|0) =0. Korduvalt rakendades sellele

tekkeoperaatorit saame arvude n véimalikeks vidrtusteks naturaalsed positiivsed arvud
1,2,3...ja ekvidistantsed energianivood energiatega E, = 2w (n+1/2).

Madalaima nivoo (n=0) energia on Zw/ 2. Seda nimetatakse nullenergiaks. Mirkigem, et
nullenergia olemasolu on puht-kvantnéhtus: klassikalisel piiril 7 — 0 ta kaob.

3. Plancki skaala: energia, aeg ja pikkus

Teadaolevatest konstantidest ¢ (valguse kiirus), G (gravitatsiooni konstant), h=2z#% (Plancki
konstant) saab moodustada energia, pikkuse, aja dimensiooniga suuruseid — Plancki energia,
pikkuse, aja. Niiteks, saame moodustada pikkuse dimensiooniga suuruse, mida nimetatakse
Plancki pikkuseks

L, ~hG/c® ~10%* m.
On alust arvata (vaata allpool), et Plancki pikkus on vidikseim vdimalik pikkus. Jagades L,
valgusekiirusega saame Plancki aja:
t, =L,/c~5x10"s.
See aeg médrab ka Plancki energia:

5
E, ~nlt, :al% ~1.22 x10°GeV ~1.956 x 10°J ~0.5433MWh

Votame Plancki skaala kokku tabelina

Suurus SI tihikutes
. . hc®
Plancki energia E, = = 1.22 x 10 GeV
. hG
Plancki aeg t, ~ = 5.39121 x 107*s
- hG
Plancki pikkus L, =, [—- 1.616252 x 103 m
A .
Plancki mass M _E
P 2.177-10° kg

10



§2. Elektromagnetvilja nullenergia ilmingud: Casimiri efekt

1. Vaakumi null-energia
Statsionaarses seisundis on moodi Kk energia
E. =ho(n, +1/2) n.=012,.. ,
(igas moodis on n. footonit), mis annab vélja koguenergiaks

E :Zhwk(nR +%)

Vilja nullseisundis kdik n. =0 — footoneid ei ole — saame nullenergia (vaakumi energia?)
E, =Y ho /2.
K

Nullenergia (zero-point energy) tuleneb Heisenbergi mddramatuse printsiibist: ei saa olla
seisundit, milles stisteem on litkumatult potentsiaalaugu pohjas — koordinaat ja impulss ei saa
olla samaaegselt tipselt mddratud. Madalaima energiaga seisundis — pohiseisundis — peab
olema asukoha/koordinaadi ja impulsi jaotus, mis rahuldaks mddramatuse printsiipi.
Teisisonu, stisteemi energia peab olema suurem kui potentsiaalaugu miinimum.

Hindame nullenergia viirtust, arvestades, et L, on minimaalne voimalik pikkus ning 7z/L,
maksimaalne voimalik k . Nullenergia tihedus on

E, nc't hc E
=0 - [kpdk = =P
Y 2! A = 87°L
ehk Plancki tiheduse p, =E, /L3 suurune. See on tohutu suur energia: ~ 10" dzauli igas
vaakumi kuupsentimeetris.

L

jk%k:
0

(1.2.1)

Varem on arvatud, et vaakumile vastab kvantvéljade minimaalselt voimalik energia, mis
reaalsetes protsessides ei ilmnegi. 1948. a. osutas Hollandi fiitisik Henrik B.G. Casimir
tdhelepanu asjaolule, et tegelikult voib vaakumi seisundit mdjutada, muutes tema energiat. Ta
nditas, et tavaline optiline resonaator mdjutab elektromagnetilisi moode ja seega nende
nullenergiat. Nditeks, koige lihtsama resonaatori — kahe paralleelse peegeldava (metall)plaadi
puhul nullenergia vdheneb plaatidevahelise kaugusega. Seega plaatidevahelise kauguse
viahenedes plaadid tombuvad (Casimiri efekt); vastavat vaakuumienergiast tingitud
tombejoudu nimetatakse Casimiri jouks — kuigi see on viga nork, on seda siiski moddetud.

2 Vaakumi energiasse annavad panuse peale elektromagnetilise vilja ka teised viljad, néiteks standardmudeli
jéargi tulevad siin lisaks arvesse kalibratsioonivéljad, fermionide véli ja ka Higgsi vili.

11


http://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Model

Conducting plates

A =2d
A=d

A =2d/3
A =d/2

Casimiri joud kahe paralleelse plaadi vahel.

/\/\'

\

RPN

2. Uhemédtmeline Casimiri efekt
Lubatud k véartused annavad nullenergiaks
k max
E, mez%zj M” . (12.2)
k=1

Kui d — oo, siis summa asendub integraaliga
, '
ngikw. (1.2.3)

Casimiri jou arvutamiseks tuleb leida kahe gigantse suuruse vahe E,—E;. Lopmatusest

moddasaamiseks kasutatakse kvantvéljateoorias regulariseerimist — tuuakse sisse parameetrist
soltuv tegur, mis muudab summa 10plikuks ja seejérel korvaldatakse see parameeter teooriast
sobiva piirvédrtuse valikuga. Casimir lisas selleks summa alla eksponentsiaalse kustumisteguri,

T ar n: . :
asendades regulaarse véértuse Z n— Z ne’",kus y = ik a on 1dikamisparameeter (pikkuse
n

dimensiooniga)

S on 0= __.n 0 1 e’ 1
Zne Mo e M= = =— .
n=0 0y 7o dyl-e” (1-e7)* (e —-e7?)’
Saame
hcr 1

E, = 2d (eyIZ _e—y/2)2 :

Arendame ritta viikeste y-de jérgi ~1/y?-1/12+(1/240) y*-O(*).

(ey/2 _ ef}//2)2

Seega E, = hize (i L +...), mille regulaarne, 16ikamisviisist sdltumatu osa

2d y* 12

12



7hc
E =" 1.2.4
reg 24d ( )

Casimiri jouks ithemddtmelisel juhul saame

__6_E__7rhc
“ o 24d?%

(1.2.5)

Kaasaegne tuletuskiik kasutab Abel-Plana valemit, mis voimaldab summat arvutada
integraali kaudu (vt tuletuskaik Lisa 1).

—jt))dt
1

ZF(n)=jF(t)dt—1F(0)+ij(F('t) —H(
n=1 0 2 0 (] -
Uhemddtmelisel juhul D=1, F(n)=n ja regulaarne osa nullenergiast vordub

E

_ zhe T (t-(it)dt _ ey ) (126)

i
0 2d e —1 2d

0

kus B tahistab Bernoulli arvu. Bernoulli arvud on méiratud integraaliga

1, U
B,, =(-1) 14nj—ezm =h (1.2.7)
0
B,=1B=-1/2,B,=1/6,B,=0,B, =1/30.
Seega sama tulemus veelkord: E_ = _mhe | F.= _E_ —ﬂc?_.
¢ 24d od 24d

3. Kolmemootmeline Casimiri efekt

Olgu meil kaks 16pmata suurt tasaparalleelset metallplaati (et ddretingimused oleksid lihtsad)
pindalaga L? zy-tasandis. Plaatidevahelise vilja ruumiline sdltuvus on antud valemiga (1.1.4).

ﬁvy ,kz = 7Z—Vz , VX’ Vy’Vz :O, il, iz,.---
L L

E, (t)=E, e .

2
Vaatame moodide tihedust kui L > : p(k) = k—2 (1.1.6), kus lainevektor on pidev muutuja
T

2
k= fiZ + K2 k2 =\/(%”j FK21k2, w=ck.

. V.
Sellest valemist on nidha, et k, = dx k, =

Nullenergia

o 2
E, :%;k :%Idkyjdkznz(;\/(%nj k2,2

Piirjuhul L >«
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he fkak & | 7n Y N
E =—|— Z | +k?. Siin k2 =k?+Kk2.
0 2-([7znz;‘ (dj yoor

Tuues sisse dimensioonita suuruse q = 9k —dg= 9dk ,
T T

netkdk & |2 5 o. he(zYE &
E= [ 2l g ) (0 +at)=o—{ o | Jada yn*+a.
0 T 0 n=0

7T h=0

Summa regulaarse vairtuse leidmisel kasutame Abel-Plana valemit:

. -\2
Eoreg h;(; fqd jdt\/ = _t\!(l_lt) i} =hzcga.

Arvutame o

© © -t2 2 _'t2 2 © © 2_ 2
a:!qdq i_([dt\/(l) +qe \/(1 1) +q —_([qdq[ixiXZ_q[dt etmql}.

27t _

Vahetame integreerimise jarjekorda ja toome sisse uue integreerimismuutuja X (q=tx, dq=tdx)

o= j jdXX\/]T

t? —q° _—zj dt
Saame
2%t
o=——|dt——,
3-([ e -1
milles integraal iile t on Bernoulli arv B4/8 =1/240 (vt (1.2.7)), seega GZ—% ja vastav

nullenergia on
2

hcr
E, =——_ 1.2.8
o 720d° (1.28)
mis annab Casimiri jouks pinnaiihiku kohta (6igupoolest rohk)
OE 2
F —_ Oreg _ 7 he ) (|29)

8 od 240d*

Kui L =10 cm (seega plaadi suurus on L* =107°m?) ja plaatide vahekaugus d =10"m, siis
F,~013N =P ~1.3x10*atm ~13Pa .

cas

4. Casimiri jou moéotmine
Esimese mootmiskatse tegi M.J. Sparnaay 1958. aastal, kuid alles 1997. aasta alguses teatas
Steven K. Lamoreaux esimesest korrektselt 1abiviidud katsest Casimiri jou madramiseks. Niisiis
on nullenergiat voimalik otseselt jélgida eksperimendis ja see energia on mojutatav aine poolt.
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Kuidas muutub elektromagnetvilja nullenergia, kui panna korvuti 2 tasaparalleelset
metallplaati vahekaugusega d?

Saab vaadelda elektromagnetvilja nullenergiat pinnaiihiku kohta. Sellise elektromagnetvilja
nullenergia sdltub plaatidevahelisest kaugusest. Juhtivate plaatide vahel levivad lained peavad
alluma &éretingimusele: juhtiva plaadi pinnal peab elektrivdlja ristkomponent olema null;
juhtival pinnal on laine "s0lmpunkt". Seega saavad plaatide vahel olla ainult sellised tasalained,
mille poollainepikkusi mahub plaatide vahele tdisarv kordi. Plaatide vahel saavad olla kindla

pikkusega lained (vt. joonis): A, =2d/n. Lubatud/vdimalikud lainevektori véirtused on
k =27/ A=nrn/d.Kuivihendame vahekaugust a kaks korda, kaovad pooled moodid — seega

viheneb plaatidevaheline nullenergia — tekib tdmme plaatide vahel. Vastavat tdmbejoudu
nimetatakse Casimiri jéuks. Vahekaugusel 1 pm on selle jou suurus ~108 N.

Nagu ndeme, Casimiri joud on vérdeline Plancki konstandiga — seega puudub tal
klassikaline analoog. Casimiri joudu vdib vaadelda Van der Waalsi joudude erijuhuna, mis
tildiselt toimivad véga véikese vahekaugusega makroskoopiliste kehade vahel, mille pinnad
moodustavad osaliselt avatud resonaatori.

Casimiri efekti eksperimentaalseks kontrolliks on pakutud jargmist seadeldist

uI fem)
Wiem:
i 5
b
e k
Pl il SRS TP g |
I

25 I D T
t $iu) 1 fmm)
O (n"ﬂ')"ﬂ’ I»
n Fi]

Eksperimendis moddeti pinge muutust vagoneti lilkkumisel. Vaatamata katsevea suurusele
(~50 %), joud siiski registreeriti. Hiljem on katseid 1dbi viidud palju kordi. Plaatide
vahekaugust on vihendatud 2-3 A.
Vaakumi energia avaldub katsetes:

e kahe tasaparalleelse plaadi vahel, millest {iks vongub;

e vonkuva peegliga;

e kiirendusega liikuva detektoriga;

samuti mustade aukude kiirguses (vaakumi ,,kollaps”).
Kokkuvottes: vaakumi nullenergia annab endast mérku kiill.

§3. Vaakumi energia [1] (pt. 6)

1. Universum kui nullenergiaga kvantfluktuatsioon [2]

USA teoreetik Edward Tryon (vt[2]) esitas hiipoteesi, et tegelikult vaakuumi energia on null
vo1 ldhedane nullile. Refereerime allpool Tryoni hiipoteesi.
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Universum ilmus eikuskilt 10%° aastat tagasi. Siinjuures fiiiisika (jéddvus)seadusi ei olnud vaja
rikkuda®. See tihendab, et sellise Universumi jidvate suuruste koguvdidrtus peab olema null.

Jadvsuuruseid on kaht liiki — diskreetseid ja pidevaid. Diskreetsed suurused iseloomustavad
elementaarosakesi (elektrilaeng jm), neil on iihesugune suurus, aga erinev mdrk osakese ja
antiosakese jaoks. Diskreetsed jddvuseseadused nouavad, et eikuskilt/ eimillestki tekkinud
universum peab koosnema mateeriast ja antimateeriast vordselt.
Ulejidnud jidvuseseadustest on kosmoloogia jaoks olulisim energia jédvus. Enkki mateeria ja
energia voivad teineteiseks konverteeruda, summaarne energia peab jddma konstantseks, ka
siis kui iga ainetiikk saab endale energia mc”.
Universumil on hiigelsuur kogus massienergiat, mis paistab vdilistavat kosmose loomise
eimillestki! Aga ei maksa unustada, et on olemas teine, kosmoloogia jaoks viga oluline energia
vorm — nimelt gravitatsiooni potentsiaalne energia. Massi m interaktsioon iilejddnud
Universumiga annab tema gravitatsioonienergiaks:

E; =-GmM /R,

kus M on Universumi kogumass, mis on holmatud Hubble’i raadiusega R=c/H, kus H
tdhistab  Hubble’i  konstanti. (Tdht kaugusel D eemaldub kiirusega v =HD,

H=77 km/s*Mpc=2.5x10"® s — R~10%cm)* Hubble’i raadiusega piiratud universumi
massi kriitiline tihedus

3H* 3’ 3 mc’RM_ mc’/2 M mc®/2
87G 87R‘G 87mMGR’  E, 47R°/3 E, 1o

Jarelikult Eg ~—mc®/2. lga aineosakese negatiivsest gravitatsioonienergiast piisab, et

(1.3.1)

Pc =

kompenseerida positiivset massienergiat mc®. Seega Universumi massi energia on suure
tdpsusega kompenseeritud massist tingitud gravitatsiooni energiaga nii, et nende summaarne
energia on null voi nullildhedane.

Selle kompensatsiooni votabki Tryon toeks oma seisukohale, et vaakumi ja ka terve Universumi
energia on null voi selle 1dhedane. Tryon vaidab, et nullenergiaga Universumi tekkevéimalus
tuleneb kvantvilja teooriast. Kvantelektrodiinaamika jdrgi voivad elektron, positron ja footon
spontaanselt tekkida vaakumis. Kui see aset leiab, eksisteerivad kolm osakest vaid liihiaegselt,
annihileerudes seejdrel jilge jdtmata. Energia jdadvus oleks nagu rikutud, aga iiksnes osakese
eluea At vdltel, mis on lubatud mddramatusega AEAt ~h, kus AE on kolme osakese
koguenergia. Seda ajutist spontaanset osakeste ilmumist nimetatakse vaakumi
fluktuatsiooniks. Tryon pakub, et meie Universum tekkis vaakumi viikese energiaga
Sfluktuatsioonina, jdtkates paisumist.

Universum paisub kui vaakumienergia tihedus peaks olema veidi < 0, see voimaldavat
Universumi paisumise. Tryoni mudelis see on tdendoline, kui on mdeldud osakestest vaba
vaakumi. Toepoolest: algfluktuatsioonis tekkis osakesi. Koguenergia = 0. Osa energiast oli
osakeste oma. See on positiivne energia. Seega vaakumi energia ilma osakeste energiata peaks
algfluktuatsioonis olema negatiivne.

2. Kvantvalja vaikese lainepaketi gravitatsioonienergia
Allpool on toodud argumendid selle poolt, et vaakumi energia on kahe hiigelsuure, erineva
margiga energia tasakaal. Uks nendest on fundamentaalbosonite nullenergia, mis on positiivne.
Teine on Plancki pikkuse fluktuatsioonide gravitatsiooniline energia, mis on negatiivne.

3 Siin on erinevus teistest Suure Paugu teooriatest
41 Mpc=megaparsek=3.08567758x10%* m
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Naitame esmalt, et Plancki energia tdepoolest vastab iithe osakese energia maksimaalselt
voimalikule absoluutsele véértusele. Nimelt nditame, et gravitatsioonienergia tottu ei saa

eksisteerida tiksikosakest suurema energiaga kui E,.

Vaatame selleks iiksikosakese viga véikest lainepaketti suurusega/pikkusega L. Heisenbergi
madramatuse printsiibist tuleneb

AXAp=h—LAp2>H.
Kui L on vdga viike, siis impulsile p ~ 7/ L vastab vdga suur relativistlik (kineetiline) energia

hc
E, =pc=—.
L
Tavaliselt gravitatsiooni ei arvestata, aga et siin on tegemist vdga suure energia ja massiga

lainepaketiga, siis tuleb arvestada ka paketi oma gravitatsioonienergiat:
2

m
E - G—,
¢ L

kus mass m on mératud koguenergiaga: m=E/c?, E=(E, +E,). Seega
(Ek + EG)2 =G E2

E, =-G .
¢ c‘L c'L
Saame koguenergia jaoks vorrandi
2 4 4 5
E=E+E =" 6t o E- "Lt o e g (132
L c'L L™ G G G
mille lahendid on jargmised:
ne® (c'L) c'L LY L
E, =x|—+| — | ——=zxE,| J14+| — | — . (1.3.3)
’ G 2G 2G 2L, 2L,

Siin E, =/hc®/G =1.22 x 10 GeV on Plancki energia. See on iiksikosakese maksimaalne
voimalik energia — gravitatsioon ei luba rohkem.
Hiipoteetilist osakest diameetriga L, ja massiga M, =E,/c?=2.177-10"%kg nimetatakse
Plancki  osakeseks.  Vorrelgem: iiks raskemaid eksperimentaalselt vaadeldud
elementaarosakesi — Higgsi boson —on ca 125 GeV.
Mirkigem, et osakese maksimaalne energia tuleneb valemi (1.3.2) positiivse energiaga
lahendist. Allpool vaadatakse ka negatiivse energiaga lahendit.
Nagu eespool nigime, elektromagnetvilja nullenergia on antud valemiga (1.2.1)
he E,
By =V ! kpdk =V ==

3
7T Lp

kus K,,, =1/L, on maksimaalne lainearvu viirtus, mis on maératud Plancki podrdpikkusega.

Vastav energiatihedus on p, = E,/V, =E, /87°L} .

Footonid ei ole ainsad fundamentaalbosonid, on olemas ka teisi, mis peavad samuti panustama
vaakumi nullenergiasse. Seepdrast vaakumi elektromagnetvdlja nullenergia suurust
ruumitihikus — energiatihedust — kirjeldatakse tavaliselt jargmiselt:

p\j—ac :aEP/L?D !
kus o = 2/1672'2 , Z on bosonite spinnseisundite koguarv (kaasaarvatud antiosakesed), E, on

Plancki energia, L, — Plancki pikkus. See hiigelsuur energiatihedus iiletab ca 10" korda
masside keskmise energiatiheduse Universumis.
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3. Negatiivse gravitatsioonienergiaga osakeste lainepaketid Plancki
skaalas [3]

Poordume tagasi vaakumi energia ja selle tiheduse juurde. Bosonitest tingitud hiigelsuure
nullenergia ~10"" J/cm® kompenseerimiseks on loogiline otsida gravitatsiooni interaktsiooni,
kuna piir on selle interaktsiooniga méiératud. Niisugune gravitatsiooni interaktsiooniga
madratud kompenseerimise voimalus on tdesti olemas — positiivse Plancki energia suurusega
fluktuatsioonid omavad ihtlasi suure aga negatiivse panusega gravitatsioonienergiat.
Toepoolest, vaadates relativistlikku paketti gravitatsioonienergiat arvestades, nditasime, et on
olemas negatiivse energiaga lahend

2
E - | i+ = | -
2L, ) 2L,

See lahend vastab negatiivse energiaga osakestele, mis on loksustatud (trapped) omaenese
gravitatsioonivéljas. Esmapilgul paistab, et see lahend ei ole fiilisikaline (ei saa vastata
reaalsusele), kuna see viib meelevaldselt suure absoluutvddrtusega negatiivsele energia

tihedusele E_/L°. See jireldus aga ei ole dige. Siin tuleb arvestada kaht asjaolu.
e Plancki energia E, on ainus sellise suurusega energia dimensiooniga tihik. Suuremat
tihikut ei ole teada. Seega ka negatiivne osakese energia ei tohi olla suurema
absoluutvairtusega kui E; .

e Energeetiliselt on kasulik, kui niisugused osakesed eksisteerivad ruumis igal pool,
eeldades, et nad ruumis ei kattu.

Tdoepoolest, iilaltoodud valemi jargi liitlaine paketil suurusega L>> L, , mis koosneb N>1
taielikult kattuvatest osakestest (see liitpakett on ka pakett ja seega on kirjeldatav selle
valemiga), on ligikaudu L/L, korda suurem negatiivne energia ja (L/L,)% korda suurem
ruumala kui tihel osakesel suurusega L. Sealsamas aga nimetatud ruumalasse vdib paigutada

~(L/L,)* osakest, iiksteisest kaugusel L, (mis on suurem kui L, , aga vdrreldav sellega) nii,

et nendevaheline gravitatsiooniline interaktsioon on vdiksem kui nende seesmine
gravitatsiooniline interaktsioon. Sel juhul summaarne energia (mis on negatiivne) on suure L/Lo

puhul palju viiksem. Seega vaadeldud pakette suurusega ~ L, on energeetiliselt kasulik
paigutada ruumis iiksteisest eraldi kaugusele L, > L. Seda tingimust on vdimalik tdita tdnu
sellele, et bosonite positiivse nullenergia tiheduse parameeter « on viiksem {iihest. Vastav
kaugus L, (vorreldav Plancki kaugusega, olles monevorra suurem) on madratud sellega, et

negatiivse energia tihedus kompenseeriks iilalvaadeldud positiivse vaakuumienergia tiheduse
10'"J /cm?®. Siin me lihtume Tryoni seisukohast, et tekkida saaks ainult Universum, mille
summaarne energia tihedus on null vdi nulli lihedane. Ulaltoodud pildi jérgi koosneb vaakum
kvantvilja fluktuatsioonidest suurusega L, ja gravitatsioonenergiaga —E,. Nende pakettide

energiatihedus on ~—-E, /L, .

4. Toukumine Plancki piiril
Vastavalt eespool toodud mdttekédigule peavad hiipoteetilised negatiivse energiaga osakesed
(fluktuatsioonid) olema aegruumis nii védikesed kui vdimalik. Arvestades, et L, (t,) on

viikseim voimalik pikkus, peab fluktuatsioonide suurus olema suurusjirgus L, . See tdhendab,
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et peab olemas olema mehhanism, mis t66tab vastu nende fluktuatsioonide gravitatsioonilisele
kollapsile. Selleks mehhanismiks vib olla sisemine tdukeinteraktsioon, analoogne sellega, mis
toimub osakestel standardmudeli jargi. Toepoolest, standardmudelis on selline interaktsioon
olemas (vt nt [3]), see on antud jargmise mittelineaarse kvantvélja ¢ lagranziaani tihedusega

U, =A(#'9) (1.3.4)
kus 4 =1/2 onneljandat jarku vilja interaktsiooni dimensioonita parameter ( A vaértuse kohta

vt Lisa 2: A védrtus ja Higgsi bosoni mass). Oletame, et seda tiitipi tdukeinteraktsioon on olemas
ka uuritavate fluktuatsioonide jaoks. Heaviside’i tihikutes on ¢ energia dimensiooniga. Neis

{ihikutes Plancki piiril ¢, =E, ja L, = E,'; siis sisemine tdukeenergia E. ON

Eep ~AE (L / L)® . (1.3.5)
Suvalise ¢ jaoks saame SI tihikutes E,, (L)= iEpo,IdV¢4.
Erinevalt gravitatsioonilisest vastasmojust (mis on samuti mittelineaarne ja kisitletud
Klassikalisel piirjuhul) on E (L) puhtalt kvantiseloomuga. Seega saame molemat

mittelineaarset vastasmoju iihekorraga rangelt kisitleda ainult gravitatsiooni kvantteoorias,
mida veel ei ole olemas. Siiski, valemitest (1.3.3) ja (1.3.5) jéreldub, et vdikese L <L, jaoks on
kvantiseloomuga tdukumine gravitatsioonilisest tdmbumisest palju tugevam, samas kui suure
L > L, korral on nende suhe vastupidine. Seega voib suure ja vdikese L korral vaadelda

kumbagi mittelineaarset vastasmdju soltumatuna. Siis tihedalt pakitud struktuuriga gaussiliste
lainepakettide korral

p(r)=@/7)* L e " (13.6)

(siin r on radiaalkoordinaat, L /2 on r standardhélve (root-mean-square deviation)) saame

3
Ep = AE, (Lo /N7 L) (13.7)
E, =-7"’GE?/8Lc*, E,, =3hc/L
E =—4Ep7r_3/2(L/ L+ /2 +377 /2 ) . (1.3.8)
See annab energiatiheduseks

P =7(Ep +E_) /34215, (1.3.9)

kus L, on lainepakettide vaheline kaugus (tegur 3\/§L§, / = on tihedalt pakitud struktuuri

tthikraku ruumala). Negatiivse energiaga fluktuatsioonide energiatiheduse sdltuvus
nendevahelisest kaugusest L, (eeldusel, et 1=1/2, vt Lisa 2: A véartus ja Higgsi bosoni

mass) kolme erineva L=L,—L /2 véirtuse jaoks on niidatud joonisel.
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0f . Negatiivse energiaga kvantfluktuatsioonide
energiatiheduse soltuvus nendevahelisest

kaugusest L, kolme erineva L =L,—L/2

vddrtuse jaoks
(L on fluktuatsioonide ruumiline suurus):
o 19L, (iilemine kover),

o 1.75L, (keskmine kover),

o 16L, (alumine kéver).

—-0.2 1

1
1.5 2 2.5 3 3.5 4
Lo/Lp

Kui L, =1.75L,, siis iihtib arvutatud negatiivse energiatiheduse miinimumi absoluutvéirtus
bosonite nulloleku fluktuatsioonide energiatihedusega ~ 0.2 p, (keskmine kdver) ja vaakumi
koguenergiatihedus on null. Meie mudelis on fluktuatsioonide suurus L=0.5L; ja
nendevaheline kaugus on L, =2L,.

Leidmaks L, (ja p,.) , ldhtume Tryoni argumendist, et Universum vdis tekkida iiksnes null-

(voi nullile ligildhedasest) energiast. Kui arvestada, et mdlemad, positiivse ja negatiivse
energiaga panused vaakumi energiasse langevad kokku, siis saame vaakumi energiatiheduse
sOltuvuse negatiivse energiaga osakeste vahelisest kaugusest L, allpool toodud joonise kujul.

Energiatiheduse miinimum vastab niisugusele L, véaértusele, mis vastab Tryoni nullenergiale.

0.4 T T T T
0.3} il
Prac Joonisel on vaakumi energiatiheduse
PPl | soltuvus negatiivse energiaga
' fluktuatsioonide kontsentratsioonist.
0.1} il
0 1 1 1
0 01 02 03 04 05

(Lp/Ly)?

5. Kvantvaakum Plancki piiril: iseloomulikud parameetrid
Nagu eespool ndidatud, Plancki piiril on vaakumil struktuur: lisaks hiigelsuure energiaga
bosonite null-véljale sisaldab vaakum negatiivse Plancki energiaga osakesi. Viimased annavad
kokku bosonivilja energiat kompenseeriva negatiivse energia, ning seega vaakumi energia
tihedus ligikaudselt vordub nulliga. Iseloomustamaks vaakumi struktuuri Plancki piiril tdime
sisse Universumi kaks uut fundamentaalset pikkust:

e negatiivse energiaga fluktuatsioonide suuruse L;

o fluktuatsioonide vahelise kauguse Lo.
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Nende vaartusteks saime:
L=05L,,

L, = 2L,.
Nimetatud suuruste tuletamisel oletasime, et on olemas dimensioonita parameeter A, mis
kirjeldab kvantvéljade tdukumisjoudu Plancki piiril. Leidsime, et
A=1/2.
Vaiks arvata, et siin esitatud vaakumi struktuuris peab lisaks hiipoteetilisele Plancki suurusega
ja negatiivse energiaga osakesele eksisteerima ka teisi osakesi, mille energia voib olla
vorreldav. Tdepoolest, vaadeldud lainepakett suurusega L~ L, kirjeldab ka seisumassiga

osakest. Osakeste massid on aga vorreldamatult vdiksemad kui Plancki mass. Seepérast osakese
seisumass viga suure tdpsusega ei mdjuta vaadeldud L, suurusega lainepaketti. Sellest voiks

(1.3.10)

jéareldada, et Plancki piiril negatiivse energiaga osakesed ei erine iiksteisest ehk on identsed.
See jareldus on siiski ennatlik. Kui arvestada erinevate osakeste olemasolu, siis ei saa vilistada,
et on olemas rohkem kui iiks erinev negatiivse energiaga osake.

Téapne tasakaal pohiolekus bosonvélja positiivse energia ja osakeste negatiivse energia vahel
vOimaldab késitleda osakeste teket ja kadu energia jidvuse seadust rikkumata. Selline protsess
voib pohjustada Universumi paisumise (vt Lisa 4 ja Lisa 5).
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ll. Kiirguse kvantvalja seisundid

Kvantmehaanika lubab lopmatult palju kiirgusvdlja erinevaid seisundeid, palju rohkem kui
klassikaline fiitisika.

§1. Faasi operaator [1] (pt. 7)

Klassikaliste vonkeprotsesside iiheks iseloomustavaks suuruseks on faas. Kvantteoorias
seatakse sellele suurusele vastavusse faasioperaator. Allpool defineerime niisuguse
faasioperaatori, mis kirjeldab kéiki seisundeid peale 0-seisundi. Seega jutt on ergastatud
seisundeist. Siis saab faasioperaatorit {isna lihtsalt mééarata.

Klassikaline vili A= Z & ,
k
Az (F,t) — ;bgeiIZF—ia&Hi(pk +Cc ,

kus ¢ tahistab algfaasi (st faasi véljapunktis r =0,t=0 ).
Kvantteoorias (vt (1.1.17))

12
%(F,t) :( /] ] ék (ékeiﬁﬁw +aA‘k+e7an+mKt)’

2eN @,
kus operaatorid a, ja a, sisaldavad amplituudi ja faasi. Edaspidi jatame dra indeksi K,
a=(A+1)"%¢" (11.1.1)

(h+1"% on normeerimiskordaja, 6 — faasioperaator. Seega faasioperaator on miiratud
valemiga

& =(A+1) "4 , (11.1.2)
kus i =44 on osakeste arvu operaator: filn)=n|n) .
Faasioperaator ei ole hermiitiline operaator, kuna a ei ole seda. Kaasoperaatoriks on
g =@ =4*(A+1)"? (11.1.3)

Need operaatorid ei kommuteeru iildjuhul, sest & ja & ei kommuteeru: [ 67,67 0.
Veendume selles:

éi(pé_i(p — (ﬁ+1)—1/2éé+ (ﬁ+l)_1/2 — (ﬁ+1)—1/2 (ﬁ—}-l) (ﬁ +1)—l/2 -1
6vev =a"(A+1) *(N+1) *a =1,
Et on 2 faasioperaatorit, selleks on kvantmehaanikas oma pdohjus: iiks operaator vastab

koordinaadile, teine impulsile.
Leiame faasioperaatori toime tipselt miadratud energiaga seisundile

[n) = (" +1)7%4|n) = (A +1) 2Jn|n-1) =Jn(A+1) ™ |n-1) =|n-1).
See vastab puht-kaooperaatorile
n(a+) 2 n-1) =Jn(n-1+)**|n-1) = {'

Analoogselt, kaasoperaator

n-1),n>0
on=0

22



&7 n)=a"(A+1)?|n) = (n+1) 24"

n)=vn+1(n+1)"*|n+1)=|n+1)
vastab puht-tekkeoperaatorile. Need operaatorid ei kommuteeru omavahel ega i -ga, sest
[ha]=[444]=4"4a-4a"a=-4
LENEE

Seega

St suurus, mida kirjeldab faasioperaator, ei ole samaaegselt energiaga tdpselt moodetav.
TeisisOnu, statsionaarses seisundis ei ole faas tipselt mddratud.

On vdimalik defineerida hermiitilised faasioperaatorid®, mis omavahel ei kommuteeru:

CoS g = %(é“" +67) (11.1.4)
sing =%(é‘“’ —€7) (11.1.5)

Kvantmehaanikast teame, kui [A,B]=iC, siis AMAB=(C)/2 , kus AA= <A2>—<A>2 :
Vaatame faasi ja energia — faasi ja osakeste arvu kommuteeruvust:
[, cosp]=—ising
. o , St osakeste arv ja faas ei ole samaaegselt mddratud
[ﬁ,sm go} =1c0S¢p
1,.
ANACOS @ > E(sm )

ANASin g > %(cos )

Vordleme klassikalise harmoonilise ostsillaatoriga, mille X ~cosat ja p~sinwt, seega

koordinaadi ja impulsi faasivahe on tépselt . Kui teame koordinaati, teame ka vastavat impulssi
samal ajahetkel. Kvantmehaanikas aga AxAp >#/2.

Vaatame statsionaarset olekut, st vaatame faasi omadusi seisundis, millel on tipselt
méiratud energia (tipselt maiiratud osakeste arv)

(cosp) =(n|cosp|n) =0

(sing) =(n|sing|n)=0
cos” ¢ = (n| (cosp)? |n) :%<n (69)? + @67 48796 + (67%)? n) =
_ 3{2 n>0

411,n=0
Saame statsionaarse oleku korral

% Neid voib kisitleda kvantmehaaniliste operaatoritena, mis esitavad elektromagnetvilja vaadeldavaid
faasiomadusi.
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1,n>0

(cos? p) = i (11.1.6)
—,n=0
4
1,n>0

(sin? p) = i (11.1.7)
—,n=0
4

NB! %2 tihendab, et faas on tiielikult masiramata! Koikidel ergastustel tipselt méiiratud
energiaga on tiielikult mdidramata faas.

Ringjoon on osakese liikumise trajektoor faasiruumis.

Klassikalise fiiiisika jirgi on osake igal ajamomendil
kindlas punktis.

Kvantteooria jdrgi on statsionaarses seisundis osake
korraga kogu ringjoonel.

§2. Seisundid tapselt maaratud faasiga [1] (pt 7)

Seisundid tipselt mddratud faasiga on faasi operaatori omaseisundid:

¢ |p)=e"]p).
Need on fiktiivsed/abstraktsed seisundid, mis reaalsetele seisunditele voivad ainult
ligildhedased olla. Klassikalise harmoonilise litkumise faas on igal momendil tapselt méaaratud.
Kvantmehaanikas toome sisse seisundi

S
=i 2N n) 11.2.1
| o) =lim(s+1) Zoe n) (112.1)
Niitame, et see on faasioperaatori omaseisund:

6°|p) =lim(s +1)** > e"e"
n=0

ny=

s s—1
T -1/2 g | n_1\ — [i -2 i(m+1)p qip
=lim(s+1) n§:1 e™|n-1) lim(s+1) mzzoe é

m) =

S—0

=e"lim(s +1)’1’Zzsle‘m“’ |m) =e|p)
n=0

Analoogselt,
& lp)=eg).
Vaatame selle seisundi ajalist séltuvust
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e—itH/h |¢)> — |Im(S _I_l)—lIZZS:ein(pe—itH/h |n> —
S—0

—(it/n)- hw(n+ )

=lim(s +1) 1’22 e"™e

S—0

?In)=
)=

—itw/2 ||m(5+1) UZZeln(tp wt)
n=0

— g2 |(p—a)t>
St faas muutub ajas lineaarselt.

Mairame selle seisundi keskmise energia

E:h—a)+ha)ﬁ ,
2 [4

kus keskmine footonite arv selles seisundis

n, =(p[f|p)=lim(s+1)™* lim(s +1)’1’222e'(” M7 (n'[A|n) =

n=0 n'=0
=lim(s +1)° vz lim(s*+1)° l’ZZZe'(” "ns,
n=0n'=0
=Iim(s+1)‘lZn=Iim(s+1)‘lM=Iim%—mo
S—0 -0 S—o0 S—0

Seega seisund téipselt miiiratud faasiga ei ole fiiiisikaline seisund (N, — ).

Energia ja faas ei ole samaaegselt tipselt maddratavad. Neid seisundeid me tépselt realiseerida

ei saa.
3 — /3(23 +1)
(n¢;)kesk - n(p Hw saoo Z\F

Leiame dispersiooni

kus
, . D(2s+1
(n )kesk <¢|n |¢>—|Im(3+1) zn _S%w%
ja
An_ 1
n, 3

§3. Koherentsed seisundid [1] (pt. 7), [4] (pt. 2)

On olemas seisundid, mis oma omaduste poolest (faas ja energia on samaaegselt mddratud) on
ldhedased klassikalistele seisunditele —need on koherentsed seisundid. Just neid genereeritakse
laseritega.

Koherentseid seisundeid defineeritakse kui kaooperaatori omaseisundeid (elektromagnet-
vilja ja aine interaktsiooni omaseisundeid):

d|a)=ala),
kus « on kompleksarv. Kaasoperaator rahuldab vorrandit:
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(ala" =a*(a|.
Esitame selle seisundi statsionaarsete seisundite reaksarendusena (lainepakett statsionaarses
seisundis):

jay=e 2 z

Niitame, et see toesti on kaooperaatori omaselsund.

[n) . (11.3.1)

a|a ,,‘ i Z

eZHZ x/_|nl eZZJ_|m =ala).

Siinkohal toome sisse moned kasulikud valemid operaatorarvutuse jaoks lineaarsete
operaatoritega (mille kommutaator on konstantne). Pidagem silmas, et operaatorite korrutises
iga tegur toimib koikidele temast paremal seisvatele suurustele.

Edaspidi ldheb meil vaja avaldist e?pe ", kusjuures antud operaatorite kommutaator on
konstant: [3,6] —c

d .~ oA A
d—e’abe‘fa =e™(db—bd)e ™ =c — e®be ™ =b+cr.
T

Niiitame, et operaatori f =ele’ jaoks kehtib Weyli samasus/identsus

f a+b Z[a b} .

Tuletuskaik

Olgu F =g =g e®e’™@ iijis di F.=(a+b)F, =aF, +Fb+f (r)F..
T

Arvestades pe @) — gr@b)g-r@b)ar@h) _ qr(a+h) (6 —T[é, BJ) . saame

d -

S B =@+b+f'(0)+7 é,t}])lf
dr

f(r) = —r[a,tﬂ — f(2) :f_;[a, 6} ;

1

e .o —2fap
r=1: edth — gdabge z[a J , m.o.t.t.

. : . . L ar an"
Esitame koherentse seisundi (11.3.1) teistmoodi kujul (kasutades |n)=T|n—1)—( )I |0))
n n!
S & e
—e? nj=e 2 e® 0 (11.3.2)
2 0
1 2
— operaator e_E‘a‘ e”® tekitab 0-seisundist koherentse seisundi.
Arvestades, et 4|0) =0, ja kasutades Weyli valemit, vdime esitada
1 2
o) =e 2! gt gt 0)=e“~*?]0) . (11.3.3)

Tahistame operaatori, mis tekitab 0-seisundist koherentse seisundi
D(a) =™ %,
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Olgu o reaalne: o =a*. Sel juhul |a) = e“@ 2 10). Tuletame meelde (1.1.14):

6, = /Z—Z)k(ak+a;) B =] /h%(ak—a;)

A 1 A A\ 1 Aooa
Hazm(aﬂﬁ'lp); a :m(a@—lP)

. 2iP 2h 0

a*—é:——%z— 5% (Pz—lh%)
%o
:>|a)=ea\/ja‘?|o) . (11.3.4)

Koherentne seisund reaalse parameetriga & on lihtsalt harmoonilise ostsillaatori
nihutatud 0-seisund.

E@Q)
1
Harmoonilise ostsillaatori O0-seisundi lainefunktsioon
on Gaussi kover ¥ ,(Q) = | O> = CE{%Q2

laiusega W; C=(w!zh)"* .

Koherentses seisundis — nihutatud 0-seisundis
on minimaalne P, Q mddramatus.

Kui o on reaalne, siis operaator D(«) on koordinaatesituses nihkeoperaator.

Seega |a> -seisund Q-esituses ¥ (Q) = efQ(%‘I’O(Q) =¥,(Q-Q,), kus Q, = \/2—705 .
w

Vaatame koherentse seisundi soltuvust ajast. Operaatori sdltuvus ajast on médratud valemiga

. H_iH
Att)y=e" Ae " .
Arvestades H =nhao(n + %) a(t) =g e ot
B e [4,8]e " = —ioa®) = 4() = de ™

Analoogselt:
é+ (t) — é+e|tw .
Operaatorid & ja & sdltuvad ajast nii, et nende faas muutub ajas lineaarselt:

I I 1 1 I 1
ala)=de " |a)=e " e de " |a)=e " At)|a)=e"e " a|a)=ae|al)) .
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Kuna definitsiooni jérgi é|a(’[)> = a(t)|05(t)> siis ndeme, et a(t) = ae™™ a(t) ostsilleerub
ajas sagedusega w. Ana|00gselt vOib klljutada

|a(’[)>:eh |a>: Hehteaa —a*a

1 2 [ i~ i~
o ——Ht . . —Ht —Ht
y=e?2 el e® leie i |0)=

Jaf

_ e‘%‘“‘zeae"‘“‘é*—a*e““‘é | 0> — e_Ea eo‘(t)é+ —ar(a |0>

Jarelikult koherentne seisund jidb ajas koherentseks.
Leiame koherentse seisundi energia

E = ha)(n +l)
2

E =X [c.[E, =2+ hoX o, n =2+ ho

kus 3c,| =1.
Definitsiooni jérgi

7= (|l ) = (a]a"a]e) = o (ala) = ol
Seega

E-2 1 hofaf (1.3.5)

Leiame energia miairamatuse

An=+n*—-n?, F—< |n| > <a a‘aa‘a a>=<aa a a>+<a é+éa>=|a|4+|a|2.
Saame
an=\le]" +]af" ~[e" =|o]
An 1 1

jT_m_ﬁ.

Kui |0£| >1, siis samuti E > hw, viheneb energia suhteline mdiciramatus.

Vaatame faasi maaramatust
cos g =(a|cosp|a).

Jlaf
Kasutades =g 2 . saame Cos ¢ = e faf n co
X =t 3 o)
ip — __1
o (e.“e,.q,) e |n) =|n-1
(n'le™” =(n"-1]
Saame
2n
_— ‘a‘ |6¥| a*+o .
osp=e 13

Siin a =|a|e”®, ® on « faas. Sel juhul Rea =|a|cos®, ja saame

2n+1

COS¢ = Cos e el z |0j}_ —|a|C05®ZP /\Nn+1,

o nlyn+1
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“af? 2n
1 2 o 1 1y
Arvestame niiiid —— =—fefx2(”*l)dx on Poissoni integraal; P, _e" o
Nn+l 7y n!

Suurte a-de korral cos ¢ ~ cos®(1— L|2 +...)

|
2
C052 Q= COSZ Q= M
2|
—2 |[sin®
A(cos o) = \/COSZgo—COS(p =5
a

St suurte a-de korral on faas praktiliselt tipselt mddratud.

Toome sisse dimensioonita koordinaadi ja impulsi (e =1)

[B.X]=—i
Leiame nende keskvéirtuse ja mairamatuse tipselt mairatud faasiga seisundis of(t):

% = (| %|a) = —=(a|(4+8")| @) == =

72 72 72
p=(a|pla) =i (a|@ ~8)|a) =i Im(e)
(a)|a =’ (t)(a(b)]
a|a(t) =at)|a(t))

(a+a*) = Re(«x)

Seega

X = % Re(c(t)) = /2 Re(ar(t)) = 24/2 | x| cos(eot)

p =2 Im(a(t)) = %(a(t)|(é—é+)|a(t)> =242 |a|sin(at)

(AX)? = X2 — X
(Ap)°=p*-p°

1 0 Aar  Ats A 1, ftA A 1
R =§(a2+aa++a+a+a+2):§(a2+2a+a+a+2)+§

(a®)|%2]a(®) =% = S (@) +a ) + ==X +=
2 2 2
— 1
2 _ =2, +
PP =P+
¥ —x? =1 (ax) .
=3 i :>(AxAp)2=Z
p*—Pp* =2 =(4p)’

(AXAp) =% — minimaalne véimalik méiiramatus, sama mis oli 0-seisundis, ja Ax = Ap.



Heisenbergi médramatuse relatsiooni jérgi AxApzé. Seega niitasime, et koherentses

seisundis on koordinaadi ja impulsi mddramatus viikseim voimalik.

Py Ax

e 7 ™

(-—\ .

~ l

FAp Koherentne seisund: ringjoont pidi liigub
&
laf N\ tihikraadiusega ring (AX)2 + (Ap)2 =1
' (dimensioonita iihikutes, h =1) faasiruumis
9‘.‘"‘ 5 T

§4. Muljutud seisundid (squeezed states) [4] (pt. 2)

Kui meil on kaks hermiitilist operaatorit A ja B, mille kommutaator on [A B]=iC, siis
vastavalt Heisenbergi médramatuse relatsioonile on muutujate A ja B keskvéirtuste

madramatuste korrutis AAAB > %|<C>| .

Siisteemi seisundit nimetatakse muljutuks, kui iihe muutuja (nditeks A) méadramatus
rahuldab vorratust (AA)® < %|<C>| . Muljutud seisundis ithe muutuja kvantfluktuatsioonide

suurus viheneb, kuid seda kaasmuutuja fluktuatsioonide suurenemise arvel, nii et
médramatuse relatsioon jaab kehtima. Faasidiagrammis (joonis) ei ole meil enam ring, vaid
ellips.

p.l\ pd\ p.lh

(a) Phase squeezing (b) Amplitude squeezing (c) Quadrature squeezing

Muljutud seisund defineeritakse

|, &) = D(@)S(£)[0) (11.4.1)
kus ¢ on muljutuse parameeter, D(c) :eXp(aé.+ —a*é) — koherentse seisundi genereerimise
operaator (genereerib footoneid iihekaupa — eksponendis on lineaarsed operaatorid a ja a*),
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2 1 At 1 * A . . . . . -
S(&) :exp(i £a" —Ef azj — muljutud seisundi genereerimise operaator (genereerib
footoneid kahekaupa — eksponendis operaatorite ruutastmed).

Koherentne seisund kui (k6ikv6imalike footonite) superpositsioon:

2 2
o) =e zn a™|0)=e a(l+aa++%a+2+...j|0>.

n

Esimene liige sulgudes () vastab puht-vaakumseisundile, teine — iihefootonilisele seisundile,
kolmas — kahefootonilisele seisundile jne.

Kui a =0, saame puhta muljutud seisundi:

0.8)=ep( 3687258 o)< L3 (a7 -9 LeaT - v o),

Puht-muljutud seisund teklb siis, kui toimuvad iiksnes kahefootonilised protsessid,
mistottu seda nimetatakse kahefootoniliseks koherentseks seisundiks.

Toome sisse uue (,,muljutud’) kaooperaatori:

a=S()as (&) =efae ™ | (11.4.2)

kus A= %(53*2 _.»;*az). Arvestades [A, al= [ (4‘ av-&a ) : é} =—£4" arvutame

eAée‘A:Z%[A,[A,...[A,é}ﬂ:g{ﬁm%A 2k+1 .@ml_
=ch|&la-

~ nll
Muljutud seisundi operaatorid on seotud endiste (koherentse seisundi) operaatoritega
Bogolyubovi teisendusega®:

n

4'e" = ya+va*

QJD

a+va’,
A (11.4.3)

A

& =44 +v4
kus |* ~|[v" =1. Meil z=ch(&]), v=sh(&])e”.

Uutel lineaarsetel operaatoritel on tdnu Bogolyubovi teisendusele samad (Bose operaatori)
kommutatsiooni omadused: | &,a" | =|x* — || =1.

4/0) =0 — muljutud vaakumi seisundis on olemas osakesi.
Muljutud seisund on operaatori & omaseisund: &|a,&)=d |, &), kus d =d(a,&).
Niitame seda. Kasutame valemit e"Be™ = B+[ A, B]

4|a, &) = D(@)D(a)  (ua+va")D(a)S(£)[0) =

= D(a)(u(@+a*)+v(d +a))S(£)|0)

= I5(a)(§+d)§(§)|0> = d|a, &)+ D(2)aS(¢)|0)

® Bogolyubovi teisendusel on lai rakendus teoreetilises fiiiisikas, iilijuhtivuses, iilivoolavuses, musta augu
kiirguses.
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kus d = pa*+ve. Kuna d=S(&)aS™(&), siis &|a,&)=d|a,&)+D(@)S(£)a|0) =d|a, &),

=0
m.o.t.t.

Muljutud seisund on tegelikult koherentne seisund, ainult et muljutud kaooperaatori jaoks:
a= pa+va' =ch( &)a+esh(&)a (1.4.4)

u onreaalne, kusjuures ¢>v (&* -l ei ole omaseisundit, ta ei saa domineerida); maksimaalne
voimalik muljumine on siis, kui ch=sh.

Arvutame muljutud seisundi koordinaadi ja impulsi méidramatuse. Kasutame
dimensioonita suurusi/operaatoreid ja leiame need muljutud seisundite kaudu

1 1 * *\ A )
R=—=(a+8") > r=—=((t —v)a+(u-v)a'

V2 “2( ) (11.4.5)
b —1_2(a—a+

Siin on arvestatud, et 4= za—v*4" ja &' = pa' —va.

)= b= vV~ (uvid)

%= e‘§‘<§+a+)
Kui ®=0, siis 1
A L _‘g‘ :_~+
p—\/ie (a a)
., 1 7\5\(: :+)
X=——=e"(a+a
Kui ® =, siis \?
A_ & ‘5‘ .’:_2+
p—\ﬁe (a a)
e L 1
X=—=e"2Red > Ax=—=¢
Kui ® =0, siis ‘/15 */51 — AXAp ==
B = ¢l _ K
=—e"2Imd > Ap=——=¢
"2 N
1 -
AX=—=¢
Kui ® =z, siis \/15 —>AxAp=%
Ap = ——¢"

J2
Miidramatuste korrutis on viikseim voimalik, kusjuures mddramatused omavahel ei ole
vordsed. Uhe muutuja kvantmiira suureneb ja samal ajal teisel viiheneb.

Kui kasutada sides koherentsete seisundite asemel muljutud seisundeid, voib kvantmiira
redutseerida: registreerimisel saab valida, mida signaalist moota.

32



Muljutud seisundi keskmine energia —n':

0 =(a,&|&'d| e, &) = (0]$ "D "a" DD "aDS
=(0|S™(&" +a)(@+a)DS|0)

O>:O (lineaarsed lilkkmed annavad nulli, sest S,S™ sisaldavad

0)=

Arvestades (0|S 'S
paarisarvu operaatoreid, (0| paaritu arv operaatoreid|0) =0), saame

= (0]$a°a8|0)+ |af .
%,—/

Npuht-muljutud Moherentne
Puht-muljutud seisundite osa
—_ * A A A * A 2
npuht-muljutud = <0| (ﬂ a+ +va)(,ua+v a+) | 0> = |V| = (Sh |§|)21
kui & on suur, siis see liige pole sugugi véike: — Zezm .
— 2 2
m=[v[ +|a|

Ei ole omaseisundit operaatoril &* (see oleks seisund lopmata suure muljutusegal)
Mida suurem on muljutus, seda suurem on energia.

§5. Tihedusmaatriks. Segaseisundid [5] (pt. 2 §14)

Seni vaatasime mingi operaatori omaseisundeid, mis on kirjeldatavad lainefunktsioonidega —
need on puhtad seisundid. Kvantsiisteemidel voivad olla ka teist tiitipi seisundid -
segaseisundid, neid kirjeldab tihedusmaatriks.

Tihedusmaatriksit on mugav sisse viia, vaadates alamsiisteemi. Eeldagem, et kogu siisteem on
midratud lainefunktsiooniga W(q,x), kus koordinaatide x kogum Kirjeldab

alamsiisteemi,  — siisteemi iilejéiinud osa. Meie huviks on maoota iiksnes alamsiisteemi,
tilejddnu meid ei huvita. Et kétte saada meile vajalikku informatsiooni, tuleb arvutada vastava
operaatori keskvaartus:

fz.[‘P*(q,x)f\P(q,x)dqu . (11.5.1)

Arvestagem, et operaator f ei mdjusta koordinaate ¢, vaid mdjub iiksnes x-le.
Toome sisse jirgmise suuruse
(<, X) = [ ¥ (a,X)¥(a, x)dq . (115.2)

See on tihedusmaatriks koordinaatesituses.
Toeniiosus, et siisteem asub punktis X:

* 2
p(xx) = [ W (a,x)¥(q,x)dq = [|¥(a,x) dg.
Operaatori keskviirtus tihedusmaatriksi kaudu:
f‘:j(fp(x',x)) dx . (11.5.3)

Kuna f = f(x),siis 7
fp(x'x) =] 9" (a,x)¥ (g, )da = [ ¥ (g,x) f¥(a, x)dg

—saame f Umber tOsta, sest ta ei sdltu X'-st.
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Uldjuhul vdib tihedusmaatriksi sisse tuua mistahes esituses. Valime niiteks esituse, mis on
antud funktsioonidega w, (X), mis moodustavad ortonormeeritud funktsioonide tiiskogu, st
mistahes funktsiooni voib esitada teiste funktsioonide superpositsioonina. Tdhendab,

PO, X) =Y 0, (W, (0,%) . (11.5.4)

Teisest kiiljest, ¢,(X") v3ib samuti reaks arendada v/, jargi: ¢, (x") = Z P (X1 . Siis

PXX) = 3 oo (W, (X) (115.5)

Siin p,., on tihedusmaatriks uues (suvalises) esituses.
Korrutame avaldise (11.5.5) w,.(X)y.(X) -ga, integreerime iile X ja X:

[0 0N (0920, )X = 3 e [ O, (X)X [ (), (X)X
Arvestades ortonormeerimise tingimust, "
[ ¥ W (X = 8,y
[va 0w, ()dx = 5,
= [ (XY () (X', X)dxlx' = 2. Lo S = P

Siit saame suvalises esituses tihedusmaatriksi koordinaatesituses tihedusmaatriksi o(x', x)
kaudu

Pam = [V (<72 (00X, X)X = [ 1 (X (X) (X', X)X (11.5.6)
Avaldame f suvalises esituses tihedusmaatriksi kaudu:

F=2 [ (fwn (0w, (0) =3 oy, [y () Fi, () .

Kuna [y77,(x) fy, (x)dx = f,,,, siis
=2 P =2.(PT),, =SP(pf)=Sp(f p) . (1.5.7)

Fitiisikalise suuruse keskviirtuse saab arvutada jéiljena tihedusmaatriksi korrutisest
antud fiiiisikalise suurusega.
NB! Sp(f p) on invariant, mis ei sdltu g esitusest. Nditame seda

Sp(A) = Sp(A) = Sp(UAU ™) =Sp(U "UA) =Sp(A)

F=2fepn =2 far

kus p, on tdendosus leida siisteemi antud seisundis/olekus.

Tihedusmaatriks on samuti hermiitiline operaator (tema diagonaalsed elemendid on reaalsed):
Pam = P
p(x,X) = p'(X,X) = [¥"(@,x)¥(a,9)dq .
Tihedusmaatriksit saab alati diagonaliseerida:

u= {ulm}
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uut =1; (u,ou’l)ul =0
See tihendab, et U, o, U =3,p0,. Uj=U, on teisendus, mis diagonaliseerib
tihedusmaatriksi.
Py O
pi=| 0 Py

Diagonaalelement p, on téendosus, et meie alamsiisteem on olekus I, mis on maatriksi p
omaolek; p, >0 . Puhtas seisundis saab esitada p kujul
0 0O
0 0O
P10 0 1

Seisund, millel on vaid iiks nullist erinev tihedusmaatriksi komponent (p,, =1, g, =0,

kui I'#1,) on puhas seisund (st puudub statistiline madramatus). Vastasel korral, kui nullist
erineb rohkem Kkui iiks diagonaalne element, on tegemist segaseisundiga — Heisenbergi
madramatusele lisandub veel iiks mddramatus.
Puhta seisundi korral p" = p (diagonaalses kujus), > p,, =1ja > p =1;

n n

segaseisundi jaoks p" # p, Zpﬁn <1 —Sp(p?) <1.

Tihti segaseisundi lisamddramatust nimetatakse statistiliseks. Pdris oige see ei ole. Tavaline
statistiline mddramatus kdib ainult ansamblite kohta (iihes eksperimendis on saadud fiiks
vddrtus, teises — teine, erinev vddrtus jne). Segaolek kdib iihe siisteemi kohta, see on siisteemi
enda omadus, sellest tuleb veel juttu poimitud seisundite paragrahvis. Praegu aga mdrkigem,
et me viisime sisse segaoleku kui alamsiisteemi oleku, oletades et tdissiisteem on puhtas olekus.
Sel juhul segaolek kdib ainsa alamsiisteemi kohta. Hiljem me vaatleme olukordi, kus suuremat
stisteemi kirjeldab lainefunktsioon, aga alamsiisteemi — tihedusmaatriks, st liitsiisteem on
puhtas olekus, aga alamsiisteem on segaolekus, mis ongi segaolek, see ei ole statistiline
mddramatus!

Kui tihedusmaatriks faktoriseerub p,,, =c,C, , on meil puhas olek: ¥ = Zcm‘//m .

m=n !

Tihedusmaatriks termilise tasakaalu puhul

Vaatame olekut, kus on termiline tasakaal — toimub energia Boltzmanni jaotus.
Soojusliku tasakaalu juhtu kirjeldab diagonaalne tihedusmaatriks energeetilises esituses

p=2emT (11.5.8)
kus Z=>e ™. p.#0, kui n=n'. Soojustasakaalu seisundis on tihedusmaatriksi

mittediagonaalsed elemendid keskmistatud nulliks (energeetilises esituses). Operaatorkujul
p=2"e kT (11.5.9)

Tihedusmaatriksi aegsoltuvus

Olgu meil algmomendil tekitatud segaseisund ja seejérel interaktsioon vélja liilitatud, nii et
sama segaseisund jidb piisima. Kui ¥/, on alamsiisteemi omaolek:
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Hy, =Ey,.
Tihedusmaatriksi sOltuvust ajast on otstarbekas vaadata energia esituses, sest siis on
lainefunktsiooni soltuvus ajast teada:

n

() =y, (e "
ja
P %, 8) =D o &y Yy, (11.5.10)

See on tihedusmaatriksi aegsdltuvus. Seda voib kirjutada teisiti:

v, N TEt Lt
P, Xt =D w (x)e" " pe iy, (X) =

=S e oy (X) =
= (XA (9

kus p(t)=e" p. (O)e " . Diferentsiaalkujus:
ih%?:[ﬁ,ﬁ]. (11.5.11)

See on von Neumanni vorrand. Analoogne vorrand kehtib ka teiste operaatorite korral. (See
on iildisem Schrodingeri vorrandist.) Nii nagu ajast soltuv Schrédingeri vorrand

in%r _ Ky
ot

kirjeldab puhta seisundi evolutsiooni ajas, nii mddrab von Neumanni vorrand (tuntud ka
Liouville-von Neumanni vérrandina) tiheduse operaatori evolutsiooni. Selle vorrandi abil
saame leida mistahes flitisikalise suuruse keskvaartuse.

§6. Péimitud seisundid (entangled states) [4] (pt. 18)

See moiste kdib iildiselt liitsiisteemide kohta — neil on rohkem kui iiks koordinaat. Ideaalis
poimuvad puhtad seisundid, mille tihedusmaatriksis ainult iiks element #0, seega p° =p.
Vaatame siin puhtaid seisundeid liitstisteemide jaoks.

Vaatame vdhemalt 2 vabadusastme ja 2 koordinaadiga siisteemi.
Poimitud seisundiks nimetatakse seisundit, mida ei saa esitada alamsiisteemide
lainefunktsioonide korrutisena:

W(x,%,) =¥ (x)¥(x,) . (1.6.1)
Niisuguse siisteemi korral

pP*PAp, (11.6.2)
(mérk ® tdhistab tensorkorrutist).
Oletame, et need alamsiisteemid ei interakteeru — on teineteisest kaugel — aga ometi kehtib
(11.6.1), kuna nad olid interaktsioonis minevikus.

Naiide: kaks kahenivoolist susteemi
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1) =Cp|T), +¢u [¥), = €[ 0), +c, 1),
|‘P Zom +c21‘¢> =Cy|0), +C,y[1),
el +lewl” =1 [ +lewl =1
(amplituudid c; vdivad olla suvalised, isegi komplekssed arvud).
Kui W(x,X,) =Y (x)¥(X,), siis meil on koherentne seisund:

(#11¥;) = (co|T), +eul), )(eu| ), +eald), )=
= CioCa0 ‘T>1 ‘T>2 + QOC21‘T>1‘¢>2 + GGy ‘¢>1‘T>2 +CuCa ‘¢>1 ‘\L>2

Kui lainefunktsiooni W ei saa esitada sellisel (lainefunktsioonide korrutise) kujul, siis on
tegemist pdimitud seisundiga.

Vaatame niitena koige kuulsamat pdimitud seisundit, mida nimetatakse EPR (Einstein-
Podolsky-Roseni) seisundik3'

[Fon= IO, ]- S0, 0] e

Seda seisundit ei saa pohlmottehselt esitada lainefunktsioonide korrutisena. Ulaltoodud seisund
vastab maksimaalsele péimumisele (summaarne spinn on 0, spinnide korrutis = -1).

Kui moddame iiht aatomit ja leiame ta olekus ‘¢>, siis teine on kindlasti olekus ‘T>, isegi kui

ta on kaugel. See on lisainformatsioon, mis kdiib meie kvantsiisteemi kohta (nn
kvantinformatsiooniline ressurss).

Uldiselt vaatame seisundit
\P(Xi’ XZ) = chml//m (Xl)l//n (XZ) ’

kus m ja n on alamsiisteemide mingid kvantarvud. Kuna iildjuhul c_, #C,C,, siis seda seisundit
korrutisena tildjuhul esitada ei saa. Voib aga kirjutada nii:

(%, %) = D W, (%)U, (%) (11.6.4)

kus u,(x,) :zmcnml//m (%) . Kui teise alamsiisteemi modtmisel saadakse vastava fiilisikalise

suuruse vadrtus f., mis vastab omaseisundile ,(X,), siis esimene alamsiisteem osutub
tingimata seisundis (siis sellega fikseerime esimese alamsiisteemi seisundi) U,(X,). Kui aga
teise alamsiisteemi mddtmisel saadakse teine véartus f,,, mis vastab omaseisundile v, (X,), siis
esimene alamsiisteem osutub tingimata seisundis U, () . Uldiselt see seisund erineb eelmisest

seisundist, kuigi alamsiisteemide vahel interaktsiooni ei ole. Niisugune vastus paistab olevat
veider. Ometi kvantsiisteemide puhul v3ib see olla dige. Seisundid, mille puhul see on nii, ongi
pdimitud seisundid.

Alamsiisteemide seisundite péimumist saame modta entroopia kaudu. Kvantentroopia:
e=-Sp(plnp) . (1.6.5)

Puhta seisundi puhul diagonaalesituses iiks p element on vordne iihega, teised on nullid.

Seepérast puhtas seisundis € =0. Poimumise m6dduks on alamsiisteemide entroopia:
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& =-Sp,(pIn p,)

(11.6.6)
&, =-p,(p,Inp,)
Vaatame | W5 ) seisundit. Kirjutame selle pdimitud seisundi tinedusmaatriksi:
- 1
p:|TEPR><‘PEPR|:E|]T>1‘\L>2_‘¢>1‘T>2][1<T‘2<¢‘_1<¢‘2<TH
Pon = (M| £|N)
[m) =[0).]1),[2).[3)
0 O 0 O
o 1 1o
b= 21 12 (11.6.7)
0 -= = 0
2 2
0 O 0 O
See on puhta EPR-seisundi tihedusmaatriks. Diagonaliseerime
0 00O 0 0 0 O 0 00O 0 0 0 O 0 00O
A_30100+10 0 -1 0 330100_l01 0 0| |00O0O
PZ2l0 0 1 0[ 20 1 0 0 210 01 0/ 200 -10[{0010
0 00O 0 0 0 O 0 00O 0 0 0 O 0 00O

Seega diagonaalses kujus on p -1 vaid iiks nullist erinev element. Nii peabki olema — see on
puhas seisund.
|‘I’EPR> -seisundis iga spinn eraldi on segaseisundis, kuigi molemad spinnid koos on puhtas
seisundis. Naitame seda. Selleks leiame

Pr=SP,Pepr = , <T‘pEPR ‘T>2 +, <J"pEPR “L>2
Tuletame meelde, et

o =209, 1L, L 4, 1)

Arvestame
|<T‘T>| =i |<TH>| =0, i,i'=1,2,
Saame
1
PL=2 <T"D‘T>2 *2 <~L‘,O‘»L>2 :E(‘¢>1 1<\L‘+‘T>1 1<TD
Seega p, :%[; Sj — see on maksimaalselt pdimitud seisund, kus spinn on iihesuguse

toendosusega olekus ‘¢> ja ‘T> Siin
& ==-Sp(pInp) = —%Sp(ln o) = —%Sp(ln%+ Inl)=—In % =In2
— kahenivoolise siisteemi maksimaalne vdimalik entroopia.
Analoogselt p, :%((1) (1)] ja & =In2 —ka maksimaalne entroopia. Seega kogu seisund on

nullentroopiaga, alamsiisteemidel on maksimaalne entroopia.
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Analoogselt voib vaadata ka teisi seisundeid, néiteks |1//> =CO0S (p‘ T>l ‘J«>2 +esin go‘ ~L>l ‘T>2
See on iildine valem EPR-seisundi jaoks.

Vaadakem ka monda mitmespinnilist siisteemi.
1
J2

Kui N ei ole makroskoopiliselt suur arv, siis nimetatakse seda seisundit Schrodingeri kassi
seisundiks. Siin on koik faasid tdpselt mddratud. Aja jooksul interaktsioonid timbrusega
tekitavad fluktuatsioone, mis rikuvad iga spinni faasi. Seega Schrodingeri kassi seisund rikneb
seda kiiremini, mida suurem kass on (mida rohkem on alamsiisteeme). Mida ,, suurem” kass,
seda ,,vdiksem” on tema eluiga. Tegelikult eluiga litheneb eksponentsiaalselt alamsiisteemide
arvu kasvuga.

Suure komponentide arvuga liitsiisteemides pdimumise aste ei saa interaktsiooni tottu kasvada.
Uks tidhtsamaid pdimitud seisundite rakendusi on kvantarvutid.

On olemas seisund | ¥, ) =

|000..0)+[111..1) | —see on Schrédingeri kassi seisund.
— Y~

§7. Valguskiire jagajaja footonid

Huvitavaid footonite pdimitud seisundeid voib saada, kasutades valguskiire jagajat (beam
splitter (BS)). Selleks on plaat, mis 4-tdendosusega laseb valguslaine 1dbi ja Y2-tdendosusega
peegeldab seda 90° nurgaga (joonis).

Reflected
(e2)

Valguskiire jagaja:

algkiir langeb pooldbipaistvale plaadile

45° nurga all ning Y-téendosusega peegeldub 90°
nurgaga ja %2-toendosusega libib otse

Transmitted (|81|2 :|82|2/2 :|83|2/2 ;
(e3) n on kiire number ja &, - vdljatugevus.

Incident
hght (61 )

Meid huvitab, mis saab footonite lainefunktsioonist selles protsessis. Et vastata sellele
kiisimusele tuleb arvestada, et peegeldusel footoni faas muutub 7/2 vdrra. Et selles veenduda

. . i 2 ... PP . 1 ] 1
vaadakem valguse intensiivsust oc |, | pooratud nooltega skeemil juhul, kui |¢,|=|e;|=¢".

Tahistame ¢ -ga peegeldamisel faasi muutust. Oletame, et plaat on dhuke, mille tottu labitud
laine faasi muutust vOib mitte arvestada. Sel juhul me saame vilja tugevuseks

&'=(e8"+&)/N2=¢'(e"+1)/\2, mis annab |z, | =£”(1+cose). Vajaliku tulemuse
e, =& saabsiis, kui p=7/2.

Kvantteoorias niisugustele viljade transformatsioonidele vastab jargmine footonite
tekkeoperaatorite transformatsioon:
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4 = %(a; +ia))
1 (1.7.2)
A, =——=|i4, +4;
4/ ﬁ( ;+47)
Siin alumine indeks 0 vastab footonitele, mis langevad plaadile tilevalt, indeks 1 — footonitele,
mis langevad plaadile vasakult, 2 — footonitele, mis levivalt plaadist paremale ja 3 — footonitele,

mis levivad plaadilt allapoole.
Seega seisundid transformeeruvad jargmiselt

0019, > 5 (& +i2)[0) o), =710}, +i[0) 1,
1 1

19,10}, 7518 +47)]0},10), = 5 (i1, [0} +10), 1.

(11.7.2)

See tdhendab, et iiks footon on pérast plaadi labimist alati kas all voi paremal ja mitte kunagi
all ja paremal korraga.

Vaatame niiiid juhtu, kui peeglile langeb korraga kaks identset footonit: iiks {ilevalt, teine
vasakult. Vastav algseisund on |1>0 |1>1' See seisund transformeerub jargmiselt:

10, =5 (& +ia)(ia; +)) o), o), -

- a7)10)10) = 552,10, +10),2)

Seega, mdlemad footonid satuvad iihele poole.

(11.7.3)

Saadud seisund (11.7.3) on Schrodingeri kassi seisund. Kui aga algfootonid ei oleksid identsed
(néiteks omaksid erinevat polarisatsiooni), siis nad oleksid sattunud samaviirselt nii paremale
kui ka alla.
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lll.  Kahenivoolised aatomid elektromagnetvaljas

§1. Footonite vastasmoéju aatomitega. Einsteini koefitsiendid [1]
(pt. 1), [6]

Eellugu: aastal 1900 tuletas Max Planck absoluutselt musta keha kiirgusspektri valemi,
eeldades, et elektromagnetkiirgus saab kiirguda voi neelduda iiksnes diskreetsete pakettidena

—energia kvantidena: E, =nhv, milles oli esmakordselt sisse toodud Plancki konstant h.
Plancki eeldused tagasid spektraalse jaotusfunktsiooni dige kuju.

Soojuslikus tasakaalus on moodi soojusergastus nivoole n temperatuuril T maéédratud
Boltzmanni kordajaga:

_ exp(—=pnhw)
"> exp(-pnho)

kus S =1/k,T, k; on Boltzmanni konstant.
Keskmine footonite arv, mis on ergastatud temperatuuril T:
1
A=>nP =—————. 1.1.2
Zn: " exp(Bho)-1 ( )
Arvestades moodide tihedust sagedusvahemikus o, w+dw, p, =@’ [ z°c® (1.1.7) jaiga moodi
keskmist energiat n7w , saame Plancki valemi soojuskiirguse keskmise tiheduse jaoks

W, (@) = hop(@) = 12 L (111.1.3)
T

c? ekt _q1

= exp(—pnhw) {1-exp(-fho)} , (111.1.1)

Planck kisitles elektromagnetvélja 6dnsuses. Einstein (1916) vaatas sellist tasakaaluolekut
detailsemalt. Einsteini jéargi, sellises 00nsuses toimub footonite pidev neeldumine ja kiirgumine,
kusjuures footonite neeldumiskiirus on vordne kiirgumiskiirusega. Ta eeldas, et on olemas
aatom, mis neelab valgust sagedusega @ =(E,-E)) /7.

Ey,Na, g2
hw
hw hw hw VWV
N> NN\ NS | N\>
BioWr (w) Ay By Wr(w)
Ei,Ni,01

Absorption Spontaneous Stimulated
emission emission

Kolme iileminekuprotsessi siirdekiirused

Vilja seisund on statsionaarne — kiirgusprotsess toimub kogu aeg, tdhendab see peab olema
diinaamilises tasakaalus neeldumisega: W,, =W, (@)B,,; et saada tasakaalu, tuleb spontaansele

kiirgusele A,, lisada stimuleeritud kiirgus W; (w)B,, : W,, = A, +W; (w)B,, .
Seega on tasakaaluolekuks vaja sisse tuua 3 protsessi:
e spontaanne kiirgus (A,;)
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e neeldumine, mis on vordeline kiirguse vdimsusega ( B, xW; (@) )
e indutseeritud kiirgus (B,, xW; (@))

Az1, B21, B1z on Einsteini koefitsiendid.
IIma indutseeritud kiirguseta ei saavutata tasakaaluolekut. Tasakaalu vorrand nduab, et (N, N,

— seisundite 1 ja 2 hdivatus)

dN dN
d—tlz N, (A, +B,W)—N,B,W =— dtz : (11.1.4)
: dN;, dN, N e
Soojustasakaalus — = TS =0, mis leiab aset vaid siis kui W=Wr.
he
N, (A, +B,W;)—N,B W, =0, millest tuleneb soojustasakaalu tingimustes % —e 91 , kus
2 9,
g1, 02 téhistavad statistilisi kaale, mis on vordsed seisundite 1, 2 kdduvuse astmega. Saime
W, =— i : (111.1.5)
eﬁ & BlZ - B21
2
See valem langeb kokku Plancki valemiga, kui
9 B, =B, = 9,B,, = 9,B,, (I tingimus). (11.1.6)
2
Kui toimub indutseeritud kiirgus, siis
/B
WT(w)=£2a}TT_211. (11.1.7)
Siit saame teise tingimuse
3 2.3
%:%%Bﬂz%%(u tingimus) . (111.1.8)
21
Ehk
g, ho’
A, = Blzg_iﬂ_zcg .

Einstein niitas, et tema koefitsientidest on sdltumatu ainult tiks, st kahe nivoo korral on ainult
iiks parameeter, mis méérab siirdeid seisundite vahel. Veel enne kvantmehaanika loomist toi
Einstein sisse protsessi, mis ei olnud teada — stimuleeritud kiirguse, millel pohineb laseri t66.
Rdohutame veel kord, et stimuleeritud kiirguse sisseviimiseta pole voimalik seletada soojuslikku
kiirgust ega saada Plancki valemit.

§2. Aatomite hamiltoniaani sekundaarne kvantiseerimine [1] (pt. 8),
[4] (pt. 5 §2)

Vaatame niilid aatomi interaktsiooni footonitega kvantmehaanika jérgi. Alustame selle
stisteemi Schrodingeri vorrandist

ih—=HY . (111.2.1)
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Kui on statsionaarsed olekud: Hy, = Ey,;

dy, i e
i __Ey ow{)=e" v . 11.2.2
e el A0 v, ( )

Edasi kasutame statsionaarset Schrodingeri vorrandit aatomi omaolekute braket tahistustega:

H|i)=E i), (1n.2.3)
kus E, =hw . Tdielikkuse tingimusest tuleneb Z|i><i|:1, S0 Zy/i w; (x)=0(x—x").

Operaatorite normeerimistingimus > _(i|i) =1.

Edasi toimime Hilberti ruumis. Suvaline olek ¥ on Hilberti ruumi vektor.
(k'|k) =5, on ortonormeeritud (k=1,2,...N).

2-mootmelises ruumis olek on iihikvektor |C1|2 +|CZ|2 =1 (iildjuhul baasolekud ei ole tingimata

reaalsed). Suvaline kvantmehaaniline seisund on iihikvektor Hilberti ruumis.
Seega hamiltoniaan on esitatav kujul (diskreetsete seisundite baasis):

H=ZZ|i><i|H|J'><J'|=ZHi,-|i><j|- (111.2.4)
Véime esitada |i)( j|=b/b, :ZHutfb kus b;",b; on tekke- ja kaooperaatorid.

Niitame seda. Mdjutame olekut || ) (i| J)|1) =(i| 8, — kaotasime oleku |I) ja tekitasime oleku

|i). Saime sekundaarse kvantiseerimise esituse.

Esituses, kus seisundid on vektorid, voib kasutada ka teistsugust vektori téhistust — maatriksit:
Cl
CZ

= | il e ) iZ|ci|2=1 (111.2.5)

C

n

Meil on edaspidi mugavam kasutada veel {iht esitust — Heisenbergi esitust:
olek ¥ = ch |k) esitatakse reaksarendusena mingi operaatori omaseisundi jérgi.
k

1. Kahenivoolise aatomi interaktsioon kiirgusvaljaga

Vastav hamiltoniaan koosneb aatomi (A), elektromagnetvilja (R=radiation) ja interaktsiooni
(int) osast
H=H,+H;+H,, . (1.2.6)

Tahistame aatomi seisundeid (g=ground, e=excited) jargmiselt:

pel=sft)o (3], Relomio(]) B Te

Esituses, kus seisundid on vektorid, hamiltoniaanid on maatriksid
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0 O

he, 0)(0 haw, 0)(1 1
=0, =hao,
0 0)1 0 O0Jl0 0
Voime esitada 2x2-maatriksi tthikmaatriksi ja Pauli maatriksi summana:
10) 1/1 0 +1 1 0
0 0/ 20 1) 20 -

: - 01 0 i 1 0
Tuletame meelde Pauli maatriksid: o, = , O, =] . , 0, =
10 S ) 0 -1

HA:Zz:ha)i|i><i|, HAz(hw" Oj (111.2.7)

Tdepoolest,

Toome sisse kvaasispinni maatriksi S, =§ai , [Si,SJ =iey S, , € on Levi-Civita siimbol.

Niisiis,
o= 2y 2% o 1%y s,
2 2 2
He =Y o, (a3, +1/2) (111.2.8)
k

H, =E-d (d=ef)

Dipoolldhenduses on interaktsiooni hamiltoniaan H,, = déax . Veendume selles.

A _ _ d11 d12
d on 2x2-maatriks: {d;}= )
d21 d22

kus dy, =(e|e,r|e)= eojd3rz//:(r)ry/e(r) = eojd3r|z//e(r)|2r =0,
kuna d,, on integraal paaritust funktsioonist; samamoodi saame d,, =0 . Nullist erinevad vaid
mittediagonaalsed elemendid:

{dn:<e|a|g>d¢o
d,, =(g|dle)=d"

Kuna d on fiiiisikaline suurus, siis vastav maatriks on hermiitiline. Meie puhul

A 01
d:{d}—d[l oj (111.2.9)
h 1/2
Arvestades, E = E, , kus EKZ(W%] i(a4 -4/),
k
Saame
. ho, }: in
H. =|dZ(ka] 4 -4)o, =Ezqk(ak ~a’)(S,+S ), (111.2.10)
k k

2 12 ) - ) ) ) )
kus g, = 9% 1 on sageduse dimensiooniga interaktsiooni parameeter,
“ Lnv

44


https://en.wikipedia.org/wiki/Levi-Civita_symbol

DR

Mida teevad operaatorid S, ja S_? Kui mdjutame pShiolekut operaatoriga S, :

0 1 - :
S, (1} = (OJ —ndeme, et S, on tekkeoperaator aatominivoode ruumis. Analoogselt saame

1 0
S (Oj = (1] — S_ on elektronergastuse kaooperaator.

S, +S_ =25 =0,
Suvalise poordemomendi puhul nimetatakse S, ja S_ trepp-operaatoreiks — tostavad ja
langetavad nivoode redelil.

2. Poorleva laine lahendus (rotating wave approximation = RWA):
aatomi ja uhe kvantmoodi hamiltoniaan [7] (pt. 2 §4)
Jatkame kahenivooliste aatomitega resonantses elektromagnetilises kvantvaljas (vt (111.2.8) —
(111.2.10)):
H=H,+H;+H,,

Piirdume {iihe elektromagnetilise moodiga. Oleks nagu nonsenss, aga siiski mitte péris. Sest
resonaatoris on moodid. Ja kui resonaator on viike, siis sageduste vahe on suur: niiteks, kui
resonaatori pikkus on 1 mm, siis Aw ~10" sec™. Vaatame fiiiisikalist juhtu, kui see kaugus on
piisavalt suur. Olgu meil iiks kahenivooline aatom, mille {ileminekusagedus on ligikaudu
resonantsis elektromagnetilise moodiga.

7 ~10°sec™ — loomulik laius y < Aw

Seega voime piirduda vaid iihe moodiga, mis on resonantsis.
Teised moodid on resonantsist kaugel.

»
Ll

Kiirguse hamiltoniaan H, =7w (a*a+1/2),

HA:hTa)I+ha)OS

qu(a -a/)(S, +S.) qu(as +a,S_-3a;S, -a;S_).

Viimases avaldlses on olullsed esimene liige (footon kaob, elektronergastus tekib) ja neljas liige
(footon tekib, elektronergastus kaob), sest siin ergastuste arv séilib. Teine ja kolmas liidetav on

mitteresonantsed litkkmed, vihendades ja suurendades energiat @+ @, vorra. Arvestades vaid
resonantseid litkmeid:

HRWA = qu(a S,-aS.) . (111.2.11)

Saime interaktsiooni hamiltoniaani poorleva laine lihendis (rotating wave approximation
= RWA). Kogu hamiltoniaan selles ldhendis on:

Hoa = Ha + Hy + HRYA (111.2.12)

int
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§3. Kaetud seisundid (dressed states) [8] (pt. 22 §3,4)

Jatkame kahenivoolise aatomiga, mis paikneb iihe tugevalt ergastatud moodi viljas, mille
sagedus on ldhedane aatomi elektronergastuse energiaga = @,. Koik teised moodid on

ergastamata.
Millal saame seda mudelit kasutada?
e Kui on viike resonaator/60nsus (@ = /a , Kus a on resonaatori suurus).

e Kui laseriga ergastatud footoni nivoo on 10°-10°, st iiks mood on ergastatud viiga
kdrgele, teised aga on samal ajal ergastamata.

1. Seisundid ilma interaktsioonita
Kui puudub interaktsioon elektromagnetvilja ja aatomi vahel:

HOZHA+HR:%I+h—g)°az+ha)(a*a+l/2) : (111.3.1)

Pitiame lahendada statsionaarset Schrodingeri vorrandit HWY=EWY, baasiks H,

omaseisundid. Neid on 2 tiilipi (toome sisse kvantarvu N = footonite arv ja aatomi ergastuste
arv):
¥, =ile)|N-1)
Wau =[9)[N)
(i on seotud faasiga ja lisatud selleks, et edaspidi kompleksarvudega mitte tegelda)
Vastavad energianivood

E, =ho(N —1)+h7a)+ha)0 =haw,+ho(N-1/2)
E,y =ho(N+1/2)
E\ =E, ~ho+ha,=E, +1A,
kus A=gy-o<o .

N+1
I
Le>,|g> on o; omaseisundid, N =0, 1, 2,...
eisundeid on lopmata palju, sealjuures 2 korda rohkem
he kui  harmoonilisel ostsillaatoril, sest on kaks
— l9)| V) aatomiseisundit.
—— )N - 1) Koige madalama energia seisund on |g>|0> Sellele
vastab tiksik (mitte topelt) joon.
Koik teised nivood moodustavad kaheastmelise
Uy nos )N = 1) seisundite trepi kahe Iihisnivoo vahega h A, kui ei ole
’ ) interaktsiooni.
W)y ————— [N —2)

Hamiltoniaani interaktsiooni osa viib 7 A -ga eraldatud
seisundite segunemisele; tdpse resonantsi korral o=@,
langeksid seisundid 1 ja 2 kokku.

1910)

Kui H,, =0, saame hamiltoniaani H maatriksesituses 1dpmatu diagonaalse maatriksina:
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(11.3.2)

2. Hamiltoniaani interaktsiooniliikme toime

Lisame interaktsiooni laserimoodi ja aatomi vahel:

RWA h + 1
(HR )z =5 (N -U(el(aS, ~a's )| g) [N )=
(111.3.3)

h h
:Eq<N ~1|a|N '>:§q\/W5NN.

H RWA

h
Analoogselt (Hh -5 qv/NG,,..

Niisiis (W [Hip | Wan ) =(Won | Hin |‘P1N>:h?q«/ﬁ, kus N on footonite arv.

)N,N';2,1

Ko&ik muud litkkmed vorduvad nulliga, st <‘I’1N | Hi |\P1N—l> =0.

Nuud on RWA lihenduses hamiltoniaan maatriksesituses

HN+1
(111.3.4)

o 1o
T :

o L 1o
o 1o

— kvaasidiagonaalne maatriks, mille elemendid on 2x2-maatriksid:
R AT
HN:ha)(N+l/2)I+E ", (111.3.5)
2\, A
kus I'y = q\/W — interaktsioon laserimoodiga viib nivoode tdukumisele/Idhenemisele;

Ll

Diagonaliseerime maatriksi H Heisenbergi esituses. Meie iilesanne on leida seisundid, mis
diagonaliseerivad selle maatriksi (tuleb diagonaliseerida vaid 2x2-maatriksH, )

Gy = Z‘Pi.Nci.N . Ulesanne leida maatriksid {c}, mis rahuldaksid vdrrandit
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E A T\ Cin _E Ciin
2 lHN —-A Ci,2N i Ci,2N '

Hilberti ruumis on meie seisundid ¢ vdrra pdodratud seisundid — see on 1-parameetriline
iilesanne:

@, =¥, cosp+V¥,, sing

111.3.6
@,y ==Y,y SiN@+¥,, Cose ( )

cos —sin
Need on ortogonaalsed seisundid: (g, |¢, ) =0, mis maatrikskujul ( _ (pj ja ( ! gp]
sing cos @

o o h( A Ty . :
oleksid siis maatriksi H, =— omaseisundid:
2\, -A

ﬁ( A FNJ(COS(pJ_ c (COS(pj
2\, —Allsing) lsing
E[ A FNj(—singoj_E [—sin(pj
2\, Al cosp ) | cose
Leiame omaenergiad maatriksi diagonaliseerimisega, st tingimusest det=0:

&2=iJA2+F§—>ﬁ2=igJA2+Fﬁ=iZf%, (1n.3.7)
s;dzJA2+r§ (111.3.8)

Q,-A
2Q,

kus

on Rabi sagedus. Arvestades, et Acosp+1I" singp=Q, cose, leiame sing =

Uued seisundid
Q, +A

—[eIN -1+

(111.3.9)

||N1

on segaseisundid (superp05|t5|oon), need on nn kaetud selsundld, milles aatom on kaetud
footonitega. (Markus indeks N kohta: kui N on suur, siis soltuvus N-st on védike — v3ib indeksit
ignoreerida)

Meil on niitid jairgmine pilt:

’
—_—
hQy
i S—
N

Ndeme, et interaktsioon viib toukumisele
heso — nii on see alati.
Vastupidi saab olla vaid kolmanda nivoo
olemasolu korral.
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Kui on tépne resonants (A =0), siis Sing =1/2 ja sel juhul (111.3.6) teiseneb kujule:
1

Pin :E(Tm +\P2N)
1
¢2N —ﬁ(\{’m _\PZN)

Kas kaetud seisundid on eksperimendis jélgitavad?
Kaetud seisundid on eksperimentaalselt vaadeldavad. Kui tugev laserimood on resonantsis
aatomi sagedusega, leiab aset diinaamiline Starki efekt ([8] pt. 22 §4).

Tugevas laseriviljas lohenevad  aatomi
spektraal-jooned 3  komponendiks,  kui
laserivdli on resonantsis aatomi
spektraaljoone sagedusega

(vt eelmist joonist).

Kui interaktsiooni puududes on vaid 1 joon
lileminekusagedusel @, , siis niiiid tekivad

' ' ' - lisaks kaks tiibjoont kohal @, - ja @, +€Q2.

w,—Q  w, W, +Q

Diinaamilist Starki efekti tuntakse spektroskoopias ka Autler—Townes’i efekti nime all selle
esmamootjate jargi.

§4. Aatomiinversiooni ostsillatsioonid [7] (pt. 7)

Maatriksit o, =2S, nimetatakse ka aatomi inversiooni operaatoriks. Uurime selle

operaatori keskvadrtuse muutust ajas, mis kirjeldab inversiooni ajalist kditumist. Oletame, et
aatom on monokromaatse laseri vdljas. Kasutame kvaasispinni maatrikseid:

1 1(0 1 1 1(0 —i 1 1(1 O
S,==o0,== , S, ==0,=—| . , S, =—0,=—= :
2 21 0 Yy o277 2(i 0 2 210 -1
Hamiltoniaaniks on
—a*S_).

+

Heowa =ho(a"a+1/2)+haw,S, + "%q(as

Hmt

Toome sisse osakeste arvu N =4*a+S, ja esitame hamiltoniaani kujul:

h(w+
M+ha)(a*a+sz)+hASZ+H

H RWA — int !

kus A =@, —w. Valime nullenergiaks 7(w+a,)/2 . Siis

Hewa = hoN +hAS, +'h7q(as+ -a's_).
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Leiame
S, :%[H,SZ]:—g([&,sz]a—[s_,sz]a*).

Arvestame [S,,S,]=S, , [S,.5.]=-S., S, :—(S+a+S_a*), =y — radiatsiooniline laius.

N[O

Nitid leiame ka
e .1 .QgA . ? N .
3 =%[H,Sz]='q2 s.(s.a+sa )]——‘44 ([s.a’.sa]-[sa"sa]).

Saame

S, =i %(&a—Sa*)—qT:[S@, Sa’] =%Hint —qT:[S@,Sa*].

z

Leiame kommutaatori
10 00
[s,asa = (a"a+1)- a‘a=2S,a‘a+s, +£=28Z (ata+ SZ)+1
00 01 2 2
[S.a,5a" |=25,(N+1/2).
Avaldades H,, Hg,, kaudu saame inversioonioperaatori tuletise jaoks

§ :%(HRWA ~hoN —hAS, )~ q?S,(N +1/2) :%(HRWA hoN) =S, (A2 + q*(N +1/2)).

z

Leiame keskmise <SZ> ja (S,(t)). Arvestame, et <NI> ei muutu ajas. Seega
<NI> = <N>0 =n+m+1/2, kus n on footonite arv algmomendil, m — alginversioon (+1/2) .
Saame
. , A
(8,)=—0 <SZ>+%<HRWA—ha)N> ,

kus Q=2 =A*+q*(N+1/2) ; Q on Rabi sagedus. Varrandi lahendiks on

A? A?
S,(t)=S,(0) Kl—gjcos Ot + &} :

Tugevas viljas aatom ostsilleerib kiiresti — Rabi sagedusega — pohi- ja ergastatud
elektronseisundi vahel. Ostsillatsioonid saavutavad maksimumi resonantsjuhul (A =0).

Resonantsist véljas (A >>qn) on ostsillatsioonid ndrgad. Kui S,(0) =0 — ostsillatsioone ei ole.

Q:,, -, =0° —iileminekud kiirenevad spontaanse kiirguse tttu: =A, =y .
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§5. Optiline Blochi vérrand. m-pulsid [7] (pt. 2,3)

Vaatame kahenivoolise aatomi interaktsiooni valguspulsiga — mitte enam ithe moodiga, niitid
on meil valguspakett. Vilja vaatame klassikaliselt, kvantefektidega ei tegele, koherentset pulssi
ei kasitle.

Formaalselt: toome sisse keskmistamise iile elektromagnetilise kvantvilja —

<I§(t)>—> E(t) . Millidzauline pulss: 10 footonit.

— tavaline
ligikaudu Klassik.vali
koher.seis.

Selles ldhendis on hamiltoniaan
H :%ha)oaz +&E(t)=%hwoaz+daxE(t), (111.5.1)
kus E(t) =e(t)e +cc=2g(t)cos(wt) ja d on dipoolmaatrikselement. Monokromaatse

ergastuse puhul viljatugevus g(t) = ¢, =const . Kvasimonokromaatse ergastuse puhul faktor
£(t) sOltub ajast acglaselt, vorreldes faktoriga cos(wt) . See on tavaline juht — isegi femtopulsid

« 01
on kvaasi-monokromaatsed. Siin on arvestatud, et d =d (1 OJ =do,.

Toome siin hinnangu véljatugevusele, mis vastab valguse intensiisusele |,:
g, =1,Z, . (111.5.2)
Siin Z, =376.7 oomi on vaakumi kogutakistus. Et saada vili &, ~10° V/cm (umbes sada korda

ndrgem kui aatomite iseloomulik vili) on vaja valguspulssi intensiivsusega 10 W/cm?.

. . . . . 2d
Edasi toome sisse uue interaktsiooni konstandi x = - Niitid
1
H :Eh(a)oaZ +x0,E). (11.5.3)
Uurime kuidas aatomiseisundid muutuvad ajas (see on madratud Pauli maatriksitega)

. | ;
5,1 H0] @y [o,0,] P00,

G, =—W,0,
6, =0, —kEo, (111.5.4)
o, =kEo,

Uurime suuruseid, mitte operaatoreid. Toome sisse Sa(t)=<aa(t)>. Leiame kuidas seisund

muutub ajas, otsime vorrandeid, mis kirjeldaksid kvaasispinni: S= [H , S]. See on mairatud

Blochi vorranditega:

S, = —,S,
S, =,S,—xES, = kompaktses vektorkujus %§(t) =QxS(t)  (l11.5.5)
S, = KES,

kus Q, =xE, Q, =0, Q, =@,:Qe(«E,0,), (Ax B)X =AB,-AB,.
Ajalooliselt oli see tehtud enne sdda Blochi ja Rabi poolt. Kui ei ole vélisvilja, poorleb vektor

S {imber z-telje suure nurkkiirusega m, , vélisvilja sisseliilitamisel poorlemistelg vongub zx-
tasandis amplituudiga xe .
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Jitkame poorleva laine (RWA) ldhenduses. Vaadeldav vili E(t) =2g(t)cosemt on
kvaasimonokromaatne: &(t) = conston ajast aeglaselt sdltuv funktsioon. Vektor Q vdngub
sagedusega @, xz-tasandis (kuigi &(t) seda rikub). Oletagem, et véli on ndrk: |KE|< @, . Kui
kE ~ @, siis viljatugevus oleks 108 V/cm, mis vastab kiirguse intensiivsusele | > 101> W/cm?.
Seega me vaatame juhtu, kui |E| <10° V/cm. Sel juhul pédrlemistelg vongub zx-tasandis z-

telje juures véikese amplituudiga. Seda vonkumist voib esitada kui kahe poorlemise summat
iimber z-telje. Matemaatiliselt tihendab see, et

Q=0,+Q,+Q (111.5.6)
kus podrlemine x,y teljel (imber z-telje), Kk =«/2,
Q,=(0,0,m,)

Q+
Q.

(e cos at, ke sin wt, 0) (111.5.7)

(i cos wt, —ie sin wt, 0)

sin2wt -0
Edasi ei arvesta liikmeid < cos2wt — 0
sin(@w+ w,)t >0

(annavad praktiliselt nulli parast keskmistamist iile valgusperioodi), jittes vaid (@ — ) -tiitipi
litkmed.

Votame Qp, =Q, +Q, . Vorrandid RWA-s
S, = —@,S, + ke S, sin ot
S, =@,S, — k&S, cos at (111.5.8)
S, =k(S, coswt—S, sinat)

Léiheme poorleva siisteemi baasi — toome sisse uue vektori p siisteemis, mis poorleb iimber z-

telje sagedusega o : p = (U,V, W) =pddriemismaatriks xS

u coswt sinwt 0)(S,
V|=|-sinot cosat 0| S, (111.5.9)
W 0 0 1)\,

Leiame, kuidas u, v ja w soltuvad ajast

u=cos(at)S, +sin(at)S,
Vv =-—sin(at)S, +cos(at)S,
w=S,
Leiame tuletise aja jargi (vt. valemid (111.5.9)):
U =-wsin(at)S, + wcos(wt)S, +cos(at)S, +sin(wt)S, =

=—wsin(at)S, + wcos(at)S, —w, cos(at)S, + w, sin(at)S, =

=-Av
kus A =@, —w. Saame
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U=-Av
V=AU-KeW (111.5.10)
W= xev
— on kadunud kiired ajalised sdltuvused (kahekordse sagedusega litkmed).

Need on Blochi vorrandid poorlevas taustsiisteemis. Kompaktses vektorkujus:

p=Q%p (111.5.11)
kus Q'e (x,0,A). Siin on koefitsiendid viiksemad. Me ei arvestanud ajas Kkiiresti
ostsilleeruvaid litkmeid, need kaovad keskmistamisel éra.

Selles vorrandite siisteemis sisalduvad huvitavad efektid.

1) Resonantsjuht A=0.

Siis
u=0 u(t) =const >0 .
V=—Rew - V(t) =V, CosO(t) ~ W, sinO(t) , kus O(t) =7 [ £(t')dt'  (111.5.12)
W = Kkev w(t) = v, sin&(t) +w, cos 4(t) -

Lahendid on perioodilised, perioodiga 27 . Toimub vektori p pédramine nurga 6 vorra.
Mida pulss teeb aatomisiisteemiga? Mis juhtub kui t — oo (pérast pulssi)?

o(t) = EJ' e(t")dt' —x ® integreeritud amplituud — on siis konstant.
Siin jdouame z-pulsi maisteni.

Kui @ =27n, siis ei juhtu midagi (16ppseisund = algseisund).
n=1: pulsi esifront ergastab siisteemi, tagaosa viib algolekusse tagasi;
n>1: seda tehakse n korda.

Kui @ =7 +2zn, siis toimub siisteemi inverteerimine (selleks peab m-pulsi kestus olema palju
lithem relaksatsiooni ajast): kui t = 0 korral u =v= 0, w = 1/2, siis t — oo korral u =v=0,
w=-1/2.

0 =+x12+2zn tekitab koherentse seisundi — mélemad nivood tdidetakse kindla faasivahega,
alg- ja loppnivoo on vérdse populatsiooniga ning faas on fikseeritud. Alg- ja ergastatud
seisundi hoivatuse vordsustus muudab aine ldbipaistvaks — kasutatakse laserite lukust
avamiseks. On olemas eksperimentaalne kinnitus.

2) Rabi vaatas mitteresonantset juhtu A =0 , vittes monokromaatse laine & =const

u 0O -A O u
p=|vi|=lA 0 —&el|lv (111.5.13)
W 0 k¢ 0 Jlw

p=Qxp, kus E):(Eg,O,A).
Kui & =const. on monokromaatne juht, saame lahendi kaetud seisundite piirjuhul.
Toome sisse uue vektori p'=S p, mis on pooratud nurga ) vorra iimber y-telje:
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cosy 0 siny
S=| 0 1 0 (111.5.14)
—siny 0 cosy
gy =Alke.
Lahend on sama mis varem, ainult
u(t) =const >0
v'(t) =V, 'cosQt —w, 'sin Ot (111.5.15)
w'(t) =V, 'sin Qt +w, 'cos Qt

kus Q =4/A? +(Eg)2 . Kuna suure footonite arvu N puhul & oc /N | siis x=T/N ja saame

Rabi sageduse. Saime jélle aatomi seisundi ostsilleerimise. Selle lahendi sai esimesena Rabi.
Teeme siin Rabi sageduse hinnangu: Arvestame, et d ~er,, kus r, ~10° cm — iseloomulik

aatomite suurus. Vottes &, ~10° V/cm (mis vastab valguspulsi intensiivsusele 10° W/cm?,
valem (111.5.2)), saame Q ~107 eV.

§6. Omaindutseeritud ldbipaistvus [7] (pt. 4,5)

Kiiritades ainet laseripulsiga, on vdimalus, et aine iildse ei neela seda, vaid pulss 1dbib aine nii,
et aatomid jddvad algseisundisse. See on siis, kui meil on 2z-pulsid. Oluline on pulsi kuju,
resonantsi piirkonnas vdivad tekkida solitonid — lained, mis levivad kuju muutmata.

Naiteks kommunikatsioonis kasutatakse solitone fiibrites/valguskiududes, see voimaldab
vihendada kadusid. Valgussolitonid vdivad levida tuhandeid kilomeetreid, olles seega viga
olulised kaasaja tsivilisatsioonis.

Soliton kui néihtus avastati Inglismaal. See oli 12. augustil aastal 1834, kui insener Scott
Russell, ratsutades piki kitsast kanalit, jdlgis pargase liikumist, mida vedasid 2 hobust. Pargas
peatus jarsult, kuid vesi kanalis jdtkas 9 meetri pikkuse ja 40 cm korguse lainena kiirelt
edasirullumist (14 km/tunnis — Russelli hinnangul), kaotamata oma kuju ja kiirust paari-kolme
kilomeetri jooksul. Russell andis ndhtusele nimeks ,, Wave of translation”.

Vaatame kahenivooliste aatomite keskkonda (ndit. klaasi) ja valguspulsside levi selles,
arvestades mittelineaarsust (mis kompenseerib dispersioonset laienemist).
Olgu meil 1-m&o6tmeline tasalaine z suunas. Seda kirjeldab vorrand:

(iz_ia_zJE(t,z)z“_fa_z P(t,2) (111.6.)
c” ot

Vilja amplituud E(t,2) = &(t,z) €™ +cc kirjeldab pulssi, mitte monokromaatset vilja.
aeglaselt kiirelt
muutyy  Ostsilleeruv

Aeglane muutus ajas ja ruumis lubab piirduda vaid 1 jirku tuletistega. Sama ka
P(t,z) = p(t, 2)e'**™.

(0 10 Li%0)
_ZI(E—}_EEJE(LZ)_T p(t,Z) . (“|62)
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Kasutame 2-nivooliste aatomite lahendit p=Nd(S,) (1 aatomi korral ed(S,)). Edaspidi
tihistame lihtsuse mdttes S, =(S,) =ucosat—ivsinat. Teiseks oletame, et aine enne
ergastust oli pShiseisundis, siis u=0, S, =—-vsinaet . Seega p=—Ndvsinat .

Lainevorrand resonantses keskkonnas

o 10 27w
(§+Eajg(t,z)_TNdv(t) . (111.6.3)

t
Lahendid v(t) jaoks on v(t) = —sin ®(t), kus O(t) :KJ' g(t')dt', x=&d/h on interaktsiooni

—00

konstant, mis sisaldab dipoolmomenti. Arvestades, et ae(;t(t) = ke(t) saame
0 10)\0 .
—+——|=0(t,z) = BsInO(t, z) , 111.6.4
(24121 2010=psinot.2) (116.4)

2 . . :
kus konstant ,BszNdK~d2>0. Konstant B >0 seetottu, et valisime algseisundiks
C

pohiseisundi, kui aga votaksime algseisundiks ergastatud seisundi, siis B <O.

Saime sine-Gordoni (siinus-Gordoni) tiiiipi vorrandi, mille iiheks lahendiks on soliton.

Niisiis eeldame, et soliton-tiiiipi lahend on olemas. Sel juhul @(t) ei soltu t-st ja z-st eraldi, vaid

sOltub muutujate lineaarsest kombinatsioonist gzt_i (ajas konstantse kiirusega liikuv
\'

lahend).

0 o 1a

o oo vo¢ 0 10 18 18 1[c 1) &’

— to g =t == >
0_04 0 _0 ot cot voges cod c o¢

\Y

ot ot oc oc
Kui on olemas solitoni-tiiiipi lahend, siis teda kirjeldab vorrand

2
aa—gze):—Q'zsin@, (111.6.5)

-1
kus Q% = ,Bc(g—lj . Saime fiiiisikalise pendli vérrandi. Suure algkiiruse korral hakkab
v

pendel pdorlema, viikese algkiiruse korral toimub vonkumine, ® = 2arcsin(th(Q2'¢)),
10 2hQY! 1 1 hQ' 1

N @ - 2 1 1
K OC 2d \jl_thz(Q'é’) ch’(Q'¢) d ch(Q'¢)
— tiitipiline solitoni jaoks.

&

Seni on méddramata kiirus V. Seda voib siduda lahendi omadustega, ndit. pulsi vaértusega
maksimumis:
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hQo! C
Q) =g =—- D> V=""75—
d 1+ 4pc

K*el
— kiirus s0ltub pulsi maksimaalsest véértusest
— mida tugevam pulss, seda suurem Kiirus.
Tegemist on 2m-pulsiga: esifront neelatakse, tagaosa taastub. Seda nidhtust nimetatakse
omaindutseeritud libipaistvuseks (self-induced transparency).
Omaindutseeritud ldbipaistvuse teooria esitasid 1960-ndatel S.L. McCall ja E.L. Hahn
[Phys. Rev. 183, 457-485 (1969)].

McCall-Hahni teoreem:

Kui pulsi pindala ® jidb vahemikku 27n—7 <® < 2zn+ 7 , siis iga pulss transformeerub
solitoniks.

Kui ® <, siis soliton kaob — neelatakse édra.

Vahemikus 2zn—7z <® <2zn+ 7z pulss transformeerub 2zn-pulsiks ja viimane transfor-
meerub nx2z-pulsiks. See juhtub nii. Kui tekib mitu solitoni pindalaga 2zn, siis

alamsolitonidel on tavaliselt erinevad kiirused (sdltuvus &, -st), mistottu nad jooksevad

tiksteisest eemale. Mida teravam soliton, seda kiiremini levib. Astimptootiline lahend: solitonid
jooksevad Tiksteisest ldbi ilma interakteerumata (kuju muutmata). Selliseid solitone on
eksperimentaalselt vaadeldud.

Kui algseisundi aatomid on pdhiseisundis, siis alati on solitoni kiirus < ¢ — védiksem valguse
Kiirusest. Aga kui aatomid on algmomendil ergastatud, siis v >c (siis g <0 ). Seda on katseliselt
nahtud [1960-ndatel Prohhorov jt. v~ 3c]. Kas tegemist on kausaalsuse printsiibi rikkumisega?
Tegelikult mitte. Esifront voimendub stimuleeritud kiirgusega, tagaosa neelatakse — toimub
olemasoleva pulsi {imberjaotumine/kuju muutumine. (Vrdl kui algmomendil on aatomid 0-
seisundis, siis esifront kaob ja tagaosa tekib uuesti.)

Koik eeltoodu leiab aset, kui teooria kehtib. Teooria ei arvesta spontaanset kiirgust, aatomite
omavahelist interaktsiooni ega aatomite porkumist. Kui algpulsid on vdga liihikesed, siis
kahenivooliste aatomite relaksatsioon ei joua toimuda (siis spontaanne kiirgus ei ole oluline).
Spontaanse kiirguse toimumise aeg on ~10°sek, seega pulsi lilkumise aeg selles piirkonnas
peab olema < 10 ®sek .

§7. Ulikiirgus (superradiance) [7] (pt. 7)

Vaatame siisteemi N identsest kahenivoolisest aatomist vahekaugustega <4, mis on lithikese
pulsiga ergastatud. Oletame, et pérast ergastust on inverteeritud slisteem, valgust ei ole.
Kui iiks aatom on ergastatud seisundis, siis see hakkab kiirgama. N aatomi korral

H =%hwozazi+dEsti+HR. (1.7.2)
1954 niitas Dicke, et selline siisteem v6ib spontaanselt iile minna podhiseisundisse aja
jooksul, mis on poordvordeline aatomite arvuga: 7, ~1/ N . Aatomid kiirgavad koherentselt

ja kiirguse intensiivsus | ~ N7z, /7, ~N? (vrdl tavalise spontaanse kiirgusega, kui aatomid
sOltumatult relakseeruvad pohiseisundeisse spontaanse lagunemise ajaga T, , Ssiis
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| ~NZaw, /T, ~N). See kollektiivne spontaanne kiirgus sai nimeks iilikiirgus. Efekt on

tingitud korrelatsioonist kiirgusallikate vahel, mis elektromagnetvilja vahendusel on iiksteisega
vastastikmojus.

Kasutame Fermi kuldreeqlit, et leida Kiirguse iilemineku tdendosus.
Alustuseks vaatame juhtu N=1: y on radiatsioonilise kustumise konstant,  ~10°sec™,y << o,

_4r’wd? (a))_fa)g’ezd2
T3 PR

, (11.7.2)

2

kus p(a,) ~ % on seisundite tihedus.
c

Kui on 2 identset aatomit, N=2:

3 — modlemad aatomid ergastatud

1,2 — iiks aatom ergastatud, teine mitte (kahekordselt kddunud olek)

0 — molemad aatomid ergastamata

10)=19,)l9.)
9 =[e)lg2)
|2>=|gl>|ez>

|3>=|el>|ez>

— mistahes interaktsiooni tulemusena saame kaks koherentset seisundit:

1)=5(1)+12)
1)=25(1-12)

— need on koherentsed seisundid (ei ole enam fikseeritud, kus on ergastus)

Vérdleme iileminekut |1) — |0), milles teine aatom protsessis ei osale

71 |<e192 |ed | g192>|2 = |<e192 |e(d1 + d2)| glgz>|2 = |<gz | gz> <e1 |ed1 | gl>|2 =7 -
(Siin on arvestatud, et (g,|d,|g,)=0.)

optilise iileminekuga koherentsest seisundist | I > - | O>

Old1f = 2 Allg {011+ [e] ) +l,)e) ] =

3
_4 o

"3

A

1
ZEA|<gl|d1|el>+<g2|d2|e2>|2 =2y
Nieme, et koherentne seisund |I) kiirgab kaks korda kiiremini kui seisund |l>

Seisund |11) on metastabiilne — ta ei kiirga.
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Kui on faasirelaksatsioon, siis aatomite seisundite faasid on juhuslikud. Seda vo6ib arvestada
tehes asenduse |2>:>e""|2>, kus ¢ on faasivahe, mis on juhuslik. Keskmistamine iile selle
juhusliku faasivahe elimineerib kdik liikmed, mis sisaldavad korrutist . (g, |d, | )(g,|d,|e,).

Saame sama tulemuse nagu iga aatom Kiirgaks eraldi. Aga kui korraga ergastatavate aatomite
arv N on suur, siis y, = Ny ja kiirgus on nii kiire, et faasi ei joua rikkuda.

Dicke tiheldas, et hamiltoniaanil (111.7.1) on summaarse momendi ruut sdiliv suurus. Uleminek
el toimu igasuguste nivoode vahel, vaid iiksnes nende vahel, kus sdilib summaarne spinn

32 2 2 2 2
S =Zsi :sti+syi+szi.
Kehtivad seosed: [S,,S, |=iS,; [S,,S” |=0. Operaator $* kommuteerub hamiltoniaaniga:

[ H,$?]=0 —on olemas mittelagunevad seisundid.

Vaatame lihemalt. Uhe kahenivoolise siisteemi puhul

10 .
SZ=%[0 J=% — konstant; S% = j(j+1).

See seos kehtib ka siis, kui on mitu kahenivoolist siisteemi.
Selles tilesandes summaarse spinni kvantarv | séilib, kiill aga muutub S, -le vastav kvantarv

m= -j....
Kui mjeiljon N ergastatud aatomit, siis maksimaalne j = m = N/2
Tuleb leida kiirguse | I, m) —>| I, m—1) tdendosus:
7im = Al(1.m-1]d] j,m)["
Toome sisse operaatorid
S, =S, +iS, — tdstab
S_=S, —iS, — langetab
Leiame
(m-1/s_|m)[ =(m|S, |[m-1)(m-1|S_|m) .
Arvestame, et (m|S, |m—1) ja (m—1|S_|m) on ainukesed nullist erinevad operaatorite S, ja

S_ maatrikselemendid. Seepérast
(m[$. [m~1) (m-1/$. |m)=(m[$, 3|

S.|m)=(m]s.s |m)

2

2
:<m|SZ—Sf+SZ|m>:dTj(j+1)—m2+m:d7(j+m)(j—m+1)

Siin on arvestatud:
S,S_=(S,+iS,)(S,—iS,)=S. +S; —i[S,,S, | =S} +S} +5,=8"—-S7+5,.
Kui kdik N aatomit on ergastatud (j = N/2), siis

7™ = yam :y(%+mj(%—m+lj (M.7.3)
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m= N/2

Jr N atoms Ulikiirgus

Lm:—N/2

Leiame pulsi analiiiitilise kuju. Selleks vaatame protsessi kineetikat. Tdendosus, et footon

kiirgub siirdel |m) —|m-1):
m=y|(m|d|m-1)[ =y(j+m)(j-m+1)

4 wpd?

kus y = 3 Vaatame juhtu, kus koik aatomid on ergastatud (j=N/2)
C
dm
a7

a—zema)
—=—y|—+m|| ——-m+1
dt 2 2

(111.7.4)

: . 1, " . .
kus y on iihe aatomi lagunemiskiirus; t, == ~107° sec on iihe aatomi spontaanse kiirguse aeg.

/4
See on standardne difvorrand m jaoks
dm

(N/2+m)(N/2-m+1)
! ( 11
(@a+x)(b-x) a+bla+x b-x

m( L 1 j:—y(N+1)dt

=—ydt

Kasutades

j , Saame

N/2+m N/2+1+m
Mis annab lineaarse varrandi m jaoks

|n£m+—N/2j:_7/(N +1)t+c N m_{——leze_ﬂNﬂ)t
m-N/2-1 m-N/2-1
Saame
. 1
m(t) = Nglth(t_tw ] kus 4 v (N +1)

2t
N t,, =ty INN

Meid huvitab tegelikult
(N +1)°

4ch? o
2t,

Missugused N vidrtused on reaalselt voimalikud?

m(t) =

Tekib vidga lithike ja kiire pulss.

XC.

(111.7.5)

(111.7.6)
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Pulsid on viga kiired v ~10"sek . On vajalik kiire ergastus, st pulss peab olema kiirem kui
relaksatsioon. On veel iiks oluline piirang: iihesugused aatomid peaksid tihedalt paiknema, st
objekti ulatus peab olema viiksem kui A . Tuumamagnetresonantsi korral pole see probleemiks,
sest seal on tegemist raadiolainetega, aga optikas on lugu teistsugune. Efekti andvate aatomite
arv Ny = uN | kus u<<I.

Olgu meil silindrikujuline objekt, pikkusega L ja ristldike pindalaga S. Oluline parameeter on

Fresneli arv N, _ 3 :
LA

2
e Kui on lithike paks silinder, st N >1, siis yzi% — koherentselt kiirgab vaid

8
ristldikega ~ A* osa torust.
o Kui on pikk kitsas toru — fiiber, siis N <1 ja = 81% — koherentselt kiirgab niipalju
T
aatomeid kui 4 pikkusele jagub.

Tegelikult on olemas laserid, mis to6tavadki sellel printsiibil — need on laserid ilma peegliteta.

V. Hawkingi-Unruh’ kiirgus [9] (pt. 4 §5, pt. 8 §1-3)
§1. Mustade aukude Hawkingi kiirgus
Hawkingi (nimetatud ka Hawkingi-Gribovi) kiirguseks nimetatakse soojussarnast (ehk

musta keha) kiirgust, mida ennustuse jargi kiirgavad mustad augud, tingituna
kvantefektidest siindmuste horisondi lihedal.

Stephen Hawking pohjendas teoreetiliselt sellise kiirguse voimalikkuse 1974. aastal, pdrast
Moskva visiiti 1973, kus Jakov Zeldovich oli osutanud voimalusele, et péorlev must auk voib
tekitada ja kiirata osakesi. Hawking leidis aga, et mittepoorlev must auk kiirgab samuti. Ideed,
et must auk peab kiirgama osakesi, arendas juba varem vene teoreetik Vladimir Gribov. 1976
andis Unruh matemaatiliselt lintsama seletuse.

See on jillegi nullenergiaga seotud efekt, mida vdiks nimetada ka diinaamiliseks Casimiri
efektiks. Must auk kiirgab soojuslikku kiirgust, mille temperatuur T sdltub massist. Et mustal
augul on temperatuur, sellisele jareldusele joudis 1972 Bekenstein.

Klassikalise fiitisika jdrgi must auk ei kiirga, sest valgus ei saa ldbida Schwarzschildi raadiust.
Gravitatsioon muudab sageduse nulliks: gravitatsioonivéljas footon muutub jérjest
punasemaks, kuni 10puks energia 1dheb nulliks.

2MG

CZ

klassikalise teooria jargi valgus kunagi ei lahku/kiirgu tdhest. Kui arvestada kvantefekte,
situatsioon muutub — tekib musta augu soojuskiirgus.

Tdepoolest, kvantteoorias tuleb vaadelda vélja operaatorite ajalist sdltuvust; kaooperaatoritel
on ajalise muutuse sagedus positiivne, tekkeoperatoritel aga negatiivne. Gravitatsioon muudab
véljaoperaatorite ajalist soltuvust. Nimelt, gravitatsioonivilja vdhendamine muudab selle

Igal massiga objektil on Schwarzschildi raadius r = . Kui tdhe raadius R<r, siis
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sageduse viiksemaks; see kehtib kuni Schwarzschildi raadiusel sagedus muutub nulliks ja siis
edasi ka negatiivseks. See tdhendab, et kvantteooria jargi kaooperaator trasformeerub
tekkeoperaatoriks. Tekkeoperaator, mdjudes vaakumi seisundile, annab nullist erineva
seisundi, erinevalt kaooperaatorist. See tdhendab, et must auk Kiirgab footone. Tapsemallt,
Schwarzschildi  raadiust  libides  gravitatsioon viib  operaatorite  Bogolyubovi
transformatsioonile (valem (11.4.3))

A

a=pad+va’,

a'=pa"+va
kus |ﬂ|2 —|v|2 =1ja v=0. Niiiid osakeste arv algvaakumis n =(0|a"a|0) = |v|2 on suurem Kui
null. See tdhendab footonite kiirgamist musta augu poolt.

§2. Mustade aukude soojuskiirgus

Jéareldusele, et must auk Kiirgab, vaib tulla ka teisiti. Objekti langemisel musta auku suureneb
musta augu entroopia. Kehtib valem (Bekenstein, 1972)

i:@MZ (IV.2.1)
keT  AC
h 3
Termodiinaamikast teame, et kT =Kkg Q, kus U = Mc? ~ ,/S; — kT =— ¢ )
oS 87 GM
du 1 L
T ~— ~— ~ —, mida viiksem must auk, seda kuumem.

M e 1o 1
dt M* M?
1 I I v 20 I I T I v
[— = My 95— | — an/at = i/ (3010 — 1)) |
0.8 : i :
1 - B 1
| |
M/M O f A I Vi !
| 10}

|

04 |
| |
| 51 [
0.2} |
|
|
0 1 1 1 1 0 T I 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

t/to t/to
Ajamomendil t, must auk aurustub dra; loppfaasis on plahvatuslaadne kiirgus.

., Primordial black hole” — algne must auk. Viikesed mustad augud, mis moodustusid Suure
Paugu kdigus, on kiesolevaks ajaks koik aurustunud. Hawkingi kiirgust seni avastatud pole.

Niisiis, klassikalise fiilisika jdrgi Schwarzschildi raadiust footonid Ilédbida ei saa.
Kvantmehaanikast teame aga, et isegi siis, kui seespool Schwarzschildi raadiust footoneid
poleks, on vaakumis kindlasti nullvonkumised. Footoni kaooperaatori ae ' positiivne
aegsdltuvus e muutub Schwarzschildi raadiust lidbides 15pliku tdendosusamplituudiga v

negatiivseks aegsdltuvuseks €', mis tihendab, et kaooperaator muutub uueks
tekkeoperaatoriks b*e'*, vastavalt Bogolyubovi teisendusele. Vaakumseisundis tekivad
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osakesed arvuga noc|v|2 <O|bb+|0>=|v|2. Seega, et leida musta augu kiirgust, tuleb leida,

kuidas véljaoperaatorid muutuvad ldbides gravitatsioonivélja.
Mairkigem, et Plancki osakese raadius on vdiksem kui tema Schwarzschildi raadius

r =2MG/ c”. Seega Plancki osake moodustab musta augu, ja seega peab Hawkingi jirgi
aurustuma. Tema aurustusaeg on t.,, =51207t, =8.67-10s ehk 16085 korda pikem, kui
Plancki aeg.

§3. Unruh’ kiirgus kiirendusega taustsiisteemis

Vaatame kiirenevat taustsiisteemi, kuhu on paigutatud fotodetektor’. Tuleb vilja, et
kiirendusega liikuv fotodetektor registreerib footoneid, mis vastavad musta keha kiirgusele.

Unruh Kiirgus: kiirenevalt litkuv vaatleja ndeb musta keha kiirgust, samal ajal kui
inertsiaalvaatleja seda ei nde.

Hawkingi kiirgus on seotud Unruh efektiga.Unruh tuli jareldusele, et spekter, mida kiirenev

fotodetektor registreerib, vastab soojuslikule kiirgusele temperatuuriga T = (a on

B
kiirendus). Niitame, et see on nii.

Vordleme vaakumit inertsiaalses taustsiisteemis (Minkowski ruumis) vaakumiga kiirendusega
tauststiisteemis (Rindleri ruumis).

. . . . U=t—x
Intervall 4-modtmelises Minkowski ruumis: ds® = dt* —dx* =dudv , kus )
V=10+X

t=a'e“sh(an) U=n-¢ U=-a'e™

x=ae*ch(an) V=1+¢ vV=a'e”

Rindleri ruumis

Leiame intervalli uutes koordinaatides
dudv =e“““dudv = e**dudv = e** (dn* —d&?).
Seega
ds® =e* (dn* —d&?),
kus n on ajasarnane, ¢ ruumisarnane muutuja/koordinaat.

Vaatame Rindleri koordinaatides punkti & =const Leiame x*—t* =« %e** =const. See on
hiiperbool. Seega kui & = const, siis punkt liigub modda hiiperbooli.

7 Uldrelatiivsusteooria ekvivalentsusprintsiibi jirgi on gravitatsioonivili asendatav kiirendusega.
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Hiiperboolsed kaared vastavad voimalikele Rindleri
vaatlejatele, kujutatuna Cartesiuse koordinaatides.
Rindleri koordinaatsiisteem on defineeritud tiksnes x-
telje paremal poolel.

Adirmine joon vastab Rindleri siindmuste horisondile
klassikalises fiitisikas.

Liikumine on kiirendusega. Tdepoolest, kui vdtame X =X,+Yy, Kus X, =a '€ vastab X

vidrtusele algmomendil t=0 ja vaatame viikeseid Y, siis saame (x0+y)2—t2 =x; siit
2
tuleneb viikeste y -de  puhul: y:%, kus a=x;'=cae* =const. See on liikumine

kiirendusega a = ae * . See on omakiirendus (proper acceleration), kuna

ds* =e**“dn” = gy,dn’
Js ON meetriline tensor. Seega & =const puhul litkkumine on konstantse omakiirendusega,
ning omaaeg (proper _time) on z=e*t. Sellel juhul punkt joonisel ei saa kunagi sattuda

koordinaadistiku vasakpoolsele poolpinnale. Klassikaline siisteem liigub ainult parempoolses
kiilus. Punane joon vastab Rindleri siindmuste horisondile.

Klassikaliste objektide jaoks Rindleri siisteemis on vaid pool ruumist. Informatsioon teisest
poolest puudub. Kvantosake voib iile minna teise poolde, muutes aja mdrki.
Saame L (L=left-vasakpoolses) ruumis:

t =—a'e*“sh(an)
X =—a'e“ch(an)

Unruh’ idee
Kvantiseerime elektromagnetvélja molemas ruumis. Moodid tavalises Minkowski ruumis
rahuldavad lainevorrandit:
0 0
———|®=0 IvV.3.1
[at2 axzj ( )
ehk
2
a_(j[)_ =0 . (IvV.3.2)
ouov
0 ou O
u=n-¢ U=-a'e™ E_e ou
Kasutame koordinaate:
V=nté gogte™ 0wl
ov ov
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Lainevorrand Rindleri ruumis

2 2 2 2
og

Need vorrandid kehtivad ka viljaoperaatorite jaoks. Seega véljaoperaatorid rahuldavad
lainevorrandit nii vasakus kui paremas Rindleri kiilus. Samas aga vorrandid on rahuldatud ka
igal pool Minkowski ruumis ja seega lahendid muutuvad pidevalt ka igal pool. See tihendab,
et operaatorite lahendid Rindleri ruumis peavad vasak ruum-parem ruum piirjoonel pidevalt
minema lile tiksteiseks, et nendega saaks kirjeldada operaatoreid Minkowski ruumis. See
pidevuse tingimus lubabki seostada operaatoreid kiirenevas ja inertsiaalses taustsiisteemis.

A t

Future

Left

Past

Vaatame kvantseisundeid/kvantmoode. Toome sisse viljaoperaatori Minkowski ruumis:

d=>
k=—o0
Positiivse levimissuuna osa: (k > 0) @, =e ™4, =e "4 (k=w/c, vittesc =1, k=w)
Negatiivse levimissuuna osa: (k <0) ®_ =e V4, =e ™4

A

k
Analoogselt vdime defineerida kaasoperatorid: @' = e, O =e"a’,

A

Ch

Minkowski ruumi vaakumis:

Vaatame niiiid neid operaatoreid Rindleri ruumis. Analoogiliselt Minkowski ruumiga on

véljaoperaatorid parempoolses R-vaakumis méératud:
AR —iouf R SR iou IR
q)k :el ubk’ q)k+:e|wubk+
A o N R (IvV.3.4)
q)?k — e—lwvbfzk’ (Diek+ — elaNbfzk+,

Vasakpoolses L-vaakumis:
AL iovlsL AL+ —iovi L+
O, =e"b,, O, =e""Db,
2L iouAL 2L+ —ioujL +
d-, =e"b,, D =e""b;,
Mirkigem, et R-ruumi ja L-ruumi operaatoritel on eksponendis @ vastasmairgiga.

(IV.3.5)
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6|<R/4< |O> =

0
2 vaakumit oma kaooperaatoritega: { )
bo_|0)=0

Niisiis, kolm erinevat vaakumit. Minkowski vaakum ja 2 Rindleri vaakumit. On vaja leida seos
kaooperaatorite vahel erinevates vaakumites.

Vaatame, kuidas muutuvad operaatorid u jav (R <> L) iileminekul.

Seosest T =—a e saame u=a "(Ina+In(=0)), kus In(-) ei ole iiheselt miiratud, kuna
In(-1) =iz voi In(-1) =—irx.

Meid huvitab alumise komplekstasandi U .

Arvestame
1) R ruumis
_ 1 )
t=a le“‘fsh(an) = 2_(9“(5“7) —ea¢ 77)) - e
=—a
T See annab .
7 — - aVv
X = a—leaéch(an) — _(ea(§+7z) _ea(.f—q)) V=ale
2x
2) L ruumis

U — a—le—au

t—-t, x—>-x, 7—>-n Sellele vastab
vV = _afleav

Seega
_Ju=—a(Ina+InT+ir)
R-ruumis .
v=—a"(Ina+InV)
_ |u=—a(Ina+InT)
L-ruumis . _
v=—a"(Ina+InV+ir)

u ja v muudavad oma faasi 7 vorra R <> L iileminekul, st toimub faasihiipe. Faasihiipe tuleb
kompenseerida, et saada pidev laine. Nimelt, jargmine lainete kombinatsioon

e . \PE — ge—iwu R
YR eyt {‘I’E=O L
kaitub pidevalt, kus ) _ ¢ = (4nw) ™
* rola \P_ - gelwu L
PR ey, quk—o o
Kk =

Seega ta v3ib vastata lainetele Minkowski ruumis. Seepirast kaooperaatorit Minkowski ruumis

voib esitada kujul
12 d @) e/rw/Za\PR + e—;m)/Za\P *I__
@, :(Zsh(”—wn 3 ‘ ) (IV.3.6)
a +dl£2) (eﬁwIZa\P *i{k +efﬂw/2a\Pt )

d®,d® — Minkowski operaatorid, vastavad lainetele, mis on analiiiitilised igal pool.

Seostame Bk -ga:
A[dk(l)e”‘”’“ - dfﬁ”]‘l’f =W7b7, kus A=e"™"** (2sh(zw! 05))71/2

blfl _ (ZSh(ﬂ'C()/ a))flIZ I:eﬂ(oIZadIEl) + efﬂw/2ad_(2k)+:|
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See seos on analoogne  Bogolyubovi  transformatsiooniga  (11.4.3),  kus
v =(2sh(zw/ a))_m e ™'?*  Osakeste arv Minkowski ruumis

N, = (Sh(ﬂa)/a))_l [emu/a <0|d(1)+d(1) |0> el <0|d(2)+d(2) |0>] -

N, =(0[Bfb% |0) —
=|v[* = (sh(zw/a)) " e ™"
Seega,
1
N, =——— IV.3.7
k ema/a _l ( )
Unruh-Hawkingi efekt: mida suurem on kiirendus a = ae **, seda suurem on osakeste

arv. Analoogia Plancki jaotusega — kiirendus mdngib sama rolli, mis temperatuur:
fy = s T, == (IV.3.8)

- e;m/kT0 -1

— see on temperatuur, mida tunneb fotodetektor.

Moéaotmiseks on vajalik kiirendusega liikuv footondetektor.

Kiirendusega taustsiisteemis on vilja temperatuur, mida registreerib kiirenev vaatleja,
antud Tolmani valemiga

T =(9y) /*T, =& T, =ae * | (27k,) = ha/ (27k;) (1V.3.9)

Joudsime jdreldusele, et kiirendusega taustsiisteemis vaakum ei ole enam vaakum, seal on juba
osakesed — tekivad reaalsed footonid. Vaadates puhtdiinaamiliselt kvantvaakumi, ei toonud me
sisse statistilisi argumente, aga saime kiirguse, mis vastab soojuslikule kiirgusele.

Miks see on nii? Kiirenevas taustsiisteemis, olles R-poolel, ei ole meil mingit infot L-poolest,
see jadb siindmuste horisondi taha. (Aga Minkowski ruumis on osakesed igal pool.) Kaotame
info poole ruumi kohta. Ent kaotades info L-poolelt, ei tea me rangelt vottes, milline on laine
R-poolel. Sel juhul elektromagnetvilja kvantseisundit ei saa kirjeldada lainefunktsioonidega,
tegemist on segaseisunditega, nagu see on temperatuurse tasakaaluoleku puhul. See seisund on
kirjeldatav tihedusmaatriksiga: ei ole infot faasidest, tegu on temperatuuri jaotustega.

Kui kdrge see temperatuur on? Ja kui palju footoneid detektor loeb?

Votame a :% ~0.1cw , Kus @~10"sec™ , st kiiruse juurdekasvu 0.1c 10** sekundi jooksul

— tohutu kiirendus! Sellel juhul
ha

2ak,

— mitte viga korge temperatuur. Vastav kiirgus on kauginfrapunases spektraalpiirkonnas. See
tdhendab, et reaalses olukorras, kus kiirendus on palju suurusjarke vdiksem, Unruh kiirgust
praktiliselt pole — vaakum ei anna meile mitte midagi.

Kiill aga femtopulss mittelineaarses keskkonnas muudab murdumisnditajat An= 0.1 vorra. See
kiire murdumisnditaja muutmine on lainete jaoks ekvivalentne suure kiirendusega
taustsiisteemiga. Sel juhul tekib infrapunane voi isegi néhtav kiirgus.

Seega on voimalik moota Unruh footoneid mittelineaarses optikas, vaadates nditeks peegli
vonkumist: N(t) =n, +n, cos(at). Kui optilise teepikkuse muutuse kiirus on suur, tekib tugev

Kiirgus:

T~01 ~100K

dal
22 e
dt
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Kokkuvotvalt musta augu fiiiisikast.

JURTLITIN w<0 Olgu ringjoon siindmuste horisont, mis on mddratud
'." ’\‘ Schwarzschildi raadiusega. Seda libides ® >0 muutub
K w>0 % w<0 - kaooperaator asendub tekkeoperaatoriga. See
:' "‘ tdhendab, et must auk kiirgab. Hawking nditas, et see
’ — kiirgus on analoogne musta keha kiirgusega. Kiirguse
'-‘ Schwarzschild # temperatuur on mddratud kiirendusega Schwarzschildi
\‘ radius ',' raadiusel. Mida vdiksem on musta augu mass, seda rohkem
. o ta kiirgab: kT — 5 hl‘\:;G .
Sagee® JT

Kiirgus ehk massi kadu ~M™, st eluiga on Ioplik.

V. Resonantse sekundaarkiirguse teooria

Allpool vaatame optilisi protsesse (neeldumine, Kiirgus, hajumine) tavalistes kristallides, kus
optilised spektrid on oluliselt laienenud lisanditsentrite optiliste elektronide ja kristalli aatomite
(ioonide) vastastikmoju tattu.

Uurides Kkiirguse ja aine interaktsiooni, piirdusime seni aine kirjeldamisel kahenivooliste
stisteemidega. Niisugust mudelit voib kasutada tugeva monokromaatse ergastuse puhul, mis on
resonantsis kitsaste neeldumisribadega aines. Siinjuures neeldumisriba spektraalne laius peaks
olema vdiiksem kui Rabi sagedus. Need tingimused on kondensaines tavaliselt raskesti
tdidetavad, kuna aine neeldumisribad tihti on laiad (iseloomulik laius on 1072 =1 V).
Et Rabi sagedus oleks suurem, on vaja kasutada ergastust intensiivsusega Kkuni
I, :|E0|2/Z0 ~10"V/cm)? /376.7Q ~ 10" W/cm? . See tingimus véib téituda ainult tugevate
Jja lihikeste laserpulside kasutamisel (vt (111.5.2)) 8. Tavalistes eksperimentides kristallidega
kasutatakse mitmeid ja mitmeid jédrku norgemat ergastust. Seega tavaline kahenivooline mudel
ei sobi aine ja kiirguse interaktsiooni kirjeldamiseks, kui aineks on kristall lisanditsentritega.
Siinkasutatav teooria peab iihelt poolt olema iildisem — tuleb arvestada elektron- ja
vonkenivoosid, mis osalevad elektroniileminekutel aines, aga teiselt poolt voib ta olla lihtsam,
kuna saab piirduda hdiritusteooriaga aine ja kiirguse kirjeldamiseks. Niisuguse teooria aluseks
voib kasutada Kramers-Heisenbergi valemit, mis kirjeldab elektromagnetvdlja hajumist aines.

Kaasaegse kvantteooria alguseks voib lugeda Kramersi ja Heisenbergi artiklit aastast 1925,
milles on esitatud footoni hajumise ristloige aatomi elektronil (nn teist jirku kvantprotsesside
valem)

8 Nimetatud tingimused voivad siiski olla tdidetud, kui lisanditsentriteks kristallides on
haruldaste muldmetallide kolmevalentsed ioonid. Nendel tsentritel on optilisteks iileminekuteks
néiihtavas ja lihisinfrapunases diapasoonis f-f tileminekud. Uleminekud toimuvad elektronide f-
kihis, mis on aatomi (iooni) sisekiht ning seetottu ei “tunne* iimbitsevat kristalli. Vastavate
spektraaljoonte laius madalal temperatuuril véib olla kuni 10*eV. Rabi sagedus iiletab joone
laiuse juba valguspulssidel 108 - 107 W/cm?.
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2

TN | 5k, -k, + o, -na)

d’c o D
dQ.d(w) o 7 Ei—En+ha)k+i?“

See valem mddrab toendosuse, et siisteemi ergastamisel footonitega, mille energia on hao,,
kiirguvad footonid energiaga 7w, ruuminurka Q. ; |i),(f|.(n| tdhistavad siisteemi liihte-,
lopp- ja vahepealset seisundit, E,,E, ,E, — siisteemi energiat vastavates seisundites, O -

Sfunktsioon kindlustab energia jddvuse protsessi kestel, T on vastava tilemineku operaator, F;l

on vaheoleku eluiga.

Hendrik Kramers ja Werner Heisenberg esitasid valemi veel enne kvantmehaanika
formuleerimist, rakendades vastavusprintsiipi klassikalisele valguse dispersiooni valemile.
Kvantmehaanilise tuletuse andis Paul Dirac 1927. aastal. Mdrkigem, et kvantteooria jdirgi

summa |n) all on veel teine liige, kus 7@, asemel on —7ia, . See on nn mitteresonantne liige,

mis resonantsprotsesside puhul ei ole oluline.

Footonite hajudes aatomitel véi molekulidel enamik neist teeb libi elastse (Rayleigh’)
hajumise, muutmata sagedust/lainepikkust, viike arv aga (iiks 10" kohta) hajub mitteelastselt,
muutes sagedust. Need annavad sekundaarkiirguse osa, mis kannab nimetust Ramani hajumine.
Mitteresonantse ergastuse korral, kui footonite sagedus ei lange aine elektron-vonkesageduste
alasse, koosnebki sekundaarne kiirgus iiksnes Rayleigh’ ja Ramani hajumisest. Sel juhul
nimetajaid Kramers-Heisenbergi valemis on voimalik votta konstantseks ja arvestada ainult
lugeja soltuvust vonkeseisunditest. Vastava teooria arendas Placzek (1936). Olukord muutub
sootuks resonantsjuhul, kui ergastusfootonid langevad vibroonsiirete piirkonda. Vastav
teooria, mida nimetame resonantse sekundaarkiirguse teooriaks, on arendatud Tartus
Fiitisikainstituudis [10-14].

§1. Kristalli lisanditsentrite vibroonseisundid

Kasutame Kramers-Heisenbergi valemit footoni hajumise korral kristalli lisanditsentril.
Tsentrite optilisi omadusi saab kirjeldada iisna lihtsa mudeliga. Tulemused on sealjuures suurel
madral iildised, voimaldades selgitada norga valguse toimet kristallis.

Seisundid |i>,|f>,|n> Kramers-Heisenbergi valemis tihistavad meie juhul Kkristalli
lisanditsentri vibroonseisundeid, need on elektron-vonke seisundid, mis tekivad

lisanditsentri  optiliste elektronide interaktsioonis Kkristalli aatomite (ioonide)
vonkumisega. Sellise slisteemi hamiltoniaani vOib esitada kujul:

H—i p2+lzﬁ”2'”‘+V(r R) (V.1.1)
2m4 T 24 M, o "

kus | loendab elektroni vabadusastmeid, n on aatomite (ioonide) arv kristallis, a=x,y,z
tdhistab aatomite Cartesiuse koordinaate, m, Mn on elektroni ja aatomite massid, p, ja F3n,a -

vastavad impulsi operaatorid, r ja R tdhistavad elektronide ja aatomituumade koordinaatide
vorku, V(r,R) on elektronide ja tuumade vastastikmdju potentsiaalne energia.
Lahendades statsionaarset Schrodingeri vorrandit

H¥(r,R) = E¥(r, R) (V.1.2)
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madrame siisteemi Vvibroonseisundite energia ja lainefunktsioonid. Péhildhendiks
vibroonseisundite kirjeldamisel on adiabaatiline lihendus, mis tugineb elektroni ja tuuma

masside suurel erinevusel m<10°M . Selles lihenduses esitatakse vibroonne
lainefunktsioon W¥(r,R) elektroni (¢) ja tuumavonkumiste () lainefunktsioonide
korrutisena

¥(r,R)=¢(r,R)y(R). (V.1.3)
Sealjuures rahuldavad elektron- ja vonkelainefunktsioonid vorrandeid
1 .
(%Z bV (r, R)}iﬁe(r, R)=U.(R)4.(r\R) (V.1.4)
|
1< P
52 HU(R) i (R) =B, (R) (V.L5)

Vorrand (V.1.4) kirjeldab elektronseisundit e energiaga U, (R) ja vastab elektroni liikumisele,
kui tuumad on konfiguratsioonis R. Vérrand (V.1.5) kirjeldab tuumade kvantliikumist
elektronseisundis e . Elektronenergia U, (R) téhistab iihtlasi tuumade potentsiaalset energiat.
Parandusliikmeid sellele ldhendusele saab leida, asetades valemi (V.1.3) vorrandisse (V.1.2)
ning vottes arvesse lilkkmed, mis tulenevad kommutaatoreist [Isn?a / M., é(r,R)] (nn
mitteadiabaatilised operaatorid). Need likkmed on viikesed vorreldes kommutaatoreist
[p?/m,¢(r,R)] tulenevate liikkmetega, mis méiravad valemiga (V.1.4) kirjeldatud elektronide

kvantliikumise. Antud 1dhendust saab lihtsalt parandada, kui kasutada potentsiaalse energia
operaatorit

0,(R)=U,(R) -, T 0rd 1. P4, )

na

U.(R) asemel. Teine liige kirjeldab siin tuumade keskmistatud kineetilise energia operaatorit

elektronseisundis. Eeldame, et see on operaatori U, (R) viike parandus.

Adiabaatiline ldhendus tootab hdsti kédumata elektronseisundite korral. Kui Kkisitletav
elektronseisund on kddunud (néit lisanditsentri korge slimmeetria tottu), siis adiabaatiline
lahendus ei pruugi kehtida. Sellisel juhul tuleb votta arvesse kodunud elektronseisundite
segunemine, pohjustatud tuumade vonkumistest, mille tulemusena tsentri siimmeetria langeb
(Jahn-Teller effect). Edaspidi vaatame vaid kddumata elektronseisundeid, kus adiabaatiline
lahendus on hiésti rakendatav.

1. Vonkumised kristallis

Nagu iilaltoodud vorrandeist jareldub, selleks et leida kristalli lisanditsentri vibroonsed
seisundid tuleb lahendada kaks lihtsamat probleemi:
1) leida elektroni vorrandi lahend oluliste tuumakoordinaatide korral,

2) médrata aatomite (ioonide) vonkumised, mis on kirjeldatud vdrrandiga (V.1.5) antud U, (R)

korral.

Et lahendada esimest probleemi, vdib arvestada, et lisanditsenter mojutab vaid vdikest osa kogu
kristalli potentsiaalsest energiast, so muutused sdltuvad iiksnes ldhimate aatomite nihetest
lisandiaatomi (molekuli) timber. See voimaldab lahendada probleemi kahes etapis: 1) esiteks
leida ideaalse (lisandideta) kristalli potentsiaalne energia, ja seejirel 2) leida viimase
lokaalsed parandused, mis on tingitud lisanditsentrist erinevates ergastatud
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elektronseisundites. Esimene probleem lahendatakse tédnapdeval ideaalse kristalli ab-initio
arvutustega, nditeks DFT (density functional theory) abil. Kristalli perioodiline struktuur
vOimaldab niisuguseid arvutusi lébi viia (monikord isegi lihtsalt). Teise probleemi lahendamisel
kasutatakse kristallivilja (ligandivilja) teooriat (crystal field theory).

Pohildhendus kristallivore vonkumiste kirjeldamisel antud elektronseisundi € korral on
viikeste amplituudide ldhend, mis lubab arendada vonkumiste potentsiaalenergiat U, ritta
aatomite (ioonide) nihete u  jargi (tasakaaluasendist). Siin m on elementaarraku number, k
- aatomi number elementaarrakus, a - aatomi Cartesiuse koordinaat. P3hildhenduses, mida
nimetatakse harmooniliseks lihenduseks vdetakse arvesse vaid teist jarku liiget U, _suhtes.

Sel juhul kirjeldatakse aatomite vonkumist kristallis hamiltoniaaniga

=5 Z Pa ZZZ mx, m'x’ ml( m'x’ (V'l'6)

mKa mmI(KlZO!

Siin ®**

meK

aatomi (m, x') impulsi o -komponendi operaator.
Hamiltoniaani (V.1.6) saab esitada diagonaalkujus Selleks toome sisse taandatud nihete
u; =us M __ ja impulsside P“ —P“ /«/ _ operaatorid. Saame vdnkehamiltoniaani

mx

con teist jarku tuletis vongete potentsiaalsest energiast U®_ ja U°_jirgi, ISW?K on

harmoomhses lahenduses kujul

H=2 3 Bl 2> 3% D, 0o, (V.17)

m,k,a mml(Ka’Ot

kus D .= a/d)ﬁm,(, /,/MmKMm,K, on kristalli diinaamiline maatriks. Potentsiaalenergia

operaator taandatud impulsi korral on diagonaalsel iihikkujul. Et saada kogu hamiltoniaan H
diagonaalkujul, tuleb diagonaliseerida diinaamiline maatriks D. Seda tehakse ortogonaalse
teisenduse kaudu U7, =D’ €, X, Kus x;=> e, U7 on vonkemoodi j normaal-

K oM, |

koordinaat, teisenduse koefitsiendid rahuldavad vorrandit

> D =we,., (V.1.8)

mx,m’'x’ mm] jomKaj
m,x,a

ja ortogonaalsuse tingimust >° e, .. . =J; Z, e i Cami = OO O - SiIN @ ja

mm' Y k" aa’

€, i on diinaamilise maatriksi omavéartused ja omavektorid. Pérast sellist teisendust saab H

amx, j

soltumatute harmooniliste ostsillaatorite (moodide) summa kuju

H :;z( o + X ) = hZa) (ara, +1/2) (V.1.9)

]

kus @; on normaalmoodi j sagedus, a, :,/]/Zha)j (|a/axj +;X;) - selle moodi kaooperaator.
Normaalmoodi kvanti nimetatakse foononiks.

2. ldeaalvore, foononspekter

Vorrandit (V.1.8) saab lahendada molekulaarsiisteemide korral, mille aatomite arv
N <10* +10°. Kiristallide juhul aga on meil tegemist palju suurema aatomihulgaga. Siiski,
probleemi on vdimalik lahendada ténu asjaolule, et ideaalkristalli vore on perioodiline. Selle
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omaduse tOttu sOltub kristalli diinaamiline maatriks iihikrakkude arvust m ja m™
Drt e = Do veon = Dier oy - See lubab esitada 0, ; tasalainena G, , =7,e"" /\AN, kus I,
on iihikraku m asukoha raadiusvektor ja k - psordvére vector, N ~ N g0 ~ 6-10% . Niiiid U
saab kuju

1 aa' (1, ’

U :Ezzdl«',x’(k)nxank’a' ! (VllO)
kus oleme sisse toonud diinaamilise maatriksi K -esituses d<% (k)=>"_ D e . See on
3nx3n- maatriks, kus n on aatomite arv ihikrakus. See maatriks on palju vdiksem kui

3N x3N diinaamiline maatriks Dﬁi:m,{,, mille N ~ N 500000 - Néiteks, NaCl kristalli tthikrakus

on 2 aatomit, seega d,j‘,j',(IZ) on 6x6 maatriks. Seda maatriksit saab diagonaliseerida

unitaarteisendusega x, . = zmbm(lz, q)7,, , mis annab

3v

U= %Zngqu?’q (V.1.11)

k g=1
Siin @, 0N haru q lainevektoriga k foononi sagedus ja BK(E,q) polarisatsiooni vektor, mis

rahuldavad voOrrandit
> de (Kb, (K, Q) = @l b, (K, Q) (V.112)
Foononharusid on kokku 3n tiikki: 3 akustilist, mille . —0, k —0, ja 3n—3 optilist haru,

mille @, >0; simmeetriatelgede suundades on n longitudinaalset haru ja 2n transversaalset

haru. @, sdltuvust K -st nimetatakse foononharu q dispersiooni seaduseks. Foononseisundite
tihedus (ingl. DOS = density of states)

1
p(®) :N%&w—%) = ;\aka /aa)ﬁq\, N — oo (V.1.13)

on vahemikus @ =0 kuni maksimaalse foononsageduseni o, <10*s™; siin on palju piike, mis

vastavad foononite erinevatele harudele (vt. joonis) erinevate dispersiooniseaduste ja
DOSidega NaCl korral.

NaCl

——— (a)

"~ [oon) | foct o] T 1] 5t NaCl ]
o \ ; . |

et

A §j§\f/ A s
A | /1 3
Wt :// \:\_ 7 (a)* : R
‘:“A”]f“w”]f‘ AZI ‘?“A”OLS o it J .

1 2 3 4 5

REDUCED WAVE VECTOR COORDINATE £=aq/21 w (10° rad sec™)

Joonisel on NaCl foononspekter: foononharude sagedussoltuvus lainevektori K suundades
kristalli poordvores (vasakul) ja DOS (paremal). Kitsad jooned kujutavad erinevate
foononharude panuseid [G.Raunio, and S. Rolandson, PRB (1970) 2, 2098]
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Kui kristallid koosnevad oluliselt erinevate massidega aatomitest (ioonidest), siis
foononspektrites on eriharude vahel 16hed. Van Hove nditas, et D-modtmelises vores

piirsagedusele w, lihedase @ korral p, (@) o a)D‘ZQ/a)‘f —a)z‘ . Lisaks voib DOS p(w) ja selle

esimene tuletis omada singulaarsusi (nn  van Hove’i singulaarsused). Spektri
madalsageduslikus akustiliste foononite osas (@, =0) annab see p, o @”™.

3. Vonkumised punktdefektiga kristallis; Lifshitzi meetod

Punktdefekt kristallis muudab radikaalselt diinaamikat, kuna ta rikub vore perioodilisust.
Defekti tekitatud héiritus ei ole ndrk, mistottu siin ei saa rakendada tavalist héiritusteooriat.
Siiski, nagu nditas Lifshitz [I.M.Lifshitz, JETP (1942) 12, 117], probleemi saab lahendada,
kasutades asjaolu, et hiiritus on vores lokaliseeritud kitsas piirkonnas Q. Toepoolest, defekti
korral vorrand (V.1.8) saab kuju

@&, =D Dy €yt D Vieus®us (V.1.14)
I'.p h.A

Siin | nummerdab nii rakke kui ka aatomeid rakus, D), , on ideaalvdre diinaamiline maatriks,

la,|
Vv, viimase hdiritus vore poolt, |, kuulub hiiritud piirkonna Q juurde. Kasutades

a kB B
ideaalvore Greeni funktsiooni
1 b (Kb, (K.9) i)
G, ,.(0)=— Ko Ko e V.1.15
Ia,lﬂ( ) 3N % a)lzgq _a)g ( )
vorrand (V.1.14) teiseneb kujule
€. :_ZZGIa,I'ﬂ (a))vl',ﬁ,ll,/jlellﬂl : (V.1.16)
"8 WA

Ténu héirituse lokalisatsioonile, toimub summeerimine valemis (V.1.16) iile defekti piirkonna.
Jarelikult, Greeni funktsioon laiendab defekti ala lahendit kogu kristallile. Peale selle
vOimaldab ta leida lahendit defekti alas; selleks peaksime votma (V.1.16) defektipiirkonnas Q

, mis annab defektses piirkonnas lineaarvorrandite siisteemi €, jaoks. Tingimus selle siisteemi
lahendamiseks
det|5,.0,5 + D Gis @V 5, 4|=0, LI'L € Q (V.1.17)

LA
annab vorrandi hdiritud vore sageduste leidmiseks.

Seega, Lifshitzi meetod sisaldab kogu vajaliku informatsiooni ideaalvore kohta Greeni
funktsiooni kaudu. See funktsioon on kéesoleval ajal leitud erinevate kristallide jaoks.

4. Lokaalvonkumised
Definitsioonist (V.1.15) jareldub, et G(w) katkeb punktis @’ =g 3N-n korda, jarsult

hiipates oo ——0 . Kolmemddtmelistes (3D) varedes, foononriba piiril @, ja keelutsoonides
on Greeni funktsioonil G(w) 10plikud véértused. Neist jéreldub, et 3N-n sagedust @;, mis on

vorrandi (V.1.17) lahendid, asuvad foononspektri sees; need on uued sagedused, ehkki peaaegu
samad foononsagedused (muutused on suurusjérgus 1/N). Seevastu n sagedust o, voivad

asetseda viljaspool foononspektrit. Vorrandi (V.1.17) nende lahendite pohiomadus on, et

72



amplituudid e, ; erinevad oluliselt nullist siis, kui I on defekti piirkonnas. (Selline omadus on

ilmne: defektist eemal saavad eksisteerida vaid need vOnkumised, mille sagedused on
foononspektris.) Mainitud lahendid kirjeldavad lokaalseid vonkumisi.

Seega defekt voib ennast ilmutada vonkeergastuste ndol, mis totaalselt erinevad foononitest:
nad on lokaliseerunud defekti alas ja vastavad aatomvongetele, mis ei kustu ajas. Niisugune
lokaliseerunud vonkeenergia on vodimatu ideaalvores: statsionaarsed vonked vastavad
foononitele, mis on levinud iile kogu kristalli. Markigem, Aui arvestada vonkumiste
anharmoonilisust, siis koik vonked, lokaalsed kaasaarvatud, kustuvad tinu kahe voi enama
erineva foononi tekkele. Kuid selline kustumine on tavaliselt kiillalt aeglane: iseloomulik
kustumisaeg on sadade vonkeperioodide suurusjdrgus.

Lokaalsete moodide ilmnemiseks 3D voredes on vaja 10plikku (kiillalt suurt) héiritust. See
jareldub vahetult vorrandist (V.1.17), kui votta arvesse, et 3D voredes on Greeni funktsioonid
keelatud foononsageduste korral 10pliku viidrtusega. Eriti lokaalse moodi ilmnemisel
foononspektrist kdrgemal — selleks on vaja kas tipris kerget lisandit vai siis lisandist tingitud
elastsuskonstantide margatavat suurenemist. Kui foononspektri sees on keelupilud, siis selleks
et saada lokaalset vonkumist pilu sagedusvahemikus voib reeglina defektist tingitud héiritus
olla vdiksem.

5. Pseudolokaalsed vonkumised

Monikord on lisanditsentri vonkespektris terav Kitsas piik. Vastava DOSi Kkitsas spektraallaius
tahendab seda, et vonkumisel on pikk eluiga (vorreldes keskmise vonkeperioodiga), st see
vonkumine on pikemaks ajaks lokaliseerunud. Niisugust vOnkumist nimetatakse
pseudolokaalseks. Et kirjeldada sellist vonkumist, toome sisse konfiguratsioonkoordinaadi X,
- lineaarse kombinatsiooni nende aatomite koordinaatidest, mis vdtavad osa sellest ndrgalt
kustuvast vonkumisest. VOnkehamiltoniaani saab esitada kujus

H =hayaga, +H,, +u(ag +3))D & (a) +a;) , (V.1.18)

j=1

kus @, on pseudolokaalse vdnkumise sagedus, 8, =/h/2w,X, /@, /21 8/0X, selle kao-

operaator, H, on foononite hamiltoniaan. Viimane liige valemis tihistab pseudolokaalse
vOnkumise interaktsiooni foononitega, €; = (h/ 2, fa)oa)j )eo ;» aon interaktsiooni tugevus, mis

eeldatakse olevat nork. Lihtsad arvutused annavad selle mudeli korral jargmise valemi
(0] a;a (1| 0) =™, (V.1.19)
mis kirjeldab pseudolokaalse vonkumise ajalist evolutsiooni, kui kdik vonkumised on |0>
seisundis. Siin @, =, +A, A=1'PY &' [(@,~o;) kirjeldab moodi sageduse renormali-
i
seerimist foononite tdttu, I' = 7z° ) &25(w, — ;) on moodi relaksatsioon ajas. Nii A kui T

J
on viikesed: A,I' < @, . Selle moodi DOS on lorentziaani kujuga

po(@) =T [((0—,)" +T7) . (V.1.20)

Jatkame kristallide sekundaarkiirguse spektritega lisanditsentrite resonantse ergastuse korral.
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§2. Resonantse sekundaarkiirguse iildvalemid ja klassifikatsioon
[10,11]

Sekundaarseks kiirguseks nimetame aine fotoergastuse (primaarkiirguse) toimel tekkinud
kiirgust. Kui ergastus on mitteresonantne (véaljaspool elektronsiirde piirkonda), siis
sekundaarne kiirgus kujutab endast suhteliselt norka hajunud valgust, resonantsjuhul aga on
tegemist mitmeid suurusjirke intensiivsema kiirgusega, mis koosneb erinevate omadustega
komponentidest: tavalisest ja kuumast luminestsentsist, Rayleigh’ ja Ramani hajumisest.
Resonantse sekundaarkiirguse klassifikatsioon on oluline probleem aine optiliste omaduste
fliiisikas.

_\‘b&&‘a
.\Q@ 'Q@O
.\Q& \\\o\ Resonantsergastuse korral (@ ~Qy ~(E,-E))/#)
oy W
1—7‘\5‘, & VA koosneb  sekundaarkiirgus kolmest kompo-—
\ A_\/"v / nendist, mis eristuvad iiksteisest nii spektraalsete
E, N kui ka ajaliste karakteristikute (relaksatsiooni—

_ \J aegade) poolest.

Neeldumine Luminestsents Intensiivseim on luminestsents (punased nooled),
alati leiab aset ka Rayleigh’ ja Ramani hajumine
(sinised nooled),

sageli on voimalik eristada kuuma luminestsentsi
(rohelised nooled) — luminestsentsi osaliselt
relakseerunud vonkeseisundeist.

Protsessid, mis annavad sekundaarse kiirguse, on kahefootonilised, seega kirjeldatavad
valguse ja aine interaktsiooni teist jdrku hdiritusteooriaga.

Vaatame hajunud valgust lisandikristallilt, mida ergastatakse monokromaatse valgusega.
Kasutame siinjuures adiabaatilist 1ahendust. Kramers-Heisenbergi valemist tuleneb, et hajunud
valguse intensiivsus (ruuminurga ithiku kohta) on méiiratud valemiga:

w2 :
W (,, Q) = 2:[ = YNN8 Esi s (@0, Q) (V.2.1)

afys
kus a, on ergastuse (primaarkiirguse) sagedus ja Q - hajumise/sekundaarkiirguse sagedus, n
tdhistab hajunud valguse polarisatsiooni iihikvektorit, ¢ on ergastava elektromagnetvilja
amplituud ja i, ; (sekundaarkiirguse tensor) on méiratud polariseeritavustensoriga P,

jargmiselt:

Ip,5 (9, €2) ZZW(V)<V|PW|V'><V'|P¢; V>5(Q—a)0+a)w.) : (V.2.2)

Siin v ja v' tdhistavad alg- ja 16ppvdnkeolekuid, @, =(E, —E,)/% on vastava iilemineku
sagedus (edaspidi #=1) ,w(v) - Boltzmanni tegur. Resonantsjuhul teist liiget Kramers-

Heisenbergi valemis voib mitte arvestada (kuna selle nimetaja on suur, mistdttu liige ise on
viike). Arvestades ainult {ihe resonantse ergastatud elektronseisundiga (2) on
polariseeritavustensor

M, V') {v'[M
Pa;/:ZQ -

_ (V.2.3)
v Syt O — 0, =@y 1y
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Siin M, on elektronsiirde |1)—|2) maatrikselement, » - ergastatud elektronseisundi

radiatsiooniline laius, Q, =(E,—E)/% - puhtelektroonse (foononvaba) iilemineku sagedus
(vt joonis).

Ulaltoodud valemite (V.2.2)-(V.2.4) kasutamine antud kujul tekitab arvutuslikke ja
kontseptuaalseid  probleeme. Summa Z tile diskreetsete elektronvonke (vibroon-)

vaheolekute muutub vonkemoodide arvu kasvades reaalselt raskestiarvutatavaks. Seepirast
piirdutakse tavaliselt {ihe voi siis kahe-kolme vonkemoodiga. See ei ole probleemi lahendus,
eriti pidevate spektrite puhul.

Mis puutub kontseptuaalsetesse probleemidesse, siis tuleb markida, et sagedusesituses valem
(V.2.2) ei kajasta footoni kiirgamist ja neelamist kui ajas eristatavaid protsesse — siit ei jareldu,
kui kaua viibis siisteem virtuaalses vaheolekus. Probleemi lahendab valemi teisendamine
sagedusruumist aegruumi - kolmekordseks integraaliks iile acgade.

Kasutades valemis (V.2.2) ¢ -funktsiooni integraalesitust &(x) :2i I d e™ | saame
T —00

. 1 %, o .
|aﬁ'y5(a)0,Q):z I d e @ oow<pa7(ﬂ)p§ﬂ>l , (V.2.5)
kus P, (4) on polariseeritavustensor Heisenbergi esituses
iHyu —iH,
P, (u)=e™P e, (V.2.6)

<...>l=Z_lzvexp(—Ev/kT)<V|...|v> tdhistab kvantmehaanilist keskmistamist {ile vonke
lihteolekute |v), Z=>" exp(-E,/kT) on statistiline summa; siinjuures on arvestatud, et

exp(itEV)|v>:exp(itH1)|v>, kus H, on pdhielektronseisundi vonkehamiltoniaan. Edasi

esitame integraalide kujul polariseeritavusoperaatori (V.2.3) resolvendid. Arvestades taas
exp(itE,.) v">:exp(itH2)|v"> (H, on ergastatud elektronseisundi vonkehamiltoniaan) ja

taielikkusnduet ZV" lv")(v"|=1, saame

Pa}, — '[dz_e—iworM;—einr—y‘rM ye—iHl‘r ’ (V27)
0

mis annab meile Kramers-Heisenbergi valemi integraalesituses

a

1 1 i i K 1 AIQu—ia +7'—T f
'ay,ﬂa‘(a)o’Q)zzjdﬂjdfjdr eQﬂ o (4 )Aygﬂ(ﬂ,‘i.f), (V-2-8)
0

—0 0

kus kolmest ajast sdltuv korrelatsioonfunktsioon on méératud jargmiselt:
[ 1Qy (7'—7 * JIH, o' =7 iHu —iH,r—yr * —iH T'—1
A (p1,7,7) = €97 (M@ 7 M @M e e M e i) - (v.2,9)

Integreerimismuutujatel 4, 7 ja ' valemis (V.2.8) on fiiisikaline sisu, seotud
relaksatsiooniprotsessidega. Muutujad 7 ja 7' vastavad ajale, mis kulub ergastava footoni
neeldumisest sekundaarse footoni kiirgumiseni kahes tdendosusamplituudis, sealjuures g on

kahe amplituudi aegade vahe pérast sekundaarse footoni kiirgumist. Kahe amplituudi keskmine
aeg
s=(r+7")/2
on ergastatud seisundi eluiga, vahe
S'=7'-71
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kirjeldab kahe amplituudi faaside vahet, mis tekkis ergastatud vaheseisundi eluea kestel; aeg
u Kirjeldab faasivahet, mis tekkis ldhtefootoni sekundaarseks muundumise protsessi kaigus.

Kui vaadata protsessi kahe etapina - 1) vaheseisundi ettevalmistamine, 2) siisteemi viibimine
vaheolekus — siis aeg s’ kirjeldab faasivahet, mis tekkis esimeses etapis, aeg u—s" - teisel

etapil tekkinud faasivahet, aeg x - summaarset faasivahet, mis tekkis mélema etapi labimisel.
Korrelaator A(u—s") kirjeldab faasi korrelatsiooni ergastusprotsessis, soltuvus s -st médrab

faasi korrelatsiooni kiirgumisel, sdltuvus s-st — faasi korrelatsiooni kustumise neeldumise ja
Kiirgumise vahepeal. Seega A(s") kirjeldab siisteemi faasirelaksatsiooni vaheolekus, A(s)aga

energeetilist relaksatsiooni samas seisundis/vaheolekus.

Integreerimismuutujate fiitisikaline tdhendus relaksatsiooniaegadena voimaldab lahendada
resonantse sekundaarkiirguse (RSK) klassifikatsiooni probleemi. Faasi- ja energeetilise
relaksatsiooni eristamine resonantsjuhul lubab omakorda eristada sekundaarses kiirguses 3
komponenti: tavalist luminestsentsi, kuuma luminestsentsi ja resonantshajumist.

1) Tavaline luminestsents on kiirgus soojuslikus tasakaalus vonkeseisundist, st parast
faasi- ja energeetilise relaksatsiooni toimumist.

2) Kuum luminestsents on kiirgus seisundist, kus faasirelaksatsioon on juba aset leidnud,
aga energeetiline relaksatsioon pole veel jdoudnud toimuda.

3) Resonantshajumine on kiirgus seisundist, millel on veel ergastuse faasimilu, st
hajumine leiab aset enne faasi- ja energeetilist relaksatsiooni.

Kristallides ja molekulidel lahustes on nii faasi (I'taas) kui ka energia (I'en) relaksatsiooni kiirus
viga suur vorreldes radiatsioonilise iilemineku kiirusega (y): Ttass ~ 10% sec?, T'en ~ 1011- 10%2
sect, vy~ 10*- 108 sec™.

Seepdrast tavaliselt (nditeks, Kristallide lisanditsentrite puhul) domineerib RSKs tavaline
luminestsents. Ulejdinud sekundaarkiirgus — hajumine ja kuum luminestsents - on palju
ndrgema intensiivsusega, kuid eksperimentaalselt vaadeldav: spekter on eristatav, kusjuures
sisaldab olulist informatsiooni, mida tavalise luminestsentsi spektrist ei saa.

Juhtudel, kui faasirelaksatsiooni kestus on tunduvalt liihem energeetilise relaksatsiooni omast,
saab kiirgust, mis leiab aset ergastatud vibroonseisundist enne faasimélu kustumist, eristada
Kiirgusest pdrast faasirelaksatsiooni, kuid enne energeetilise relaksatsiooni toimumist. Esimese
etapi Kkiirgus on omadustelt sarnane mitteresonantse hajumisega. See o0sa kiirgusest on
resonantne Rayleigh’ ja Ramani hajumine. Kiirgus teisel etapil - pérast ergastuse faasimalu
kaotust - meenutab luminestsentsi, kuid erinevalt tavalisest luminestsentsist on {ileminekud
mittetasakaalulistest vonkeseisunditest. See on Kuum luminestsents.

Ulaltoodust jireldub, et valemid (V.2.8) - (V.2.9) kirjeldavad resonantshajumist liihikeses

ajavahemikus s ~|s|~T" kuuma luminestsentsi keskmises aegade piirkonnas

faas '

L. <s~T,, agatavalist luminestsentsi suurte aegade korral ',y <s~ .

faas en !
Mrkus. Valemid (V.2.2) - (V.2.8) on tuletatud kddumata elektronseisundite jaoks. Kui neis
valemites késitleda operaatoreid maatriks-operaatoritena, siis kehtivad nad ka kodunud (ja
kvaasikddunud) seisundite korral.
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§3. Luminestsentsi eraldamine

Ulaltoodud teist jirku hiiritusteooria valemid on histi tuntud valguse hajumise kui
kahefootonilise protsessi kirjeldamisel. Néitame, kuidas need valemid kirjeldavad protsessi
neeldumine—luminestsents, milles on kolm etappi: neeldumine, relaksatsioon, luminestsents.
Lihtsuse mottes vaatame siin elektron-vonkesiirete teoorias enimkasutatavat mudelit -
pohimudelit — milles lisaks adiabaatilisele lihendile, kodumata elektronseisundeile, tuumade
harmoonilisele vonkumisele, tuuakse sisse veel Condoni lihend (M = const) ja lineaarne
elektron-vonkeinteraktsioon. Lineaarne elektron-vonkeinteraktsioon pdhjustab tuumade
tasakaaluasendite nihke elektronsiirdel. Sel juhul on hamiltoniaanid seotud nihkeoperaatori V
kaudu:

H2 :eVH]_e_V y
kus szjvj Vi =x0j(8/8xj):§j(aj —aj*) , & =X 200, - dimensioonita vibroon-
interaktsiooni parameeter, j on foononi number, &; ~ N, N~10% - lisandi keskkonna

(kristalli/lahuse) vonkumise vabadusastmete arv. Niiiid saame korrelatsioonfunktsiooni (V.3.1)
avaldada kujul:

A(,u, 7, z_.) _ gifa(r-0)-y('+7) <eVeir'H1e—Vein1eVe—irH1e—Vei(y+r'—r)H1> _

V.3.2
— eiQZI(r'—r)—y(r'H') <eVefv(r')eV(;Hr’)er(/Hr‘fr)> ( )

Edasi kasutame Bloch-DeDominicise teoreemi (vt Lisa 3: Bloch-DeDominicise teoreem) ja
paariskorrelaatorite l&hendit. Saame

A(p,7,7) =07 explg (u)+ g (u+7'-7)+
+9(7")+9(-7)—g(u+7")—g(u-7)]

(V.3.3)

kus
9(w) =(V*)—(VV()) =

=y [(ﬁj AT _1)p (T 1)} (V.3.4)

-1
ﬁj:(e“"'/kT —1) on foononhdive Bose-Einsteini faktor. Funktsioon g(t) mddrab

iihefoononiliste tileminekute spektri Fourier esituse. Markigem, et foononspekter kristallides
on pidev. Seepérast valemit (V.3.4) on vdimalik esitada integraalina

0(u) - | doc* (@) H [ (n(@) +1)e™ +n(@)e ] (V.3.5)

kus @,, on maksimaalne foononsagedus. Tavaliste vibroonsiisteemide korral on foononspektri
laius T palju suurem radiatsioonilisest laiusest y : T'/y ~10°—10° . Sel juhul g(u) erineb
nullist oluliselt ainult véikese || puhul, hinnanguliselt |z <T™ ~107 sek. Siis moodustub
resonantse sekundaarkiirguse peamine/intensiivseim osa suurtel aegadel z,7'~»™" , kusjuures
aegade vahe on viike: |s|~|r—7|~I" . Sellisel piirjuhul |z/<T™* <y funktsioon
9(r")+9(-7)—g(u+7')—9g(u—7) ldheneb nullile ning jasb

A (u7,7) =207 explg (u)+ g (u+r'-7)], (V.3.6)
mis lubab W(@,,Q2) esitada korrutise kujul: luminestsentsi spekter x [dhtefootoni

neeldumistoendosus. Naitame seda.
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Arvutame RSK spektri integraalse intensiivsuse:

K(@,) =Zjd9w(a)o,g)=23jdgj du[dr[drie® @I A(u,7,77) . (V.3.7)
® o 27 % 0 0

Integraal iile ©Q annab 276 (w) ja me saame:

K(m) = Bﬁ drdz'e'@a 7D explg(r'-7) | =
© 00

) S (V.3.8)
- ; BJ‘dse‘ZVs J' ds ') exp[g (s)]
0 —s

.. @D |/ =\ [ 2

Siin B=2" (EV (V)|

Peamine panus integraalidesse toimub aegadel s=(r+7)/2~y" ja |s|=|r'—7|~T". Et
tavaliste vibroonspekrite korral on foononspektri laius I" palju suurem radiatsioonilisest
laiusest » ( I'/y~10*-10%), siis vdib valemis (V.3.9) integreerimisrajad +s asendada
radadega too:

K(w,) = ZZ—B;/T dse'“2 " exp[ g(s') ] . (V.3.10)

RSK integraalne intensiivsus on lihtefootoni neeldumise tdeniosus. Tagasi tulles valemi
(V.3.11) juurde, ndeme, et see annab W(@,,€2) neeldumise ja luminestsentsispektri

korrutisena:

W (a)o,Q) = K(a)o) I (Q)W (a)O,Q) = K(a)o) I (Q) : (V.3.12)
kus normeeritud luminestsentsispekter on madratud Fourier integraaliga:
1 T i RS20
IL(Q)=ZJ;d,ue @0 expl g(u)] - (V.3.13)

Ergastamine foonontiivas annab intensiivse luminestsentsi, mis ei sdltu ergastussagedusest.
Foononite korrelatsioonfunktsiooni g(t) kiire kustumine on tingitud neeldumisspektri

foonontiiva suurest laiusest.

Energeetiline relaksatsioon pohjustab alati ka faasi relaksatsiooni. Faktoriseeritud kujul RSK
valemis (V.3.14) kinnitab faasikorrelatsiooni puudumist ergastuse ja luminestsentsi vahel.
Olgu siinkohal mdrgitud, et sama tulemuse — luminestsentsi - saame Kramers-Heisenbergi
valemi sagedusesitusest (vt (V.2.2)-(V.3.15)), kui summas iile vaheseisundite V" vétta arvesse
vaid diagonaalsed liikmed.

Ulejésinud osa RSK-st, mida ei saa klassifitseerida luminestsentsina, on miiratud vahega
AA=A(u,7,7")—A (1,7,7"). AA kui ergastatud elektronseisundi eluea s=(r+77)/2

funktsioon kirjeldab siisteemi relaksatsiooni selles seisundis, soltudes samal ajal
faasirelaksatsiooni ajast s'=7'—7 . Nagu teada, v0ib faasirelaksatsiooni kestus oluliselt erineda

energiarelaksatsiooni omast, kusjuures T'.-. <T".'. Juhul kui faasirelaksatsioon toimub palju

faas —
kiiremini energiarelaksatsioonist, on vOimalik kiirgust enne faasimdlu kadu eristada sellest
kiirgusest, mis toimub pdrast faasirelaksatsiooni kuid energiarelaksatsiooni kdigus. ESimene
on analoogne mitteresonantse hajumisega, teine sarnaneb tavalise luminestsentsiga, mis tekib
parast faasirelaksatsiooni, aga iileminekutest mittetasakaalulistelt vonkenivoodelt. Esimest —
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-1
faas

< s~ - kuuma luminestsentsina.

kiirgus ajavahemikus s~ T - saab klassifitseerida Rayleigh' ja Ramani hajumisena, teist

-1
faas

— kiirgus ajavahemikus I"

1. Meelevaldsed Hamiltoniaanid

Luminestsentsi saab hdlpsasti eraldada valemeist (V.3.16) ja (V.3.17) ka {ildjuhul. Naitame
seda meelevaldsete Hamiltoniaanide korral Condoni ldhenduses. Selles 1dhenduses saame
korrelatsioonfunktsiooni A esitada kujul (konstantse kordaja tdpsusega)

Alu, 7,7y =67+ <e"’“2e“"“1ei”“2e“"“ze‘V“Ze“”“le‘“1/kTe“z/kT>2% , (V.3.18)
kus v=p+z—7', (), =Sp(.e )2, Z, =sp(e™™"7) . 1
Vaatame piirjuhtu 7 — o0, kusjuures v on 1oplik. Arvestades, et
(7" AeB) =(A),(B), , 7' >
saame
A, 7,7, = (e e >2 G >1 . (V.3.19)

See valem esitab korrelatsioonfunktsiooni A pérast vonkerelaksatsiooni ergastatud
elektronseisundis. Sisestades (V.3.20) valemitesse (V.3.21) —(V.3.22), saame

W (@, Q) =rx(ap)1 (Q) (V.3.23)
kus
B “ e B . .
=3 = [ dyel (@2l (it giv: V.3.24
k() ;27/'[) 1% < >1 ( )
kirjeldab neeldumist,
_100 1(Q-Qy) 74| —iuHy fiuH,
IL(Q)_EIdye O (grintgiutts) (V.3.25)

—00

vastab luminestsentsile.

§4. Resonantse sekundaarkiirguse spekter tervikuna: kustuva
ostsillaatori mudel [11]

Vaatame RSK spektrit mudeli korral, mis vdimaldab tdpselt eristada koiki kolme RSK
komponenti. Mudelis eeldatakse kaht kédumata elektronseisundit ja iiht eksponentsiaalselt
kustuvat (lokaalset voi pseudolokaalset) vonkumist. Elektronsiirdel toimub nii vonkemoodi
tasakaaluasendi nihe kui ka vénkesageduse muutus. Secaljuures on tdidetud tingimus:

@ >>|a)2—a)1| >T" . Erinevate sageduste sissetoomine on oluline, kuna RSK komponendid
eristuvad lleminekusageduste jargi — resonantshajumise jooned ei lange kokku kuuma ja
tavalise luminestsentsi joontega. Selline mudel realiseerub niiteks lisandimolekuli NO, jaoks

leelishalogeenkristallides - objektis, kus kuum luminestsents registreeriti esimest korda [12].
Vonkehamiltoniaanid elektronseisundites on esitatud jargmiselt:

Hy=> @858, +H,, | (V.4.1)
J
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H, =@ %) (H, +Aw(a’a, +1/2))e @) 4+ Q| (V.4.2)
i tahistab normaalvonkumisi (kristalli- ja lokaalmoode), & (a,)on vonkekvandi tekke (kao)

operaatorid, H_, - anharmoonilisuse operaator; &° - dimensioonita Stokesi kaod, ef@a)

lokaalse moodi nihkeoperaator (indeksi A jatame edaspidi dra), Aw = @, — @, on lokaalmoodi

sageduse muutus elektronsiirdel.
Korrelaatori A(w,7,7") arvutamisel kasutame jéllegi paariskorrelaatorite ldhendit, lisaks

eeldame veel madalat temperatuuri T < w/k ja lokaalmoodi eksponentsiaalset kustumist, st
< aa’ (t)> =exp(ict —Tt]) . Neis lihendeis

A(,u’ 7, T') =g\l explg (/4)"' 0, (TI)"' gl(_f) -

V.43
~0, (u+7) =0, (u—7)+ 05 (u+2-7)] (V43)

kus
9(x) =&” exp(io,u—T | )
0,(c") = & explio,r '—F|T'|)
O, (u+7)=g(u+7)+iAws’ exp(io,(u+1)x

xj’ dsexp(iAws —T(s+|u+7'-|)
0
O (u+7r'-7)=g(u+1'-7) +iAE* explio, (1 +1'- 7))

X{J- dsexp(iAws—T(s+ |,u +7'-7— S|) —J.ds exp(—iAws—T(s+ |,u +7'-7+ S|) (V.4.4)
0 0
—iAwIds'jdsexp(—iAw(s =) —T(s+S"+|u+7r'-7—5"+ s|)}

0 0

Kasutades valemites (V.4.4) esitust exp(-I"|x|) = (F/;z)j dy exp(ixy) / (x> +T°%), integreerime

funktsioonide @, ja J, avaldistes iile S, S’ jay . Saame

Alu,r,7") = et exp {égz [emy—r\ﬂ\ (eiwzr'—rf' _1)(e—iwzr—l"r _1) 4o T

_ _ , . . . . (V.4.5)
+eflwzrfl"r + el(uz(;wr -7) (e—r‘;ﬁr —1| + e—I‘Mﬂ' = e—r‘,u+r -z e—l"‘,u—r‘-*—r ):|}
Asendades valemi (IV .3.5) RSK spektri valemisse
W (9, Q) = B j du j dr j dr'e e DN, 7 77 | (V.4.6)
272- —0 0 0

jaotame spektri arvutamisel integreerimisala kuueks osaks: 3 osa piirkonnas >0 (7 (0, x)
,7'€(0,0) ; re(u,o), 7'e(0,u—7) ja r'e(u—r7,0) jaanaloogsed 3 osa piirkonnas x < 0.
Saame
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2(m+m'+l+1'+ p+k
B S e E4 P)

W(ap,Q)=—e2 Y (-1

2z m,m*1,1", p,k=0

x{—[i(Q—wO+a;l(p+k+|+I'))—F(p+k+|+|')Tl+

f(m+1+k)f (M+1+k)x

mim'H! T plk!

1
+[i(Q—QZl+a)l(p+k+l+I‘)—a)2(m+l+k))—;/—1“(p+m+|'+2l+2k)} -

B io,(M+1'-m—1)-2y —T(Mm+m'+1+1'+2k)
z_( 1) (kljz( ) (kzjla)z(m-i-l' m—1)—-2y—-T'(m+m"'+1+1'+2k — 2k2)

1

x[i(g—921+q(p+k+|+|'—k1)—a)2(m+|+k—k1))—y—r(p+m+|'+2|+2k)—2k1} +cc}

(V.4.7)
kus f(m+1+k)=[-i(Q; — @y + @ (M+1+k))—y—T(m+] +k)]_1
Siin on koos terve RSK spekter. Eraldame spektri suurima intensiivsusega osa Wo, mis vastab

fikseeritud indeksitele m=m'=1=1"=0 ja k, =k, =k::
2k
WO(G)O’Q)_ ¢ Z§k O 2rkk Tk
+ +
(Qp1 — mp +@5K)” +( ) V.48)
XZ &P 2(Tp+7)

0 P (Q-Qp + oy p)® +(Tp+7)°

See on tavalise luminestsentsi spekter, korrutatud neeldumise tdenfiosusega.
Vaatame seda osa spektrist, mille intensiivsus on ~T'/y korda nérgem luminestsentsist

L =p+l+I'+k—k . M tihistab vdnkenivoo numbrit, millele tsenter ergastatakse, L, on
kiirgussiirde ldhte vdnkenivoo number (ergastatud elektronseisundis 2), L, - Kiirgussiirde

16ppnivoo. Monokromaatse ergastuse korral on see osa spektrist — Rayleigh’ + Ramani
hajumine (RS) ning kuum luminestsents (HL=hot luminestsents) — kirjeldatav valemiga:

By ‘<L2 | L1>‘2 { 2I'L6,
(

Weg. (@, Q) =

2L, Q-a,+oyl,) (FLl) (V.4.9)
N 2r(L+L,)A-6,4)
(Q-Q, +aol -o,L,) +T*(L+L,)
kus
(o[N)[ TN
Ky = " . (V.4.10)
(Q21_a)0 +a)2N) (FN)
on neeldumise tdeniiosus iileminekul 0— N ; (0| N>| e < #2N [ N1 on neeldumise Franck-

Condoni faktor,
, L-nL-n-l §Z(L1+L2—2n—l—l')|_ 1

(LefLf =e - Z:(;Z Z D !|!|'!(L1—I—|'—n)!(L2—I—zﬁ)!(Lz—l'—n)!
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on kiirgusiilemineku L, — L, Franck-Condoni faktor. Esimene liige valemi (V.4.9) sulgudes
{...} annab meile iilemineku N — L, spektrijooned, maksimumidega sagedusel Q=a, -y L,
japoollaiusega I'L,. Need vastavad hajumisiileminekutele: L, =0 on Rayleigh’ joon kujuga
0(Q-a,), L =1 on esimest jirku Ramani hajumise joon jne.

Teine liige (V.4.9) sulgudes {} vastab iileminekule nivoolt L, <N nivoole L , see on kuum
luminestsents. Kuuma luminestsentsi jooned on lorentsiaanid maksimumiga sagedustel
Q=0Q, —al, +o,L, japoollaiusega I'(L, +L,) . Resonantshajumise ja kuuma luminestsentsi
joonte intensiivsused on miaratud lihtenivoo L, elueaga (T'L,)™.

Nditasime, et antud mudelis on RSK spektris kolm eristatavat komponenti: tavaline
luminestsents, kuum luminestsents ja resonantne Ramani ja Rayleigh’ hajumine. Tavaline

luminestsents vastab kiirgustileminekule madalaimalt vonkenivoolt L, =0, kuum luminestsents
on kiirgus vahepealsetelt nivoodelt L, (N >L,>0) ja resonantshajumine toimub samalt
nivoolt L, =N, kuhu siisteem ergastati. Piisab iihest relaksatsioonisiirdest N —N -1 ja

faasikorrelatsioon esmase ja sekundaarse footoni vahel on rikutud: jdirgnev kiirgus on kuum
luminestsents.

§5. Rayleigh’ ja Ramani hajumine. Transformmeetod [13]

Nagu iilaltoodud valemeist ndha, soltub Ramani hajumine nii valgust hajutava siisteemi alg- ja
1oppolekutest kui ka elektronvonke (vibroon-) vaheolekust. Viimane asjaolu lubab kasutada
resonantset Ramani  hajumist  vibroonse interaktsiooni  uurimiseks  ergastatud
elektronseisundeis. Erinevalt neeldumisest, mis sisaldab analoogilist informatsiooni, saab
resonantses Ramani hajumises eristada antud Raman-aktiivse vénkemoodiga seotud
vibrooninteraktsiooni parameetreid. Selektiivse informatsiooni vdimalus annab Ramani
hajumisele kui meetodile eelise neeldumisega vorreldes, seda eriti pidevate voi keerulise
struktuuriga neeldumisspektrite korral.

A

Rayleigh
scattering
Stokes lines anti-Stokes lines
3 €-=-=-=-- @2’&---»(_--{0_}1 ______ g
f . :
£ Rayleigh’ hajumine: hajunud footonil
on sama energia, mis ldhtefootonil
I (ainega energiavahetust ei toimu)
“ , » Ramani hajumises aatom/molekul véib
Wavenumbers neelata energiat (Stokesi komponent) voi
L T kaotada energiat (anti-Stokesi
1 an komponent)
ha, hw, hw,
v h(wo —Wy ) hmo h(wo T, )
ho,, } \ 4
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Modtes hajumisristldiget erinevatel hajumissagedustel Q, fikseerides ergastussageduse a,
saame Ramani spektri, mis annab meile teavet uuritava objekti pohiseisundi kohta. Muutes
ergastussagedust @, konstantse vahe @, —C2=w; korral, saame j-vonke Ramani hajumise

ergastusspektri (ingliskeelses terminoloogias REP=Raman excitation profile). Viimane
annab meile infot ergastatud vaheseisundi kohta.

KBr : MnO, Ramani spektrid ja
neeldumisspekter o (@ , ws
elektronsiirde *A; = 1T
ergastamisel T=5K korral.

Selgelt joonistub vélja vonkemoodi v,
ergastusprofiil (REP).

Ramani spektrite ergastusprofiilide mootmised algasid moédunud sajandi 70-ndail, tdnu
skaneeritavatele laseritele. Objektide klass ulatub lisanditsentritest kristallis suurte
orgaaniliste molekulideni. Moddetud REPide teoreetiline interpretatsioon osutus aga
mittetriviaalseks, sest resonantses Ramani hajumises osalevad koik need vonkumised, mis
annavad oma panuse neeldumisribasse. Seega soltuvad antud Raman-moodi parameetrid
vibrooninteraktsioonist tervikuna.

Ndgime, et resonantset Ramani spektrit voib esitada samade foononoperaatorite
korrelaatorite abil, mis mddravad optilise neeldumise Fourier podrde. Nii osutub, et kaht,
eksperimendi aspektist erinevat nédhtust — neeldumist ja resonantset Ramani hajumist — saab
kirjeldada iihtse teooriaga, milles nad on seotud kindlate transformseostega. Koiki neid
vibrooniileminekuid, mis ei ole Raman-aktiivsed, kuid osalevad resonantses hajumisprotsessis,
saab arvesse votta reaalse, st moéddetud neeldumisspektri kaudu.

1. Rayleigh’ hajumine. Optiline teoreem
Uhe neeldumise ja hajumise seose annab juba optiline teoreem, mille jirgi elastse (Rayleigh’)
ettehajumise amplituudi imaginaarosa on méédratud neeldumiskoefitsiendiga. Alustame
Rayleigh’ hajumise amplituudist:
& 0{m){m|0
o ple) = 3, — A0

m—0 @0 — {21 —@jM—

‘<O|m>‘2 (a)o —921—a)jm+irm) .

: (V.5.1)

>
- = 2
Néeme, et Rayleigh’ hajumise amplituudi imaginaarosa on vordeline neeldumisspektriga

fom)’ T,

(V.5.2)
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Seega Ime, ,(@,) =x(e,) . See seos on kooskdlas optilise teoreemiga, mille jirgi

keskkonnas leviva laine summaarne ristloige (hajumine + neeldumine) on seotud elastse
(Rayleigh) hajumise amplituudi imaginaarosaga:
Im ez, o (@0,) = k() (V.5.3)

See on iildine seadus, mis ei soltu vibrooninteraktsioonist: imaginaarne osa ettehajumise
amplituudist viibki selle hajumise ndrgenemisele.
Voime seda seost iildistada, kasutades funktsiooni ®(w)=n(w)+ix(w) - kompleksset

murdumisniitajat, mille reaalosa on madratud Kramers-Kronigi seose kaudu
Imaginaarosaga:

Re (@) == P[ ax M) (V.5.4)
T X—w
Saame Rayleigh’ hajumise intensiivsuse jaoks:
19 (e,) = |03 (V.5.5)

2. Transformseosed REPi ja neeldumise vahel: Fourier amplituudi
meetod

Mitteelastse Ramani hajumise puhul tekib (vdi kaob) aines Raman-aktiivne vonkekvant,
oluliseks saab vibrooninteraktsiooni kuju ja seetdttu siin ildist seost neeldumis- ja
hajumisspektri  vahel ei  eksisteeri.  Transformseose kuju oleneb  valitud
vibrooninteraktsiooni mudelist, tinu millele avaneb véimalus kontrollida — vorreldes
arvutatud Raman-profiili méodetuga - mudeli kehtivust antud siisteemi jaoks.

Lahtume Ramani amplituudist adiabaatilises 1dhenduses

(M, |m)(m|M, | f)
=C : V.5.6
Zm: E +w,—E, -y ( )

Kasutades resolvendi integraalesitust
1

E +o,—E, -1y

_ _iT dtei(Em —ap—Ej)t-yt
0

ja pidades silmas seoseid exp(itE,,)|m) =exp(itH,)|m) ja exp(—itE;)|i) =exp(-itH,)|i) ning

taielikkuse tingimust Zm| m) <m| =1, saame

o (@,)=C T dte "7 A (1) . (V.5.7)
kus -
A (t) =iO(t) (ile "™ Me"™M, | f) (V.5.8)

on resonantse Ramani hajumise amplituudi Fourier esitus (edaspidi Ramani Fourier
amplituud) ja ©(t) - Heaviside’i funktsioon, mis arvestab kausaalsuse seadust, st hajumine

jargneb ergastusele.
Harmoonilises ldhenduses

H1=Za)lj(a;ja1j +1/2)
J

H, =Y w, (az*ka2k +1/ 2)+Q
k
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Esimest jarku Ramani hajumise Fourier amplituud Stokesi komponendi jaoks, kui hajumine
leiab aset vonkemoodil j, on méératud jargmiselt

. . s v
AR ) =i0(t) (i|S(tay; [i)(n, +1) (V.5.9)
kus n; on moodi j foononite arv ja
S(t)=e""Me""M, (V.5.10)
on neeldumise Fourier esituse F(t) operaator: F(t) =(S(t)). Vdrrand (V.5.9) kehtibka T =0

korral soojustasakaalu olekus, kui kvantmehaaniline keskmistamine asendada kvantstatistilise
keskmistamisega:

A}S)(t) _ i@(t)(ﬁj +1)71/2 <e7itH1MleitHzM2a1‘-*'j> , (V.5.11)
Fourier amplituud anti-Stokesi Ramani hajumise jaoks avaldub Stokesi komponenti kaudu

Kasutades Ramani hajumise Fourier amplituudi, saab lihtsalt leida transformseose Ramani
hajumise ja neeldumise vahel. Niitame seda péhimudeli jaoks (kddumata elektronseisundid,
adiabaatiline ja  Condoni ldhendus, harmoonilised vonkumised ja lineaarne
vibrooninteraktsioon). Selles mudelis

H,=H,+V,+ > &, (a+a)) .
i

Foononoperaatorid pdhi- ja ergastatud elektronseisundis - a;; ja a;; - erinevad vaid konstandi

vorra, milleks on dimensioonita vibrooninteraktsiooni parameeter ¢&;, afl =a, i —S;

;=0 =
Esimest jarku RRS on méératud vorranditega (V.5.9) ja (V.5.10):

(sttya; > =(s0)(a;-,))
< 7|tH1 pitH2 >e'twJ +§ (emj _1)<S(t)>
_ gl <S(t)a1 >+§ ( to; _ )F(t)

it(w,j+H,)

Siinjuures on arvestatud, et e":a; [ =a,,e . Lahendades iilaltoodud lihtsa vdrrandi
<S(t)a1+j> suhtes, saame jargmise secose neeldumisspektri Fourier poorde F(t):<S(t)> ja

hajumise Fourier amplituudi vahel:

A () =iow)(m, +1) ¢, (e -1)F(t) (V.5.13)
Vorrandi (V.5.13) Fourier transformatsioon annab Ramani amplituudi sagedusruumis:
_ 12
(@) =(M +1) & [@(@y,) - D(Q)] , (V.5.14)

kus 2=, —w; on hajunud valguse sagedus,
O(w) =i dte" 7' F (1)
0
on kompleksne murdumisnditaja, mis on médratud neeldumisspektriga x(w) jargmiselt:
K (@)

O(w) = izx(w)+ P j dx——
a)
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Seega, esimest jirku resonantse Ramani hajumise (Stokesi komponent) ergastusspektri jaoks
Saame:

19 (@,) oc (M} +1) €2 | (e,) ~ D, ;)| - (V.5.15)

Vastav REP anti-Stokesi Ramani hajumise jaoks avaldub:
2
1 (@) o< 1E [ () — D(0y + )| (V.5.16)

Vorrandid (V.5.15) - (V.5.16) on transformmeetodi seosed, mis kehtivad péhimudeli
jaoks. Transformseose rakendamine selle mudeli korral on lihtne. Kasutades méodetud
neeldumisspektrit, saab arvutada funktsiooni ®(w). Asendades leitud ®(w) vérrandisse

(V.5.15), saame arvutada koigi Raman-aktiivsete vonkemoodide ergastusprofiilid. Selleks et
saada REPI kui sagedusfunktsiooni, ei ole tihtki tdiendavat parameetrit vaja. Kui teoreetiline
REP langeb kokku eksperimendis moodetuga, tdihendab, et antud siisteemi jaoks
standardeeldustega pohimudel toétab. Vorrandit (V.5.15) saab kasutada kui testi mudeli
paikapidavusest antud objekti korral.

Toome siin nditena KBr:MnO, arvutatud ja mdddetud v, REPI:

NN
/\\\/\\}J

1 L L
18000 18500 19000 18500
t rn”

== L 2
18500 20000 21500 w,em™"

Kompleksse funktsiooni ®(w) ja vastava REPi arvutamine, kasutades maéodetud
neeldumisspektrit (vt eespool  KBr:MnO, ndidet), ja vordlus eksperimentaalselt méodetud
REPiga.

On selge, et pohimudel ei pruugi sageli kehtida reaalsete objektide puhul, kui oluliseks saab
Herzberg-Telleri interaktsioon (korvalekaldumine Condoni ldhendusest) voi siis moodide
segunemine ja sageduse muutus elektrosiirdel (mis avaldub elektron-foononinteraktsiooni
ruutlitkme  kaudu). Toome  alljargnevalt transformseoste  avaldused erinevate
vibrooninteraktsioonide korral, peatumata nende tuletuskaigul.
1) Condoni lihendusest (elektronmaatrikselement M, =CONSt) karvalekaldumine, nimetatud
ka Herzberg-Telleri interaktsiooniks,
_ +
M =mj +ij(aj +a])+...
J

lisab pdhiseosesse tdiendavad liikmed:
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1O (@) ~ (7 +1)\§,—2 [@(eop) ~ D(eoy — 07) |+ m; [ D(eap) + (e — )]\2 (V.5.17)

Nieme, et destruktiivsele interferentsile lisandub konstruktiivne interferents, mis pideva spektri
korral voib viia Raman-profiilis terava miinimumi tekkele. Valem peegeldab kaht
konkureerivat, Franck-Condoni ja Herzberg-Telleri mehhanismi Ramani protsessis.
Esimene domineerib ergastamisel neeldumisriba maksimumi piirkonnas, teine ergastuse
kaugenemisel resonantsist. Piirjuhul joustub tuntud Placzeki teooria.

2) Vonkesageduse muutus elektronsiirdel ja (ldhedaste sagedustega) normaalvongete
segunemine ilmutab ennast Raman-profiilis ergastatud elektronseisundi vonkesageduste kaudu:
2

19 (@) ~ (7] +1) (V.5.18)

g {cb(a)o) - CixP(ep _a)2k)}
k

Hajumissageduse (Q:wo—a)lj) resonantsid ilmuvad tagasi, kui toimib iihtlasi Herzberg-

Telleri interaktsioon:
2

1D (wp) ~ (M +1)

&j {@(w@—Zc,-kcb(wo—wzo}mj [ () + Dy — 1)) ]
k
(V.5.19)

Siinkohal pogus korvalpoige ajalukku. Transformmeetodi iilaltoodud pohiseos tuletati ja
publitseeriti juba 1967. aastal [10], kulus aga iile 10 aasta, enne kui ta kasutust leidis, sest
Raman-profiilide mootmised algasid alles 70-ndail aastail. Esimesed rakendused leidsid aset
USAS, B -karotiini ja tsiianokobalamiini molekulide korral. Selgus, et esimesel juhul toétas

pohimudel, teisel aga vihjas moodetud REPi tdiendav miinimum mudeli mittekehtivusele.
Transformmeetodi kasutamine moodetud REPide interpreteerimisel stimuleeris omakorda
teooria edasiarendamist - transformseoste tuletamist keerulisemate vibrooninteraktsiooni
mudelite jaoks.

§6. Koherentne Ramani hajumine: CARS ja CSRS [14]

Aastal 1965 ilmus publikatsioon, mille autorid Maker ja Terhune teatasid uuest nihtusest, mis
sai hiljem nimetuseks CARS (Coherent Anti-Stokes Raman Scattering). Maker ja Terhune
kasutasid rubiinlaseri pulsse, et uurida erinevate materjalide kolmandat jirku kostet. Selleks
tekitati laseri esmasele pulsile lisaks teine kiir sagedusel w—w;, misjdirel suunati 2 kiirt
samaaegselt objektile. Kui molemad pulsid kattusid ajas ja ruumis, vois ndha signaali
sagedusel @+ w;. Signaal voimendus oluliselt, kui sageduste vahe ®; langes kokku objekti
Ramani sagedusega.

CARS (Coherent anti-Stokes Raman scattering) on kolmandat jarku mittelineaarne
optiline protsess, mis kasutab kolme laserikimpu: pump-kiirt @, , Stokesi kiirt o ja proovi

(probe) kiirt w,, . Interaktsioon objektiga tekitab koherentse optilise signaali anti-Stokesi
sagedusel @, +®; — @, . Viimane vdimendub resonantselt, kui sageduste vahe @, — s langeb
kokku Raman-aktiivse sagedusega.
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electronic excited state

virtual states

Opump ~ Dstokes = Diip ( Ramani mood a)j)
= koherentne anti-Stokesi signaal (CARS):
@cars w, = 2a)p —

@Dprobe

W stokes
@pump

Wyib I
v

CARSi korral tekitatud koherentne signaal {iletab kordi spontaanse Ramani kiirgus-

intensiivsuse.
Analoogselt saab tekitada koherentse Stokesi Ramani hajumise CSRS (Coherent Stokes Raman

Scattering):

vibrational state

electronic ground state

electronic excited state

virtual states

@stokes
@csrs

@ stokes
St Koherentne Stokesi signaal (CSRS):

@pump
Ogs =205 — @,

v vibrational state

Wyip
v

Toome siinkohal skeemi neeldumisspektri ja CARSi ning CSRSi ergastusprofiilide
paiknemisest pump-sageduse suhtes.

electronic ground state

CARSi  signal  registreeritakse  sagedusel
Q=0,+0,,

Intensity

CSRS on sagedusel Q=w, —2w;.

Ergastusprofiilid saadakse, kui pump-sagedus ja
Stokesi sagedus skaneeritakse koos fikseeritud

vahega @, —@, = ®; .

Vaatleme allpool CARSI ja CSRSi juhul, kui siisteemis on molekulid (lisanditsentrid), mille
vonkumised osalevad nendes protsessides.
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CARSi kui kolmandat jirku protsessi méairab kolmandat jirku vastuvétlikkus
(susceptibility) X .5 (mille mooduli ruut |XCARS|2 méiirab CARSI ergastusprofiili)

(ijm)(mli+1;) (i'fm’)(m'i+1;)

x AV.(]
E,—a,—E —iy '(J);Em.—a)j—a)o—Ei,—iy

. (V.6.1)

Xears = AVi(j)z

Av,(]) téhistab keskmistamist iile kdikide vonkemoodide, viljaarvatud CARS-aktiivne j-
mood, mis on tugevalt ergastatud koherentses seisundis. Siinjuures on arvestatud, et
vonkemood j on kollektiivne mood lainevektoriga g =Kk, -k, , kus k,on ergastava (pump)

valguse lainevektor and |ZA - hajunud valguse lainevektor. See vonkemood on interaktsioonis

lisanditsentri (molekuli) elektronidega.
Vorrandis (V.6.1) on arvestatud, et koherentse hajumise amplituudid on pikaajalise ja
suureruumilise keskmistamise tulemus, mistdttu mdlemad amplituudid valemis on
keskmistatud soltumatult. Laheme {ile integraalsele esitusele, mida kasutasime spontaanse
Ramani hajumise puhul. CARSi korral:

Xenps = | dte™ @ 27 A) [ dtre™ ™ TIARY) (V.6.2)

Kus
At) = Av, () (i|e e

i+1;). (V.6.3)

Juhul T =0 on Fourier amplituud A(t) vordne resonantse Ramani hajumise amplituudiga, mis
pohimudeli korral on méératud neeldumise Fourier teisendusega

At) =iO(t)E, (e“‘”" —1) F(t) . (V.6.4)
Analoogselt, CSRS on méairatud valemiga

i|m><m‘i+1j> _ (
—w,—E —inAV"(J); E..

i'|m'><m"i'+1j>
-, —w,—E, +iy

Xesrs = AVi(j)z é

= Xesrs = _[ dte™ (w7t A(t)J. dt'e @t A% (t) . (V.6.5)

Nulltemperatuuril T =0 on mdlemad amplituudid médratud/seotud spontaanse Ramani
hajumise amplituudiga a(w) jargmiselt:
Xears = alap)a(w, + wj) (V.6.6)
Xesrs = a(@p)a™ (@, —@;) | (V.6.7)
mis annab CARSI ja CSRSi ergastusprofiilide avaldisteks

Leses o |Acses| ~ [ @ (@) ~D(@y ~ ;) [ (e, + )~ () | (V.6.8)
lesss < [Acss|” ~ [ ©(@,) = D(e, — ) [[@* (@, - ;) ~ (v, _2a),.)]2 (V.6.9)
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Siit on kohe néha, et meie juhul - identsete molekulide ansambli korral - on ergastusprofiilide
kujud tépselt ithesugused, CSRS on vaid nihutatud kdrgemate sageduste suunas Ramani moodi
vorra (tehkem valemis (V.6.9) asendus @, = @, +®; ).

Kui aga molekulid on mittehomogeenses keskkonnas, nagu seda on molekulid lahustes voi
lisanditsentrid kristallides, pdhjustavad lokaalse vélja fluktuatsioonid spektraaljoonte
mittechomogeense  laienemise.  Modelleerides  sellist  silisteemi,  eeldatakse, et
mittehomogeensused mdojutavad eelkdige puht-elektronsiirde energiat, jittes muutmata
vonkediinaamika. Et koherentne kiirgus erinevatelt hajumistsentritelt interfereerub, siis tuleb
arvutada koherentse hajumisamplituudi X,zs Sidum puht-elektronsiirete jaotusfunktsiooniga

p(Q,,), integreerides iile elektronsiirete sageduste Q,; :

Ici:TRs (a)o) = UdeXCARs (a)o €2, )p(QZl _5_221) 2 '

(V.6.10)

Kasutades hajumisamplituudide Fourier esitusi (V.6.2) ja (V.6.5) ja samuti mittehomogeense
jaotusfunktsiooni p(Q21 —Qzl) Fourier pooret, leiame CARSi ja CSRSi mittehomogeenselt

laienenud ergastusprofiilide jaoks:

0 o 2

jm = I J‘ dtdt .ei(wo*Qzl)(t“')e'”it'Aj OA ) pt+t))] | (vV.6.11)
;oo ;oo )

IiCnShRS _ J' I dtdt lei(wo’QZJ.)(t’t')elwitlAj (t) A: (t ')p(t —t ') . (V612)

Valemitest (V.6.11) ja (V.6.12) jareldub koheselt, et mittehomogeensus pohjustab erinevuse
CARSi ja CSRSi ergastusprofiilides (vrd. p(t+t’) ja p(t—t")). CARSi ja CSRSi

ergastusprofiilide vordlev mootmine avab voimaluse mittehomogeense laiuse mddramiseks.
Resonantne CARS on viga tundlik ainete uurimismeetod. Kui uuritav objekt on nanobjektidest

suurem, ja seega aines on voimalik ergastada koherentseid vonkumisi, siis CARSI tundlikkus
tiletab oluliselt ka mikro-Ramani tundlikkuse.
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Abel-Plana valemi tuletus

Toome sisse kontuurintegraalid

I, = i4> F2(7:tt )t =0, kui funktsioonil F ei ole isedrasusi
e —
o
¢ F(-it)dt
l,=—1p———=0
2 ?i eZ/rt -1

Esitame I jargmisel kujul

kus P tdhistab peavédrtusintegraali, millest poolused on vilja jaetud.
Analoogiliselt,

i J.g F(2”t|t)dt i:z-r L;Z:: F(n) +% F(O)} J~ F(Zmlt)dt

L+1,=0

1 1 ,
Tdestus pdhineb ideel: ———+-————=-1, mis annab
e -1 e -1

|l+|2:TF(t)dt—[iF(n)_'_%F(O)} ]2 (lt)+F( It)dt
Seega O ’
S Em = [ 1 2 (F(it) - F(~it))dt
nzzl“F(n) —?|J.F(t)dt 2F(0)+|'([ T
m.o.t.t.

=0.

Lisal
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Lisa 2

A vdartus ja Higgsi bosoni mass

Uurime A vdimalikku véaartust. Meenutame, et standardmudeli kohaselt (vt nt [3]) méadrab
skalaarvilja sisemise toukumise ¢°-tiiiipi vastastikmdju. See vili on SU(2) dublett

¢ =(¢"¢") vilja komponentidega ¢" =(4+ig)/N2 ja ¢ =(g+ig,)/2, kus 4,
i=1,2,3,4 on skalaarvilja reaalsed komponendid. Heaviside’i thikutes &, =, =C=h=1
saab selle vilja lagranziaani esitada kujul

2
)

L=(2,4) (6%0)-a(#'9)-2(#'9)

4

kus (¢T¢) =(1/2)> ¢?. Valemi esimene liige on tihedus kineetilise energia ruumis ja iilejadnud
i=1

kaks liiget on tihedus potentsiaalse energia ruumis. Positiivne parameeter A kirjeldab sisemist

toukumist ja negatiivne parameeter x4 kirjeldab imaginaarse massi ruutu siimmeetrilises

olekus. Kasutatud ithikutes on ¢ energia dimensiooniga, L dimensioon on energia neljas aste,
4 dimensioon on energia ruut ja 4 on dimensioonita.

Vilja ¢ energial on minimaalne véértus olekus, milles |¢| = fZglﬁ,Z , Mis vastab spontaansele
i

simmeetria rikkumisele. See miinimum asub punktis @, =¢,, =4, =0, ¢, =V, kus
V=\—ul A . Need viljad saab selle punkti liheduses reaks arendada, vdttes ¢ ~@,+h .
Viikese h, jaoks on lagranziaani kaks viimast liiget sellised: —Av?h. +Av*/4. Sellest

vordusest jireldub, et neljast {ihel bosonil, mida kirjeldab vili h,, on mass m, =+/24v/c?;

ilejadnud kolm bosonit jddvad massita.
v viirtus on teada: v=246.2 GeV [3], kuidA viirtus ei olnud teada enne hiljutisi
eksperimente, milles méaérati Higgsi bosoni mass. Kui votta t66s [15] saadud mass m,, =125

GeV/c?, siis saame 1=0.129, mis on ligikaudu 1/8. Arvame, et see pole juhuslik
kokkusattumus ja esitame selle kohta pohjenduse.

Vaatleme vilja ¢ relativistlikku lainepaketti, mille suurus vastab tingimusele | <« 7/myc.
Selline lainepakett on tdielikult kirjeldatud tema energiaga E =1/1. See tdhendab, et ¢ =E .

Integreerides (¢T¢)2 ile ruumala 1° = E™ saame

2
2 1
(¢'9) E;(Zﬂ —4E.
Potentsiaalse energia esimene liige ,u(¢T¢) annab relativistlikul piirjuhul ainult viga véikese

panuse, mis on suurusjirgus M3 c*/E << E . Arvestades, et potentsiaalne energia annab poole
koguenergiast, saame 41E=E/2, misannab 41=1/8 ja

m, =v/2c* ~123.1 GeV/c?.
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Saadud A véirtusel on lihtne tdhendus: selle lainepaketi potentsiaalne energia E/2 tuleneb
selle vélja neljast komponendist. Neist iiks (h;) , millel parast siimmeetria rikkumist on mass,
annabki 1/8 lainepaketi energiast.

Esitatud pdhjendused sisemise toukumisenergia ja vastava vorduse kohta peavad kehtima ka
kasitletud hiipoteetiliste osakeste kohta. Ainus erinevus on see, et need osakesed on eeldatavasti
singletid. See tihendab, et vastav toukumisparameetri vadrtus on 1 =1/2.
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Lisa 3

Bloch-DeDominicise teoreem

Bloch-DeDominicise teoreemi kasutatakse soojustasakaalus harmooniliste ostsillaatoritega
tehtavais arvutustes.

Lineaarsed operaatorid termilises tasakaalus (A-B-C-D-F...)..

A= Z(ejaj* +e'jaj ) lineaarne operaator,
A®) ; >(ea; M +ea; M), kus aj ) =aje™, a(t)=ae ™"
Mis on lieskmistamine?
(48..) = 2P, (n,|A6..|n,) =
=>P, jdq v, AB.Y,

erineb nullist ainult siis, kui operaatoreid on paarisarv.
Ulesanne taandatakse vidhima operaatorite arvu keskmistamisele (paariskorrelaatoreile).

Teoreem: Operaatorite keskvddrtus soojustasakaalu tingimustes on vordne koikvoimalike
operaatoripaaride korrutiste summaga.

<A- B-C-D- lf...>T :<A- é><é-f)- lf...>+<A-é><|§- D- If...>+<A- |f)><|§-é : F>+
Téestus iihe ostsillaatori korral

Miirkus: kui summa on iile erinevate operaatorite, siis on toestus triviaalne.
Olgu C, = <a*"ak > - paariskorrelaator operaatorite normaalkorrutisest (st kaooperaator

paremal, tekkeoperaator vasakul). Vaakumis T=0 korral on C=0, muidu C #0.
C, :<a+kak> = iPn (nfa*™a*|n) , kus P, = Z‘lef%)n - Boltzmanni jaotus.
Ehk .
C, = i Pnjqu:a*kaan :
n=0
aln) :\/ﬁ|n—1> saY, =¥,
a“|n)=n(n-1)..(n—k+D[n-k)=n(n-1)..(n—K +1)¥,

a™a“|n)=n(n-1)..n—k+Da™|n-k)=

= Jn(n=D-(n—k+D)n(n-D..(n—k+D|n)
sest a'|m)=+/m+1|m+1). Niisiis,
(nJa*a*|n)=n(n-1)...(n—k+1), kui n>k.
Ehk

(n|a*a*|n) = (ni!k)l , ja seega
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n!

c=P——.
‘ nz;‘"(n—k)!

Toome sisse uue summeerimisindeksi m=n-k. Siis

C z m-+k

(m+k) = m(m+k 1! i k(m+k !

z =0

m=0
)

= (m, +k) = (m+k 1!
= P +k+ - 3
leo Y Z
_heo ho

ho
kus m =m-1. Arvestame niiiid Pwkﬂ—e wp P, Ja saame C, =e wC +ke ©C,

annab
h(/)
C, =%ka_1.
1_e kT
_ho
Kordaja ekTm m= <a a> niisiis C, <a+kak> k<a+a><¢':1+“‘1.31"‘1>:k<a+a>Ck_l jne.

1-e X

C, =k(k —1)...1<a*a>k =k !<a*a>k - tilesanne taandub paariskorrelaatorite korrutisele.

mis
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Lisa 4

Universumi paisumise mikromehhanism

Suure Paugu (Big Bang) teooria jargi sai vaadeldav Universum alguse kui hiiglaslik plahvatus
kujuteldamatult tihedast olekust ligikaudu 13.8 miljardit aastat tagasi. Universumi paisumine

jatkub tanapideval kiirusega, mis on méaédratud Hubblei sagedusega H ~ TU’l =2.4x10"s™

(T,* on Universumi eluiga). Varem eeldati, et see sagedus on konstantne suuremas osas

Universumist vdhemalt. Paraku, mo6dunud sajandi 10pus leiti, et Hubble’i sagedus soltub

kaugusest/distantsist. Nimelt avastati, et Universum paisub kasvava kiirusega.

Seda nihtust seletatakse tavaliselt klassikalise iildrelatiivsusteooria pdhjal, tuues sisse
kosmoloogilise konstandi A (Lambda Cold Dark Matter model of Universe). Probleemi
kvantmehaanilist aspekti tavaliselt ei arutata. Siiski, tuleks poorata tihelepanu seosele

H =8.5(27k,T)? / hE, , (4.1)

mis on kooskdlas Hubble’i sagedusega, Universumi temperatuuri T =2.7K ning Plancki
energiaga E, =1.2-10%eV - ja kui see ei ole just hiigelsuurte numbrite juhuslik
kokkusattumine — seda seost saab seletada iiksnes kvantteooria raames.

Naiteks on voimalik jirgnev interpretatsioon: Universumi paisumine on tingitud

kvantprotsessidest Plancki skaalas, mis esinevad koikjal Universumis tdendosusega
~ 27 (kT / E,)?* ~10™ Plancki perioodiga t, =277/ E, =5.4x10™s.

Paisumise kiirendus sel juhul on seletatav protsessi tdendosuse kasvuga temperatuuri tdustes
(siin on arvestatud, et Universumi kaugemad osad on nooremad ja korgema temperatuuriga).
Saab omistada iiksjagu erineva numbrilise kordaja, mis annaks Universumi kiirema paisumise
varasemates staadiumites. Vaatame siin {iht kvantmehaanilist mudelit, mis digustaks sellist
interpretatsiooni.

Kvantteoorias vastab vaakum viljade pohiseisundile ning osakesed puuduvad. Bosonid

vaakumis on nullolekus, mida iseloomustab hiigelsuur energiatihedus ~ p, = 2.9x10"*eV /m®

, mis parineb nende nulloleku fluktuatsioonidest. Selles teoorias on vaakum ekvivalentne
kosmoloogilise konstandiga A . Kuid tema véartus, mis tuleneb antud energiatihedusest, on

10" korda suurem moddetud suurusest [16]. Selline lahknevus voib tekitada kiisimuse, kas
kvantteooria on iildse voimeline seletama Universumi paisumist. Kdesolev probleem on seotud
energia jddvuse seadusega: kui ndustume, et universaalsed konstandid on tdepoolest
konstandid, siis peame jireldama, et Universumi paisumine tekitab/pohjustab bosonite
nullenergia tohutu suurenemise. Jarelikult, kui puuduvad muud panused vaakumi energiasse,
siis energia jddvuse seadus on tdsiselt rikutud.

Selle suure erinevuse iile A viirtustes on vaieldud pikka aega (vt niit [16]) . Uht vdimalikku
lahendust pakkus Coleman [17], oletades, et kvantgravitatsiooni efektid voiksid annulleerida
A hiigelsuure vaartuse. Téielik tiihistus (voib-olla ehk véikese erinevusega, mis vihjaks
negatiivsele rdhule vaakumis) saaks siis olla tingitud l&htefluktuatsiooni nullenergiast, mis
tekitas Universumi [2]. Siin ldhtume sellest avaldusest. Arvestame, et gravitatsiooni joud
kasvavad distantsi kahanedes. See eeldab, et annulleeringu vdis pdhjustada vaakumi
superstruktuuri negatiivne gravitatsioonienergia Plancki piiril.

Seda oletust kinnitab iilaltoodud (vt pt I §3 p4: Toukumine Plancki piiril) arutelu viikese

kvantosakes lainepaketi (suurusega L) gravitatsioonienergia EG=—GE2/LC4 mojust

koguenergiale E. Arvestades seost E=E;+E, , kus E, =3hc/2L on lainepaketi
lokalisatsiooni kineetiline energia, saame energia jaoks kaks jargmist lahendit:

kin kin
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E:Ep(i (3+(L/LP)2)—L/2LF,) 4.2)

Pluss-margiga lahend vastab positiivse energiaga lainepaketile. Nagu valemist ndha, sce
energia ei iileta vaértust ~ J§EP , mis vastab Plancki osakesele.

Olulisem selles kontekstis on miinus-margiga lahend. Nagu iilal ndidatud, kirjeldab see lahend
negatiivse energiaga osakesi. Nende osakeste jaoks on energeetiliselt kasulik energia ~ (—-E,),
suurus ~ L, ja olla iiksteisest lahus. Uks osake vdib asetseda ruumalas L° > L3 koos
~(L/L,)*>1 mittekattuvate lainepakettidega. Jérelikult, vaakumi energiatihedus v&ib
tdepoolest kaasata hiigelsuure negatiivse annuse suurusjidrgus —p, o0sakestelt negatiivse
energiaga E ~—E; jasuurusega L ~L,.

Kui selline vaakumi struktuur on dige, siis voib Universumi paisumine toimuda Plancki skaala
kvantprotsessidena, milles tekivad negatiivse energiaga osakesed. Tekkivad osakesed tdukuvad
juba olemasolevatega, mis pohjustab Universumi suurenemist, ja sealjuures samavorra, kuid
positiivse margiga, bosonite nullenergia fluktuatsioonide kasvu. Need protsessid toimuvad
koikjal vidikese tOendosusega, mis tOstab temperatuuri. Siin on analoogia foononvabade
ileminekutega tahkistes [18].

Kasutades seda analoogiat, saab néidata (vt Lisa 5), et siirde kiirus koos negatiivse energiaga
osakese tekkega ja Bose allsilisteemi edaspidise muutusega vordub

27(k.T)?
w:%po(Eo)wF (4.3)
P

Meie mudelis see tileminekute kiirus vastab Hubble'i sagedusele. Siin faktor p,(E,) | M |2 votab

arvesse siirde katsetuste sageduse, mille tdpne véértus ei ole teada. Siiski v3ib oletada, et see
on suurusjirku @, - ithiksagedus Plancki piiril. Kui see on nii, siis valem (4.3) on suurusjirgult

kooskdlas Hubble't sageduse valemiga (4.1). Seega kéesolev mudel voimaldab saada
Universumi paisumise Hubble’i sageduse teadaoleva viirtusega. Rohutagem, et see kooskola
on saadud soltumata fundamentaalbosonite arvust, kaasaarvatud nullist erineva seisumassiga
bosonid (mirkigem, et Plancki piiril see mass ei ole oluline). Jarelikult saab Universumi
kiirenevat paisumist kasitleda kui tagajirge kvantsiiretest, mis toimuvad vaakumis Plancki
skaalas, tekkides spontaanselt kdikjal vdga viikese tdendosusega, mis siiski kasvab
temperatuuriga.

Kokku vottes, siin on esitatud valem (4.1), mis seob Hubble’i sageduse Universumi
temperatuuri ja Plancki energiaga. Pakkusime Universumi kiireneva paisumise vOimaliku
kvantmehhanismi, mis selgitab seda seost. Esitasime vaakumis toimuvate kvantprotsesside
mudeli, mis vdoimaldab saada Hubble’i sageduse kooskodlas teadaoleva viirtusega. Selles
mudelis on Universumi kiirenev paisumine tingitud Plancki skaalas toimuvatest kvantsiiretest,
mis juhtuvad spontaanselt igal pool Universumis vdga vidikese tdendosusega, kuid siiski
tostavad temperatuuri. Nendes siiretes tekitatakse kvantosakesi negatiivse energiaga

suurusjirgus —E, ja samavdrra suureneb bosonite nullenergia (pdhioleku energia). On

pohjendatud nende osakeste olemasolu. Nimetatud tileminekutel on analoogia foononvabade
siiretega kristallides.

Kéesolevat kvantprotsesside mudelit, mis toob sisse Universumi paisumise, saab kasutada
poordprotsesside korral, mis pohjustavad Universumi kokkusurumise/kompressiooni. Kuigi
Universumi olemasolev negatiivne press/surve viib poordsiirete energia jddvuse seaduse
rikkumisele, muutes neid ebatdendoliseks. Poordprotsessid muutuvad olulisteks korgel
temperatuuril.
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Universumi kiireneva paisumise kdesolev kvantmudel on rakendatav tiihja kdverdamata/
tasapinnalise ruumi korral. Ruumi kdverduse efekte, mis on tingitud mateeria ja kosmoloogilise
konstandi mojust Universumi kiirenevale paisumisele, saab kirjeldada Kklassikalise
iildrelatiivsuse teooria raames.
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Lisa5

Siirde kiirused vaakumis, mis viivad Universumi paisumisele

Et leida nende protsesside kiirused, vaatame kahenivoolist siisteemi vastastikmdjus bosonitega.
Siisteemi iiks nivoo/seisund vastab lokaliseeritud osakesele negatiivse energiaga —E; = —E,,

kusjuures osakese teine nivoo on null-energiaga (see nivoo vastab osakese puudumisele).

Osakese interaktsiooni bosonitega kirjeldab Hamiltoniaan

Hiw =M &, +(E, +bA)(I -6,) (5.1)

A

kus &, ja &, on Pauli maatriksid, | on tihikmaatriks,

A=>e Nnl20(8,+4))
on bosoni vélja operaator, & ja &, on bosoni (sagedusega ) tekke ja kao operaatorid, e, on
interaktsiooni  amplituud, b =J2EO/7‘1(2(ew/a))2)’1’2 on interaktsiooni parameeter.

Interaktsiooni parameetri suuruse madrab asjaolu, et bosonite null-energia kasv tipselt
kompenseerib loodud/tekitatud osakese negatiivse energia. Operaator A on ruumis
lokaliseeritud. Seega, funktsioon e*(w)=>e’5(w—w’) on médratud bosonite seisundite

[0}

tihedusega (DOS) p(w) =30’/ @S, , kus @<, (eeldame, et bosonite sagedus ei iileta

Plancki sagedust). Arvestades seda seost, saame b =/2/ 3w,
Laxi teooria jargi [19] vdib kahe nivoo vahelise iilemineku kiirust esitada kujul
w=27|M /7 [dEI(E)p,(-E), kus

I(E) = (27)* [ dte =G (t) (5.2)
on bosonite ergastusspekter, p,(E) téhistab 1dppolekute DOSI,

G(t) =<T exp(i dsH,, (s))>, (5.3)

T on aegjérjestuse operaator, <> tahistab kvantstatistilist keskmistamist. Juhul kui H,, on

lineaarne operaator, siis G(t) reaksarendusse annavad panuse iiksnes esimest ja teist jarku
liikmed, ja saame G(t)=e'®  kus

f(t) =iE,t +b2jdsids'<A(s)A(s ')>

Lihtne arvutus annab

f(t)= wj do(e™ —1)(n(w) +1) (5.4)

—Wp

holkgT

kus n(w) = (e —1)"* on bosonite Plancki hdive faktor (liige iE,t koondub).
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Nullist erineva panuse toendosusesse W annavad iileminekud null-energia ldhteseisundist
bosonite null-energia I0ppseisundisse (ZBT = zero-point boson transitions), analoogselt
foononvabadele siiretele (ZPT = zero-phonon transitions) Kkristallide optilistes tsentrites. See
panus tuleneb suurtel aegadel t vorrandist (5.2). Leidmaks seda panust, eraldame integralis

(5.4) juhul t—o ja @—>0 liikme n(w)/w-—>k,T/ho®. Arvestades
(cos(x) -1/ x* = 7 |t| 5(x),t — oo, saame sel piirjuhul valemi f(t)=—y|t|-S , mis omakorda
annab

__ ey
L(E)_E(Ez_i_]/z) ! (5-5)

kus y = zk,T on bosonvaba laienemine (ZBT) ja

dw KT\ Ep
S= j ;(n(w)Jrl—%) = 2|n(kBT) (5.6)

on Huang-Rhysi faktor, mis médrab ZBT tdendosuse(vt [18], juht D=1). Vottes arvesse, et
Plancki skaalas y on viike suurus, saame pérast integreerimist iile E jirgmise valemi siirde

Kiiruse jaoks:
We 27 (K, T)?

E)M[ 5.7
hEé, po( 0)| | (5.7)
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