Fourler’ analiiiisi valemid

26. september 2004. a.

Fourier’ rida

Olgu f(z+ \) = f(x) ja k =27/

Teoreem. (Perioodilise funktsiooni Fourier’ rea koonduvuse piisavad tingimused.) Kui f(x)
ja f'(z) on tiikati pidevad, siid]

[f(z=) + flat)] /f ;i mk:x/f ) cos(mka')dx

N | —

+ %Z_ n(mkm)//\f(x’)sin(mkx’)dx'.

m=1

8

Rittaarendus sin mkxr cos mkz jargi

AO o0 o .
f(z) = > + mz_ A, cosmkz + Z_ B, sinmkz,

m=1
= ;/Af(x) cos(mkx)dzx, B, = ;/}\f(x) sin(mkx)dx

Rittaarendus cos(mkx + ¢,,) jargl

f(x)=Cy+ Z Crn cos(mkx + ¢p,),

m=1

A RO A By,
C():—O Cm: A%n—f-B?n, COS¢m:C_7 Sin¢m:—0—.

Rittaarendus exp(imkx) jérgiﬁ

> . 1 ,
_ Z Fmelmkz’ F, == / f(x)efzmkmdx.
A Jx

m=—00

! [, téhistab integraali iile suvalise 16igu pikkusega X; f(z+) téhistab piirviidrtust paremalt jne.
2Toestuseks kasutada summa koosinuse valemit: cos(a + 3) = cos a cos 8 — sin asin 3.
3Toestuseks kasutada Euleri valemit: e’® = cosa + isin a.
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Fourier’ integraalteisendus

Teoreem. (Funktsiooni Fourier’ integraalesituse koonduvuse piisavad tingimused.) Kui f(x)
ja f'(z) on tiikati pidevad ning f(z) on absoluutselt integreeruv vahemikus (—oo, 00), siis

lwmka+fm+n—ii/mdkﬂmffdfﬂfyimc

2 N 27T — 00 o0

Defineerime Fourier’ teisenduse ning poérdteisenduse operaatorid jirgmiselt{]

o0

ﬂﬂm:/:<@am@,
1 [ee]

TR = 5- /_ Fk)e= k.

Fourier’ teisenduse omadused

Olgu f(z), g(z) suvalised funktsioonid ja téhistame F[f(z)] = F(k), Flg(x)] = G(k). Lisaks

defineerime funktsioonide f(z) ja g(x) sidumi

f@) v o) = [ r)gle— o'
funktsiooni f(x) spektraalse energiatiheduse
Sy(k) = |F(k)[*

ja funktsioonide f(z), g(z) korrelatsioonifunktsiooni
Aple) = [~ 1@y gta’ + a)aa

1. Lineaarsus:
Flafi(z) + Bfa()] = aF[fi(2)] + BF|f2(2)].
2. Kui f(z) on reaalne, siis F(k)* = F(—k).
Toestus.

F(k)* = UZ f(x)e—ikfdx] T /Z f(z)e*dx = F(—k).

3. Kui f(z) on reaalne ja paarisfunktsioon, siis ka F'(k) on reaalne ja paarisfunktsioon.

Toestus. Eelmise omaduse toestuskéiku edasi arendades:

F(-k) = F(k)
= /_ f(z)e* da

z—(-2) / f(—:c)e*“mdx

= /_Z f(z)e *dy

4Kui z viljendab ruumikoordinaati, siis suurust k tuleb tdlgendada kui lainearvu. Alternatiivselt véib
x asemel kasutada aega t ja k asemel sagedust w. Imaginaariihiku ees oleva mirgi valik ning kordaja 1/2x
paigutus on samuti kokkuleppe kiisimus.



4. Modulatsioonikujutis:

F e f@)] = F(k - K).

Toestus.

o

7 s = |

BT f(x)e M dr = /OO f(x)e_i(k_K)xdx =F(k—K).

o0

5. Nihkekujutis: '
Ff(x +a)] = ™ F(k).

Toestus.

Fif(x+a)] = /OO f(z 4+ a)e **dk

- / f(x)e_ik(x_a)dt
— / f _lkxd.iﬁ

— zkaF

6. Sarnasus:

F(k/a)
jal

Ff(ax)] =

Toestus. Eeldame, et a # 0.

Ff(az)] = /_ " flaz)e ™ d
sign(a)oo
ar—wx 1 f(x)e—ikz/adl,

sign(a)|al

—sign(a

_ / f —zk‘z/adm
M

F(k/a)
jal

7. Tuletise kujutis:

3 | f )] = by E

Téestus. Integreerime ositi ja arvestame, et f(+oo) = 0:
d *d —ikx
5 li@] = [ et
— f@et| — [ @) ge i
oo dx

= ik /00 f(x)e *dy
(ik) F (k)




8. Sidumi kujutis:
Ff (@)« g(x)] = F(k)G(F).

Toestus. Vahetame kahekordses integraalis integreerimise jérjekorra:

Sfarg) = [ e [ -l

= /OO dx’ g(x) /OO dr f(x — a')e ke
(:c—x—_/)—mc /OO da’ g(&?/) /oo dx f(x)efik(aﬂrft')

— /OO dx’g(x/)e_ikw/} {/00 dx f(x)e_ikm]

= G(kooF(k) N

1
Ff(x)g(x)] = S—F (k) * G(k).
Toestus. Kujul
FUF(k) = G(k)] = 27 f(z)g(x)
on selle omaduse toestus téiesti analoogne eelmise omaduse toestusega.

10. Parsevali teoreem:

| i@rar= o [ sitar

Toestus.

L OOSf(k)dk; = %/m dk F(k)F (k)"

1 o0 [e.e] ) [e.e] ) ,
= — dk‘/ dxf(x)e_mz/ da’ f(2') e

2m .

o0 o0 1 o0 ) ,
= / dz f(z) / dz’ f(:r’)*% / dk e’ =)

Fourier’ teisenduse ja poordteisenduse definitsiooni alusel on kerge veenduda, etﬂ

1 [ ,
— dk e = §(x),

2 J_ o

5Selles voib veenduda ka teisel teel. Selleks toome esialgu sisse viikese parameetri ¢ > 0, mis kindlustab
integraali koonduvuse:

1 [ ‘ 1 0 , 1 o0 .
— dk e = — lim / dk etFrtek 4~ im dk etkr—ck
2 J_ o 2me—0 J_ 2m e—0 Jy

1 ( 1 1 )
= lim — | - + —
e—021 \ix+e —ix+e
li =
-0 mx2+e2

= 4(z).

(Funktsioon e/m(2% + %) on iihikpindalaga lorentziaan poollaiusega ¢, mis ¢ — 0 korral liheneb -
funktsioonile.)



seega

1 o0 o0

o= A$%Mk:/mdpmm/fdﬁfmﬁﬂf—w%=/ dz f(z)f(z)".

—00 —00 [e.9] —00

11.
/ F(w)g(x)dx:/ G(k)f(k)dk.

o0 —0o0

12.
FlAsp(z)] = Sy (k).

Toestus.

FlAs(x)] = / T App(z)e

—00

_ / " dp et / " f@) G+ )

—00 [e.9]

- /mmmwrlw@ﬂy+@em

—00 o0

(@'+2)—z / dx’f(x’)*eikwl/ dxf(:c)eiikx

—00 o0

= [/_Z dx’f(x’)e_ikw/} * /_Z do f(x)e ™"

Sy(k).

13.
F[Ss(k)] = App(z)".

14. Siimmeetria:

FE (k)] = 27 f (=),

T f(2)] = —— F(—k).

T or

Moningate funktsioonide Fourier’ kujutised
1. Heaviside’i ithik-astme Fourier’ kujutis:

FlO(x)] = wd(k) — —.

Téestus. Arvutame esialgu Fourier’ teisenduse funktsioonist 6(z)e**, kus ¢ > 0 on
viike reaalne parameeter:

R 1 e —1ik
gj 9 —er] _ flszsa:d — —
[P(w)e™] /0 ¢ YT +ik 2+ k2

Niitid

. el s T _ L
Flo(x)] = il_r)rtl)ﬁ'"[ﬁ(x)e | = ll_I)I[l) e ll_r% S 7o (k) :



2. Gaussi funktsiooni Fourier’ kujutis:
F [e"’“ﬂ} = \/7_T€_k2/4.
Toestus. Teisendame esmalt eksponendis oleva avaldise téaisruuduks:

F [e*"’“ﬂ} = /_00 exp(—2? — ikx)dz

oo

o) 2 2
= / exp(—x2—ikx—l—%—kz>dx

/°° Lk 2R p
= exp|—|z+—=— | ——|dx.
P 2 1
Léheme niiiid iile integreerimisele iile kompleksse muutuja

ik
z:x—l—%, dz = dx.

, 12 ootk /2
F [6_’” } = exp <——) / exp (—22) dz.
4 —oo+ik/2

Seega integreerimine toimub komplekstasandil méoda abstsiss-teljega paralleelset sir-
get, mille ordinaat on k/2. On teada, et komplekstasandi piirkonnas, kus integraalialune
funktsioon on regulaarne, on joonintegraal kontuuri valikust soltumatu. Antud juhul

on otstarbekas valida
+X—iY -X +X +X—iY
XY % X +X
Piiril X — oo saame

oco+ik/2 oo
/ exp (—2°) dz = / exp (—2°) dz = /7.

co+ik /2

Siis

3. Eksponentsiaalse kustumise Fourier’ kujutis:

|
FO(z)e "] = ik
Toestus.
Fll(x)e™] = / O(z)e Te M dx
_ /OO 6—(1+ik)xdx
0
B 1
14k

4. Lorentzi funktsiooni Fourier’ kujutis:

5 [1 szl — 7 [FO(—k) + e *O(k)] .
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Toestus. Rakendades eksponentsiaalsele kustumisele omadust [0, saame

1
11—k

FlO(—x)e”]

Nitid FT lineaarsuse tottu

1 N 12
144k 1—ik 1+ k2

F[0(x)e ™ + 6(—x)e”]

Edasi rakendame omadust [I4] vahetades dra x ja k rollid:

5 [1 f;ﬁ} — 2 [FO(—k) + e M0(k)]

F H — —imsign(k).

Toestus. Rakendame 6(z) kujutisele FT omadust [14}

1

T F6(k)] — iF { -

] = 21(—1),

millest

F {i] = 2710(—k) — im = imsign(—k) = —imwsign(k).

(Siin on kasutatud vordust sign(z) + 1 = 26(x).)



[«

Funktsioon

Fourier’ kujutis

cos(Kx + ¢) e 0 (K + k) + me?d(K — k)
sin(Kz + ¢) ite ?§(K + k) — ime®§(K — k)
et 216 (K — k)
1 2m6(k)
d(z) 1
l
6(x) (k) — Z
sign(x) —2i/k
O(x+a)—0(x—a) 2s1nkak = 2asinc ak
(kastsignaal)
2 — 2
$+a9(zv—|—a) — —1:9(93) + 2 a@(a:—a) W(l — cos ak)
(kolmnurksignaal )
e 1

blr)e 1+ ik
e—x2 ﬁe—k2/4
1/x —im sign(k)

1 _
s —

O(x)e 7" cos Kz

(sumbuv siinusvonkumine)

1 1 1

3 . + .
2 |[v+i(k+K) ~y+ilk—K)

sinc x

Tl0(k+1) — 00k — 1)]

d-funktsioon

O-funktsiooni defineerivad fundamentaalsed seosed:

1. 0(z) =0, kuiz #0

2 [, f(a)d(x)da =

6Tiikati pidevaid (voi tiikati analiiiitiliselt esitatavaid) funktsioone on mugav esitada Heaviside’i funkt-

siooni kaudu:

f(0) suvalise funktsiooni f(x) puhul

f(l‘) = Z O(r — xn)9($n+1 - x)fn($)7

kus summeerimine toimub iile koigi pidevate vahemike (z,,, ,,+1), kus funktsioon on antud analiiiitiliselt kui

fn(x). Avaldise lihtsustamisel vo6ib kasutada seost (z — a) + 0(a — ) = 1.




d-funktsiooni omadusi

1.
| @it - ade = (o
Toestus. - -
/_ F@)o(x — a)dz "= /_ (@ + a)d(x)dz = f(a).
2.
6(—x) = ()
3.
g9(x)d(x) = g(0)d(x)
4.
o(x) x f(x) = f(x)
Toestus. -
S(a) fa) = [ 8la) (o~ )i’ = (o)
D.
0z —a)xd(x—b) =9 —a—0).
6. 1
d(ax) = m(S(x)
Toestus.
- . sign(a)oo f(o)
/_ f(x)d(az)dx “=" San(a)lal / flz/a)d(z)dx = Tl
— sign(a)oo
7.

kus x,, on funktsiooni g(z) nullkohad.
Toestus. d[g(z)] on nullist erinev vaid g(x) nullkohtadel. Nullkoha x,, {imbruses voime
funktsiooni g(z) lineariseerida:
9(x) = g(xn) + g'(zn) (2 — 25) = ¢'(20) (T — 1)
Niitid
Sz — )
g’ (zn)|

Slg(@)) = 8lg (@)@ —z)) = >

n



/ " H(@)8 (@) = (—1)" ) (0).

o0

Téestus. Integreerime ositi, arvestades et 6 (z) = 0, kui = # 0:

/f ) (x dq:—/ f(x)do(x /5 )df (x /5 —£(0).

Seda saab néidata ka teisel teel:

/f )0’ (x da::hm/ f(z Oz +h) _6(>—limwz—f’(0).

h—0 h
9.
"0 (z) = (=1)"nld(x).
Toestus. P
| ta@aa)ds = (-1 (e,

Korrutise tuletise kirjutame lahti vastavalt bmoomvalemﬂeﬂ ja arvestame, et x = 0
puhul siilivad vaid need litkmed mis z-i astmeid ei sisalda:

/O; f(z)z"6™ (z)dx = (—=1)" [(Z)f(x)ﬁxn} xzo — (—1)"nlf(0).

10.

Toestus. Vaatleme d-funktsiooni kui kastfunktsiooni piirjuhtu:

§(x) = lim %[9(3: FR) — 0(z — h)] = 0'(x).

d-funktsiooniks koonduvaid piirprotsesse

5(x) = lim 2—18[9(35 +e)— O —e)] 7 |
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1 2/.2
d(z) = lim e v /e

e—0 ﬁE

d(z) = lim 1 sin (f)

e—=0 Y g

i g2 (©
) <oy

)

11
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2
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