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Algoritm on arvutussammude tegemise eeskiri, et mingi-

test sisenditest valja arvutada mingid valjundid.

Kaesolevas loengus uurime, kuidas hinnata algoritmi tehtava-

te sammude arvu soltuvalt sisendi suurusest.

Antud algoritmi jaoks huvitab meid funktsioon f, mille
korral f(n) on selle algoritmi tehtavate sammude maksi-

maalne arv sisenditel, mille suurus on n. (,,2jaline keerukus
halvimal juhul“) Moénikord huvitab ka

e keskmine keerukus;

e amortiseeritud keerukus.



Naide: rea summa.

Sisend: Arvumassilv a. Suurus nn on massiivi pikkus.

Algoritm:
1 s:=0 taidetakse 1 kord
2 forz:=1ton taidetakse n korda
3 s:=s8-+a, taidetakse n korda
4 return s taidetakse 1 kord

Kokku tehakse (c; 4+ c3)n + ¢ + ¢4 sammu, kus ¢; on z-ndal

real tehtavate sammude arv.



Naide: mullisort.

Sisend: Massiiv a. Suurus n on massiivi pikkus.

Algoritm:
1 forz:=1ton—1 n — 1 korda
2 for j:=14+1ton n(n — 1)/2 korda
3 if a; > a; n(n — 1)/2 then korda
4 a; :=:a, ilimalt n(n — 1)/2 korda
5 return a 1 kord
Kokku tehakse tilimalt +S+cen? 4 2a—c—ca—cap 4 (5 —¢,)

€2—C3

2=2n+(c5—cy) sammu.

sammu ning vihemalt 2?4 2a=



Rea summeerimisel tehakse uilimalt pn + g sammu mingite
konstantide p ja g korral ning mullisordil ilimalt pn? +
gn + r sammu mingite konstantide p, g ja r korral.

Konstantide tapsed vaartused soltuvad realisatsioonist, me

el puua neid leida.

Kui n on kullalt suur, siis pn on enam-vahem sama suur kui
pn+g ning pn? on enam-vahem sama suur kui pn?+qn-+r.



Olgu f ja g kaks naturaalarvuliste argumentidega ja posi-

tiivsete vaartustega funktsiooni.

f on O(g), kui leiduvad ¢ > 0 ja ny € N nii, et iga n > ng
korral f(n) < cg(n).

pn+q on O(n) ja pn®+gn+r on O(n?). Kordajaks c véib
votta suvalise arvu, mis on suurem kui p.

Lause. f on O(g) parajasti siis, kui leidub ¢ > 0 nii, et iga
n € N korral f(n) < cg(n).



f on ©(g), kui f on O(g) ja g on O(f), s.t. leidub ¢ > 0
ja ng € N nii, et iga n > ng korral @ < f(n) < cg(n).

f on Q(g), kui g on O(f).

Kui sama iilesande lahendamiseks on teada kaks erinevat
algoritmi, millest {ihe keerukushinnang on parem (vaik-
sem) kui teise oma, siis on toendoline, et vahegi suuremate

sisendite korral tootab esimene algoritm kiiremini.



c- fon O(f).

Kui f on O(h) ja g on O(h), siis f + g on O(h).
Kui f on O(g) ja g on O(h), siis f on O(h).

Kui r < s, siis n” on O(n®).

k-nda astme poliinoom on O(n*).

Kui f; on O(g:) ja f2 on O(gz), siis fif2 on O(g192).
n* on O(c™), kui ¢ > 1.

log,n on O(n*), kuib>1jan > 0.

log, n on ©(log,;n) iga b,d > 1 korral.

> o, 1" on ©(n™).



Kui f on funktsioon, siis kirjutis O(f) tahistab ka koigi
selliste funktsioonide g hulka, mis on O(f). ©(f) ja Q(f)

omavad sarnaseid tahendusi.

Kirjutis AO(f1), .., 0(fs)) = A(O(f)),...,0(f)), kus
A ja A’ on mingid avaldised ning fi,..., f&, f1, ..., f; min-
gid funktsioonid tahendab, et

iga g1 € O(f1),---,9% € O(fx) jaoks
leiduvad g} € O(f1),...,9; € O(f]) nii, et

AG, ... g8) = Ads ... g)).
Néiteks kirjutis f(n) = O(n?) tdhendab, et f(n) on O(n?).
Kui f on O(g), siis f(n) = O(1)g(n).



Naide: lausearvutusvalemi rahuldatavus.

Sisend: Lausearvutusvalem A (koosneb muutujatest ja loo-
gilistest tehetest). Suuruseks n loeme muutujate arvu.

Algoritm: rahuldatav?(A), kus rahuldatav?(A) on

1 ,lihtsusta“ A
if A = true then
return TRUE
else if A = false then
return FALSE
Olgu z uks A muutujatest
A = Aax—true; Af = Az talse
return rahuldatav?(A;) V rahuldatav?(Ay)
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Olgu T'(n) programmi t6oaeg (halvimal juhul) sisendil suu-
rusega n. Siis T'(1) = cjaT(n) < 2T(n — 1) + p(n) mingi
konstandi ¢ ja polunoomi p jaoks.

|Pole paris korrektne, aga loeme siin, et valemi pikkus on
poliinomiaalne muutujate arvu suhtes.]

Seega T'(n) < 2" lc+> 1 2" "p(3) = O(np(n)2™) = 2°(0).



Naide: kahendotsimine.

Sisend: Sorteeritud massiiv a ja element z. Suurus n on

massiivi pikkus.

Algoritm: otsi(a, z, 1,n), kus otsi(a, z,l,7) on

 —

if [ > r then
return FALSE
k:=|(l+7r)/2]
if ap = = then
return TRUE
else if z < a; then
return otsi(a,z,l,k — 1)
else
return otsi(a,z,k + 1,7)
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Olgu T'(n) programmi téoaeg (halvimal juhul) sisendil suu-
rusega n. Siis T(1) = c ja T'(n) < T(n/2) + ¢ mingite

konstantide c, ¢’ jaoks.

Tn)<cd+c+---+c+c=c+log,n. Seega T(n) on
< P 2
log, n korda

O(logn).



Teoreem. (,pohiteoreem”, “ Master Theorem”) Olgu a >
1,b > 1, olgu f(n) mingi kasvav funktsioon. Tahistame
k = log, a. Olgu T'(n) defineeritud jargmiselt:

T(1) =t
T(n)=a-T(n/b)+ f(n) .
Siin n /b voib olla kas |n/b| vOi [n/b].
e Kui f(n) on O(n*~¢), siis T(n) on ©(n*).
e Kui f(n) on ©(n*), siis T'(n) on ©(n*logn).
e Kui f(n) on Q(n*¢) ning af(n/b) < cf(n) mingic < 1

ja koigi kiillalt suurte arvude m jaoks, siis T'(n) on

O(f(n)).



Kahendotsimisel oli T'(n) = T'(n/2) + f(n), kus f(n) on
©(1). Siima =1, b= 2 ja k = log,a = 0. Seega f(n) on
©(n*). Teoreemi teise variandi jargi siis T'(n) on ©(n* logn)
ehk O©(logn).



Toestus. Kui n = b*, siis
T(n) = f(n)+aT(n/b) =
— f(n) + af(n/b) + @*T(n/B) = --- =
= f(n)+af(n/b)+---+a " f(n/b"7) +a'T(1) =

= T(1)n* + Zajf(n/bj) = O(n*) + Zajf(n/bj),

sest a* = ql°8" = ploge — pk,

Kirjutades ©(n*) oleme eeldanud, et T on ainult b astmetel
defineeritud.



Kui n = b ja f(n) = O(n*¢), siis

> f(n/¥) =0 (Z aj((n/bﬂ’”))

iéaj((n/bj)ke) — ey (‘Z’Z)j _

7=0

1—1

, bf — 1
7=0

k—ene —1
be — 1

=N

= O(n*) .



Kui n
— i

J.a f(n) =6(

i . n*), siis
3 o’ f(n /¥’
: o io /bj)k)>

) -
—n jz:: 1 =

— ’n,k )
. Z —
— nk
log, n



Kuin =10 jaaf(n/b) <cf(n), kus c < 1, siis

1—1 1—1

> df(n/¥) <y df(n) <

7=0 7=0

<f(n)) d = f(n)7— = O(f(n)) .

Kuna see summa sisaldab liiget f(n) ning koik liikmed
on mittenegatiivsed, siis on ta ka €2(f(n)), kokku seega

O(f(n))-
Oleme toestanud teoreemi juhuks, kui T'(n) on defineeritud
ainult b astmetel.



Olgu n suvaline naturaalarv. Kui T'(n) = aT'(|n/b| )+ f(n),
siis on lihtne naidata, et T'(n) on (. ..) (tingimustel, mille
kohta teoreem vaidab, et T'(n) on ©(...)). Meil tuleb veel
ndidata, et T'(n) on O(...).

Olgu ng, ny, ... defineeritud jargmiselt:
Ng ="
N1 = [n;/bl .
| 1—1
Kunan; < 2 +1,siisn; < o+ > & < 2+ 2.
s=0

Olgu 7 = |log, n|, siis n; = O(1).

T(n) = aT(n)+)_ () < O > o'f (5 + 575






Kui f(n) = ©(n*), siis analoogiliselt

1—1

Za7f< b_1> O(1) Zaﬂ <—> = O(n*logn) .

§=0

Kui af([n/b]) < cf(n), kus ¢ < 1, siis a? f(n;) < & f(n)
ning

> f(m) < DS F(m) = O(f(m))



e Asumptootikuid kasutades tehakse eeldus, et problee-

mi suurusega voib lopmatusse minna.

e Arvutiarhitektuuri ebaregulaarsustest tingituna voib
mone algoritmi reaalne tocaeg (arvutile joukohastel
probleemisuurustel) olla sarnasem mone teise funkt-
siooniga kui leitud O-hinnang.

e Kaesolevas kursuses uurime ikkagi asumptootikuid.
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