1. ja 2. detsembril on loeng ja praktikum ara vahetatud

Suunatud graaf G = (V, E) on suunatud tsiukliteta, kui
iga kahe tipu u,v € V jaoks ei leidu teed u-st v-sse voOi

v-st u-sse.

G on tugevalt sidus, kuil iga kahe tipu u,v € V jaoks
leidub tee ni1 u-st v-sse kui ka v-st u-sse.

Suunatud graafi G tugevalt sidusad komponendid on te-
ma maksimaalsed alamgraafid, mis on tugevalt sidusad.

e Maksimaalne tipuhulkade sisalduvuse mottes.



Suunatud tsukliteta graaf.




Tugevalt sidus graaf.




Graafi tugevalt sidusad komponendid.



Graafi G = (V, E) komponentgraafiks nimetame graafi

G*omP  mille
e tippudeks on graafi G tugevalt sidusad komponendid;

e kaar graafi G*™P tipust V; tippu V; (siin V;,V; C V)
leidub parajasti siis, kui G-s leiddub serv monest V;-sse
kuuluvast tipust ménda V-1 kuuluvasse tippu.

Graaf G¥°™P on suunatud tsiikliteta.



V>

Naide komponentgraafist.



Kui graaf on suunatud tsukliteta, siis saab tema tippe sel-
liselt jarjestada, et igast tipust lahevad servad ainult selles
jarjestuses kaugemal olevatesse tippudesse.

Kui selline jarjestus on antud, siis utleme, et tipud on to-
poloogiliselt sorteeritud.

Algoritm tippude topoloogiliselt sorteerimiseks: Kiho kons-
pekt, joonis 6.2. Tema keerukus on O(|E|).



Naide suunatud tsukliteta graafi tippude topoloogilisest
sorteerimisest.



Suunatud tsukliteta graafis saab lihimaid teid mingist fik-

seeritud tipust u koigisse teistesse tippudesse leida ajaga
O(|E]).

{vi,...,vn} := topol sorteeri(G)
for all v € V do DJv] := o0
Dlu]:=0
for 2:=1ton do
for all w € G~ lv; do
Dlv;] := min(D|v;], D|w] + £(w, v;))
return D
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Tsukkel ridades 4-5 toimub tile koigi servade. Sellest ka
keerukus O(|E|).

Seda tsiuklit voib teha suvalises sellises jarjekorras, et kui
serv (w;, wy) vaadatakse 1abi enne serva (ws, wy), siis w; <

Way.

Siis voib kindel olla, et (w3, w,) labivaatus ei mojuta w;
kaugust u-st.

Muuhulgas siis ka...

4 fori1:=1tondo
5 for all w € Gv; do
6 D|w] := min(D|w], D[v;] + £(v;, w))



Kuidas leida graafi tugevalt sidusaid komponente?
Naiivne algoritm — leiame koigi tippude vahelised kaugu-
sed, kontrollime kdigi paaride u,v € V jaoks, kas d(u,v) <
oo ja d(v,u) < oo.

Vaatame jargmist graafi sugavuti labimise algoritmi, mis

oma t00 tulemusena jarjestab tipud vastava tipu tootlemise
[opetamaise jarjekorras.

Igal tipul v olgu kaks toovalja: v.labitud ja v.jrknr.



siigavuti(G) on

for all v € V do v.labitud := false
aeqg := 0
for all v € V do

if —v.labitud then kiilasta(v)

B O N =

kiilasta(v) on

v.labitud := true
for all w € Gv do

if —w.labitud then kiilasta(w)
aeq := aeg + 1; v.grknr .= aeg

= O NN =



































































































Tahelepanekuid algoritmi kohta:

Iga tipu v jaoks, mille jaoks ,sugavuti“ 4. real ,kulasta“
valja kutsutakse, kaiakse enne tagasipoordumist labi koik
tipud, kuhu v-st jouda voib ja mis el ole veel 1abi kaidud.

S.t. 1ga v jaoks, mille jaoks ,kilasta” kutsuti valja ,stigavuti-
st, ja 1ga w jaoks, kuhu on v-st voimalik minna, kehtib
v.grknr > w.jrknr.



Iga tugevalt sidus komponent kaiakse labi sama ,kulasta"
,Sugavuti“-st valjakutse ajal.

Kui v on esimene tipp mingist tugevalt sidusast kompo-
nendist, mille jaoks ,kiilasta“ valja kutsutakse, siis enne
tagasipoordumist kaiakse labi see tugevalt sidus kompo-
nent ning samuti koik tugevalt sidusad komponendid, kuhu
sealt saab ning mis ei1 ole veel labi kaidud.



Olgu Vi, V5 kaks tugevalt sidusat komponenti, ni1 et V;-st
saab V5-e. Olgu v; € V; ja v, € V, max. .grknr-ga tipud
neist komponentides. Siis v;.9rknr > vy.97knr.

Kui seame G*°™P igale tipule (s.t. esialgse graafi tugevalt si-

dusale komponendile) U C V vastavusse arvu max v. Jrknr,
ve

siis saame G*™P tipud topoloogiliselt sorteeritud (kahane-

vas jarjekorras).
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Algoritm tugevalt sidusate komponentide leidmiseks:

1
2
3
4
5
6

stigavuti(G)
for all v € V do v.labitud := false; s|v.jrknr| := v
K:=10
for 2 := |V| downto 1 do

if —s(z].labitud then K := K U {komponent(s|z]|)}
return K

komponent(v) on

= D N =

v.labitud := true

k:= {v}
for all w € G™'v do
if —w.labitud then k := k U komponent(w)



2
»MA




=
%M




=
»MA




2
»m"




&
»m_"




2
»WA




S
»m"




2
»w




2
»MA




2
»w




&
».M



















Tasandi punktide hulk = R x R.
(Sirg)loiku kujutame tema otspunktide paarina.

Vektorit kujutame the punktina — sellena, milleks ta tei-
sendab koordinaatide alguspunkti.

Antud n sirgloiku. Kas nende seas leidub kaks tukki, mis
teineteisega loikuvad?



Antud kaks vektorit p; ja p,. Vektorit p; tuleb poorata
ulimalt 180° uhes vO1 teises suunas, selleks, et ta langeks
kokku vektoriga p,.

D2
D1

D1

D2

Kummas suunas?



(0,0)

Meid huvitab ¢, —¢;. Meid huvitab, kas see vahe on 180°-st

suurem vol vaiksem.

Meid huvitab, kas sin(¢, — ;) on positiivne voi negatiivne.



sin(@s — 1) = sin , cos ; — COS P Sin P =
Y T1 T2 W
p2| |p1] P2 Pl

Kuna |p;| ja |p2| on positiivsed, siis huvitab meid avaldise

L1Yo2 — T2Y1 mark.

Kui see on positiivne, siis on py pi-st ,vasakul”, kui nega-
tiivne, siis ,paremal”. Kui ta on 0, siis on p; ja p, samasi-
hilised.



Kuidas kontrollida, kas 16igud p1p, ja p3ps loikuvad?

Ebatapsusi sissetoovaid tehteid (naiteks jagamine) ei ta-
haks seejuures kasutada.

Kontrollime koigepealt, kas neid piiravad horisontaalsete
ja vertikaalsete kulgedega ristkulikud 1oikuvad.

— — — ——

Kui e, siis el loiku ka sirgloigud.



Olgu p; = (@i, ;) (kus 1 <2 < 4). Olgu

£ = min(z;, z2) 71 = min(yy, Y2)
T, = max(zy, z5) U2 = max(y1, yo)
3 = min(xs3, T4) U3 = min(ys, Ya)
£, = max(zs, z4) ¥4 = max(ys, Ys),

Siis need ristkilikudd on vastavalt Z; <z < Zy, 91 <Y <
Yo Ja T3 < T K Ty, Y3 < Y < Yg. Nad loikuvad parajasti siis,
kui nad loikuvad molemas dimensioonis.

Loikuvad, kui 23 < 25 ja 21 < 24.



Oletame, et piiravad ristkulikud loikuvad. Vaatame sirgeid,

mille maaravad need sirgloigud.

Kui uks 161k asub teisega maaratud sirgest tihel pool, siis
nad e1 1oiku. Kui kumbki 1oikab teisega maaratud sirget,

s11s nad loikuvad.



P3P, asub p;po-ga maaratud sirgest tihel pool parajasti siis,
kui tema molemad otspunktid asuvad sellest tihel pool.

/

Pa Pa

2 2

D3 D3

Meil tuleb leida, kummale poole jaavad vektorist Zsz) vek-
torid p1ps ja Dips.

Samutl, kummale poole jaavad vektorist p3p45 vektorid p3p1;

ja psD3.



Mis siis, kul moned neist vektoritest on samasihilised?

D4 D2 | |
D3 -
D1 | |

Siis voime lugeda, et iiks 101k 16ikub teise poolt maaratud

sirgega.

Parempoolne variant pole siinkohal voimalik, sest me ole-
me juba kontrollinud, kas piiravad ristkulikud 1oikuvad.



vekt asend((z1,¥1),(Z2,¥2)) on

1 d:=2x1Y2 — T2
2 if d > 0 then return ,,+*
3 if d < 0 then return,—* else return ,,0“

p3_asend((1, Y1), (T2, ¥2), (3, ¥3)) on

1 return vekt asend((zz —z1,y2 — 1), (T3 — Z1,Ys — Y1))

16ik _sirge?((Z1, Y1), (T2, Y2), (%3, Y3), (T4, Ya)) on

a :=p3_asend((z1,¥1), (T2, Y2), (T3, ¥3))

1

2 b:= p3_asend((:1:1, yl)) ($21 y2)) (1:4) y4))
3 if a =,0" or b =,0“ then return true
4

return (a # b)



lélk_beX?((wla y1)7 (m27 y2)) ($31 y3)7 ($4) y4)) on

1 zq:= min(a:l,azz); Y1 = min(yl,yz)
2 Iy := max(z1,T2); Yo := max(yi, yo)
3 &3 := min(zs,Z4); §3 := min(ys, Ya)
4 &4 := max(zs, 4); Ya := max(ys, Ys)
5 return (23 < o) A (21 < Tg) A (U3 < T2) A (91 < Ua)

16ikuvad 16igud?(py, p2, P3, P4) ON

1 return 16ik bbox?(p;, p2, P3, Pa)

and 16ik sirge?(p:, pa, Ps3, Pa)
and 16ik sirge?(ps, ps, P1, D2)



Olgu meil nuud antud sirgloigud sq,...,s,. Tahame leida,
kas nende seas moned omavahel loikuvad. Koiki loikuvaid

paare ei taha leida.

Loeme, et ukski 101k ei1 ole vertikaalne ning uikski kolmik e1
101ku uhes punktis.

Lahendusidee: libistame vertikaalset joont iile nende 161ku-
de vasakult paremale, kuni leiame 16ikepunkti (v6i jouame
koigist 16ikudest {ile).

Peame arvet, mis jarjekorras antud sirgloigud selle verti-
kaalse joonega loikuvad.



Loigatavad loigud: s;



Loigatavad loigud: sq, s



Loigatavad loigud: sy, s3, S



Loigatavad loigud: ss, s



Loigatavad 1oigud: sy, s3, S



Loigatavad 1oigud: sy, s3, So, S5



Loigatavad 1oigud: s4, Sg, S3, S2, Ss



Loigatavad 1oigud: sy, Sg, So, S5



Loigatavad 1oigud: sg, So, S5



Loigatavad 1oigud: s,, sg, S5



Paneme tahele, et senikaua, kuni pole olnud uhtegi 10ike-
punkti, 16ikude suhteline asend vertikaalsel joonel e1 muu-
tu.

Enne, kul mingid kaks loiku loikuvad, peavad nad verti-
kaalsel joonel jarjest esinema.

Algoritmis me votame mingite kohtade peal vertikaalsed
jooned, nendel jarjest mingid kaks 16iku ning kontrollime,
kas need 1oigud loikuvad.

Kohtade valik on selline, et me uhtegi 10ikumist maha el

maga.



Olgu py, ..., py, l0ikude sq,..., s, otspunktid, mis on sor-
teeritud z-koordinaadi jargi (kui kahe punkti z-koordinaadid
on vordsed, siis y-koordinaadi jargi).
Olgu T dunaamiline jarjend, mis toetab jargmisi operat-
sloone:

e lisa(T),s),

e kustuta(T),s),

e eelmine(T), s),

e jargmine(T),s).
T'-s hoiame loike. T'-ks sobib kahendpuu. Kui ta on AVL-
puu, siis on koik operatsioonid keerukusega O(logn).



lisa(T, s) peab panema s-i kohta, mis vastab tema posit-
sioonile vertikaalsel joonel.

Vordlemaks, kas s asub juba T-sse kuuluvast s’-st iileval
vol allpool, uurime, kumba pidi asuvad allpool kujutatud
vektorid.




Kai punktid py, ..., ps, vasakult paremale labi ja

e Kuil p; on mingi s-1 vasakpoolne otspunkt, siis

— lisa(T), s)

— kui eelmine(T', s) / jargmine(T, s) leidub, siis kont-
rolli, kas ta 10ikub s-ga. Kui jah, siis tagasta ,,jah"
ja lopeta.

e Kuil p; on mingi s-1 parempoolne otspunkt, siis

— kui eelmine(T), s) ja jargmine(T', s) molemad leidu-
vad, siis kontrolli, kas nad loikuvad. Kui jah, siis
tagasta ,,jah" ja lopeta.

— kustuta(T, s).

Kui loikumisi e1 leitud, tagasta ,ei1”.



[lmne on, et kui algoritm tagastab ,,jah", siis leiduvad 101-
gud, mis loikuvad. Algoritm on siis just ihe paari leidnud.

Naitame, et kui ta tagastab ,e1", siis selliseid 10ike ei1 leidu.

Oletame vastuvaiteliselt, et algoritm tagastab ,e1“, aga min-
gid 10igud s; ja sy loikuvad.

Loltkugu s; ja sy nii vasakul kui voimalik. Kui vahima z-
koordinaadiga loikepunkte on mitu, siis valime neist alu-

mise.

S.t. 51 ]Ja s, 1oikepunktist vasakul el toimu uhtegi l1oikumist.



Alaku s; enne s,-e. Kui s, alguspunkti tootlemisel ei leita
ules tema loikumist s;-ga, siis peavad mingid 16igud veel
S1 ]a Sy vahel asuma.

Vaatame neid 10ike. Nad koik loppevad enne s; ja s, 10i-
kumist. Olgu s’ 16ik, mis neist koige hiljem 10ppeb. Tema
loppemisel avastatakse s; ja sy 10ikumine.



Algoritmi tooaeg:
e 2n punkti sorteerimine — O(nlogn).
e Tsukkel ule 2n punkti, igal iteratsioonil

— kolm operatsiooni jarjendiga T', keerukus O(logn).

— kuni kaks 16ikude 16ikumise kontrolli, keerukus O(1).
Seega kokku O(nlogn).
Kokku on siis t66aeg O(nlogn).

Koikvoimalikke 1oikumisi pole selle ajaga voimalik ules lu-
geda, neid voib olla Q(n?).



Olgu antud mingid punktid pg, p4, ..., p,. Nende kumeraks
katteks nimetatakse vahimat kumerat hulknurka, mis koiki
neid punkte sisaldab.

Kumera katte tipud on mingites neist punktidest.

Kuidas leida punktihulga kumerat katet?



Grahama seiremeetod. Olgu py koige vaiksema y-koordinaadiga
punkt. Kui neid on mitu, siis koige vaiksema z-koordinaadiga.

ulejaanud punktid

Po
Sorteerime ulejaanud punktid p; vektorite M tousu jargi.

Do
D7

D6 Ds

D4
plO 3 p2

D1
Do



Punktide vordlemiseks vaatame, kumba pidi on jargmised
vektorid.

Po
S.t. tousunurki e1 tule valja arvutada.

Kui mitmel punktil on sama tousunurk, siis voime arves-
se votta ainult kaugeima punkti. Lahemad punktid jaavad
kindlasti kumeraks katteks oleva hulknurga sisemusse.

Kaugeim punkt — suurima y-koordinaadiga.



Punktide Do, P1, P2 kumer kate on (p07p17p2)' (klll Do, P1 ja
Do €l asu iihel sirgel)

Olgu me juba leidnud punktide pg,...,p; kumera katte
(qo, - - -,qj). Vaatame punkti p; ;. Ta kuulub kindlasti punk-

tide po, ..., p;11 kumerasse kattesse.
Do
Ds DPs
D7
DP1o )
b1

Do



Kontrollimaks, kas g; kuulub py,...,p;;+1 kumerasse kat-

tesse, vaatame vektoreid qj_lq;- ja q;—1Dit+1-

Do
D6 Ds
D7

P1o

D1

Do

Kui qj_lpiﬁ asub qj_lq;- -st paremal, siis el kuulu g; punk-
tide po, ..., p;11 kumerasse kattesse.

Sel juhul vahendame 7-1 ihe vorra ja proovime uuesti.



Do
. De D5
P10 e
2 / 5 P1o
Do D1

Kui q,_1p; f }
j—1Diy1 asub g;_1q;
;—1q;-st vasakul, sii
kumera katte leidnud. See on (g SO eme o B
Oy -~ )Qj)pi-i—l)'

Do

P1o




P1o

Algoritmi realiseerides on mottekas punkte qo, . . . , g; pinus
hoida, ni1 et g; on pealmine.



Keerukus:
e Vihima y-koordinaadiga punkti otsimine — O(n).
e Sorteerimine — O(nlogn).

e Kumera katte leidmisel voib iga punkt
— (tapselt) iihel korral kattesse sattuda;
— ulimalt uhel korral kattest eemaldatud saada.
Seega votab punktide lisamine/eemaldamine aega O(n).
e Igale vektorite omavahelise asendi vordlemisele jarg-

neb kas mingi punkti lisamine kattesse vO1 eemaldami-
ne sealt. Seega on vordlusi O(n).

Kokku seega O(nlogn).



Jarvise mahkimismeetod. Olgu py koige vaiksema ja pyg
koige suurema y-koordinaadiga punkt. (kui neid on mitu,

siis koige vasakpoolsem(ad))

fk

Ni1 pg kui ka p; kuuluvad kumerasse kattesse. Neist kahest
punktist ,paremale” jaava kumera katte osa leidmiseks:



Eisimeseks punktiks kumera katte parempoolsel osal vota-
me po-1. Kul p; on viimane leitud punkt kumera katte pa-
rempoolsel osal, siis vaatame vektoreid p;-st koigisse teis-
tesse punktidesse.

Dk

Di

Do

Jargmiseks punktiks votame parempoolseima vektori teise
otstipu. Jatkame, kuni jouame pg-ni.

Samamoodi lelame kumera katte vasakpoolse osa.



Keerukus: Punkti lisamisi kumerasse kattesse on samapalju
kui kumeras kattes punkte on.

Igal lisamisel tuleb leida parem- /vasakpoolseim punkt. Leid-
mine on analoogiline massiivi minimaalse elemendi leidmi-
sega. Uhe punkti lisamise keerukus on seega O(n).

Kogukeerukus on O(nh), kus A on tippude arv kumeras
kattes.

Valides Grahami ja Jarvise meetodite vahel tuleks vorrelda
suurusi h ja logn (s.t. nende eeldatavate vaartuste proport-
sioone konkreetses rakenduses).



