1. ja 2. detsembril on loeng ja praktikum ara vahetatud

Antud punktid py, ..., p, (koik erinevad). Leida nende seast

kaks teineteisele lahimat punkti.

Lihtne lahendus — vaatame koik punktipaarid labi, leiame

nendevaheliste kauguste seast minimaalse. Keerukus: ©(n?).

Punktide p; = (z1,y1) ja p2 = (x2,y>) vaheline kaugus
d(pl7p2) on

V(za — )2+ (y2 — n1)?

Kui me vaid kaugusi vorrelda tahame, siis piisab kauguste
ruutude vordlemisest. S.t. ruutjuurt pole tarvis votta.



Rekursiivne lahendus:

1. Jaga punktihulk P kaheks vordse suurusega osaks P,
ja Pg, lela kummastki osast vahima kaugusega punk-
tipaar.

e Rekursioon 10ppeb, kui |P| < 3.

2. Vali neist kahest paarist lahem, olgu nendevaheline
kaugus 0.

3. Kontrolli, kas leiduvad punktid p;, € P;, ja pr € Pk,
nii et d(pr,pr) < 0.

e Piisab selliste punktide p;, € P;, vaatamisest, mis on
hulgale Pr lahemal kui 0. Sama pr € Pg jaoks...



Jaotamise teeme vertikaalse sirgega.

Sirgele jaavad punktid voivad kuuluda nii uhte kui ka teise

poolde.

Olgu X4, ..., X, punktid p4, ..., pn, sorteeritud z-koordinaadi
jargi. Massiivi X kasutame vertikaalse sirge valikul.



Olgu d; vahima kaugusega punktipaari kaugus osas F;, ja
dr sama asi osas Pg. Olgu 0 = min(dz,dg).

Kui p;, € P;, ja pr € P on sellised, et d(pr,pr) < 0, siis
on pr, ja pr eraldavast vertikaalsest joonest kaugusel < 9.

)




Olgu P’ C P koigi selliste punktide hulk, mis on valitud
vertikaalsest sirgest kaugusel < 9. Olgu Y’ nendesamade
punktide jarjend, y-koordinaadi jargi sorteeritud.

Olgu Y/ ja Y} (7 > 1) teineteisele lahimad punktid P’-st.
Kui d(Y;/,Y!) <9, siis 7 —1 < 6.

ORI
S.t. (kui eelmine 10ik on Gige, siis) selleks, et leida teine-
teisele lahim punktipaar P’-st tuleb vaadata labi massiiv
Y’ ja leida mingi punkti Y kaugused ainult punktidest
Y., ...
ne on tehtav lineaarses ajas.

, Y\ . S.t. teineteisele 1ahima punktipaari leidmi-



Kui d(Y},Y}) <4, siis asuvad punktid Y} ja Y} ristkiilikus

mootmetega 20 x 0.

Y-/ J

Uldisust kitsendamata loeme, et Y, € P;. Vaatame juhtu,

kus Y; ei asu vertikaalsel sirgel, mis eraldab P.-i ja Pg-i.



Vaatame koiki Pgr-1 kuuluvaid punkte, mis sinna ristki-
likusse kuuluvad. Iga kahe Pz-1 kuuluva punkti vaheline
kaugus on vahemalt .

Nad ko6ik kuuluvad ruutu méoétmetega § x 4.

Pr
- :

Mahub ulimalt neli tukka.



Vaatame koiki P;-1 kuuluvaid punkte, mis sinna ristku-
likusse kuuluvad. Iga kahe Pp-1 kuuluva punkti vaheline
kaugus on vahemalt .

Nad ko6ik kuuluvad ruutu moéotmetega § x 4.

L

Mahub iilimalt kolm tiikki (kaasa arvatud Y).



Kui Y, asuks P.-i ja Pg-i eraldaval vertikaalsel sirgel, siis
mahuks vasakule poole neli punkti (k.a. Y;) ja paremale
poole kolm.

Seega kuulub vaadeldavasse ristkiilikusse mootmetega 20 x

¢ ilimalt kuus punkti peale Y.



Algoritm:

Eeltoo: sorteeri punktid py, ..., p, z-koordinaadi jargi mas-
siivi X ja y-koordinaadi jargi massiivi Y. Kui kahel punktil
on koordinaat vordne, siis vota ettepoole see punkt, mille

teine koordinaat on vaiksem.

Pohit6o teeb ara funktsioon ldhimad punktid(X,Y,n).



lahimad punktid(X,Y,n) on

if n = 2 then return (X, X5)
if n = 3 then
return ldhim kolmest(X, Xz, X3)
k:=|n/2]
Xt = X1, k; Xt = Xkit1..m
¥ :=0; 7 :=0
for 2:=1ton do
if V;.z < Xg.z or Y;.x = Xp.z AN Y;.y < Xi.y then
=1+ 1,Y7 =Y,
else
=1+ 1, Y=Y,
(q¢F,q%) := lahimad punktid(X*, Y%, k)
(¢f, ¢;") := lahimad punktid(X%, Y%, n — k)

© 00 O Ot WD =

e
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14 682 := (¢F.z — ¢k.z)? + (¢f.y — ¢t .y)?
15 672 := (qff.z — ¢f'.z)* + (q¢f.y — ¢ft.y)?
16 if 672 < 672 then

17 druut = 5L2; g, ‘= Qf§ g2 ‘= QZ{J

18 else

19 druut ;= 072; q; 1= Qf'; g2 = qu

20 I':=0

21 for:1:=1tondo

22 if (V;.2 — Xy.z)* < druut then

23 UV''=0I+1,Y =Y



24
25
26
27
28
29

fort:=1tol'—1do
for 7 := 1 to min(6,!' — 2) do
druut := (Y;.z — Y/.z)* + (Y.y — Y} .y)°
if druut < druut then
oruut :=druut; ¢ :=Y]; @2 :=Y;
return (q;, g2)



Keerukus:
e Eeltoo (sorteerimine) — O(nlogn).
e Kui protseduurilahimad punktid tooaeg sisendil suu-
rusega n on iilimalt T'(n), siis T'(n) = 2T(n/2)+ O(n).

— See O(n) tuleb sellest, et meil on tsiikleid tile koigi
punktide, pole aga kahekordseid tsiikleid.

x for 7 := 1 to min(6,!' — 2) do ei loe.
See rekurrents on lahendatav esimeses loengus toesta-

tud teoreemiga. Saame T'(n) = O(nlogn).

Kokku seega O(nlogn).



Olgu antud hulknurk tippudega p4,...,p, ning punkt g.
Kas g asub hulknurga p;ps - - - p, sees?

D2

>
N
Y

D1
Dn



Vaatame mingit kiirt, mis lahtub punktist g. Kui g asub
hulknurga sees, siis 10ikab see kiir seda hulknurka paaritu
arv kordi, muidu paarisarv kordi.

Millal 16ikab 16ik p;p; (loeme, et p;.y < p..y) horisontaal-
set kiirt, mis laheb punktist ¢ paremale?
P2
®* P1.Y < ¢Y K P2 g

o m jaab plp; -st vasakule.
P1



. i

Mida teha siis, kui kiilje p1p, (kus p;.z < p,.z) moni tipp

on g-st algaval kiirel?
Loeme nii:
e Kui py.z = q.z, siis el l1oiku.
e Kui p;.z = q.¢ < py.z, siis 1oikub.

S.t. kiir on ,kaduvvaikesel maaral iilevalpool“ oma tegeli-
kust asukohast.



Naide;:

. Y —

Seitse 1oikumist = sees.

Kodunud juhu muutsime mittekodunuks vaikese hairituse

lisamisega.

Keerukus — O(n).



Kumera hulknurga puhul on punkti kuulumist hulknurka
voimalik vélja selgitada kiiremini, ajaga O(logn). Loeme,
et g, ...,p; on antud kellaosuti litkumise suunas.




. Olgu r mingi punkt hulknurga sisemuses. Sobib suva-

lise kolme tipu keskmine.

. Lela, millisesse sektorisse p;rp; 1 kuulub punkt g. See
on tehtav kahendotsimisega.

. Leila, kas 7q ja p;p; 1 loikuvad.



Olgu antud hulknurk pp; - - - pn, tipud olgu kellaosuti lii-

kumise suunas.
Kuidas leida selle hulknurga pindala?

Olgu p; = (x;, y;). Loeme, et y; > 0. Leiame trapetsite

(337;, 0)—(:132', yi)_(xﬂ-l; yz’—l—l)_(xi—l—h 0)_(:32': O)

pindalad. Siin 1 <72 < n jat+1 on leitud mod n. Pindalad
on margiga — kul z;,,1 > x;, siis on pindala positiivne,

muidu negatiivne.

Trapetsite pindalate summa on hulknurga pindala.
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Antud punktid p4, ..., p,. Leilda nende seast kaks teinetei-
sest koige kaugemat punkti.

On isna ilmne, et need kaks punkti peavad asuma nende
punktide kumeral kattel, aga see jareldub ka jargmisest
lausest.



Lause. Olgu g mingi punkt ning olgu p; punktist g kaugeim
punkt punktide pq,...,p, seas. Olgu s sirge, mis on risti

10iguga gp; ja labib punkti p;. Siis s-1 ja punktide pq, ..., p,
kumera katte ainus thine punkt on p;.




Vastasel juhul voiks mooda katte sisse jaavat s-1 osa liitku-
des g-st kaugemate punktideni jouda.




Olgu meil antud kumer hulknurk p;p;---p,, olgu punk-
tid py, ..., p, kellaosuti liikumise vastassuunas. (Grahami
seiremeetod annab kumera katte just sellises jarjekorras)
Loeme, et tal ei ole paralleelseid kiilgi.

Punktid p; ja p; on antipoodsed, kui leiduvad kaks paral-
leelset sirget nii, et the uhisosaks selle hulknurgaga on p;
ja teise thisosaks selle hulknurgaga on p;.




Lause. Kul p; ja p; on teineteisest kdige kaugemal asetse-

vad punktid, siis nad on antipoodsed.

Sobivad naiteks punktides p; ja p; voetud l6iguga p;p; ris-

tuvad sirged.



Antipoodsete paaride leidmine.

Keerutame sirget s.




Kul s on ihelt poolt [; ja ;11 vahel ja teiselt poolt [, ja
l;+1 vahel, siis

huvitab meid, kumba pidi tuleb keerata [;, -, et viia ta
samasuunaliseks [;-ga.

Selle jargl otsustame, kas jargmine piirkond on ;1 ja ;4
vahel vo1 {;4, ja [, vahel.



Olgu meil antud objektid z4,...,z,. Me soovime pidada
andmestruktuuri, mis vastaks hulkade komplektile (Sy, ..., Sk),
nii et 1iga element z; kuuluks tapselt ihte hulkadest S;.

Me soovime jargmiseid operatsioone:

e tee klass(z) lisab juba vaadeldavatele objektidele uue
objekti z, samuti lisab ta uue hulka S ja votab z-1 selle
ainsaks elemendiks.

e iihenda(z,y) tihendab hulgad, millesse kuuluvad z ja
y, uheks hulgaks.

e leia esindaja(z) tagastab selle hulga S, kuhu z kuu-
lub, mingi elemendi. Seejuures tagastab ta hulga S iga
elemendi jaoks sama elemendi.



Galler-Fisheri meetodil klasside kujutamisel on igal ob-
jektil kaks abivalja — .v1it ja .h.

Klassi kujutatakse puuna tema elementidest, .v2:t on viit
ulemusele. Objekti vali .A on mingi naturaalarv, mis on

vahemalt sama suur kui alampuu, mille juureks see objekt
on, korgus.

Kuil mingi objekt on klassi kujutava puu juureks, siis tema
vt viltab talle enesele.

leia esindaja(z) tagastab z-i sisaldava puu juure.



Naiteks voib ({a}, {b,d,e,f,h,k}, {c,g,1}) kujutatud olla jarg-

misel viisil:Q‘a | Q‘B Q‘C
SN
SN

2

0
]



tee klass(z) on

1 zowut:=z;,z.h:=0

tihenda(z, y) on

1 lingi(leia esindaja(z),leia esindaja(y))
lingi(z,y) on

1 if z.h > y.h then y.viit ;= z else z.v11t :=y
2 if z.h =y.h then y.h :=y.h+1



leia esindaja(z) on

1 if =z # z.vut then
2 z.viit 1= leia esindaja(z.viit)
3 return z.vit

leia esindaja teeb

ﬂ
.
.
'
.
:
:




Keerukus: ku1 meil on n objekt1i ja m operatsiooni tee klass,
ihenda ja leia esindaja, siis ajakulu on O(mlog™ n).

log™ n on selline 7, et 0 < log---logn < 1.

-
1

n-i vahemik log™ n
n=1 0
n = 1
3<n<4 2
5<n<<16 3
17 < n < 65536 4
65537 < n K 2099 5



Me naitame, et n objekti korral on m operatsiooni tee klass,

lingi ja leia esindaja ajakulu on O(mlog™n).

S1is on ka m operatsiooni tee klass, ihenda jalela esindaja
ajakulu O(mlog™ n), sest nad sisaldavad iilimalt 3m ope-

ratsiooni tee klass, lingl ja lela esindaja.



Puude struktuuri ja selle muutumise kohta to0 jooksul voib

oelda jargmist. Olgu z mingi objekt.

e Alguses on z mingi puu juur. Kui ta too kaigus mingil
hetkel mittejuureks muutub, siis el saa ta enam kunagi

juureks.

e Kirjutusviis z.v1it = z tahendab ,,z on mingi puu

juur®.



Moned tulemused valjade .h vaartuste kohta ja nende muu-
tumise kohta too jooksul. Vaatame mingit objekti z.

o Kuil z.v1it # z, siis z.h < z.viit.h.

e Alguses on z.h = 0. T'00 jooksul ta el vahene. Alates
hetkest, kus z.v11t # z, £.h enam ei muutu.

e z.v11t.h t00 jooksul el vahene.

e Olgu P(z) tippude arv alampuus, mille juureks on z.
Siis P(z) > 2%".



Toestused on induktsiooniga iile tehtud operatsioonide ar-

Vu.

Kehtigu eelmisel slaidil toodud vaited peale mingit arvu
operatsioone. Teeme jarjekordse operatsiooni.

Kui see oli tee klass(z), siis saab z.h vaartuseks 0. z on

mingi puu juur. P(z) = 1 = 2%",



Kui see oli lingi(z, y), siis muutused toimuvad ainult z-i ja
yY-1 juures.

Kui enne operatsiooni z.h # y.h (iildisust kitsendamata
loeme, et z.h < y.h), siis parast operatsiooni on juureks
mittevoetud tipu z vali .h vaiksem kui juureks voetud tipu
y vali .h.

Samuti on parast operatsiooni P(y) > 2V-* 4 2%" > v,

Kuil enne operatsiooni z.h = y.h, siis parast y.h = z.h +
1 > z.h. Samuti P(y) > 2v¥-h~1 4 2% = 2. 2u-h=1 — Qv

lingi on ainus operatsioon, mis muudab valja .A vaartusi.
Muudetakse tipul, mis on puu juur.



Kui jarjekordne operatsioon oli leia esindaja(z), siis vois

z.v11t hakata viitama korgemale kui varem.

Kuna ennem oli z.h < z.vwit.h iga tipu x jaoks, siis puus

ulespoole litkudes valja .h vaartused suurenevad.

Valja z.v1it muutes siis z.v:t.h suurenes.



Jareldus. Tippe, mille valja .~ vaartus on vahemalt r, on
ilimalt n/2".

ToOestus. Kui mingi tipu z jaoks omistatakse z.h := 7, siis
peab puus, mille juureks on z, olema vahemalt 2" tippu.
Nende tippude (v.a. z ise) aste on vaiksem kui 7 ja enam
el muutu.

Kuil mone teise tipu y jaoks omistatakse y.h := r, siis peab
puus, mille juures on y, olema vahemalt 2" tippu. Need ti-
pud peavad olema erinevad puu, mille juureks on z, tippu-
dest, sest = el kuulu puusse, mille juureks on y.

Seega saab ilimalt iga 2"-s tipp saada .h vaartuseks r voi
enam. Muuhulgas on siis iga tipu valja .h vaartus < logn.



Uks operatsioon tee klass voO1 lingl vajab konstantset aega.

Uhe operatsiooni leia esindaja(z) t00aeg on proportsio-
naalne objekti z kaugusega teda sisaldava puu juurest selle
operatsiooni tegemise hetkel.

Me naitame, et peale m-1 operatsiooni on nende kauguste
summa O(mlog™ n).



Vaatame mingit operatsiooni leia esindaja(z).

Vaatame ahelat tipust = teda sisaldava puu juureni. Var-

vime sellel ahelal tipud jargmiselt:
e Juure ja tema vahetu jarglase varvime roheliseks.

e Mone teise tipu v sellelt ahelalt varvime punaseks pa-
rajasti siis, kui log™ y.h # log™ y.viit.h.

— Defineerime log™ 0 := —1.

e Ulejidsnud tipud virvime siniseks.

— Neil tippudel log™* y.h = log™ y.viit.h.



log*e.h =5




Igal operatsioonil leia esindaja on ulimalt kaks rohelist ja
tilimalt log®logn = log" n — 1 punast tippu.

Kuil mingi tipp z on kunagi olnud punane, siis el saa ta

enam kunagi edaspidi olla sinine, sest
e z.h enam ei muutu, seega ei muutu ka log™ z.h;
e log*z.h < log™ z.viit.h;

e z.v1it.h saab liksnes suureneda, seega ka log™ z.viit.h
saab uksnes suureneda.



Uurime, mitu korda saab iks tipp olla sinine.

Kui tipp z on mingis operatsioonis lela esindaja sinine,
sils muutub tema otsene tilemus. S.t. z.v11t.h suureneb sel-
le operatsiooni kaigus.

Ta saab suureneda ainult senikaua kuni log* z.viit.h —
log™ £.h, muidu muutub tipp punaseks.

Olgu S(z) kordade arv, mil tipp z voib olla sinine. Siis on
m operatsiooni tehes operatsioonidel leia esindaja vaadel-
davate ahelate pikkuste summa ulimalt

2m +m(log"n — 1) + Z S(z;) .

1=1



Tahistame: 2* 2 := —1, 2*~1:=0, 20 := 1, 2% .= 22"
_2
S.t. 2% = 2% }z

Siis log* n = 1 parasjagu siis, kui 2* ! + 1 < n < 2*.

Olgu 7 = log*z.h. Siis z.viit.h vOib suureneda iilimalt
2*7 — 2*7-1 _ 1 korral, nii et log* z.viit.h el saa suuremaks
kui log™ z.h.

gt S(ZB) < z*log* z.h 2*(log* z.h)—1 1.



Olgu N(7) = [{z : log™ z.h = 3}|. Siis on m operatsiooni
tehes operatsioonidel leia esindaja vaadeldavate ahelate

pikkuste summa tlimalt

log* n—1
om +mlog'n—1)+ »  N(5)(29 -2""-1) .
j=—1
Peale selle,
2*J
. n
r=2*7-141

sest tippe, mille valja .A vaartus on vahemalt 7, on ulimalt
n/2".



N(7) <

2*J

2.

r=2*%1-141

n n

or R 22*7-141

2% _2*1—1_1
1
2.
=0

2 n

1 . on-
Z ? 92941 92%-l



log* n—1

2m + m(log”
g'n—1)+ Z N(7)(2¥
]) 2*] _ ox7—1
2 (27 291~ 1) <
m(lo ) log* n—1
gn+1)+ ) N(j)27 =
j=—1
) log* n—
m(log*n + 1) +2n2* 1 + Z n *
’ 357
7=0
o log* n—1
(log"n+1)+ Z n =
7=0

m *
(log"n+ 1) + nlog*n = O(mlog™ n)



