Mida tahendab, et programm on korrektne?
e Mis on programm?
e Mida ta teeb?

e Kuidas tema tegevuse ule arutleda?



Olgu meil antud mingi muutujate hulk Var.

Aritmeetilist avaldist A defineeriv abstraktne sintaks on
jargmine:

A = n

Al—l—Az‘Al—Az’Al*Az‘Al/Ag

kus A;, A, on aritmeetilised avaldised, £ € Var ja n € Z.

Olgu Aexp koigi aritmeetiliste avaldiste hulk.



Eelmisel slaidil on toodud abstraktne suntaks.

Objekte, mida see suntaks defineerib, tuleks ette kujutada
termidena / puudena.

(—z)*(y +1) (z—y)—=z z—(y — z)

Konkreetne suntaks meid ei huvita. Kui vaja, siis lisame
mingid grupeerijad (sulud).



T'oevaartusavaldist B defineeriv abstraktne suntaks on
jargmine:
B = true| false
A=A | AL <Ay ...
~ B,
BiANBy | B;VBy|...

kus A;, A, on aritmeetilised avaldised, B; ja B, toevaar-
tusavaldised.

Olgu Bexp koigi toevaartusavaldiste hulk.
Olgu B = {true, false}.



Programmat S defineeriv abstraktne suntaks on jargmine:

S 1= z:=A

skip

S1; 52

if B then S; else S,
while B do S

kus £ € Var, A on aritmeetiline avaldis, B toevaartusaval-
dis ning S; ja S, programmid.

Teis1 konstruktsioone vaatame hiljem.

Olgu Prog koigi programmide hulk.



Programmaiolek on kujutus, mis seab igale muutujale vas-

tavusse tema vaartuse.

Voimalike vaartuste hulk on Val = Z. Voimalike program-
miolekute hulk on

State = Var — Val .

Kui s € State ja ¢ € Var, siis s(z) on muutuja = vaartus
programmiolekus s.

Programmi taitmine kujutab endast programmioleku muut-
mist vastavalt eeskirjale (milleks on see programm).



Aritmeetilisele avaldisele A ja programmiolekule s seame
vastavusse taisarvu A[A]s.

Funktsiooni A tuup on

Aexp — (State — Z),
Aln]s :=n
Alz]s := s(z)

A[[—Ais = —A[A]s
AlA; 4+ Az]s := A[A1]s + A[As]s
AlA; — As]s := A[A:]s — A[A;]s

Tehtemargid vasakul ja paremal pool on erinevat tuupi...



T'Oevaartusavaldisele B ja programmiolekule s seame vas-
tavusse toevaartuse B[B]s.

Funktsiooni B tiiip on

Bexp — (State — B)

Bltrue]s := true
(

true, kui A[A;]s = A[A;]s

B[[Al = AQ]]S = < .
false, muidu

\

B[—-B]s := -B[B]s
B[B1 A Bs|s := B[ Bi]s A B[ Bs]s



Defineerimaks, mida teeb mingi programm, kasutame tema

struktuurset operatsioonilist semantikat.

Kui S on programm ja s programmiolek, siis defineerime
seose
(S,8) = ...

siin see ... 1seloomustab programmi ja tema olekut ,ihe

sammu parast".

Paari (S, s) nimetame konfiguratsiooniks.
e s — muutujate vaartused praegusel hetkel.

e S — programmiosa, mis veel labi jooksutada tuleb.



,Uks samm";

e Aritmeetilise avaldise vaartuse arvutamine ja selle omis-

tamine muutujale.

e TOevaartusavaldise vaartuse arvutamine ja otsustami-
ne, mida edasi taita.



(S,8) = ...
Siin ... on

e programmiolek, kui programmi S taitmine vajab uh-
teainsat sammu;

e konfiguratsioon (S’,s’), kus s’ on programmiolek iihe
sammu parast ja S’ peale iihte sammu veel taitaolev
programm.



Semantika:
/

(z:=A,5) = s

kus

(
s(y), kuiy#z

s'(y) = 4
) \A[[A]]s, kuiy ==z .

Seda s'-1 tahistame s|z — A[A]s].

(skip,s) = s



Programmi S;;.S; semantika defineerime rekursiivselt. Re-

kursioon on ule suntaksi.

o Kui (S;,s) = &, siis (S1;5,,5) = (S,,5).

e Kui (S1,s) = (S7,9), siis (S1;S2,8) = (S7;S2,5').
Selle ,kui ..., siis ..." paneme kirja jargmiselt:

(S1,8) = &' (S1,8) = (S, ')
(S1; S2,8) = (S2, 8') (S1; S2,8) = (S1; 52, 8')

Loeme, et Sl, SQ, S3 tahendab (Sl, SQ), 53.



(1f B then S; else S3,s) = (S1,s) kui B[B]s = true
(1f B then S; else S3,8) = (Ss,s) kui B[B]s = false

(while B do S,s) = (S; while B do S,s) kui B[B]s = true
(while B do S,s) = s kui B[ B]s = false



Naide. Olgu Var = {k, m,n}. Vaatame programmi Sz, mis

on jargmine:
m:=1;k:= 1, while k <n do (m =m=xk; k ::k—l—l)

Olgu programmi algolek {k — 3, m — 5,n — 4},



m:=1;k:=1;,while k <n do (m::m*k;k::k+1)
{k— 3,m+— 5 n+— 4}

—

<k::1;whilek<ndo (m:=mxkk:=k+1) >

{k—3,m— 1,n— 4}



TOepoolest, vastavalt S;;. S, semantika definitsioonile:

(m:=1,s) = s|m+— 1]

(m:=1k:=1,5) = (k:=1,8|m — 1])

(m:=1;k:=1,while k <n do (m:=mxk;k:=k+1),s)
—
(k:=1;while k <n do (m:=mxk;k:=k+1),s/m—1])



k= 1;while kK <n do (m::m*k;k::k—l—l)
{k—3,mm—1,n— 4}

—

<whz’lek<ndo (m:=mxkk:=k+1) >

{k—1,mw— 1,n— 4}



while k <n do (m:=mxk;k:=k+1)
{k—1,m— 1,n— 4}
s
m:=m=xk;k:=k+1;
< while k < n do (m::m*k;k::k—l—l)>

{k—1,m—1n+— 4}

sest Blk < n|{k— 1,m— 1,n— 4} = true.



m:=mxKk;k:=k+ 1;
< while k < n do (m::m*k;k::k+1)>
{k—1,mw— 1,n— 4}
—
k:=k+1;while k <n do (m::m*k;k::k—l—l)
{k—1,m—1,n— 4}
—
< while k <n do (m:=m=xk;k:=k+1) >

{k—2,mm—1,n— 4}



while k <n do (m:=mxk;k:=k+1)
{k—2,m— 1,n— 4}
s
m:=m=xk;k:=k+1;
< while k < n do (m::m*k;k::k—l—l)>

{k—2,m—1,n— 4}

sest Blk < n|]{k—2,m— 1,n+— 4} = true.



m:=mxKk;k:=k+ 1;
< while k < n do (m::m*k;k::k+1)>
{k—2,m—1,n— 4}
—
k:=k+1;while k <n do (m::m*k;k::k—l—l)
{k—2,m+— 2, n— 4}
—
< while k <n do (m:=m=xk;k:=k+1) >

{k—3,m—2,n— 4}



while k <n do (m:=mxk;k:=k+1)
{k—3,mm— 2,n— 4}
s
m:=m=xk;k:=k+1;
< while k < n do (m::m*k;k::k—l—l)>

{k—3,m—2,n— 4}

sest Blk < n]{k— 3,m— 2,n— 4} = true.



m:=mxKk;k:=k+ 1;
< while k < n do (m::m*k;k::k+1)>
{k—3,m—2,n— 4}
—
k:=k+1;while k <n do (m::m*k;k::k—l—l)
{k—3,m— 6,n+— 4}
—
< while k <n do (m:=m=xk;k:=k+1) >

{k—4,m+— 6,n+— 4}



while k <n do (m:=mxk;k:=k+1)
{k—4,mm— 6,n+— 4}
s
m:=m=xk;k:=k+1;
< while k < n do (m::m*k;k::k—l—l)>

{k—4,m— 6,n— 4}

sest Blk < n]{k— 4,m— 6,n+— 4} = true.



m.=mxk;k:=k+1;
< while k < n do (m::m*k;k::k+1)>
{k—4,m— 6,n— 4}
—
k:=k+1;while k <n do (m::m*k;k::k—l—l)
< {k—4,mm— 24 n— 4} >

—

while k <n do (m:=m=xk;k:=k+1)
{k—5m—24n— 4}



while k <n do (m:=mxk;k:=k+1)
< {k—5m— 24, n— 4} >
—
{k—5mmr— 24 n— 4}

sest B[k < n]{k — 5, m > 24,n — 4} = false.



Muuhulgas naitasime, et

<m = 1;k:=1,while k <n do (m:=m=xk;k:=k+1) >

{k— 3,m+— 5 n+— 4}

*

—
{k—5m+— 24,n— 4}

Siin — tihistab seose — refleksiivset transitiivset su-
lundit.

C = C', kui leidub n > 0 ja Cy,C4,...,C, nii, et
C=Co—>C,— ---—(C,=C".



Programmi S osalist korrektsust valjendab tleskirjutus

{Pr5{Q},
kus P ja @) on predikaadid programmiolekute hulgal. S.t.

P,Q : State—B .

See kirjutus tdhendab: Iga s, s’ € State jaoks, kus
o P(s) = true,
¢ (3,s) = ¢,

kehtib Q(s') = true.

Naiteks kehtib {n > 0}Sr{m = n!}.

Samuti kehtib {true}while true do skip{false}.



Nimetusi:
o {P}S{Q} — Hoare’s kolmik.
e P — celtingimus.

e () — jareltingimus.



Antud P, S ja Q. Kuidas toestada, et {P}S{Q}7?

Jargnevas tutvustame moningaid reegleid, mis lubavad
{P}S{Q} tuletada teatavate predikaatarvutuse valemite
samaselt toesusest.

P=FP {P}5{Q} @=¢
{P}S{Q}

Tdepoolest, olgu s, s' € State sellised, et P(s) ja (S, s) =
s'. Siit jareldub iiksteise jarel kohe, et P'(s), Q'(s’) ja Q(s').




{P}skip{P}

Tdepoolest, kui (skip, s) = s, siis s = .



Olgu @) mingi predikaat programmiolekutel, olgu £ € Var
ja A € Aexp. Olgu Q% predikaat, mis vaartus leitakse
jargmiselt:

1. Leides Q%(s) vaartust, leia kodigepealt a := A[A]s.
2. Leia Q(s|z +— a|) vadrtus ja tagasta see.

Kui ) on antud mingi valemiga, milles esinevad muutuja-
nimed, konstandid, aritmeetiliste ja loogiliste tehete mar-
gid, siis on Q)% antud valemiga, kus () valemis on koikjal x
asendatud A-ga.

S.t. Q% on )-st lihtsalt leitav.



{Qatz = A{Q}
Tdepoolest, kui (z 1= A,s) = &, siis Q% rakendamine
s-le on sama, mis @) rakendamine s'’-le.
Naide:

{mx*xk=n!}m:=mxk{m =n!}



1P}S1{R} 1R}S:{Q}
1P}51;5:1Q}

S.t. jarjestikuse taitmise jaoks osalise korrektsuse toesta-

misel tuleb meil leida mingi ,vahepealne” predikaat R.

Seda voib puuda leida S, struktuurist lahtudes.



{P(s) N\ (B[B]s = true)}S:{Q}
{P(s) N\ (B[B]s = false)}S,{Q}
{P}if B then S; else S:{Q}

Toestus. Olgu s selline programmiolek, et P(s), ja olgu
s' selline, et (if B then S, else S,,s) = s'. Vaatame
vaartust B[B]s.

Kui B[ B]|s = true, siis
(if B then S, else Sy,s) = (Sy,58) = s’ .

Reegli esimese eelduse jargi siis Q(s’).

Variant B[B]s = false on analoogiline.



{R(s) N\ (B[B]s = true)}S{R}
{R}while B do S{R(s) N (B[B]s = false)}

Predikaat R on tstkliznvariant. Ta kehtib tsukli keha al-
guses.

Vaite {P}while B do S{Q} toestamiseks on meil lisaks
tarvis

P=R
R(s) A (B|B]s = false) = @
(esimesena toodud reegel)

Sobiva tsukliinvariandi leidmine P-st, Q)-st, B-st ja S-st on
uldiselt mittelahenduv.



Reegli tdestus. Olgu s selline, et R(s), ning olgu s’ selline,
et (while B do S,s) —~. &' mingi k € N jaoks. Teeme
induktsiooni k jargi.

Baas. Kui k = 1, siis

(while B do S,s) — &'

ja seega siis B[ B]s = false ja s’ = s. Seega olemegi naida-
nud, et R(s') A (B[B]s' = false).



Samm. Olgu k > 1. Siis B[B]s = true ja
(while B do S,s) = (S; while B do S,s) = s' .
Peavad leiduma selline s” ning sellised 1, 7, et

(S, s) == s

(while B do S, s") L g

i+j=k—1.

Reegli eeldusest siis R(s”) ning induktsiooni eeldusest
R(s") A (B|B]s" = false).



Tahistagu uleskirjutus

1P}S 1

seda, et iga s € State jaoks, kus P(s), leidub selline s’ €
State, et (3,s) = s'.

S.t. kui s rahuldab tingimust P, siis S, rakendatuna olekule
s, termineerub.



Reeglid, mis peaksid olema i1lmsed:

P=P {P}S|

{true}z := A | {true}skip |

{P}s |
{P}S: |
P(s Bl B|s = true) }S;
{P}Si{R} ;:[p((s)) //\\ ((3[[[[3]]]]3 = :a|se))z;s i
{R}S2 | 2

(PYS:: 5 | {P}if B then S; else Ss |
1,2



Vaatame programmi while B do S. Olgu s programmi alg-
olek. On kolm voimalust.

e Programm termineerub.

e Programm el termineeru, sest iteratsioone on l10pmata

palju.

e Programm el termineeru, sest mingil iteratsioonil S el

termineeru.



while B do S termineerumise uurimisel votame S-1 termi-

neerumise eelduseks.
Iteratsioonide arvu loplikkuse naitamiseks, on meil tarvis
mingit funktsiooni E, mis
e seab igale programmiolekule s vastavusse naturaalarvu
E(s);

— S.t. E(s)-1 leidub vahim voimalik vaartus.

e vaheneb igal iteratsioonil.

— ... Ja vahemalt 1 voOrra, sest on naturaalarv.



{R(s) N\ (B|B]s = true)}S |
{R(s) A (B[B]s = true) A (e = E(s))}S{R(s) A (E(s) < e)}

{R}while B do S|

Siin R on jalle tsukliinvariant.



Naide:

a>21ANb>20ANag=aAby=02>
1 f a<bthen
2 t:=a
3 a:=>b
4 b=t
5 while b >0 do
6 t:=a
7 a:=>b
8 b:=tmoda
9

T . =a
T = ng(ao, bo)



Vajame tsukliinvarianti:

a>1ANb>20ANag=aAby=0">

1 f a<bthen

2 t:=a

3 a:=>b

4 b:=t gcd(a,b) = ged(ag,bo) Na > 1Ab>
OANa=>b

5 while b >0 do

6 t:=a

7 a:=>b

8 b:=tmoda

9 r:=a

T = ng(ao, bo)



9. rea norgim eeltingimus:

a>1ANb>20ANag=aAby=0">

1 1f a<bthen

2 t:=a

3 a:=2>b

4 b:=t gcd(a,b) = ged(ag,bo) Na > 1Ab>
OANa=>b

5 while b >0 do

6 t:=a

7 a:=2>b

8 b:=tmoda
a = ng(ao,bo)

9 r:=a

T = ng(ao, bo)



{R(s) A (B[B]s = true)}S{R}
{R}while B do S{R(s) A (B[B]s = false)}

Tsukli korrektsus:

Invariant R oli gcd(a,b) = gcd(ag, bo)Aa > 1AL > 0Aa > b.

Me peame naitama, et

RAb>0
6 t:=a
7T a:=2b
8 b:=tmoda

ning RAb < 0= a= gcd(ag, bp).



gcd(a,b) = ged(ag, b)) Na > 1ADb 2>

OAb>0Aa >0
6 t:=a

7 a:=b
8 b:=tmoda gcd(a,b)=gcd(ag,bo) Na>1Ab2>
OANa=>b



gcd(a, b) = ged(ag,bo) Aa > 1AD >
OAb>0Aa >0

7T a:=0b gcd(a,tmoda) = ged(ag, bp) A a >

1ANtmoda > 0Aa >tmoda
8 b:=tmoda gcd(a,b)=gcd(ag,bg)Aa>1Ab2

OANa=>b



e Kuib>0jab>0,siisb>1. Kuia >bjab>1, siis
a = 1.

e Kuia>1,sustmoda >0 jaa>tmoda.

Lihtsustame:
gcd(a,b) = ged(ag,bo) Na > bAb>1
6 t:=a
7T a:=2b

gcd(a,tmoda) = ged(ap, b)) Aa > 1

8 b:=tmoda gcd(a,b)=gcd(ag,bp) Na>1Ab2>
OANa=>b



t.=a
a:=2>b
b:=tmoda

gcd(a,b) = ged(ag,bo) Aa > bAD
gcd(b, t mod b) = ged(ag, bg) A D >
gcd(a,tmoda) = ged(ag,bp) Aa > 1

gcd(a,b) = ged(ag, b)) Na > 1Ab >
OANa=>b



gcd(a,b) = ged(ag,bo) Na > bAb>1
gcd(b,amod b) = ged(ag,bg) ANb > 1
6 t:=a
; gcd(b,t mod b) = ged(ap,bg) AD > 1
7 a:=
gcd(a,tmoda) = ged(ag,bp) Aa > 1

8 b:=tmoda gcd(a,b)=gecd(ap,bp)Na>1Ab>
OAa=>b
Meil tuleb naidata, et punasest jareldub sinine.



Kui b > 1, siis gcd(b, a mod b) = ged(a, b). Tdepoolest:
e Kui z |bjaz|amodb, siis ka
z | (amodb—+ |a/blb) =a .
e Kuiz|ajaz|b,siis ka
z|(a—|a/blb) =amodb .

S.t. a ja b uhistegurite hulk on vordne b ja a mod b tihiste-
gurite hulgaga.



Meil tuli veel ndidata, et RAb < 0= a = gcd(ao, bo).

S.t. vaitest

gcd(a,b) = ged(ap,bp) Na > 1Ab>0Aa>bADb

/N
o

jareldub a = gecd(ay, by).
Kuna b > 0ja b <0, siis b=0. gcd(a,0) = a, kui a > 1.
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if a < b then
t:=a
a:=>b
b=t

whale b > 0 do

t:=a

a:=>

b:=tmoda
ri=a

a>1ANb>20ANag=aAby=0">

gcd(a,b) = ged(ap, b)) Na > 1AD 2>
OANa >b

a — ng(Go, bo)
r = gcd(ag, bo)



Vaatame if-lauset ridades 1-4. Vaatame koigepealt tema
else-haru, selleks on skip.

Vaja on

a>21ANb>20ANag=aANbg=bANa=>Db

skip
gcd(a,b) = ged(ag,bo) Aa > 1Ab>20Aa>b

See kehtib.



Vaatame then-haru.

a>21ANb>20Aayg=aAbg=bANa<b

2 t:=a
3 a:=b
4 —

gcd(a,b) = ged(ag,bo) Aa > 1Ab>0Aa>b



Vaatame then-haru.

a>21ANb>20Aayg=aAbg=bANa<b

ged(a, t) = ged(ao, bo) A a >
2

IAt>0Aa >t
gcd(a,b) = ged(ag,bo) Aa > 1Ab>0Aa>b



Vaatame then-haru.

a>21ANb>20Aayg=aAbg=bANa<b

ged(b,t) = ged(ag, b)) ADZ 1ALt Z0Ab >
gcd(a,t) = ged(ap, b)) Aa > 1AL t
gcd(a,b) = ged(ap, b)) Na > 1AD b

=
>0Aa >
>0ANa >



Vaatame then-haru.

2 t:=a
3 a:=b
4 b:=1t

a>21ANb>20ANayg=aAbg=bANa<b

gcd(b,a) = ged(ap, b)) Ab > 1Aa > 0Ab > a
ged(b,t) = ged(ag,bp)) NOZ21ALZ0AD 2>
gcd(a,t) = ged(ap,bo) ANa > 1At >0Aa >t
gcd(a,b) = ged(ap,bo) Aa > 1Ab>0Aa>b

On ilmne, et sinine jareldub punasest.



a>21ANb>20ANag=aAbyg=0">

1 f a<bthen

2 t:=a

3 a:=>b

4 b:=t gcd(a,b) = ged(ap, b)) Na > 1AD 2>
OANa=>b

5 while b >0 do

6 t:=a

4 a:=2>b

8 b:=tmoda
a = ng(CLo,bo)

9 r:=a

T = ng(ao, bo)

Oleme naidanud algoritmi osalise korrektsuse.



Taieliku korrektsuse naitamiseks tuleks naidata, et tsiikkel

termineerub.

{R(s) N\ (B|B]s = true)}S |
{R(s) A (B[B]s = true) A (e = E(s))}S{R(s) A (E(s) < e)}

{R}while B do S |
Olgu E(s) = max(s(b),0), s.t. E-ks votame muutuja b
vaartuse.

On 1lmne, et reegli esimene eeldus on taidetud. Naitame,
et ka teine on taidetud.



gcd(a,b) = ged(ag, b)) Na > 1ADb 2>

OANb>0Aa>bAe=max(b,0)
6 t:=a

7 a:=b
8 b:=tmoda gcd(a,b)=gcd(ag,bo) Na>1Ab2>
OAa >bAmax(b0) <e



gcd(a,b) = ged(ag, b)) Aa > bAb >
1 A e = max(b,0)

7 a:=b gcd(a,tmoda) = ged(ap, bp) A a >
I1ANtmoda > 0Aa >
tmoda A max(tmoda,0) <e

8 b:=tmoda gcd(a,b)=gecd(ap,bp)Na>1Ab>
O0Aa>bAmax(b0) <e



Lihtsustame. ..

gcd(a,b) = ged(ap, b)) Na > bAb >
1Ne=5b

7T a:=0b gcd(a,tmoda) = ged(ag, bp) A a >

l1Ntmoda <e
8 b:=tmoda gcd(a,b)=gcd(ag,bp) Na>1Ab2>

OANa>bAb<e



gcd(a,b) = ged(ag, b)) Aa > bAb >

I1Ne=1b

6 t:=a gcd(b, t mod b) = ged(ag, bo) A b >
I1Atmodb <e

7 a:=b gcd(a,tmoda) = ged(ag, b)) Aa >

1 ANtmoda < e
8 b:=tmoda gcd(a,b)=gecd(ap,bp)Na>1Ab>
ONa>bAb<e



6 t:=a
7T a:=2b
8 b:=tmoda

gcd(a,b) = ged(ag, b)) Na =>bADb >
I1Ne=1b

gcd(b,amod b) = ged(ag, bo) A b >

1 ANamodb < e

gcd(b, t mod b) = ged(aog, bo) A b >
1ANtmodb<e

gcd(a,tmoda) = ged(ap, bo) A a >
l1ANtmoda <e

gcd(a,b) = ged(ag, b)) Na > 1AD >
OANa>bAb<e



Punasest jareldub sinine:

e gcd(b,amodb) = gecd(ag, by) ja b > 1 me juba naitasi-
me.

e amodb < b, sest jagamise jaak on alati vaiksem kui
jagaja.

Oleme naidanud, et tsukkel termineerub. Programmi ule-

jaanud osade termineeruvuses veendumine on triviaalne.



