Puus kehtib kuhjaomadus, kui ithegi tipu voti pole suurem

kuil tema ulemuse voti.

Kahendpuu on tazelik, kui koik tema lehed on juurest sama
kaugel ja koigi sisemiste tippude aste on 2.

Kahendpuu on kompaktne, kui ta on saadud taielikust ka-
hendpuust sealt nulli vo1 enama parempoolseima lehe kus-
tutamisel.

Kahendkuhir on kompaktne kahendpuu, kus kehtib kuhja-

omadus.



Kahendkuhja voimalik esitus: massiivis, puu tasemete kau-

pa, juurest alates.
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Bisitus massiivina:
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Kahendkuhi K (suurusega n) toetab jargmisi operatsioone:

tee kuhi ©(1)
lisa(K, z) ©(logn)
leia max(K) ©(1)
vota max(K) O(logn

)
suurenda voti( K, tipp,uus voti) ©(logn)
vahenda voti(K,tipp,uus voti) ©(logn)
kustuta( K, tipp) ©(logn)

Realisatsioon — vaata Kiho konspektist.



Realisatsioon vajab tabelit a, millel on vali .n — elemen-
tide arv tabelis.

Tabel peab toetama jargmisi operatsioone, koiki konstant-
se ajaga:

o tee tabel — loob uue tabeli, milles elemente pole.

e suurenda tabel(a,z) — lisab tabeli 16ppu uue valja,
mille vaartuseks votab z.

e vahenda tabel(a) — kustutab tabeli 16pust iihe valja.

e muuda element(a,t,z) — votab a|:] vaartuseks z.



Massiiv toetab koiki neid operatsioone (valja .n tuleb kus-
kil eraldi hoida), v.a. suurendamine juhul, kui elementide

arv on vordne massiivi pikkusega a.mazn.

Kui me maksimaalset elementide arvu ette teame, siis saa-

me protseduuris tee tabel piisava suurusega massiivi luua.

Kui el tea, siis loome juhul, kui massiiv on tais saanud,

uue, suurema massiivi ja kopeerime koik sinna umber. ..

Sel juhul voib tee tabel lihtsalt
uheelemendilise massiivi teha.



suurenda tabel(a, z) on

1 if a.n = a.mazn then
2 b := new(kirjetiiiip|2 * a.mazn])

3 b.mazrn := 2 x a.mazxn
4 for 1 := 1 to a.mazn do
5 blz| := a1
6 b.n:=a.n
7 free(a)
8 a:=b
9 an:=an+1
10 ala.n|:==z

11 returna
Aga see el ole konstantse keerukusega.



Siiski, kul palju aega votab n suurenda tabel-1 valjakutset
(samal tabelil)?

Olgu c; suurenda tabel-1 jooksuaeg, ku1 esilgse tabell suu-

rus on 2. Siis

p

1 kuil 72 on kahe aste
C; < S

1 muidu,
\

kul votame ajauhiku piisavalt suure.

n valjakutse aeg:

|logn|
ZC’ n + Z 27 < np42.2U0enl < nyop—3n .

71=1

Uhe viljakutse aeg — keskmiselt iilimalt 3 ajaiihikut.




Samuti voiks tabelit vahendades massiivi vahese taituvuse

korral elemendid vaiksemasse massiivi imber kopeerida.

vahenda tabel(a) on

1 an:=an-1
2 if a.n < a.mazn/4 then
3 b := new(kirjetiilipla.mazn/2])

4 b.mazn := a.mazn/2
5 for 2 :=1 to a.n do
6 blz| := a1

7 b.n:=a.n

8 free(a)

9 a:=>b

10 return a



Naitame, et suvaline (lubatud) n-elemendiline suurenda tabel-i
ja vahenda tabel-i valjakutsete jada vajab O(n) aega, s.t.
liks operatsioon vajab keskmiselt O(1) aega.

Kui a on tabel, siis olgu
a(a) :=a.n/a.mazn (taituvus)

/2

1
(potentsiaal)
1

/2

2-a.n—amazn kuiala
$(a) :=

AN\

)
a.mazn/2 —a.n kui a(a)



Tabelit muutva operatsiooni amortiseeritud ajaliseks kee-
rukuseks nimetame tema tegelikku ajalist keerukust, mille-
le on liiddetud tulemustabeli ja esialgse tabeli potentsiaalide

vahe.

Kui $(a) = 0, siis a-le rakendatud operatsioonide jada te-
gelik keerukus on tokestatud selle operatsioonijada amor-

tiseeritud keerukusega.

Elelmine vaide jareldub sellest, et potentsiaal on alati mit-

tenegatiivne.



suurenda tabel(a, z) amortiseeritud keerukus on iilimalt

o Kui a(a) < 1/2, siis
1+ (a.mazn/2 —(a.n+1))—(a.mazn/2—an) =0 .
e Kui a(a) > 1/2, kuid a.n < a.mazn, siis
1+(2-(a.n+1)—a.mazn)—(2-a.n—a.mazn) =3 .

e Kui a.n = a.mazxn, siis

a.n+(2-(an+1)—2-a.mazn)—(2-a.n—a.mazn) =

an+(2-an+2—-2-an)—(2-an—an)=2 .

Kokkuvottes seega O(1).



vahenda tabel(a) amortiseeritud keerukus on iilimalt

e Kui a.n < a.mazn/4, siis

a.n+(a.mazn/(2-2)—(a.n—1))—(a.mazn/2—a.n) =

a.n—amazn/4+1<1 .
e Kui 1/4 < a(a) < 1/2, siis
1+ (a.mazn/2 — (a.n—1)) — (a.mazn/2 —an) =2 .
o Kui a(a) > 1/2, siis
1+(2-(an—1)—a.mazn)—(2-a.n—a.mazn) = —1 .

Kokkuvottes seega O(1).



Kiho konspektis joonisel 3.11 on toodud algoritm kahend-
puu teisendamiseks kahendkuhjaks. Algoritmiks on

1. Tee vasakust alampuust kahendkuhi.
2. Tee paremast alampuust kahendkuhi.
3. Vii juurtipp allapoole.

Naitame, et see algoritm tootab ajas O(n).

Allapoole viimist kutsutakse (otse algoritmist) valja iga

tipu jaoks uks kord.

vita-alla valjakutsete arv mingi tipu jaoks on piiratud selle
tipu kaugusega lehtedest.

Valjakutseid on ulimalt. ..






1-ndat j7arku binomiaalpuu B; on defineeritud jargmiselt:
e B, koosneb thestainsast tipust.

e B, saadakse B;_i-st, lisades tema juurele taiendava va-

sakpoolseima alampuu B;_;.

Teisisonu, B; koosneb juurtipust ja selle alampuudest
Bz'—la B’i—Z; R Bl; BO-

Binomziaalkuhr on binomiaalpuude hulk, kus koigi puude
jark on erinev ja koik puud rahuldavad kuhjaomadust.

Seega maarab tippude arv binomiaalkuhjas, mitmendat
jarku puud sellesse kuhja kuuluvad.



Binomiaalkuhi K (suurusega m) toetab jargmisi operat-

sioone:
tee kuhi ©(1)
lisa(K, z) O(logn

leia max(K) O(logn
vota max(K) O(logn

vahenda voti( K, tipp,uus voti) ©(logn
kustuta( K, tipp) O(logn

)
)
)
suurenda voti( K, tipp,uus voti) ©(logn)
)
)
tihenda( K7, K>) ©(logn)



Binomiaalkuhja voib malus kujutada struktuurina, kus iga-
le tipule vastab kirje

UO0t1

Andmed

.alluv |.kolleeg

.ulem gark

e Vali.jark naitab, mitmendat jarku binomiaalpuu juureks
antud tipp on.

e B, juurtipu alluvateks on vasakult paremale lugedes
B;_1 juurtipp, B,;_, juurtipp,... By juurtipp.

e Puude juurtipud on seotud juurahelasse viida .kolleeg
kaudu, vaiksemad puud esinevad eespool. Viidaks kuh-
jale on wviit vaikseima puu juurtipule.



Naide: 13-tipuline binomiaalkuhi.
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Binomiaalkuhja maksimaalne element asub mone puu juurtipus:
leia max(K) on
1 R:= K.Andmed

2 p:= K.kolleeg

3 while p # NIL do

4 if p.vots > R.vot: then
5 R := p.Andmed

6 p := p.kolleeg

7 return R
Keerukus: proportsionaalne juurahela pikkusega, mis on

kuni |logn| 4+ 1. Seega on keerukus ©(logn).



Protseduur ithenda puud(p,q) teeb kahest ¢-ndat jarku
puust (z + 1)-st jarku puu. (Eeldus: p.vét: < q.v6te)

1 p.aulem :=gq

2 p.kolleeg := qg.alluv

3 q.alluv:=0p

4 gq.jark :=gq.jark +1
Keerukus: konstantne. Seda protseduuri kasutame alamprog-

rammina kuhjade iihendamaisel.



tihenda( K, K>) teeb koigepealt puude juurahelatest iiheain-
sa ahela, mis on puude jarkude jargi sorteeritud.

Sorteeritud listide tthildamine:

// \g//’ < —<\\\\\
lan] TVas| Tas| T
<
_>

/
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Listide pikkusega [, ja [, uhildamise keerukus: Meil tuleb

e leida kahest elemendist vaiksem — konstantne keeru-
kus;

e uhildada listid pikkusega l; — 1 ja 5 vO1 [; ja [, — 1;

e lisada leitud vahim element konstrueeritud listi esime-
seks elemendiks — konstantne keerukus.

Kokkuvottes on keerukus ©(1; + I2).



tihilda binomiaalkuhjad(K;, K,) on

if K; = NIL then
return K,

else if K5 = NIL then
return K,

else if K;.7ark < Ky.7ark then
K;.kolleeg := iihilda binomiaalkuhjad(K;.kolleeg, K>)
return K,

else
K,.kolleeg := ithilda binomiaalkuhjad(K;, K>.kolleeg)
return K,

© 00 O Ot WD
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Kui molemas kuhjas on ilimalt 7 elementi, siis on keerukus
©(logn).



tihenda( K, K>) on
1 K :=ihilda binomiaalkuhjad(K;, K>)

2 z:= K; ze:=NIL; 7 := z.kolleeg
3 while z7 # NIL do

Tsukli alguses = viitab mingile binomiaalpuule, mille jark
on suurem kui sellele puule eelneva puu jark. ze viitab
eelmisele ja 7 jargmisele puule.

Sama jarku puid on ahelas 1 kuni 3. Need on jargmine ja
ulejargmine puu. Soovime, et alles jaaks ulimalt ks seda

jarku puu.



Kui on 1 puu, siis liigume lihtsalt ahelas edasi.
xe I a:i\ j> xe T a:i‘
/ . Coa .

/\ /\




Kui on 2 puud, siis ithendame nad.

J LA
A@A/K
SR

A

Me peame nende juurte votmeid vordlema.




Kui on 3 puud, siis ihendame kaks parempoolset.

TE a:'

/AAAA

e 33 '

KR

Voime lihtsalt sammu vorra edasi liitkuda ja siis kaituda,

nagu oleks kaks puud.



© 00 N O O
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if z.9ark # xzj.7ark then
rze .=, T .= xJ;, ] := xj.kolleeg
continue
if z7.kolleeg # NIL and zj.7ark = xj.kolleeg.jark then
rze =T, T .= xJ; ) := xj.kolleeg
if z.vot1 < zj7.v0t1 then
tithenda puud(z,zj)
(ze = NIL ? K : ze.kolleeg) := zj
T .= 1)
else
x.kolleeg := xj.kolleeg
tihenda puud(zy, )
x) := x.kolleeg



Uhildamine vétab aega ©(logn).

Tsukli igal sammul vaheneb z-1 viildatava puu kaugus juu-
rahela 1opust.

Juurahela pikkus on ©(log ) ja iihel tsiiklisammul tehtava
too hulk on piiratud konstandiga.

Seega on kuhjade iihendamise keerukus ©(logn).



Kuhjast suurima elemendi votmiseks:

1. Lelame puu, mille juureks on suurim element, eemal-

dame ta kuhjast.

2. Selle puu juurtipu alampuudest teeme uue kuhja.

e Selleks tuleb kolleegide jarjekord umber poorata.
3. Saadud kuhja ithendame esialgse kuhjaga.

Suurima elemendi votmine tagastab paari sellest elemen-

dist ja muudetud kuhjast.



vota max(K) on

© 00 O Ol WD
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R := K.Andmed; q := K; qq := NIL
p := K.kolleeg; pp := K
while p # NIL do
if p.votr > R.vot: then
R := p.Andmed; q := p; qq := pp
pp := p; p := p.kolleeg
(qg = NIL ? K : qq.kolleeg) := q.kolleeg
r := q.alluv; re := NIL
while r £ NIL do
r9 := r.kolleeg
r.kolleeg := re
re :=7T,T7.:=17)
free(q)
return (R, iihenda(K, re))



Keerukus:

e Suurima juurega puu leidmine ja eemaldamine:

— Proportsionaalne juurahela pikkusega — ©(logn).

e Kolleegide jarjekorra imberpooramine:

— Proportsionaalne kolleegide arvuga — ©(logn)
(Kiho konspekt, jareldus lk. 39).

e Kuhjade iithendamine — ©O(logn).

Kokku seega ©(logn).



Mone tipu votme muutmiseks voime kasutada protseduure
vila ules ja vila alla, tegutsedes ainult seda tippu sisal-
dava puu piires.

viia tles(q) on

1 if g.ulem = NIL or q.vot: < q.ulem.votr then return
2 q.Andmed :=: q.ulem.Andmed
3 viia tles(qg.ulem)



vila 1iles keerukus on:
e Puus on kuni n tippu.

e Seega on puus kuni logn + 1 taset, mis voib-olla koik
labi kaia tuleb.

e Igal tasemel kulub konstantne aeg.

Keerukus on ©(logn).

suurenda voti(K,gq,a) on
1 gq.vott:=a
2 viia iiles(q)
keerukusega ©(logn)



viia alla(gq) on

—
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if q.alluv = NIL then return
m := q.alluv; p := m.kolleeg
while p # NIL do

if p.vott > m.votr then

m:=7p

p := p.kolleeg
if q.vott > m.vot: then return
g.Andmed :=: m.Andmed
viia alla(m)



vila alla keerukus on:

e Puus on kuni logn + 1 taset, mis voib-olla koik labi
kaia tuleb.

e Igal tasemel kulub aeg, mis on proportsionaalne allu-

vate arvuga.
e Max. tédaeg: logn+(logn—1)+---+2+1 = O(log’n).

Aga meie lubasime ennist, et vahenda vot1 keerukuseks on
O(logn).



Kirje lisamiseks loome sellest kirjest itheelemendilise kuhja
ja uhendame olemasolevaga.

lisa(K, R) on

1 L := new(kirjetiiiip)
2 L.Andmed := R; L.alluv := NIL
3 L.kolleeg := NIL; L.ulem := NIL
4 L.jark :=0
5 return tihenda(X, L)
Keerukus: ihendamise keerukus ja veel mingi konstant.

Seega ©(logn).



Kirje eemaldamiseks tehakse tema voti hasti suureks ja
voetakse seejarel kuhja max. element.

kustuta(K, g) on

1 gq.vot1 := oo

2 viia tles(q)

3 ( ,K'):=vota max(K); return K’
Keerukus: viia iiles keerukus ja ithendamise keerukus (mo-
lemad ©(logn)). Seega ©(logn).



vahenda voti(K,q,a) on

1 R:=q.Andmed
2 K :=kustuta(K,q)
3 R.woti:=a
4 return lisa(K, R)
S.t. eemaldame kirje ja lisame ta uuesti. Keerukus on kus-

tutamise ja lisamise keerukuse summa, s.t. ©(logn).



Abstraktne andmetuidp (AAT) on tiilip, mille esindajate
poole poordutakse ainult fikseeritud meetodite kaudu.

e Nende meetodite tuubid on antud.
e Abstraktse andmetiuubi realisatsioon ei ole antud.

Samuti voivad olla antud moned seosed, mida need meeto-
did rahuldavad.

AAT-de kasutamine aitab algoritmide korrektsustoestusi
modulariseerida:

e Kogu algoritmi korrektsuse naitamisel kasuta abstrakt-
set andmetiuipi muutujate tle arutledes ainult antud
seoseild.

e Naita, et AAT realisatsioon rahuldab antud seoseid.



Naide: Magasini voib vaadelda AAT-na.

Olgu magasinitiiip STACK ja olgu magasinis olevate kirjete
tuup A. Meetodid on

New : STACK
Push : STACK X A — STACK
1sEmpty : STACK — BOOL
Pop : STACK — (A X STACK) |

Top : STACK — A |

Siin X | t&histab hulka X U{1}. Element | t&histab viga.



Seosed on:

1sEmpty(New) = true
1sEmpty(Push(M,a)) = false

Pop(New) = L
Pop(Push(M,a)) = (a, M)
Top(New) = L

Top(Push(M,a)) = a



Naide: Jarjekorda voib vaadelda AAT-na.

Olgu jarjekorratiiip QUEUE ja olgu jarjekorras olevate kir-
jete tuup A. Meetodid on

New : QUEUE
Add : QUEUE X A — QUEUE
1sEmpty : QUEUE — BOOL
Delete : QUEUE — (A x QUEUE)

Front : QUEUE — A |

Lisame veel tithe operatsiooni:

Remove : QUEUE = QUEUE, .



Seosed on:

1sEmpty(New) = true
1sEmpty(Add(J,a)) = false
Delete(New) = L
Delete(Add(J,a)) = (Front(Add(J,a)),
Remove(Add(J,a)))
Front(New) = L
Remove(New) = L
Front(Add(New,a)) = a
Remove(Add(New,a)) = New
Front(Add(Add(J,b),a)) = Front(Add(J,b))
Remove(Add(Add(J,b),a)) = Add(Remove(Add(J,b)),a)



Uldine diinaamiline jarjend: samad meetodid, mis jarjekorral.

1sEmpty(New) = true
1sEmpty(Add(J,a)) = false
Delete(New) = L
Delete(Add(J,a)) = (Front(Add(J,a)),
Remove(Add(J,a)))
Front(New) = L
Remove(New) = L

Kui Delete(Add(Add(--- Add(New,ax)---,az),a1)) = (a, J),
siis leiduvad bq,...,b,_1 ni1, et a,bq,...,bp_1 0N aq,...,a%
permutatsioon ja J = Add(Add(--- Add(New,bx_1)---,b2),b1)



