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1 Kahendotsimise programm

Me vaatasime loengus jargmist sorteeritud massiivist kindla vaédrtusega elemendi otsimise prog-
rammi:

1 r:=0
2 while k <IAr+#1do
3 m = [ EH]
4 if alm| =z then
5 r.=1
6 else
7 if alm] < x then
8 k:=m-+1
9 else
10 l:=m-—1
11 fi
12 fi
13 od

See programm otsib mittekahanevalt sorteeritud massiivi a 16igust [k..l] elementi vidrtusega .
Kui selline element leitakse, siis saab r vaartuseks 1, muidu 0.

Programmi eeltingimus P on seega, et a on sorteeritud ning k£ < [. Peale selle salvestame
eeltingimuses muutujate k ja [ algvidrtused muutujatesse kg ja [y, sest programm muudab
k ja [ vaartusi, kuid jéareltingimuses tahaks me k ja [ esialgseid vaartusi mainida. Votame
P:P1/\P2/\P3/\P4, kus

o PL=Vi,j: (i <j= ali] <alj]);

o P =k =k
0P3El:l0;
.P4Ek’0§l0.



Jareltingimuseks @ on, et 16puks on r = 1 parajasti siis, kui massiivi a 16igus [ko..lo] leidub
element véédrtusega z. S.t. Q on (r =1) < (Ji: (ko < i <lpAali] = x)). Meil tuleb ndidata, et
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(Vi,j: (i <j=ai] <alj]) A(k=ko) A (l=1lp) A (ko <o)

1 r:=0
2 while k <IAr#1do
3 m = [ EH]
4 if alm| =z then
D r:=1
6 else
7 if alm] < x then
8 k:=m+1
9 else
10 [:=m—1
11 fi
12 fi
13 od

(r=1)& 3i: (ko <i<lAali]=xz))

Tsiikliinvariandid

Selles programmis on iiks tsiikkel, tema jaoks on meil vaja tsiikliinvarianti ja moodufunktsiooni.
Méodufunktsiooniks E sobib max(l — k+2 —r,0), sest igal iteratsioonil vahe | — k viheneb voi
r kasvab. Tsiikliinvariant R on keerulisem, temaks votame R = Ry A --- A Ry, kus

Ry = Py, s.t. massiiv on sorteeritud;

Ry =k <1l = ko <k <l st. kui edasisest otsimisest ei ole veel loobutud (otsitav
piirkond sisaldab veel elemente), siis viitab k esialgse otsimispiirkonna sisse;

Rs=k<Il=ky<Il<lp, st. sama [ jaoks.

Ry =alky] <z < allp) \k <l=alk] <z <all|]valk—1] <z < alk]Vva[l] <z < a[l+1],
s.t. kui koht, kus massiivis a on voi peaks olema element suurusega z, jai alguses k ja [-i
vahele, siis jaib see koht kogu aeg k ja I-i vahele voi vahetult 16igu [k .. . [] korvale (ja siis
x-1 a-s ei ole), seni kuni otsimisest pole loobutud (siis on k > 1);

Rs=r=1=a[m] =x Ako <m <lp, s.t. kui r-i védrtus iitleb, et x on leitud, siis ongi
ta leitud;

Re=k>1l=r=0AVi: (ko <i<ly= afi] # ), s.t. kui me oleme edasisest otsimisest
loobunud, siis sellist elementi x massiivi a loigus kg-st [p-ni toepoolest ei leidunud ja
sedasama viljendab ka muutuja r vadrtus;
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e R, =rc{0,1}, s.t. me kasutame ka seda fakti, et r on alati kas 0 voi 1.

Vastavalt loengukiledel toodule kirjutame tsiikli ja tsiikli keha ette ja taha R-i koos tdiendavate
tingimustega. Saame

(Vi,j: (i <j=ali] <alj]) A (k= ko)Al =1l)A (ko <lo)
1 =0

R

2 while k<IAr+#1do
RA<OAN(r#1)AN(e=max(l—k+2—r1,0))

3 m = | B
4 if alm] = x then
5) r:=1
6 else
7 if alm] < x then
8 k:=m+1
9 else
10 [:=m—1
11 fi
12 fi
RAe>max(l —k+2—r0)
13 od

RAN(k>1Vvr=1)
(r=1)< (3i: (ko <i<lyANa[i] =2))

Tegelikult peaks R-i asemele kirjutama eeltoodud seitsme tingimuse konjunktsiooni, aga see
laheks liiga kirjuks. . . Seetottu anname siin ja edaspidi valemitele ja nende osadele nimesid ning
programmiridade vahele kirjutame just neid nimesid. Nimede tdhenduse anname véljaspool.



3 Omistamiste ja tingimuslausete eeltingimused
Tingimust R propageerime iile 1. rea, saame

(Vi,j: (1 <Jj = ali] <alj]) A (k= ko) A (I =lo) A (ko < lo)
RiA-- AR AR ARY ARV

1 r:=0

R

2 while k<IAr+#1do
RA<SOA(r#1)AN(e=max(l—k+2—r1,0))

3 m = | &
4 if alm] =z then
5) r:=1
6 else
7 if alm] < x then
8 k:=m+1
9 else
10 [:=m—1
11 fi
12 fi
RAe>max(l —k+2—r0)
13 od

RAN(k>1Vvr=1)
(r=1)< (3i: (ko <i<lpANali] =2))

Siin Rél), Rél) ja Rgl) on saadud Rs-st, Rg-st ja Ry-st, asendades seal r-i 0-ga (tingimused
Ry, ..., Ry el sisalda r-i, seega nemad ei muutu). Meil on

e RV =0=1=a[m] =2k <m<ly
o Ré1)5k>l:>0:0/\W:(koﬁiﬁloiamix%

e RV =0¢e{0,1}.



Tingimust R A e > max(l — k 4+ 2 — r,0) propageerime iile fi-de, saame

(Vi,j: (i <j=afi] <alj]) A(k=ko) A (l=1lp) A (ko <o)
RiA-—- AR ARY ARY ARV

1 r:=0

R

2 while k <IAr#1do
RAELSDOANT#1)A(e=max(l —k+2—r,0))

3 m =[]

4 if alm| =z then

3 ri=1
RAe>max(l —k+2—1,0)
6 else

7 if alm] < x then

8 k:=m+1
RAe>max(l—k+2—r,0)
9 else

10 l:=m—1
RAe>max(l —k+2—r,0)
11 fi
RAe>max(l—k+2—r,0)
12 fi

RAe>max(l —k+2—1,0)
13 od

RA(k>1lvr=1)
(r=1)< (Ji: (ko <i<lpAali] =1))



Propageerime teda edasi iile 5., 8. ja 10. rea. Saame

(Vi,j: (i < j=ali] <alj]) A(k=ko) A (I =1o) A (ko <o)
RyA--- AR ARY ARV A RY

1 r:=0

R

2 while k <IAr#1do
RAE<UOAN(r#1)A(e=max(l—k+2—r1,0))

3 m:= L%J

4 if alm] = x then

RyA---AR, AR ARY ARP A e>max(l—k+1,0)

5 r:=1

RAe>max(l—k+2—r,0)

6 else

7 if alm] < x then

Ry AR ARY ARY AR ARY ARy Ae>max(l —m+1—r,0)
8 kE:=m-+1

RAe>max(l—k+2—r,0)

9 else

Ry AR AR AR ARy ARYY ARy Ae>max(m—k+1—r,0)
10 l:=m-1

RAe>max(l—k+2—r,0)

11 fi

RAe>max(l—k+2—r0)

12 fi

RAe>max(l—k+2—r,0)

13 od

RA(k>1lvr=1)
(r=1)& (Fi:(k<i<lgAali]=u1))

Siin
° Ré5)51:1:>a[m]:a:/\k0§m§lo;
o RV =k>1=1=0AVi: (ko <i<ly= ali] #a);

R =1€{0,1};

oRéS)Em+1§l:>k;0§m+1§lo;

RY =m+1<l=ky<I<ly



o RY =ak) <z <allJAm+1<l=am+1] <z <all]valm] <z <alm+1]Va[l] <
x < all +1];

o R =m+1>1=r=0AVi:(k<i<ly= ali] #z);
e RNV =k <m—1=ky<k<ly
oRélO)Ek:gm—lﬁk:OSm—lﬁlo;

e R =alk] <z <all)Ak<m-1=alkl <z<am-1vak-1 <z <
alk] valm —1] <z < ajm];

° Rém)Ek;>m—1:>7“:0/\W:(koﬁiﬁloﬁa[i]#@'

Need on saadud valemites Ry, ..., Rg vastavaid asendusi tehes. Paneme tahele, et nende ridade
eeltingimustes muutus ka fragment ,e > max(l — k 4+ 2 — r, 0).



7. real oleva if-lause eeltingimuse saame niitid molema haru eeltingimustest (enne 8. ja 10.
rida):

(Vi,j: (i < j=ali] <alj]) A(k=ko) A (I =1o) A (ko <o)
RyA--- AR ARY ARV A RY

1 r:=0

R

2 while k <IAr#1do
RAE<DAN(r#1)AN(e=max(l—k+2—710))

3 m = [

4 if alm] = x then

RyA--- AR AR ARY ARP Ae>max(l— k+1,0)
5 ri=1
RAe>max(l—k+2—r,0)

6 else

(alm] <z = Ry A RY A RZ(,,S) A RS AR A Rég) AR; Ae>max(l —m+1—7,0))A
(ajm] > = = Ry ARY” A RS A RM™ A Ry A RS ARz Ae > max(m — k+1—1,0))

7 if alm] < x then
Ry AR ARY ARY ARy ARY ARy Ae>max(l—m+1—71,0)
8 k:=m-+1
RAe>max(l—k+2—r0)

9 else

Ry ARYY ARYY ARV ARy AR AR: Ae>max(m—k+1—r,0)
10 l:=m—1
RAe>max(l—k+2—r,0)

11 fi
RAe>max(l—k+2—r0)
12 fi
RAe>max(l—k+2—r0)
13 od

RA(k>1lVvr=1)
(r=1)& (Ji:(k<i<lpNali]=u1))



Jargmisena leiame vélimise if-lause eeltingimuse (tema harude eeltingimused on enne 5. ja

7. rida).

(Vi,j: (10 <j = ali] <alj]) A (k= ko) A (I = lo) A (ko < o)
RiA-—- ARy AR ARD ARV

1 r:=0
R

2 while k <INr+#1do
RAE<UOAN(r#1)A(e=max(l—k+2—r1,0))

3 m = & ]
(a[m] :x:>Rl/\---/\R4/\Ré5)/\RéS)/\R§5)/\e>max(l—k+1,0))/\

(a[m] #+r =

(a[m] <x:>R1/\R§8)/\Rég)/\Rf)/\Rg,/\Ré&/\R7/\e>max(l—m+1—T,O))/\
(am] >z = R, A RO /\Rélo) A RV A Ry /\Réw) ANR;Ne>max(m—k+1—r, 0)))
4 if alm] = x then
RiA- AR AR ARY ARV Ae > max(l—k+1,0)

) r:=1
RAe>max(l—k+2—r,0)

6 else
(a[m] <a::>Rl/\Rég)ARéS)ARig)AR5ARé8)AR7Ae>max(l—m+1—r,0))/\
(ajm] > = = Ry A RY” AR A RM™ A Ry A RS ARz Ae > max(m — k +1—1,0))
7 if alm] < x then
RiARY ARY ARY AR AR® AR: Ae>max(l—m+1—r,0)

8 E:=m+1
RAe>max(l—k+2—r,0)

9 else
Ry ARS AR ARY ARy ARYY ARy Ae>max(m—k+1—r,0)
10 [:=m—1
RAe>max(l—k+2—r,0)

11 fi
RAe>max(l—k+2—r,0)
12 fi
RAe>max(l—k+2—r0)
13 od

RA(k>1lVvr=1)
(r=1)< (Fi: (ko <i<lpAali] =1))

Selle tingimuse saame jargmisel viisil iimber sonastada. Hetkel on meil véide

(a[m] =2z = Fi) A (ajm] # 2 = (alm| < 2 = Fy) A (a[m] > = = F3)),
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kus Fi, F5 ja F3 on mingid valemid. See valem nouab, et kehtiks kas F, F5 ja Fj, vastavalt sellele,
kas a[m| on vordne, viiksem voi suurem z-st. Viite voib seega timber kirjutada jargmiselt:

(ajm| =2 = F)) A(ajm] <x = Fy) A (ajm] >z = F3) .
Tehes selle teisenduse meie programmis, saame

(Vi,j: (i < j=ali] <alj]) A (k=ko) A (I =1o) A (ko <o)
RyA---ARARY ARY ARV

1 r:=0

R

2 while k <IAr#1do

RA<U)AN(r#1)A(e=max(l —k+2—1,0))

3 m:= L%J
(a[m]:x:>R1/\-~-/\R4/\Ré5)/\Ré5)/\R;5)/\e>max(l—k+1,0))/\

(alm] <$:>R1/\R§8)/\R§8)/\Rf)/\R5/\R((58)/\R7/\6>max(l—m+l—T,O))/\
(ajm] >z = R A RSV /\Rélo) A RO /\R5/\Réw) AR; Ae>max(m—k+1—r,0))
4 if alm| = x then

RiA-ARARYARY AR Ae>max(l—k+1,0)

5 r:=1

RAe>max(l—k+2—r0)

6 else

(a[m] <x:>R1/\R;8)/\R§8)/\R§8)/\R5/\Ré8)/\R7/\e>max(l—m+1—r,O))/\
(am] >z = R A RSV /\Rélo) A RO /\R5/\Réw) AR; Ae>max(m—k+1—r,0))
7 if alm] < x then

RiARPDARY ARY ARy ARY AR: Ae>max(l—m+1—r,0)

8 k:=m+1

RAe>max(l—k+2—r0)

9 else

Ry ARV AR AR ARy AR AR: Ae>max(m—k+1—r,0)

10 l:=m-—1

RAe>max(l—k+2—r0)

11 fi
RAe>max(l—k+2—r,0)
12 i
RAe>max(l—k+2—r,0)
13 od

RA(k>1Vr=1)
(r=1)< (Ji: (ko <i<lpAali] =1))
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Viimasena leiame 3. rea eeltingimuse. Saame

(Vi,j: (i < j=ali] <alj]) A (k=ko) A(l=1o) A (ko <o)
RyA--- AR ARY ARV A RY

1 r:=0

R

2 while k <IAr#1do
RAE<IDAN(r#1)AN(e=max(l—k+2—710))

R®)

3 m = [
(a[m]:x:>R1/\-~-/\R4/\Ré5)/\Rf(f)/\Rg)/\e>max(l—k+1,0))/\

(alm] <$:>R1/\R§8)/\R§8)/\Rf)/\R5/\R((58)/\R7/\6>max(l—m+l—T,O))/\
(ajm] >z = R A RSV /\Rélo) A RO /\R5/\Réw) AR; Ae>max(m—k+1—r,0))

4 if alm| = x then

RiA- AR ARY AR AR Ae>max(l—k+1,0)
) r:=1

RAe>max(l—k+2—r0)

6 else

(alm] <z = Ry A ROARY AR AR ARY AR Ae>max(l—m+1— 7, 0))A
(alm] > 2 = Ry A RO A Rélo) ARV A Ry A Réw) AR; Ae>max(m—k+1—r,0))

7 if alm] < x then
RiARYARY AR® ARy ARY AR: Ae>max(l—m+1—r,0)
8 k:=m+1
RAe>max(l—k+2—r0)

9 else

Ry ARY AR AR ARy AR AR: Ae>max(m—k+1—r,0)
10 l:=m-—1
RAe>max(l—k+2—r0)

11 fi
RAe>max(l—k+2—r0)
12 i
RAe>max(l—k+2—r,0)
13 od

RA(k>1Vvr=1)

(r=1)& (Ji:(k<i<lpAali]=u1))
Siin R® on saadud m-i asendamisel L%J—ga 3. reale jdrgnevas valemis.

Nagu 3. reale jirgnevgi valem, kujutab ka R® endast kolme implikatsiooni konjunktsiooni.
Jargnevas me kirjutamegi need kolm implikatsiooni lahti. Teame ka, et jairgmise sammuna tuleks
meil igal pool, kus on kaks valemit teineteise jirel, ndidata, et esimesest valemist jéreldub teine.
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Uks neist kohtadest ongi teise ja kolmanda rea vahel. Teemegi siis nii, et samaaegselt R®)-e
lahtikirjutamisega niitame ka, kuidas ta jareldub vahetult tema kohal olevast valemist.

4 Alumise valemi jareldumine iilemisest

4.1 2. ja 3. programmirea vahe

Vahetult R®)-e kohal olev valem on jargmiste viidete konjunktsioon:

Vi, j: (i < j = ali] < alj]) (1)
k<l=ko<k<l (2)
k<l=ky<Il<l (3)
alkg] <z <aflp) Nk <l=alk]<z<all]valk—1]<z<alk]Valll]<z<a[l+1] (4)
r=1=am]=aANky<m<l (5)
k>l=r=0AVi: (ko <i<ly= ali] #x) (6)
r€{0,1} (7)
k<l (8)
r#1 9)
e=max(l —k+2—r,0) (10)
4.1.1 R®)-e esimene implikatsioon
Valemi R® esimese implikatsiooni vasak pool on
al|5t]l=2 (11)

Implikatsiooni parem pool on jargmise kaheksa valemi konjunktsioon. Loeme siinkohal need
valemid ette ja néditame, kuidas nad jarelduvad valemitest (1)—(10) ja (11).

1. Vi,j: (i <j = ali] <a[j]). See on vordne valemiga (1).
2. k<l= ko <k<l. See on vordne valemiga (2).
3. k<l= ko <Il<ly See on vordne valemiga (3).

4. alko] <z <all) Nk <l=alk] <z <all]valk—1] <z < alk]vall] <z < a[l +1]. See
on vordne valemiga (4).

5.1=1= a[|E]] = xAky < [EH] <. Selle implikatsiooni vasak pool on samaselt toene,
jarelikult tuleb meil néidata, et implikatsiooni paremaks pooleks olev kahe valemi kon-
junktsioon on toene. Vasakpoolne neist valemeist on vordne valemiga (11). Parempoolne
valem jareldub valemeist (8), (2) ja (3).
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6. k>1=1=0AVi: (ko <i<ly= ali] # z). See implikatsioon on téene sellepérast, et
tema vasak pool on vidr. See jéreldub valemist (8).

7. 1 € {0,1}. See valem on samaselt toene.

8. e > max(l — k + 1,0). Viited (7) ja (9) annavad r = 0. Sellest ja viitest (8) jareldub
niitid, et | —k+2—r =1—k+2 > 2 > 0 ning seega e = [ — k + 2 (véidet (10) kasutades)
ja e > 0. Samuti e > [ — k + 1 ning seega e > max(l — k + 1,0).

4.1.2 R®-e teine implikatsioon

Valemi R® teise implikatsiooni vasak pool on
all )] < o (12)

Implikatsiooni parem pool on jargmise kaheksa valemi konjunktsioon. Loeme siinkohal need
valemid ette ja néditame, kuidas nad jarelduvad valemitest (1)—(10) ja (12).

1. Vi,j: (i <j= ali] <alj]). See on vordne valemiga (1).

2. |EH | 4+1<1= ko < |EH|+1 < ly. Eeldame, et selle implikatsiooni vasak pool on tdene,
meil tuleb siis ndidata jargmiste véidete kehtivust.

o iy < L%J + 1. Valemite (8), (2) ja (3) pohjal on ko < k ja kg < [. Seega siis ka
ko < B < [EH] 4+ 1.

o [EH]+1 <. Valemite (8) ja (3) pohjal on I < ly. Sellest ja implikatsiooni vasakust
poolest [£H | +1 <[ saamegi noutava viite.

3. L%J +1<1l= ky <1<l See implikatsioon on toene, sest tema parem pool on toene.
Tema toesus jareldub valemitest (8) ja (3).

4 alk) <z <allo) A5 +1<l=a]B|+1] <z <al]Va[[E]] <z < a[| 5] +
1] v a[l] < = < a[l + 1]. Oletame, et implikatsiooni vasak pool on tdene, s.t. kehtivad

Samuti oletame, et implikatsiooni paremal poolel oleva disjunktsiooni kaks parempoolset
véidet on vaarad, s.t. kehtivad

al| 5] +1] (15)

r < al
x all +1; (16)
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meil tuleb néidata, et kehtib
a5 +1] <z <all . (17)
Viidetest (12) ja (15) jareldub
o> a5 + 1, (18)

mis annab meile (17) vasakpoolse vorratuse. Viide (8) annab meile & < | %], mis koos
massiivi a sorteeritusega (1) ja véitega (18) annab

x> alk] . (19)

Viited (13) ja (8) annavad meile viiteks (4) oleva implikatsiooni vasaku poole, jareli-
kult peab ka paremaks pooleks olev disjunktsioon toene olema. Selle disjunktsiooni teine
ja kolmas komponent on vastuolus vastavalt vdidetega (19) ja (16), seega on esimene
komponent a[k] < x < a[l] tdene. See annabki meile (17) parempoolse vorratuse.

+

cr=1= a5 ]] =2 Ak < [ 5] < lo. See implikatsioon on toene, sest tema vasak pool
on véar (9).

41> 1= r=0AVi: (k <i<ly= ali] # z). Oletame, et implikatsiooni vasak
pool
B +1>1 (20)

on toene. Implikatsiooni parema poole esimene pool (r = 0) on téene ténu véidetele (7)
ja (9). Uurime teise poole

toesust, oletame vastuviiteliselt, et ta on véér. Sel juhul kehtib tema eitus

Viidetest (8) ja (20) jireldub, et k =1 = |2 ]. Viidetest (21) ja (1) jéreldub, et alko] <
x < allp]. Sellest viitest ja viitest k = [ jareldub implikatsiooni (4) abil, et alk] < x < al]
voi alk — 1] < x < a[k] voi a[l] < x < a[l +1]. Neist viidetest teine ja kolmas téhendavad,
et massiivis a pole elementi z, s.t. nad on vastuolus viitega (21). Kui oletame, et esimene
viiide kehtib, siis annab k = | = [EH| meile, et a[k] = al] = a[[%]] = 2, mis on
vastuolus véitega (12).

. 7 € {0,1}. See on vordne valemiga (7).

. e > max(l — | + 1 — r,0). Analoogiliselt R® esimese implikatsiooniga saame, et
e=1—k+2>0. Kunak <[ (8),siis k < [%]. Seega

=B +1—r<i—-k+1-r<l-k+2=e,

s.t. e on suurem kui toestatavas véites oleva maksimumi votmise operatsiooni molemad
argumendid.
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4.1.3 R®)-e kolmas implikatsioon

Valemi R® kolmas implikatsioon on kiillaltki sarnane teisega. Tema vasak pool on
a|5t]] > (22)

Implikatsiooni parem pool on jargmise kaheksa valemi konjunktsioon. Loeme siinkohal need
valemid ette ja néitame, kuidas nad jarelduvad valemitest (1)-(10) ja (22).

1. Vi,j: (1 <j= ali] <alj]). See on vordne valemiga (1).

2. k< L%J —1 = kg <k <. See implikatsioon on toene, sest tema parem pool on toene.
Tema toesus jareldub valemitest (8) ja (2).

3. k< [BH]—1= ky < [EH] —1 <. Eeldame, et selle implikatsiooni vasak pool on tdene,
meil tuleb siis niidata jargmiste véidete kehtivust.

e ko < |EH] — 1. Valemite (8) ja (2) pohjal on kg < k. Sellest ning implikatsiooni

vasakust poolest k < || — 1 saamegi noutava viite.

o [EH] —1 < ly. Valemite (8), (2) ja (3) pohjal on k < I ja I < ly. Seega siis ka
kL it
|5 — 1< [5] <.

doalk] <o <alb) Ak < M -1 all] <o < a1 valk—1] <<

alk] va[|H| —1] <z < a[ﬁC L]]. Oletame, et implikatsiooni vasak pool on tdene, s.t.
kehtivad

alko] < x < allg] (23)
k< k] -1, (24)

Samuti oletame, et implikatsiooni paremal poolel oleva disjunktsiooni kaks parempoolset
véidet on véairad, s.t. kehtivad

r<alk—1]Vvz >alk (25)
v <al|] -1 vae > al[ ] (26)
meil tuleb néidata, et kehtib
alk] <z <af|EHt|-1] . (27)
Viidetest (22) ja (26) jéreldub
v <a[[] 1], (28)

mis annab meile (27) parempoolse vorratuse. Viide (8) annab meile | % | < [, mis koos
massiivi a sorteeritusega (1) ning viitega (28) annab

x <all] . (29)
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Viited (23) ja (8) annavad meile viiteks (4) oleva implikatsiooni vasaku poole, jareli-
kult peab ka paremaks pooleks olev disjunktsioon toene olema. Selle disjunktsiooni teine
ja kolmas komponent on vastuolus vastavalt vdidetega (25) ja (29), seega on esimene
komponent a[k] < x < a[l] tdene. See annabki meile (27) vasakpoolse vorratuse.

5.r=1=a[|[EH|] =2 Aky < |EH] <y See implikatsioon on tdene, sest tema vasak pool

2
on véar (9).
6. B +1>1=r=0AVi: (ks <i<ly= afi] # z). Oletame, et implikatsiooni vasak
pool
B +1>1 (30)

on toene. Implikatsiooni parema poole esimene pool (r = 0) on téene ténu véidetele (7)
ja (9). Uurime teise poole

toesust, oletame vastuviiteliselt, et ta on véér. Sel juhul kehtib tema eitus

Viidetest (8) ja (30) jireldub, et k =1 = |2 ]. Viidetest (31) ja (1) jéreldub, et alko] <
x < aflp]. Sellest véitest ja viitest k = [ jareldub implikatsiooni (4) abil, et afk] < x < al]
voi alk —1] < x < a[k] voi a[l] < z < a[l+1]. Neist viidetest teine ja kolmas tdhendavad,
et massiivis a pole elementi z, s.t. nad on vastuolus viitega (31). Kui oletame, et esimene
viiide kehtib, siis annab k = | = [%H] meile, et siis a[k] = al] = a[[£H|] = 2, mis on
vastuolus viitega (22).

7. r € {0, 1}. See on vordne valemiga (7).

8. ¢ > max([®]| — k 4+ 1 — r,0). Analoogiliselt R®® esimese implikatsiooniga saame, et

e=1—k+2>0. Kunak <1 (8),siis | 2] <. Seega
B —k+1—r<l—-k+1-r<l—-k+2=e,

s.t. e on suurem kui toestatavas véites oleva maksimumi votmise operatsiooni molemad
argumendid.

4.2 Programmi algus

Programmi alguses on meil kaks valemit teineteise jérel. Neist esimene on jargmiste viidete
konjunktsioon:

Vi, j: (i < j = ali] <alj]) (32)

=1y (34)

ko <1lo . (35)
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Viidetest (33)—(35) voime veel tuletada

k<l . (36)

Teine valem on seitsme vaite konjunktsioon. Loeme need viited iiles ja nditame, kuidas igaiiks
neist jareldub viidetest (32)—(35).

1.

2.

\]

4.3

Vi,j: (i <j = ali] <alj]). See valem on vordne valemiga (32).

k<l = ky <k <l Selle implikatsiooni parema poole vasakpoolne vorratus jareldub
valemist (33) ning parempoolne vorratus valemitest (33) ja (35).

E<l= ky <l <l Selle implikatsiooni parema poole parempoolne vorratus jareldub
valemist (34) ning vasakpoolne vorratus valemitest (34) ja (35).

calky <z <allg| Nk<Il=alk] <z <a[l|valk—1] <z <alk]Val] <z <all+1].
Kui selle implikatsiooni vasak pool on toene, siis peab kehtima a[ko] < x < allp]. Siis aga
valemite (33) ja (34) pohjal a[k] < z < al], s.t. implikatsiooni paremaks pooleks olev
disjunktsioon on toene.

. 0=1= ajm] =z A ky <m <l See implikatsioon on toene, sest tema vasak pool on
vaar.

k>1=0=0AVi: (ke <i<ly= ali] # x). See implikatsioon on tdene, sest tema
vasak pool on véér (36).

. 0 € {0,1}. See valem on samaselt toene.

Programmi lopp

Programmi 16pus on meil kaks valemit teineteise jérel. Neist esimene on véidete (1)—(7) ning
lisaks sellele veel viite

k>Ivr=1 (37)

konjunktsioon. Meil tuleb néidata, et » = 1 parajasti siis, kui 3i : (ko <i <y A afi] = z). Kui

r =
siis,

1, siis sobiva ¢ saame valemist (5). Kui 7 # 1, siis (37) pohjal & > [. Valemist (6) saame
et sobivat i-d ei leidu.
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