(Juurega) puu T on iiks jargmistest variantidest:
e tihi puu;

e tipp z ja mittetuhjad juurega puud T3,...,T,,, kus
m > 0.
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Kahendpuu T on uks jargmistest variantidest:
e tihi puu;
e lksainus tipp z;
e tipp z ning kahendpuud Tias.x Ja Tharem-

Kahendpuu el ole samavaarne puuga — kui kahendpuu
mingil tipul on ainult uks alluv, siis on ta kas vasak voi
parem alluv. Puu tipu ainsa alluva korral vasak/parem-

erisust ei ole.



Lause. Mittetiuhjas kahendpuus, kus tithegi tipu aste ei ole
1, on lehti ihe vorra rohkem kui sisemisi tippe.

Toestus. Induktsiooniga iile kahendpuu struktuuri.
Uhetipulises puus olev ainus tipp on leht.

Kui puus T on juurtipp = ja selle alluvatest koosnevad
mittetiihjad kahendpuud T, ja T}, siis olgu [, ja [, lehtede
arvud nendes. Puus T on siis lehti [, 4 [, ja sisemisi tippe

l, —1+1,— 14+ (puudes T, ja T, vastavalt induktsioonile)
+ 1= (tipp z)
=l,+1l,—-1.



Kahendpuud voime arvuti pohimalus kujutada struktuu-

rina, kus igale tipule vastab kirje

Andmed

.2vasak |.parem

kus vali .vasak viitab vasakule ning .parem paremale al-

luvale.

Teatavad algoritmid voivad nouda taiendavate valjade ole-
masolu kas osa ,,Andmed" sees vo1 valjaspool seda.

(kahendpuu naturaalesitus)



Puud voime arvuti pohimalus kujutada struktuurina, kus

igale tipule vastab kirje

Andmed

.alluv |.kolleeg

kus vali .alluv viitab vasakpoolseimale alluvale ning .kolleeg

paremalt jargmisele kolleegile.

(puu naturaalesitus)



viidad: alluv / kolleeg
puuduvad viidad = NIL

Kui loeme alluv=vasak ja
kolleeg=parem, siis saame
puu naturaalesitusele vas-

tava kahendpuu.



Olgu meil antud mingi protseduur P, mida me puu igal

tipul rakendada tahame.
Mis jarjekorras rakendada?

Jarjestust, kus koigepealt on puu juur ja seejarel samal
viisil jarjestatult juure vahetute alampuude tipud, nimeta-

takse eesjarjestuseks.

Jarjestust, kus koigepealt on samal viisil jarjestatult juure
vahetute alampuude tipud ja lopuks puu juur, nimetatakse

loppjariestuseks.



Elesjarjestus Loppjarjestus
2 4 21 2 18
20
3 5 / = 9 o9 1 4/ 6
6 8/ 10 18 3 5
2
11 14 19 7
13 17 9

15 16 10



Kahendpuu tippude jarjestust, kus koigepealt on samal vii-
sil jarjestatult juure vasaku vahetu alampuu tipud, seejarel
puu juur ja lopuks samal viisil jarjestatult juure vahetu pa-
rema alampuu tipud, nimetatakse keskjarjestuseks.






Suunatud graaf G koosneb
e tippude hulgast V;
e servade ehk kaarte hulgast F;

e ntsidentsusfunktsioonist € : B — V X V, mis seab
igale kaarele vastavusse tema alg- ja lopptipu.

Suunamata serva kujutame iiht ja teist pidi suunatud ser-

vade paarina.



Graafi voib malus kujutada struktuurina, kus igale tipule
ja 1gale servale vastab kirje

Andmed

tipp |kaar

e Graafi tipud on lihtahelas valja .tipp kaudu; viit esi-
mesele tipule on viit kogu graafile.

e Koik mingist tipust algavad servad on lihtahelas valja
.kaar kaudu; esimesele liilile selles ahelas viitab selle
tipu vali .kaar.

e Servadele vastavates kirjetes viitab vali .t1pp selle serva
16pptipule (vastavale kirjele).
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Dinaamaline jarjend: andmetiiiip, mille vaartusvaruks on
kirjete suvalise pikkusega jarjendid.

Magasin: dunaamiline jarjend, kus elemente lisatakse alati
jarjendi loppu ja elemente voetakse jarjendi lopust.
Jarjekord: dinaamiline jarjend, kus elemente lisatakse ala-

t1 jarjendi loppu ja elemente voetakse jarjendi algusest.

Elemendi r lisamist jarjendisse () tahistame @) < r. Ele-
mendi votmist jarjendist ) ja omistamist muutujale r ta-
histame r < Q).



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Vota, Lisa 4, Vota, Vota

Magasin:

Voetud:

Jarjekord:
Voetud:



Operatsioonid: Lisa 2, Lisa 3, Vota, Lisa 4, Vota, Vota

Magasin: |1

Voetud:

Jarjekord: | 1

Voetud:



Operatsioonid: Lisa 3, Vota, Lisa 4, Vota, Vota

Magasin: | 1|2

Voetud:

Jarjekord: | 1 | 2

Voetud:



Operatsioonid: Vota, Lisa 4, Vota, Vota

Magasin: |1]2 3

Voetud:

Jarjekord: |12 |3

Voetud:



Operatsioonid: Lisa 4, Vota, Vota

Magasin: |1 |2

Voetud: 3

Jarjekord: | 2 | 3

Voetud: 1



Operatsioonid: Vota, Vota

Magasin: |12 |4

Voetud: 3

Jarjekord: |23 |4

Voetud: 1



Operatsioonid: Vota

Magasin: |1 |2

Voetud: 3, 4

Jarjekord: | 3 | 4

Voetud: 1, 2



Operatsioonid:

Magasin: |1

Voetud: 3, 4, 2

Jarjekord: | 4

Voetud: 1, 2, 3



Magasini voib realiseerida dunaamilise andmestruktuuri abil.

Uhte elementi hoitakse jirgmises struktuuris:

Andmed

.Jargm

Siin .7argm on viit jargmisele (siigavamale) elemendile.

Magasini poole poordumiseks kasutatakse viita tema esi-

mesele elemendile.

Tihja magasini tahistab nullviit.



Magasin ), millesse on lisatud elemendid 1, 2, 3, 4:

3

4




() < r on slis

1 e := new(magasini element)
2 e.Andmed =1

3 e.gargm =@

4 @ :=e

jar < @ on

1 if Q = NIL then error

2 r:=.Andmed

3 e: =@

4 @ :=Q.7argm
5 vabasta e



Jarjekorda voOib realiseerida diinaamilise andmestruktuuri
abil.

Uhte elementi hoitakse jargmises struktuuris:

Andmed

.Jargm

Siin .7argm on viit jargmisele (hiljem lisatud) elemendile.

Jarjekorra poole poordumiseks kasutatakse viitasid tema

esimesele ja viimasele elemendile.

Tihja jarjekorda tahistab kaks nullviita.



Jarjekord (), kuhu on lisatud elemendid 1, 2, 3, 4:

3

1

/

./

/

/

Siin (). on votmise ja (), lisamise koht.



() < r on siis

e := new(jarjekorra element)
e.Andmed :=r
e.jargm = NIL
if Q). = @), = NIL then
Qe = Q'u .= €
else
Qy.7argm = e

Q=€
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jar < @ on

1 if Q. =&, = NIL then error
2 7:=..Andmed

3 e:=Q.

4 if Q. = Q, then

5 Qe := Q, := NIL

6 else

7 Qe ‘= Qe-jdrgm

8 vabasta e



Kul on teada elementide suurim voimalik arv magasinis
/ jarjekorras, siis saab teda realiseerida ka massiivi a =
lai,...,a,] abil.

Magasin, kuhu on lisatud elemendid 1, 2, 3, 4:

Q
12347/

Jarjekord (2 varianti), kus on elemendid 1, 2, 3, 4:

Qe Qv
PP 123|477

Qo Qe




Olgu antud protseduur P, mida tahame valja kutsuda an-
tud graafi G koigil tippudel.

Kaks voimalikku jarjekorda, mis mingis mottes vastavad
graafi struktuurile, on graafi laiut: labimine ja stgavut:

labimaine.

Olgu p viit graafi G esimesele tipule. Eeldame, et graafi
koik tipud on tipust p alates mooda servi litkudes saavu-

tatavad.

Olgu tipu-/servastruktuuris taiendav vali .labitud (ei kuu-
lu ossa ,,Andmed").



Laiuti labimine: Olgu @ jarjekord (esialgu tiihi)

1
2

O© 00 N O Ot » W

10

12

q:=D;
while g # NIL do
g.labitud = false; q := q.tipp
p.labitud := true; QQ < p
while —tihi?(Q) do
q < Q; P(q);
r .= q.kaar
while r # NIL do
if —(r.tipp.labitud) then
Q < r.tipp
r.tipp.labitud := true
r .= r.kaar



Naide:

P(-) valjakutsed:



Naide:

P(-) valjakutsed:



Naide:

P(-) valjakutsed:

a



Naide:

P(-) valjakutsed:

a



Naide:

P(-) valjakutsed:

a



Naide:

P(-) valjakutsed: ab



Naide:

P(-) valjakutsed:

ab

cd



Naide:

P(-) valjakutsed: abc



Naide:

P(-) valjakutsed: abc



Naide:

P(-) valjakutsed: abc



Naide:

P(-) valjakutsed: abcd



Naide:

P(-) valjakutsed: abcd



Naide:

P(-) valjakutsed: abcd



Siigavuti labimine: Olgu @) magasin (esialgu tiihi)

1..12 sama programm, mis laiuti labimisel



Naide:

P(-) valjakutsed:



Naide:

P(-) valjakutsed:



Naide:

P(-) valjakutsed:

a



Naide:

P(-) valjakutsed:

a



Naide:

P(-) valjakutsed:

a



Naide:

a© 2 C
1 6(_/ |4

T 5
&9,

q

P(-) valjakutsed: ac



Naide:

P(-) valjakutsed:

a C

bd



Naide:

P(-) valjakutsed:

a C

bd



Naide:

P(-) valjakutsed: acd



Naide:

P(-) valjakutsed: acd



Naide:

P(-) valjakutsed: acd b



Naide:

P(-) valjakutsed: acd b



Naide:

P(-) valjakutsed: acd b



Kahendotsimaise puu on kahendpuu, kus igal tipul on taien-
dav vali .v6te (kuulub ossa ,,Andmed"), mille vaartustel on

defineeritud taielik jarjestus, ning kui puu ei ole tiihi, siis

e juure valja .vot: vaartus pole vaiksem kui tema vasaku

alampuu mistahes tipu valja .vot1 vaartus;

e juure valja .vot: vaartus pole suurem kui tema parema
alampuu mistahes tipu valja .vot: vaartus;

e juure vasak ja parem alampuu on molemad kahendot-
simise puud.






Lause. Vottes kahendotsimise puu tipud keskjarjestuses,
on nende valjade .vot: vaartused mittekahanevas jarjekor-

ras.

Toestus. Induktsiooniga tile puu struktuuri. (vt. Kiho kons-
pektist)



Kahendotsimise puust etteantud votmevaartusega tipu ot-
simine. Olgu p viit puu juurtipule ning a otsitav votme-
vaartus. Kui tippu ei leita, siis tagastatakse NIL.

Algoritm: otsi(p, a), kus otsi(p, z) on

1 if p = NIL then
return NIL
if p.votr = ¢ then
return p
if £ < p.votr then
return otsi(p.vasak, )
else --- T > p.vot1
return otsi(p.parem, )
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Otsimisteed, kui otsitavaks votmeks on 15, 40 vo1 52.
20




Uue kirje (samade valjadega kui osas ,,Andmed") lisamine
kahendotsimise puusse. Olgu p viit puu juurtipule ja R
lisatav kirje. Tagastatakse lisatud tipp.

Algoritm: lisa(p, R), kus lisa(p, R) on

1 if R.z < p.z then
2 if p.vasak = NIL then

3 g := new(tipukirje); ¢.Andmed := R; p.vasak := q

4 return g

5 else

6 return lisa(p.vasak, R)

7 else

8 if p.parem = NIL then

9 g := new(tipukirje); ¢g.Andmed := R; p.parem := q
10 return q
11 else

12 return lisa(p.parem, R)



Tipu votmevaartusega 15 lisamine kahendotsimise puusse.
20




Tipu eemaldamine kahendotsimise puust.

Olgu tippudel vali .ilem (ei kuulu ossa ,,Andmed"), mis

viitab kaesoleva tipu ilemusele.

Lisamisalgoritmis tuleb siis uue tipu vali .ulem ka initsia-
liseerida, s.t. 3. ja 9. rida tuleb taiendada omistamisega

qg.ulem = p.

Olgu p viit vaadeldava kahendpuu juurtipule ja g viit ee-
maldatavale tipule. Algoritm eemalda(p, ¢) kustutab puust
kirje g.Andmed. Ta tagastab vaartuste paari: viida muude-

tud puu juurtipule ning viida tegelikult eemaldatud tipule.



Kui tipul g pole alluvaid, siis lihtsalt kustutame ta.

20
10 50
; s 32 56
o 12 — 25
. —




eemalda(p, g) on

1 if g.vasak = NIL and g.parem = NIL then
2 if g.ulem = NIL
return (NIL, q)
else if q.ulem.vasak = g
qg.ulem.vasak := NIL
else
qg.ulem.parem := NIL
return (p, q)
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Kui tipul g on iks alluv, siis paneme g ilemuse viitama

sellele alluvale.

20
10 50
7 . 32 56
()
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9 else if (q.vasak = NIL and gq.parem # NIL)

10
11
12
13
14
15
16
17

or (g.vasak # NIL and g.parem = NIL) then
r := q.vasak = NIL 7 q.parem : q.vasak
if g.ulem = NIL
return (7, q)
else if g.ulem.vasak = g
qg.ulem.vasak :=r
else
q.ulem.parem :=1r
return (p, q)



Kui tipul ¢ on molemad alluvad, siis lelame g-st keskjar-
jestuses jargmise tipu 7, kopeerime tema andmed tippu gq
ja kustutame hoopis r-i.

20
10 50
32 56
7 6
()
A A )
— 12/ = 25 0 62
& AN N
15 3 43~
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Keskjarjestuses jargmine tipp: parempoolse alampuu va-

sakpoolseim tipp.



18 else

19
20
21
22
23

r .= g.parem

while r.vasak # NIL do
r .= r.vasak

g.Andmed := r.Andmed

return eemalda(p, ).



Kahendotsimise puu operatsioonide ajaline keerukus on

©(h), kus A on puu korgus.
Puus kdrgusega h on vahemalt A ja iilimalt 2" — 1 tippu.

Seega on kahendpuu operatsioonide ajaline keerukus hal-
vimal juhul O(n), kus n on tippude arv.

Tahaksime keerukust O(logn). Selleks tuleb puud peale
muutmist tasakaalustada.



AV L-puu on kahendotsimise puu, kus iga tipu vasaku ja
parema alampuu korgus erineb ulimalt uhe vorra.

Lihend ,, AVL" tuleb autorite nimedest.

Olgu A, minimaalne tippude arv AVL-puus korgusega h.
Suis Ay =1, Ay =2ja A, = Ap_1 + Ao + 1.

Fibonacci arvud: Fo =0, F; =1, F, = F,_1 + Fj_o. Seega
A = Fj, o — 1. (t0estus induktsiooniga iile h)

-
1 1 5

Kuna Fj = V5 , kus |-| tahistab {imarda-
V5 2

mist taisarvuni, siis A, = 29 ja AVL-puu kérgus on alati

©(logn), kus n on tippude arv.



AVL-puus on tippudel taiendav vali .korgus (ei kuulu ossa
7ZAndmed“), kuhu salvestatakse sellest tipust algava alam-
puu korgus.

Peale tipu lisamist vo1 eemaldamist tuleb nende valjade
vaartusi parandada.

Peale lisamist voivad valed korgused olla tippudel, mis asu-
vad ahelal lisatud tipust juureni.

Peale eemaldamist voivad valed korgused olla tippudel, mis
asuvad ahelal eemaldatud tipu (endisest) lilemusest juure-
ni.

Korguste parandamine toimub samaaegselt puu tasakaa-
lustamisega.



‘Tasakaalustamisoperatsioonid: poore vasakule ja poore paremale.

podre paremale(p, ), kus p on viit puu juurtipule ja z
viit mingile tipule, mille korral z.vasak # NIL, muudab
alampuud, mille juureks on z, jargmiselt:

Z Y

A

poore paremale tagastab muudetud puu juurtipu.




podre paremale(p, z) on

1 vy:=z.vasak; u:= z.ulem

(u.vasak =z ? u.vasak : u.parem) =y
return p

2 T :=vy.vasak; Ty := y.parem; T3 := z.parem

3 y.vasak :="1T7; y.parem := z; z.vasak := Ty, z.parem = T3
4 if u = NIL then

5 return y

6 else

7

8



poore vasakule on vastupidine operatsioon.

z Y

NA

poore vasakule tagastab muudetud puu juurtipu.




poore vasakule(p, z) on

1 vy:=z.parem; u := z.ulem

(u.vasak =z ? u.vasak : u.parem) =y
return p

2 T := z.vasak; T, := y.vasak; T3 := y.parem

3 y.vasak := z; y.parem = 13; z.vasak :=T7; z.parem =T,
4 if u = NIL then

5 return y

6 else

7

8



Tipu lisamisel AVL-puusse teeme koigepealt tavalise lisa-
mise ja hakkame lisatud tipust alates korgusi parandama,
kuni jouame tasakaalustamata tipuni...

lisaAVL(p, R), mis tagastab paari uuest puu juurest ja li-
satud tipust, on

3 while r # NIL do

4 h, := r.vasak = NIL 7 0 : r.vasak.korgqus
5 h, == r.parem = NIL ? 0 : r.parem.korgus
6 if |h, — hy| = 2 then break

7 r.korgus := max(h,, h,) + 1

8 r .= r.ulem

9 if r = NIL then return (p, q)



r viitab tasakaalustamata tipule. Vaatame juhtu, kus tema
parempoolne alampuu on kdérgem kui vasakpoolne (teist-
pidine juht on stimmeetriline).

r
A > A r-1 korgus: h + 3
};, (enne lisamist: h + 2)
h+2
\

10 if h, > h, then
11 S .= r.parem



Uus tipp lisati paremasse alampuusse. Kui s-1 vasak ja pa-
rem alampuu oleks peale lisamist vordse korgusega, siis
oleks ks alampuudest juba enne lisamist selle korgusega
olnud ja s-1 korgus poleks muutunud. Seega oleks r juba
enne lisamist tasakaalustamata olnud. Jarelikult on kaks

varianti:

o
- —>
I—l
o>

1. variant 2. variant

12 hs, := s.vasak = NIL ? 0 : s.vasak.korgqus
13 hsp := s.parem = NIL 7 0 : s.parem.korgus



1. variandil poorame 7-1 vasakule.

Kogu vaadeldava alampuu korgus on nuud A + 2 — sa-
ma, mis enne uue tipu lisamist. Korgemalasuvate tippude
korgused seega el muutunud — puu on tasakaalus.



2. variandil poorame s-1 paremale




14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

if hsy > hsp then
p := podra paremale(p, s); s.kérgus := h, + 1
p := poodra vasakule(p, )
r.korgus := h, + 1; r.ulem.korqus := h, + 2
return (p,q)
else --- hy > hy
S := r.vasak
hs, := s.vasak = NIL 7 0 : s.vasak.korgus
hsp := s.parem = NIL 7 0 : s.parem.korgus
if hsy < hsp, then
p := poora vasakule(p, s); s.korgus := h, + 1
p := podra paremale(p, )
r.korgus := h, + 1; r.ulem.korgus := hy, + 2
return (p,q)



Tipu eemaldamisel AVL-puust teeme koigepealt tavalise
eemaldamise, seejarel teeme tasakaalustamisi teel eemal-
datud tipust juureni.

eemaldaAVL(p, q) on

1 (p,q) := eemalda(p,q)

2 r:=q.ulem

3 while r # NIL do

4 h, := r.vasak = NIL ? 0 : r.vasak.korgus
5 hp, := r.parem = NIL ? 0 : r.parem.korgus
6 if |h, — hy| = 2 then break

7 r.korgus := max(h,, h,) + 1

8 r .= r.ulem

9 if r = NIL then return (p, q)



r viitab tasakaalustamata tipule. Vaatame juhtu, kus tema
parempoolne alampuu on kdérgem kui vasakpoolne (teist-
pidine juht on stimmeetriline).

r
A > A r-1 korgus: h + 3
}: (enne eemaldamist: h + 3)
h+ 2
\

10 if h, > h, then
11 S .= r.parem



Tipp eemaldati vasakust alampuust. Kolm varianti:

-«

1. variant 2. variant

3. variant

12 hs, := s.vasak = NIL 7 0 : s.vasak.korgus
13 hsp :== s.parem = NIL ? 0 : s.parem.korgus

-+«



1. variandil poorame 7-1 vasakule.

Kogu vaadeldava alampuu korgus on nuud h+2 — vahenes
uhe voOrra. Seega peame me jatkame juure pool asuvate
tippude tasakaalustamisi.



2. variandil poorame s-1 paremale




3. variandil poorame r-1 vasakule.

Kogu vaadeldava alampuu korgus on nuud h + 3 — sama,
mis enne eemaldamist. Seega on nuud juurepoolsed tipud
tasakaalus.



14
15
16
17
18
19
20
21
22

if hs, = hsp then
p 1= poodra vasakule(p, )
r.korqus := h, + 2; s.korqus := h, + 3
return (p,q)
if hs, > hs, then
p 1= podra paremale(p, s); s.kérgus := h, + 1
p 1= poodra vasakule(p, )
r.korgqus := h, + 1; r.ulem.korgus := h, + 2
r .= r.ulem.ulem; goto 3



23 else --- hy > hy

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

s := r.vasak
hs, := s.vasak = NIL ? 0 : s.vasak.korgus
hsp := s.parem = NIL 7 0 : s.parem.korgus
if hsy = hs, then
p := podra paremale(p, )
r.korgus := h, + 2; s.korgus := h, + 3
return (p, q)
if hsy < hsp, then
p := poora vasakule(p, s); s.korgus := h, + 1
p := podra paremale(p, )
r.korgus := h, + 1; r.ulem.kérgus := h, + 2
r := r.ulem.ulem; goto 3



