Antud suunatud graaf G = (V, E), iga serva e € E jaoks
defineeritud tema pikkus £(e).

Tee Vg = U, = Uy - -+ 2 9, pikkus on £(e;) + £(es) +
-+ £(en).

Antud kaks tippu u,v € V. Leida nendevaheline lithim tee.



T'ahistusi:

e Kui v € V, siis Gv tahistagu koigi selliste tippude w
hulka, kuhu on tipust v serv ning G~ 'v koigi selliste
tippude w hulka, kust on tippu v serv.

e Kuiu,v €V, siis olgu £(u, v) lihima u-st v-sse mineva
serva pikkus. Kui u-st v-sse ei lahe uhtegi serva, siis
olgu 4(u,v) = oo.

e Kui u,v € V, siis olgu d(u,v) lihima tee pikkus u-st
v-sse. Kui u-st el saa v-sse, siis d(u, v) = oo.

e Kui u,v € V jat € N, siis olgu D;(u,v) sellise liihi-
ma tee pikkus u-st v-sse, kus on ulimalt 2 serva. Kui
selliseid teid ei ole, siis D;(u,v) = oo.



Ulesandel on optimaalne alamstruktuur:

Olgu P luhim tee tipust u» tipuni v. Olgu w mingi tipp
sellel teel. Siis tee P algusosa tipust u tipuni w on lihim
tee u-st w-sse.

Toepoolest, kui leiduks lithem tee P’ u-st w-sse, siis voiks
P algusosa asendada P’-ga ja saada P-st liihema tee u-st

V-SS€E.




Jareldus: iga u, v, w jaoks d(u,v) < d(u,w) + £(w, v).

Kehtib Dg(u,v) > Di(u,v) > Dy(u,v) > ---. Peale selle,
mingi ¢ jaoks D;(u,v) = D;y1(u,v) =+ = d(u,'u).

Selline 7 leidub kull ainult siis, kui graafis pole negatiivse
pikkusega tstkleid. Siis 1 < |V| — 1, sest lithim tee labib
iga tippu ulimalt uhel korral.

Kehtib (alati)
Dit1(u,v) = min({D;(u, v)}J{ Di(u, w)+(w,v) : w € G'v}),

seega saab negatiivse pikkusega tsiklite mitteesinemisel
leida tippude kaugusi tipust u jargmisel viisil:



Olgu D ja DD massiivid, mis on indekseeritud graafi G =
(V, E) tippudega.

Dlu]:=0
for all v € V\{u} do D|v] := o0
for all v € Gu do D|[v] := £(u, v)
repeat
DD :=D
for all v € V do
d := DD|v]
for all w € G~'v do
d := min(d, DD|w] + 4(w, v))
Dlv] :=d
until D = DD
return D
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Invariant: peale ¢-ndat iteratsiooni (reas 11) on D[v] =
Dz-(u,v).

Ridades 7-9 toimuvat miinimumi leidmist voib ka otse val-
jal D|v| teha, s.t. abimuutujat d kasutamata. Siis omista-
mist D|v| := DDJv] pole vaja teha, sest need on niikuinii
vordsed (5. rea tottu).
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Dlu]:=0
for all v € V\{u} do D[v] := o0
for all v € Gu do D[v] := £(u,v)
repeat

DD =D

for allv € V do

for all w € G~v do
Dlv] := min(D[v|, DD[w] + £{(w, v))

until D = DD
return D



Siin 6. ja 7. rida korraldavad lihtsalt tsukli, mis graafi koik
servad korra labi kaib.

Ta on korraldatud nii, et kaime koigepealt labi servade voi-
malikud 1opptipud v ja seejarel koik servad, mis selles tipus

loppevad.

Tsuklit tile servade voib ka teisiti korraldada, naiteks kaia
koigepealt labi koik voimalikud algtipud ja seejarel koik
servad, mis sellest tipust algavad.

Levinud graafiesitusviiside korral (tippude lihtahel ja iga

tipu juures temast algavate servade lihtahel) voib selline
korraldus efektiivsem olla.
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Dlu]:=0
for all v € V\{u} do D[v] := o0
for all v € Gu do D[v] := £(u,v)
repeat

DD =D

for all w € V do

for all v € Gw do
Dlv] := min(D[v|, DD[w] + £{(w, v))

until D = DD
return D



Kui meil on negatiivse pikkusega tsikleid, siis sellist 2-d ei
leidu, et Dz(u, ’U) = Di+1(u, ’U) = Di_|_2('u,’ fu) — ...

Siis pole isegi d(u,v) defineeritud.
Kuidas negatiivse pikkusega tsuklite olemasolu avastada?

Kui ei1 ole negatiivse pikkusega tsiikleid, siis on iteratsioo-
ne, kus midagi muutub, ilimalt |V | — 1.

Teemegi iilimalt |V| iteratsiooni ja kui viimasel iteratsioo-
nil midagi muutus, sils anname veateate.



© 00 O Ot WD+

e
w N = O

Dlu] :=0
for all v € V\{u} do D[v] := o0
for all v € Gu do D[v] := £(u,v)
1:=0
repeat

DD =D

for all w € V do

for all v € Gw do
Dv] := min(D[v], DD[w] + £(w, v))

1:=1+1
until D = DD or 1 = |V|
if D =DD then return D
error ,negatiivse pikkusega tsukkel



Hakkama saab ka i1lma massiivita DD:

1 Dlul:=0
2 for all v € V\{u} do D|v] :== o0
3 for all v € Gu do D[v] := £(u,v)
4 1:=0
5 repeat
6 muutus := false
7 for all w € V do
8 for all v € Gw do
9 if D[v] > D[w| + £(w,v) then
10 Dlv] := D|w| + £(w, v)
11 muutus ;= true
12 1: =1+ 1
13 until “muutus or 1 = |V|
14 if “muutus then return D
15 error ,negatiivse pikkusega tsukkel”



Tstikliinvariant on antud juhul (tsiikli 16pus, real 13):

Peale i-ndat iteratsiooni on D|v| minimaalse pikkusega tee
mingite u-st v-sse viivate teede hulgas. Seejuures see hulk
sisaldab koiki teid u-st v-sse, milles on iulimalt 2 serva.

Peale eelviimast iteratsiooni sisaldab see hulk seega koiki
teid u-st v-sse, mis labivad ilimalt (|V| — 1)-t serva. Muu-
hulgas siis ka luhimat teed u-st v-sse.

Esitatud algoritm on Bellman-Fordi algoritm.



Keerukus:
Valimist tsiiklit (read 5-13) itereeritakse kuni |V| korda.

Selle sees on sisemine tsiikkel (read 7-11) iile koigi servade.
Selle tsiikli keha (read 9-11) votab konstantse aja.

Kokku seega O(|V |- |E|).



Toodud algoritm leiab lihimate teede pikkused tipust u
teistesse tippudesse.

Kuidas leida/salvestada teid ise?

Iga tipu v jaoks salvestame talle eelneva tipu (senileitud)
liihimal teel u-st v-sse. Kasutame selleks massiivi 7 (in-
dekseeritud graafi tippudega).

Liithim tee u-st v-sse on siis (iimberpooratult)
v, 7[v], wlmlv]], wlmlwv]]], ... w.

Massiivid D ja 7 rahuldavad iga tipu v jaoks, kus 7|v] on
defineeritud: D|v| = D|rw|v]| + £(7[v], v).
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Dlu]:=0
for all v € V\{u} do D[v] := o0

for all v € Gu do D|v] := £(u,v); 7|v] :=u

1:=0
repeat
muutus := false
for all w € V do
for all v € Gw do
if D[v] > D|w] + ¢(w,v) then
Dlv] := D[w] 4 4(w, v)

wv] = w
muutus ;= true
1:=1+1

until ~muutus or 1 = |V|
if “muutus then return (D, )
error ,negatiivse pikkusega tsikkel“



BEeldame nuud, et negatiivse pikkusega servi el leidu. Siis
saab luhimaid teid u-st teistesse tippudesse kiiremini leida.

Oletame, et me oleme juba leidnud V;-e kuuluvate tippude
jaoks luhimate teede pikkused u-st nendesse tippudesse.

V]_ V2

G

Samuti oletame, et ukski Vi-e kuuluv tipp pole u-st kau-
gemal kui ukski V5-e kuuluv tipp.



Olgu w wu-le lahim tipp osas V5. Olgu P luhim tee u-st

W-Ss€.

V]_ V2

Siis P koik tipud peale w asuvad osas V;. Kuil veel moni
P tippudest asuks osas V5, siis oleks see tipp u-le lahemal
kui w.

Tahame seda w-d leida. Me eemaldaks ta V;-st ja lisaks
Vi-e. Belmise slaidi all toodud invariant jaaks siis kehtima.



Leidmaks seda tippu w:

Me peame vaatama ainult selliseid ahelaid u-st V5-e tippu-
desse, mille koik tipud, peale viimase, asuvad V;i-s.

Olgu antud V; ja V,, samuti olgu iga v € V; jaoks antud
Dlv] — liihima tee pikkus u-st v-sse.

Vaatame koiki servi (v, w), kus v € V; ja w € V,. Leiame
Dlv] + £(v, w). Leiame v ja w, mille korral see summa mi-
nimaalne on.

Lisame w Vi-e ning votame D|w| := Dlv] + £(v,w) ja

Tw| == v.



Selle w kiiresti leidmiseks:

Iga w € V; jaoks olgu tema kaal §(w) defineeritud kui

o(w) = Erégll Dlv] + £(v,w) .

Hoiame V, elemente kuhjas (votmeks on kaal §(-)). Siis
saab minimaalse J(-)-ga tippu lihtsalt leida.

Kui me tipu w viime V5-st V;-e, siis voivad w naabertippu-

de kaalud vaheneda.



Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,V5-e kuuluva tipu

kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-
vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vs-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vs-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vs-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vs-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Naide: (Vi-e kuuluva tipu kaugus u-st,Vz-e kuuluva tipu
kaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,m-ga maaratud ser-

vad)




Algoritmi realiseerides voib tipu kauguse u-st (V1-e kuulu-
vate tippude jaoks) ja tipu kaalu (V>-e kuuluvate tippude
jaoks) kasutada sama massiivi D.

Kul me tostame tipu w hulgast V5, hulka V; ja seejuures
tema naabertippude kaalusid vahendame, siis el ole meil
tarvis eksplitsiitselt kontrollida, kas naabertipp kuulub V-
e. Kuil me saame naabertipu kaalu vahendada, siis oli tema
kaal suurem kui w kaal ja seega kuulus ta V;-e.

Olgu @ mingi kuhi (kahend- v6i Fibonacci). Lithimate tee-
de leidmise algoritm on siis (nimetatakse Dykstra algorit-
miks):
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Dlu] :=0
for all v € V\{u} do D[v] := o0
for all v € Gu do D|v] := £(u,v); m|v] :=u
Q := kuhjasta(V\{u}) --- D[] jdrg:
while () ei ole tihi do
w <= Q)
if D|w| = oo then break
for all v € Gw do
if D[v] > D|w] + £(w, v) then
Dlv] := D[w] + £(w, v)
Tv] = w
vii iiles(@, v)
return (D, )



Keerukus:

Ridu 5-7 tdidetakse O(|V|) korda. Reas 6 on min. kaaluga
elemendi votmine kuhjast, keerukus O(log |V|), koigi ite-
ratsioonide peale kokku seega O(|V|log |V|).

Ridu 8-12 taidetakse O(|E|) korda. Reas 12 on kuhjapa-
randusoperatsioon, keerukus O(log |V|) voi O(1), soltuvalt

kuhjast. Koigi iteratsioonide peale kokku seega O(|E|log |V |)
voi O(|E|).

Dijkstra algoritmi kogukeerukus on siis

e O((|V|+|E|)log|V]), kui kasutame kahendkuhja;

e O(|V|log|V|+ |E|), kui kasutame Fibonacci kuhja.



Ulesanne: antud graaf G = (V, E) koos servade pikkustega,
nii et negatiivse pikkusega tsukleid ei ole. Leia kdikvoima-
like u,v € V jaoks d(u,v).

Kui negatiivse pikkusega servi ei ole, siis saame kasutada

iga tipu jaoks Dijkstra algoritmi. Keerukus O(|V'|?log |V |+
VIIE]).

Kui on ka negatiivse pikkusega servi, siis Bellman-Fordi
algoritmi kasutamine iga tipu jaoks oleks keerukusega O(|V|?| E|).

Jargnevas vaatame (iildiselt) efektiivsemaid algoritme kui
Bellman-Ford iga tipu jaoks.



T'ahistusi:

e Maty,y(K) — koigi maatriksite hulk, mille read on
indekseeritud hulga X elementidega, veerud hulga Y
elementidega ja maatriksi elemendid on hulgast K.

e R,, — hulk RU {co}.

o Kui L € Matxyv(K), 1€ X jaj €Y, siis [L];; tahis-
tagu maatriksi L elementi reas 2 ja veerus j.



Vaatame maatriksit L € Maty «y (R ), kus

)
0, kui u = v

l(u,v), kuiu#wv.

\

Siis |L|,, naitab lithima sellise tee pikkust tipust u tippu
v, kus on ulimalt uks serv.

Olgu W; € Maty «v(Ry) selline, et [W;]|y, = D;(u,v). Siis
W, = L ning W, on selline, kus peadiagonaalil on 0-d ja
mujal oco-d.

Neg. pikkusega tsuklite puudumise tottu Wy 1 = Wy =
Wyi+1 = -+ -. Meil tuleb see maatriks leida.



Vastavalt varemnaidatud seosele D,,; ja D; vahel:

[Wi+1]uv — glel‘rfl([wz]uw + [L]'wv) .

kombineeri maatriksid(A, B) on

1 for allu €V do
2 for all v € V do

3 Clu,v] := o0

4 for all w € V do

5 Clu,v] := min(C|u, v|, Alu, w] + Blw, v])
6 return C

Siis W, 1 = kombineeri maatriksid(W;, L).

kombineeri maatriksid keerukus on O(|V]?).



initsialiseer1 L on

1 for allu eV do

2 for all v € V do

3 Llu,v] :=£4(u,v)
4 Llu,u] :=0

5 return L

Siis tippude kauguste maatriksi voib leida jargmiselt:
1 L :=1itsialiseer1 L; W; ;=L

2 fori:=2to|V]|—-1do

3 W, := kombineeri maatriksid(W;_;, L)

4 return Wy _,

Keerukus O(|V'|*), pole parem kui Bellman-Ford igale ti-
pule.



Algebraline struktuur (R, +,~,0,1) on poolring, kui
¢ (R,+,0) on kommutatiivne monoid;
e (R,~,1) on monoid;
e 0 on korrutamise nullelement, s.t. 077 = 7°0 = 0 iga
r € R jaoks;
e + distributeerub - suhtes molemalt poolt. S.t. igaa, b, c €
R jaoks
a-(b+c) = a'b+a-c
(a+b)c = a'c+bc .



Lause. Olgu R mingi poolring. Siis Maty .y (R)-s on maat-
riksite korrutamine assotsiatiivne.

Lause. (R4, min, +, 00,0) on poolring.
Selles poolringis W;.; = W, - L. Seega W, = L.

kombineer1 maatriksid kujutas endast just tle selle pool-
ringl defineeritud maatriksite korrutamist.



Meie iilesandeks on leida L-i kiillalt suur aste (vahemalt
|V'|—1). Assotsiatiivsuse tottu voib seda leida L-i korduvalt
ruutu tostes.

1 L :=initsialiseeri1 L; W =L

2 for::=1to [log|V]|]| do

3 W := kombineeri maatriksid(W, W)

4 return W

Keerukus: O(|V'|°log |V|), mis on parem kui Bellman-Ford
iga tipu jaoks, kui |E| = Q(|V|1log|V]).



Oleme leidnud luhimate teede pikkused tippude vahel. Aga
kuidas leida tegelikke teid?

Iga kahe tipu u, v € V jaoks oleks tarvis leida tipp w — eel-
viimane tipp luhimas tees u-st v-sse. S.t. otsime maatriksit
Il € Ma.tvxv(V).

Olgu tipp u fikseeritud. Olgu D|v| lihima tee pikkus u-
st v-sse. Naitame, kuidas leida massiiv 7, nii et 7|v] oleks

eelviimane tipp luhimas tees u-st v-sse.

Maatriksi I leidmiseks kutsume siis seda protseduuri valja

1ga u € V jaoks.



Moodustame graafi GG, jargmiselt:
e G, tippudeks on G tipud;

e (G,-s on serv w-st v-sse parajasti siis, kui G-s on serv
w-st v-sse ja kui D[v] — D[w| = £(w, v).

Graafis GG, on iga tee u-st v-sse mingi graafi G luhim tee

u-st v-sse.

Graafi G, laiuti / siigavuti / mingil muul viisil labides
leiame teed u-st teistesse tippudesse.



Olgu J mingl dunaamiline jarjend. Jargmine protseduur
leiab Tr.

for all v € V do v.labitud := false
J:=0; J < u; ulabitud := true
while J el ole tihi do
w<=J
for all v € G,w do
if —v.labitud then
v.labitud := true
wv] = w
J &< v
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Keerukus:
e G, moodustamiseks: O(|V| + |E|).

e 7 leidmiseks O(|V|+|E|), kui diinaamilise jarjendi ope-
ratsioonid on konstantse keerukusega.

Kokku seega O(|V| + |E|). Kuna |V| on O(|E|), siis on 7
leidmise keerukus ka O(|E|).

Kogu II leidmine vajab seega aega O(|V||E|).



Loeme nuud, et graafi tippudeks on naturaalarvud 1, 2, ..., n.

Iga u,v,7 € V jaoks olgu d*(u,v) liithima sellise tee pikkus
u-st v-sse, kus koik tipud (peale u ja v) kuuluvad hulka
{1,...,}. Siis d(u,v) = d"(u, v).

Defineerime veel d°(u, v) = £(u, v).



Millega vérdub d'(u,v). Tipp ¢ vdib antud tingimust ra-
huldavale luhimale teele kuuluda vo1 mitte kuuluda.

Kui ei kuulu, siis d*(u,v) = d“ (u, v).




Kui kuulub, siis d*(u,v) = d*"}(u,1) + d"~1(3,v).




Toepoolest, 1iga tipp kuulub luhimale ahelale ulimalt uhel
korral. Seega on koik teised tipud peale u, v ja 7 ahelal P
hulgast {1,...,2 —1}.

Bt likuda voimalikult kiiresti tipust w tippu v, labides
seejuures ainult tippe {1,...,2} ja kindlasti labides tippu
1, tuleb

e liitkuda voimalikult kiiresti tipust uw tippu 2, labides
seejuures ainult tippe {1,...,72 — 1},

e liikuda voimalikult kiiresti tipust 2 tippu v, labides
seejuures ainult tippe {1,...,7 —1}.



Kokkuvottes:

d'(u,v) = min(d" ' (u, v),d" *(u,) + d'(3,v)) .

Koig1 tippude vaheliste luhimate teede pikkuste leidmiseks
leiame jarjest d°,dt, d?, ..., d".

Seda algoritmi nimetatakse Floyd-Warshalli algoritmiks.



for all u,v € V do d[0][u, v] := £(u, v)
for 2:=1to n do
for all u,v € V do
dli||u, v] := min(d[t — 1][u, v],
d|i — 1][u, 1] + d|z — 1][z, v])

= 0 N =

5 return d[n]

Keerukus — O(|V]?).

Me el pea kogu massiivi d malus hoidma. Igal hetkel laheb
meil tarvis ainult d[i]-d ja d[t — 1]-e. Seega piisab kahest
V X V maatriksist.

Lithimad teed ise (s.t. — maatriksi IT) leiame nagu varem
kirjeldatud, keerukusega O(|V'||E|).



Kui meil el ole negatiivse pikkusega servi, siis saab koi-
g1 tippude vaheliste kauguste leidmiseks kasutada Dijkstra
algoritmi, rakendades seda iga tipu jaoks.

Tema keerukus O(|V|?log |V| + |V||E|) pole halvem kui
Floyd-Warshalli algoritmi keerukus O(|V|®). Kui servi on
vahe, s.t. |F| on vaiksem kui ©(|V'|?), siis on Dijkstra algo-
ritmi rakendamine iga tipu jaoks kiirem kui Floyd-Warshalli
algoritm.

Jargnevas naitame, kuidas kasutada Dijkstra algoritmi ka
juhul, kui graafis on negatiivse pikkusega servi. (Johnsoni
algoritm)



Tahame defineerida graafi servadel sellised uued pikkused
{(v,w), et

e kui P on luhim tee u-st v-sse servade pikkuste £ jargi,
sils on ta lihim tee u-st v-sse ka servade pikkuste /

jargt,
e {(v,w) > 0iga v,w € V jaoks.

Kui oleme sellised pikkused defineerinud, siis kasutame Di-

jkstra algoritmi, kasutades pikkusi ‘



Olgu A : V — R suvaline funktsioon. Defineerime kodigi
u,v € V jaoks £(u,v) = £(u,v) + h(u) — h(v).

Selliselt defineeritud £ rahuldab esimest tingimust eelmiselt
slaidilt. Toepoolest, olgu vg — v; — vy - -+ — v, mingi tee
graafis GG. Siis

Z(P) = ZE(Uz'—l,'Uz') = Z(Z('vi_l,'UZ-)—I—h(vi_l)—h(vz-)) —

> v, ) + D h(w) — D h(w) =

> " 8(vio1,v:) + h(vo) — h(vs) =: £(P) + h(vo) — h(v)

i=1
S.t. koigl teede pikkus kahe fikseeritud tipu vahel muutub
samapalju.



Naide ¢-1 muutmisest funktsiooni A abil.

Me tahame h-1, mis koik pikkused mittenegatiivseks muu-
daks.



Selleks lisame graafile ihe taiendava tipu s ja servad tipust
s koigisse teistesse tippudesse. Nende servade pikkuseks
votame O.

Seejuures el lisandu graafi tsukleid, sest uhestki tipust el
saa minna s-1. Samuti jaavad koigi olemasolevate tsiiklite
pikkused samaks.



Ka uues graafis pole negatiivse pikkusega tsiikleid. Bellman-
Fordi algoritmi abil lelame tipu s kauguse koigist teistest
tippudest.

Votame h(v) = d(s, v).



Olles defineerinud h(v) = d(s,v), on meil
U(u,v) = £(u,v) +d(s,u) —d(s,v) .

Meil on d(s,v) < d(s,u) + £(u,v), seega £(u,v) > 0.



Johnsoni algoritm:

Lisa graafile taiendav tipp s, uhenda koigi teiste tippu-
dega O-pikkusega servade abil.

Leia Bellman-Fordi algortmiga s-1 kaugus koigist teis-
test tippudest.

Esialgses graafis defineeri £(u, v) = £(u, v) + d(s, u) —
d(s,v).

Eisialgse graafi iga tipu u jaoks leia Dijkstra algoritmiga
tema kaugus (£ jargi) kdigist teistest tippudest. Samuti
leia liithimad teed ise.

Leia lithimate teede pikkused £ jargi. Kui Z jargi on u ja
v kaugus d(u, v), siis d(u, v) = d(u, v)+d(s,v)—d(s, u).



