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1. Sissejuhatus

1.1. Graafiteooria saamisloost

Nagu mitmeidki teisi klassikalisi matemaatikaharusid, on ka graa-
fiteooriat loodud mitu korda erinevate inimeste poolt erinevatest va-
jadustest ldhtudes. Esimese graafide kohta kiiva tulemuse saavuta-
mise au kuulub §veitsi matemaatikule Leonhard Eulerile, kes kuulis
kord, et Konigsbergi (ténapdeval Kaliningrad) elanikke piinas juba
pikemat aega iiks kiisimus. Nimelt voolas lidbi linna Pregeli jogi, mil-
le iiletamiseks sai kasutada seitset silda nii nagu néha joonisel 1.1.
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Joonis 1.1. Konigsbergi sillad

Konigsbergi kodanikele meeldis ilusa ilmaga linna peal jalutada
ja muuhulgas ka iile sildade kiia. Loomulikul moel kerkis kiisimus —
kas on voimalik panna kokku niisugune jalutuskiik, mis viiks tépselt
iihe korra tile koigi sildade ja jouaks alguspunkti tagasi. Kuna kellelgi
polnud kunagi onnestunud niisugust jalutuskiiku teha, usuti iildiselt,
et see polegi voimalik, aga keegi ei osanud ka tépselt selgitada, miks.

1736. aastal moistis Euler, et Pregeli jogi ja tema sillad pole ker-
kinud kiisimuse juures tegelikult olulised. Oluline on hoopis uurida,
milliseid kaldaid ja saari jalutuskéik ldbima peab ning millised sillad
milliseid maatiikke iihendavad. T#histades maatiikke punktidega ja
sildu joontega punktide vahel, voime iilesandest luua graafilise mude-
li (graafi) nii nagu niha joonisel 1.2. Sellise mudeli punkte hakkame
edaspidi nimetama tippudeks ja jooni servadeks.

Euler pani tihele, et Koénigsbergi elanike soovitud jalutuskiik t&-
hendaks selle joonise joonistamist nii, et mingist punktist alustades
tuleks pliiatsit paberilt tostmata koik jooned tommata tépselt iihe
korra ning seejirel alguspunkti tagasi jouda. Muuhulgas jarelduks
siit, et igasse punkti saabutakse sama palju kordi kui sealt lahkutak-
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Joonis 1.2. Konigsbergi sildade iilesande graafiline esitus

se, seega peaks igasse punkti niisuguse joonistusviisi voimaldamiseks
tulema paarisarv jooni. Et see aga nii ei ole, ei leidu ka Konigsber-
gi koiki sildu tépselt iihte korda lidbivat ja algusesse tagasijoudvat
jalutuskiiku. Selle viite toestame iildkujul Euleri graafe kisitlevas
peatiikis 3. teoreemina 3.1.

Teise graafiteooria rajajana on ajalukku ldinud saksa fiitisik Gus-
tav Kirchhoff (kelle kodulinn oli saatuse tahtel seesama Konigsberg),
kes uuris elektriskeeme. Tema nime kannab ka kaks tuntud seadust
vooluringide kohta:

e hargnemispunkti suubuvate voolude tugevuste summa on vord-
ne sealt viljuvate voolutugevuste summaga ja

e pinge tousude ja languste summa suletud vooluringis peab vor-
duma nulliga.

Kirchhoff leidis 1847. aastal, et ka elektriskeemi saab vaadelda graafi-
na, kus olulised on skeemi hargnemispunktid ning tihendusliilid nende
punktide vahel. Lisaks on iga liili korral defineeritud kaks fiiiisika-
list suurust — voolutugevus ja pinge. Nonda t6i Kirchhoff loomulikul
teel sisse graafid, kus servadele on omistatud teatud kaalud. Kirchhoff
toestas, et kui skeemi monedele punktidele on rakendatud pinged, siis
voimaldavad iilalformuleeritud seadused alati tiheselt leida kéik sel-
le skeemi komponentidel tekkivad voolutugevused ja pinged. Tdestus
ise jadb kéesoleva opiku raamidest vélja, kuid tulemuse filosoofilist
tahtsust rohutame siinkohal ometi — Kirchhoffi teoreem tidhendab, et
muid reegleid peale kahe iilaltoodu pole voolutugevuste ja pingete
analiitisil sisuliselt vaja.




Elektriskeeme uurides pani Kirchhoff muuhulgas tihele, et skee-
mis pole vaja vaadelda koiki voimalikke vooluringe, vaid ainult teata-
vat baashulka. Neid baashulki on mugav kirjeldada skeemile vastava
graafi minimaalsete sidusate alamgraafide ehk aluspuude terminites.
Meie teeme puudega ldhemalt tutvust 5. peatiikis.

Omaette uurimisobjektina t6i puud sisse briti matemaatik Arthur
Cayley 1857. aastal kui ta iiritas loendada alkaanide C,Hs, o iso-
meeride arvu. Graafiteoreetiliselt vastavad nendele iihenditele puud,
milles on n tippu, kuhu suubub neli serva, ning 2n + 2 tippu, kuhu
suubub iiks serv. Kuna niisugusel kujul osutus iilesanne iihekorraga
lahendamiseks liiga raskeks, siis proovis Cayley loendada koéigepealt
teistsuguseid ja lihtsamaid puude klasse. Cayley klassikalise tulemu-
sega — teoreemiga tiputi mirgendatud puude arvust — tutvusime juba
kursuses diskreetse matemaatika elemendid.

1.2. Graafiteooria edasisest arengust

Graafid tekivad loomulikul moel kéikjal, kus on tegu mingite ob-
jektide ja nendevaheliste (binaarsete) seostega. Nii niiteks tekkis pé-
rast IT Maailmasoda ja kiilma s6ja hakul USA sojiavieringkondadel
kiisimus, kui kiiresti ning kui suures koguses suudetaks voimaliku
ida-lddne vahelise konflikti korral varustust Noukogude Liidu taga-
last Ida-Euroopasse transportida. Tol ajal oli pohiliseks varustus-
kanaliks raudtee ja nonda tuli piistitatud kiisimusele vastamiseks uu-
rida raudteevorgustikku. Vaadeldes erinevaid asulaid kui graafi tip-
pe ning raudteeliine kui servi nende vahel, koostasid T.E. Harris
ja F.S. Ross 1955. aastal salastatud aruande, kus joonistasid Ida-
Euroopa raudteevorgu iiles sellisena nagu niuidatud joonisel 1.3.

Samal aastal andsid L.R. Ford ja D.R. Fulkerson iildise meeto-
di, kuidas hinnata kogu vorgustiku maksimaalset 1&bilaskevoimet kui
iiksikute servade lidbilaskevoimed on teada. Nad toestasid, et selle
maksimumi kindlakstegemiseks piisab leida “pudelikael” — niisugu-
ne voimalikult viikese kogulidbilaskevoimega servade hulk, mille 14-
biléikamisel kogu vork mitmeks osaks laguneks. Joonisel 1.3 toodud
vorgustiku puhul néiitasid Ford ja Fulkerson, et korraga on voima-
lik tagalast eesliinile tuua kuni 163000 tonni varustust. Tadpsemalt
tutvume Ford-Fulkersoni teoreemiga 6. peatiikis.

Suure panuse graafiteooria arengusse on andnud arvutustehni-
ka ja algoritmiteooria progress 20. sajandi teisel poolel. Enamikust
andmestruktuuridest on kasulik moelda kui teatud tiiiipi graafidest
ning suur osa otsimis- ja sorteerimisalgoritme on sonastatud just
graafialgoritmidena. Nendega tutvume eraldi kursuses algoritmid ja
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ORIGINS

Joonis 1.3. Ida-Euroopa raudteed aastal 1955

andmestruktuurid, kiesoleva opiku raamidest jiivad nad enamasti
vilja.

Ulesanded

Ulesanne 1. Joonista oma tutvusringkonna graaf, kus iga tuttava
kohta on iiks tipp ning serv iihendab kahte tippu parajasti siis, kui
neile tippudele vastavad inimesed on omavahel tuttavad.

Ulesanne 2. Vota Eesti (vl mone teise riigi) geograafiline kaart
ning téhista kéik linnad graafi tippudena. Uhenda tipud servaga, kui
ithest linnast viib teise otsetee ilma iilejdéinud linnu libimata. Uuri
saadava graafi omadusi.

1. Kas selles graafis saab igast tipust liikuda igasse teise kasutades
ainult servi (maanteid linnade vahel)?

2. Mitu tippu sellel graafil on?
3. Milline on suurim arv servi, mis mingisse tippu suubub?

Ulesanne 3. Kuningas tahab riigi lennuliikluse reorganiseerida nii,
et tikski linn poleks otseliiniga ithendatud rohkem kui kolme linnaga

8




iilejddnute seast, kuid samas oleks igast linnast igasse teise voima-
lik soita tilimalt tthe imberistumisega. Mitu linna saab kuningriigis
maksimaalselt olla nii, et selline lennukorraldus voimalik oleks?



2. Pohimoisted
2.1. Graafi moiste

Nagu négime sissejuhatavas 1. peatiikis, aitavad graafid analiiiisi-
da olukordi, kus tihtsat rolli mingivad mingid objektid ja (binaarsed)
relatsioonid nende vahel. Kuna voimalikke relatsioonide liike on eri-
nevaid, on moistlik defineerida ka erinevat tiiiipi graafe. Jérgnevalt
loetleme méned pohilised parameetrid, mille alusel graafitiitipe eris-
tatakse.

Suunatus Graafiteoorias uuritakse nii relatsioone, mis on oma ole-
muselt stimmeetrilised (nt inimestevaheline tutvus) kui ka relat-
sioone, millel on kindel suund (nt alluvusrelatsioon sdjaviies).
Vastavalt koneldakse siis suunamata ja suunatud graafidest.

Seoste kordsus Konigsbergi sildade néites viis iihelt kaldalt samale
saarele mitu erinevat silda ja koiki neid sildu tuli tilesandest 1ih-
tuvalt kisitleda eraldi objektidena. Samas pole seoste kordsus
graafi tippude vahel sageli kas oluline véi pole sel iildse motetki
(niiteks kaks siisiniku aatomit kas on mingis alkaani isomeeris
omavahel seotud voi ei ole). Nii tulebki eraldi vaadelda kordsete
servadega graafe ja graafe, kus kordseid servi ei esine.

Silmused Vahel osutub otstarbekaks lubada objektidel olla seoses
iseendaga. Nii néiteks voime eeldada, et iga inimene tunneb ise-
ennast, kuid samas pole linnadevaheliste lendude planeerimisel
motet vaadelda lende, mis viivad mingist linnast ilma mujal
maandumata samasse kohta tagasi. Graafi serva, mis seob tip-
pu tema endaga, nimetatakse silmuseks.

Loplikkus Kiesolevas kursuses eeldame enamasti, et nii graafi alu-
seks olevate objektide hulk kui ka objektidevaheliste seoste hul-
gad on 1oplikud. Samas osutub graafiteoorias sageli kasulikuks
vaadelda ka olukorda, kus iiks v6i molemad neist hulkadest on
I6pmatud. Vastavalt rddgime siis loplikest ja lopmatutest graa-
fidest.

Loplikku, suunamata, ilma kordsete servade ja silmusteta graa-
fi nimetame lihtgraafiks. Teisisonu on lihtgraafis iga tipupaari jaoks
kaks voimalust — nende vahel kas on (suunamata) serv voi ei ole.
See tidhelepanek voimaldab meil samastada lihtgraafi servahulga te-
ma tipupaaride hulga alamhulgaga ning anda jargmise definitsiooni.

Lihtgraaf G koosneb kahest hulgast:
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e tippude hulgast V' (téhistatakse ka V(G)) ja

e servade hulgast E (tidhistatakse ka E(G)), nii et E C P2(V),
kus Po (V') téhistab hulga V' 2-elemendiliste alamhulkade hulka.

Kiesolevas kursuses loeme reeglina, et graafi tippude hulk V' on
16plik, millest iilaltoodud definitsiooni korral jireldub ka servahulga
FE 1oplikkus.

Lihtgraafi definitsiooni pole aga eriti lihtne iildistada kujule, mis
arvestaks ka suunatuse, servade kordsuse ja silmustega. Sobiva tildise
definitsooni andmiseks osutub kasulikuks vaadelda servahulka E tipu-
hulgast V' a priori soltumatuna ning méérata nendevaheline soltuvus
eraldi intsidentsusfunktsiooni £ etteandmisega. Formaalselt seab see
funktsioon igale servale vastavusse kaks (mitte tingimata erinevat)
tippu, st £ : E — V x V. Paneme téhele, et niisuguse definitsioo-
ni korral on tippude jérjekord oluline, st me saame suunatud graafi.
Servale e € E vastavusse seatud paari £(e) = (u, v) tippe nimetatak-
se selle serva otstippudeks, sealjuures tippu v nimetatakse algtipuks
ning tippu v lopptipuks. Samuti iitleme, et serv e on oma otstippudega
intsidentne. Kui u = v, siis nimetame serva e silmuseks.

Suunamata servi saame niisuguse formalismi abil esitada kui suu-
natud servade (mida hakkame nimetama ka kaarteks) paare kujul
{(u,v), (v,u)}. Suunamata serva e = {(u,v), (v,u)} jaoks on loomu-
lik votta E(e) = {u,v}.

Kokkuvottes moistame graafina formaalselt kolmikut tipuhulgast,
servahulgast ja intsidentsusfunktsioonist ning kirjutame G = (V, E, £).
Kui intsidetsusfuntsioon £ on antud kontekstis itheselt moistetav voi
triviaalne (nt lihtgraafi puhul), voime graafi vaadelda ka lihtsalt paa-
rina G = (V,E). Uldse tuleb todeda, et graafiteoorias kaldutakse
monikord puhtformaalsest esitusest korvale ning jietakse konteksti-
le tuginedes detaile tdpsustamata. Nii niiteks voime kirjanduses (sh
kiesolevas Opikus) sageli kohata termini ,, graaf* kasutamist lihtgraafi
tdhenduses.

Tavaliselt esitatakse graaf joonisena, kus iga tipp on kujutatud
punktina tasandil ning iga serv kahte tippu ithendava joonena. Suu-
natud servade tdhistamiseks lisame joonte otstesse 1opptippude poole
noolekesed, suunamata graafide puhul nooli ei kasutata. Joonisel 2.1
on toodud niide iihest suunatud graafist ning vastavast tabelina esi-
tatud intsidentsusfunktsioonist.

Graafides esinevate relatsioonide matemaatiliselt korrektseks ja
samas nditlikuks kirjapanekuks kasutatakse intsidentsusseoste esita-
misel sageli erisiimboleid —, — ja <. Kirjutis u v tihendab, et
e on (suunamata) serv tippude u ja v vahel, s.t. £(e) = {u,v}. Kir-
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U1

e | Ee)

€1 (U1 ) U2)

€2 (U2 ) U3)

€3 (Uz ) U4)

eq | (v3,v4) U4

Joonis 2.1. Graafi esitus funktsiooni £ abil ja joonisena.

jutised v = v ja v & wu tihistavad molemad fakti, et e on tipust u
tippu v suunduv kaar, s.t. £(e) = (u,v). Kirjutis u — v tdhendab, et
leidub mingi serv e, mille korral u oo, kirjutistel u — v ja v < u on
analoogiline tdhendus.

Lihtgraafi G = (V, E) tdiendgraafiks G loetakse graaf (V, E), kus

Ed:ef{{u,v} |u,v €V, u#v, {u,v} & E}.

Lihtne on veenduda, et mistahes lihtgraaf langeb kokku oma tdiend-
graafi tiiendgraafiga, s.t. G = G.

Olgu G = (V, E) lihtgraaf tippude hulgaga V' = {vy,...,v,}. Siis
(n x n)-maatriksit A = [a;;], kus

1, kui{v,v;} €E,
=0, kui {vi,v;} ¢ E

nimetatakse graafi G naabrusmaatriksiks (ehk kaaslusmaatriksiks).
Tippe v; ja v; nimetatakse naabriteks siis, kui {v;,v;} € E ehka;; =1
voi aj; = 1. Tipu v € V naabrite arvu nimetatakse tema astmeks
(ehk wvalentsiks ehk lokaalseks astmeks) ja tihistatakse deg(v) ( li-
hend ingliskeelsest sonast degree). Vajadusel voime me selles tihis-
tuses ka graafi voi servahulga ilmutatult esitada (juhul, kui vaatleme
mitut graafi iiheaegselt) ning kirjutada deggs(v) voi degg(v). Graa-
fi nimetatakse regulaarseks, kui koikide tippude astmed on vordsed.
Kui kéikide tippude aste on k, siis nimetatakse graafi k-requlaarseks.

Teoreem 2.1. Lihtgraafis on paarisarv paaritu astmega tippe.
Toestus. Suunamata lihtgraafi G naabrusmaatriks A on siimmeet-
riline ja selle peadiagonaalil on nullid. Loendame maatriksis A sisal-

duvaid iihtesid (s.t. graafi kaari, mida on tédpselt |E| tiikki) kahel
erineval viisil: servade kaupa ja tippude kaupa. Igale servale v; — v;

12




vastab iihtede paar a;; = aj; = 1. Erinevatele servadele vastavad
erinevad iihtede paarid ja seetottu on iihtede (s.t. graafi kaarte) arv
vordne servade arvu s kahekordsega. Teisest kiiljest, igale tipule v;
vastab rida maatriksis A, kusjuures {ihtede arv selles reas on vordne
tipu v; astmega deg(v;). Seega

> deg(v) = |E| =2"s, (2.1)

veV

millest teoreemi viide tuleneb triviaalselt. O

2.2. Alamgraafid ja morfismid

Olgu meil kaks (suunatud) graafi Gy = (Vi, Ev) ja G = (Va, E»).
Injektiivset kujutust ¢ : V3 — V5 nimetatakse graafide monomorfis-
miks (ja tihistatakse G & () siis, kui mistahes tipupaari u,v € V;
korral

(u,v) € By & (p(u),p(v)) € Es.

Kui leidub monomorfism G; — G5, siis deldakse, et graaf G; on
(isomorfselt) sisestatav graafi G». Siirjektiivset monomorfismi ¢ ni-

@
metatakse isomorfismiks ja tihistatakse G =2 G5. [somorfismi G = G
nimetatakse graafi G automorfismiks. Kui graafide G ja G5 vahel lei-

dub isomorfism G é G, siis litleme, et G ja G5 on isomorfsed ning
tahistame G = Gs.

Utleme, et graaf G, = (V1, Ey) on graafi Gy = (Va, Es) alamgraaf
(tdhistame G; < Go) siis, kui Vi C V5 ja By C E,. Alamgraafi Gy
nimetatakse graafi G5 indutseeritud alamgraafiks siis, kui samasusku-
jutus vy, : Vi — V3 C V5 on graafide G4 ja Gy monomorfism, s.t.
kui G1 L‘Kl) Gz.

Suunamata graafide korral on ilaltoodud morfismide ja alam-
graafide definitsioonid analoogilised.

2.3. Ahelad ja sidusus

Ahelaks (ehk teeks) P tipust u tipuni v graafis G = (V, E) ni-
metatakse servade jérjendit (eq,...,eg), mille korral leidub tippude
jarjend (vg,...,vg) nii, et © = vy, v = v jaiga i € {1,...,k} jaoks
e; = {vi—1,v;}. Asjaolu, et P on ahel tipust u tipuni v tihistatakse
u % . Kirjapilti u ~» v tuleb moista kui lauset AP : u L v, Kui
jérjendis (vg, - .., vx) on koik tipud erinevad (v.a. esimene ja viimane
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tipp, mis voivad ka omavahel kokku langeda), siis nimetatakse ahelat
P lihtahelaks (ehk lihtteeks). Arvu k nimetatakse ahela P pikkuseks

ja téhistatakse stimboliga |P|. Ahelat kujul u £ w nimetatakse kin-
niseks. Kinnist lihtahelat nimetatakse tsikliks.

Ahelat P = (ey,...,e;) koos vastava tipujirjendiga (vo,...,vx)
voime {iles kirjutada ka jargmisel viisil:

Py oy 2U2ei...e’:1 Vb1 -2 vy,

sellest iileskirjutusest voib omakorda servade nimed ira jitta. Kui G
on lihtgraaf, siis voime ahelat vaadelda ka kui tippude jirjendit, sest
kordsete servade puudumise tottu méérab jirjend (vo, ..., v ) theselt
servad eq,...,eg.

Teoreem 2.2. Graaf G, mille iga tipu aste on vihemalt kaks,
sisaldab tsiklit.

Toestus. Kui G sisaldab silmuseid voi kordseid servi, siis on teo-
reemi viide triviaalselt tdidetud. Seetottu eeldame edaspidi, et G on
lihtgraaf. Oletame viitevastaselt, et G ei sisalda ihtegi tsiiklit. Olgu
vy € V mingi tipp. Vastavalt eeldusele deg(v;) > 2 leidub vihemalt
iiks tipp v # vy nil, et vy — vo. Et ka deg(vy) > 2, siis tsiikli-
te puudumise tottu leidub vihemalt iiks tipp vz & {v1,v2}, nii et
vy — vy — v3. Analoogiliselt jitkates nideme, et kui leidub lihtahel
v; — vy — ... — v pikkusega k — 1, siis deg(v) > 2 tottu lei-
dub tipp vgy1 & {v1,..., v} nii, et vy — Vg41, sest kui vy — v; mingi
i < k—1 korral, siis moodustaksid tipud (v;, vit1, ..., v;) tsiikli. Seega
leidub graafis G lihtahel

UVl — U — ... — VU — Vkt1

pikkusega k. Induktsiooni abil oleks niitid véimalik néidata, et graafis
G leidub kuitahes pikki lihtahelaid, mis on vastuolus sellega, et graafi
G tippude hulk V' on 16plik. O

Graafi G nimetatakse sidusaks, kui lause YuVv[u ~» v] on selles
graafis toene (voi nagu loogikud tdhistavad G = YuVYvu ~» v]). On
lihtne veenduda, et seos ~» on ekvivalents. Vastavaid ekvivalentsiklas-
se nimetame graafi sidusateks komponentideks.

Olgu u ja v sidusa suunamata graafi G = (V, E) kaks tippu. Kau-
guseks d(u,v) tippude u ja v vahel nimetatakse neid tippe ithendava
lithima lihtahela pikkust. On lihtne veenduda, et paar (V, d) rahuldab
meetrilise ruumi aksioome, s.t.

1) d(u,v) = 0 parajasti siis, kui u = v;
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2) d(u,v) = d(v,u) mistahes tippude u,v € V korral;

3) d(u,v) + d(v,w) > d(u,w) mistahes tippude u,v,w € V korral.

2.4. Eritiiiipi graafe

Nullgraaf. Graafi, milles ei ole iihtegi serva, nimetame null-
graafiks. Nullgraafi, milles on n tippu, tdhistame siimboliga O,,.

Taisgraaf. Graafi, milles iga kahe erineva tipu vahel on iiks
serv, nimetame tdisgraafiks. Taisgraafi, milles on n tippu, tdhistame
siimboliga K. Graafis K,, on ilmselt @ serva.

Kahealuseline graaf. Graaf G = (V, E) on kahealuseline (ehk
bikromaatiline) siis, kui tema tippude hulk V' on tiikeldatav kaheks
hulgaks Vj ja Va (s.t. ViUV, =V ja Vi NV, = (D) nii, et iga serva
e € E jaoks on e iiks otstipp hulgas V7 ja teine hulgas V5. Hulkasid
V1 ja Vs nimetame graafi G alusteks.

Kahealuselist graafi nimetame tdielikuks kahealuseliseks graafiks
siis, kui tema kahe tipu vahel on serv parajasti siis, kui need kaks tippu
kuuluvad erinevatesse alustesse. Tiielikku kahealuselist graafi, mille
ithes aluses on m tippu ja teises aluses n tippu, tdhistame stimboliga
Ky, n. Graafis Koy, , on ilmselt m + n tippu ja mn serva. Samuti on
ilmne, et mingi graaf on kahealuseline parajasti siis, kui iga tema
sidus komponent osutub kahealuseliseks.

Analoogiliselt kahealuseliste graafidega voime defineerida ka k-
aluselised graafid, kus k& € N. Graaf G = (V, E) on k-aluseline, kui
tema tippude hulk on tiikeldatav k-ks hulgaks (aluseks) Vi,..., Vi
nii, et ei leidu servi, mille mélemad otstipud kuuluksid samasse alu-
sesse. Tdielik k-aluseline graaf on selline k-aluseline graaf, mille kahe
tipu vahel leidub serv parajasti siis, kui need tipud kuuluvad erineva-
tesse alustesse. Téielikku k-aluselist graafi, mille alustes on vastavalt

ni,...,ny tippu, tdhistame stimboliga Ky, . ;-

Teoreem 2.3. Graaf on kahealuseline parajasti siis, kui koigi te-
mas leiduvate tsiklite pikkused on paarisarvud.

Tdestus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et V; ja Vs on
kahealuselise graafi G alused ning C' on mingi tsiikkel selles graafis.
Tsiiklis C' esinevad tipud alusest V; vaheldumisi tippudega alusest
V4, jarelikult peab C' sisaldama alustest V; ja V5 iihepalju tippe ning
C tippude koguarv on seega paarisarv.
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Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et graafi G koik tsiiklid on
paarisarvulise pikkusega. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et G
on sidus.

Olgu u ja v graafi G kaks tippu ning P; ja P> kaks lihtahelat tipust
u tippu v. Ahelate P; ja P> pikkustel on sama paarsus. Toepoolest,
kui ahelatel P; ja P» pole teisi iihiseid tippe peale u ja v, siis:

e kinnine ahel, mille moodustavad P; ning tagurpidi pdoratud Ps,
on tsiikkel;

e selle tsiikli pikkus on vordne arvuga |Py| + | Pal;

e teoreemi eelduse kohaselt on | Py |+ |P»| paarisarv, seega peavad
|P1| ja | P»| sama paarsusega olema.

Kui ahelatel P; ja P, on teisi iihiseid tippe peale u ja v, siis toestame
oma viite |P;| ja |P»| paarsuse kohta induktsiooniga pikkuste | P | ja
| P> jérgi. Olgu w tipp, mis esineb nii ahelas P; kui ka ahelas P>. Olgu
P/ ahela P; osa tipust u tipuni w ning P/’ ahela P; osa tipust w tipuni
v. Samamoodi, olgu Pj ahela P, osa tipust u tipuni w ja Pj’ ahela
P, osa tipust w tipuni v. Ahelad P/ ja P/’ on lithemad kui P; ning
ahelad Py ja Py on liihemad kui P». Induktsiooni eelduse jirgi on
siis |P{| ja |P;| sama paarsusega ning |P’| ja |Py'| sama paarsusega.
Seega on ka |Py| = |P{| + |P/'| ja |P2| = |Pj| 4+ | P4'| sama paarsusega.

Ahelate P, ja P> pikkustel on sama paarsus ka siis, kui me ei noua,
et nad oleksid tingimata lihtahelad. Toepoolest, me voime ahelaist
P, ja P, eemaldada tsiikleid seni, kuni nad muutuvad lihtahelateks.
Tsiiklite eemaldamine ei muuda ahela pikkuse paarsust, kuna koik
tsiiklid on paarisarvulise pikkusega.

Olgu niitid » graafi G mingi fikseeritud tipp. Defineerime G tipu-
hulgal jargmise tiikelduse V' =V} U Vs, kus

Vi={v|veV, igau % v korral on |P| paarisarv},

Vo={v|veV igau % v korral on |P| paaritu arv} .

Eelnev arutelu niitab, et graafi G iga tipp toepoolest kuulub iihte
neist kahest hulgast.

Olgu v,v" € V1. Sel juhul ei saa nende tippude vahel serva olla.
Toepoolest, oletame, et e = {v,v'} on graafi G serv. Olgu P mingi
ahel tipust u tippu v, selle ahela pikkus on muidugi paarisarv. Siis

u v — ' on paarituarvulise pikkusega ahel tipust » tippu v, mis
on vastuolus eeldusega v’ € V;. Analoogiliselt saab niidata, et kahe
hulka V5 kuuluva tipu vahel ei ole serva.
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Seega on tipuhulga V' tiikeldus hulkadeks Vi ja V5 kahealuselise
graafi definitsioonis noutud omadustega. d

2.5. Tehted graafidega

Edaspidi on meil tihti tarvis ménest olemasolevast graafist kindlal
viisil uusi graafe konstrueerida. Defineerime siinkohal moned t&histu-
sed, mida meil edaspidi tarvis ldheb.

Olgu G = (V,E) mingi graaf. Kui e € E, siis G — e tihistab
graafi tipuhulgaga V' ja servahulgaga F\{e}. Analoogiliselt, kui e on
mingi suurus, mille korral on defineeritud £(e), mis on hulga V' ka-
heelemendiline alamhulk, siis G' + e tdhistab graafi tipuhulgaga V' ja
servahulgaga F' U {e}.

Kui v € V, siis G\\v tihistab graafi G, millest on eemaldatud tipp
v ning koik selle tipuga intsidentsed servad. Teisisonu, G\v = (V', E'),
kus V! = V\{v} ja B' = {e | e € E,o € £(e)}. KuiU C V,
kus hulga U elementideks on wy,...,v,, siis G\U tédhistab graafi
(--- ((G\v1)\w2) - - - )\vp. Teisisonu, graaf G\U on G indutseeritud
alamgraaf tipuhulgaga V\U.

Ulesanded

Ulesanne 4. Selgita, kas jirgmistes paarides esitatud graafid on iso-
morfsed? Miks?

1. 2.
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T
X
X
W
i

Ulesanne 5. Graafi G kéigi automorfismide hulka tihistame Aut(G).
Leia |Aut(G)|, kui graaf G on



. K,
. Op
. P, (n-tipuline lihtahel)
. Ch

(n-tipuline tsiikkel)

N o Ot e W

8. Pet (Peterseni graaf, see on graaf 8 iilesandest 4).

Ulesanne 6. Toesta, et Aut(G) on riihm teisenduste kompositsiooni
suhtes. Leia graaf, mille automorfismirithm on isomorfne jiigiklassi-
ringi Z,, aditiivse rithmaga.

Ulesanne 7. Joonista graafe, mis on isomorfsed oma, téiiendgraafiga
ja omavad 4 (5, 8) tippu. Tdesta, et kui graaf on isomorfne oma
tdiendgraafiga, siis jagub ta tippude arv neljaga vOi annab neljaga
jagades jasgi 1.

Ulesanne 8. Toesta, et Aut(G) = Aut(G).

Ulesanne 9. Toesta, et kui |V (G)| > 1, siis leidub lihtgraafis G' kaks
vordse astmega tippu.

Ulesanne 10. Tdesta, et mittesidusa lihtgraafi tiiendgraaf on sidus.

Ulesanne 11. Olgu V' C V(G). Tdesta, et hulga, V' poolt graafis G
indutseeritud alamgraafi tiiendgraaf vordub graafis G hulga V' poolt
indutseeritud alamgraafiga.
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Ulesanne 12. Lihtgraafi G servgraafiks L(G) loeme graafi tipuhul-
gaga

ja servahulgaga

BE(L(G)) = {{e1, e} |
Ju,v,w € V(GQ), v #w, e; = {u,v}, ex = {u,w}}.

Toesta, et L(K5) = Pet.

Ulesanne 13. Tee kindlaks, millised graafidest C,, on isomorfsed
iseenda servgraafi tdiendgraafiga.

Ulesanne 14. Olgu graaf G antud jérgmiselt:

V(G) = {1,2,3} x{1,2,3},
E(G) = {{(a,b),(c,d)}|a#cjab#d}.
Kas kehtib viide G = G?

Ulesanne 15. Tipu v ekstsentrilisuseks nimetatakse suurust

= d(u,v).
e(v) hax (u,v)

Graafi raadius r(G) ja diameeter d(G) defineeritakse kui

(G)= min e() ja d(G) = max e(v)

Tippu v nimetatakse graafi G tsentriks, kui e(v) = r(G). Tdesta, et
suvalise graafi G korral

d(G) £ 2-r(G).
Ulesanne 16. Kas voib juhtuda, et r(G) = d(G)? Kui jah, siis mil-
liseid véirtusi voib see suurus omandada?

Ulesanne 17. Joonista graaf, millel on tépselt 3 tsentrit, kuid roh-
kem kui 3 tippu. Milliste n va#rtuste korral leidub sidus graaf, millel
on tipselt n tsentrit?

Ulesanne 18. Leia koik kahealuselised graafid diameetriga 2.

Ulesanne 19. Leia, milliseid viidirtusi voib omada mittesidusa graafi
tdiendgraafi diameeter.

Ulesanne 20. Toesta, et kui graafid G ja G on sidusad ning d(G) > 3,

siis d(G) < 3.
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Ulesanne 21. Mistahes naturaalarvu k > 1 jaoks defineeritakse paa-
ritu graaf Oddy jirgmiselt. Olgu S mingi (2k — 1)-elemendiline hulk.
Graafi Oddy, tipuhulk on

V(0ddy) = Pr_1(9),

kus P, (X) tidhistab hulga X koigi n-elemendiliste alamhulkade hulka,
ja servahulk

E(0ddy) = {{A, B}| A, B € V(0dd;), AN B = Q)}.

Toesta, et Odds = Pet.

Ulesanne 22. Olgu G = K> 5 » ning olgu graaf H antud oma tipu-
hulgaga
V(H) = P({a,b,c})

ja servahulgaga
EH)={{X,Y}| XUY ={a,b,c}ja X NY =}
Tee kindlaks, millised jargmistest véidetest kehtivad:
1. G=2H,
2. G=H.

Ulesanne 23. Olgu graafid G ja H antud vastavate tipu- ja serva-
hulkadega:

V(G) = P({e,y,2)); E(G) = {4, B}|AC B, A # B);
V(H)={d|deN, d|30}; E(H)={{a,b}|al|b,aDb}.

Toesta, et G = H.

Ulesanne 24. Kolmnurgaks graafis G’ nimetame sellist kolmeelemen-
dilist hulka A = {u,v,w} C V(G), et (u,v), (v,w), (u,w) € E(G).
Graafi G kolmnurkade graafiks T (G) nimetame graafi tipuhulgaga
V(T(G)) = {A| A on graafi G kolmnurk}
ja servahulgaga
E(T(G)) = {{A1, Ao} ] A1 0 Ay = 2},
Toesta, et

1. T(K,) = Ky,
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2. T(K3) = Pet.
Ulesanne 25. Defineerime graafid G,, tipuhulgaga
V(Gn) ={1,2,...,n}
ja servahulgaga
E(Gy) = {{a,b} |a # b, gcd(a,b) = 1}.
1. Selgita, kas graafid G, on sidusad.

2. Tdesta, et m < n jaoks on graaf G, graafi GG,, indutseeritud
alamgraaf.

Ulesanne 26. Toesta, et graaf Q3 (see on graaf 7 iilesandest 5) on
iseenda tdiendgraafi alamgraaf.
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3. Euleri graafid

Sidusat suunamata graafi nimetetakse Euleri graafiks siis, kui sel-
les graafis leidub kinnine ahel, mis sisaldab iga serva parajasti iiks
kord. Niisugust kinnist ahelat nimetatakse Fuleri ahelaks. Mitte-Euleri
graafi nimetatakse pool-Euleri graafiks siis, kui selles graafis leidub
ahel, mis sisaldab iga serva parajasti iiks kord.

Teoreem 3.1 (Euler, 1736). Sidus suunamata graaf G on Euleri
graaf parajasti siis, kui koigil tema tippudel on paarisarvuline aste.

T&estus. Tarvilikkuse (=) néitamiseks eeldame, et P on graafi
G mingi Euleri ahel. Vaatame graafi G mingit tippu v. Esinegu ta
n korda ahelas P (seejuures loeme ahela alguseks ja 16puks olemise
kokku {iheks esinemiseks). Tipu v iga esinemise juures peab ahel P
tippu v sisenema ja sealt jille vdljuma; tippu saab siseneda ja sealt
viljuda mone temaga intsidentse serva kaudu. Seega esineb ahelas
P tipuga v intsidentseid servi 2n korral. Ahelas P esinevad graafi G
koik servad tépselt iiks kord, seega esinevad seal ka koik tipuga v
intsidentsed servad tépselt iiks kord. Seetottu deg(v) = 2n.

Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et G on sidus graaf, mille
koigi tippude astmed on paarisarvud. Tdestus kéib induktsiooniga
graafi G servade arvu jirgi.

Induktsiooni baasina vaatleme juhtu |E(G)| = 0, mil tiihi ahel
(s.t. ahel, mis ei sisalda {ihtegi serva) on graafi G Euleri ahelaks.

Induktsiooni sammu korral on |E(G)| > 0. Sel juhul on graafi G
koigi tippude aste suurem kui 0, sest muidu ei oleks G sidus. Vasta-
valt eeldusele on G iga tipu aste seega vihemalt 2 ning teoreemi 2.2
kohaselt leidub graafis G mingi tsiikkel C'. Kui C' sisaldab graafi G
koiki servi, siis on teoreem toestatud.

Vastasel korral moodustame graafist G uue graafi G', kustutades
graafis G koik tsiiklisse C' kuuluvad servad. Graafis G’ on viihem servi
kui graafis G ning ka graafi G' koigi tippude astmed on paarisarvuli-
sed. Toepoolest, kustutades koik mingisse tsiiklisse kuuluvad servad,
vihendasime me iga tipu astet kas nulli voi kahe vorra. Me ei saa
induktsiooni eeldust siiski otse graafi G' jaoks kasutada, kuna ta ei
pruugi olla sidus. Kiill aga voime me seda kasutada graafi G' iga si-
dusa komponendi jaoks — vastavalt induktsiooni eeldusele on graafi
G’ igal sidusal komponendil Euleri ahel.

Graafi G Euleri ahela konstrueerime niiiid litkudes mosda tsiikli
C' servi, kuni jouame mone sellise tipuni v, mille aste graafis G’ ei ole
null, ning mis kuulub graafi G' sellisesse sidusasse komponenti, mida
me veel graafi G Euleri ahelat konstrueerides ldbinud ei ole. Jargmise
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sammuna libime me graafi G’ tippu v sisaldava Euleri ahela ja jouame
pirast selle labimist tippu v tagasi. Seejirel jiatkame tsiikli C' servade
ldabimist poolelijddnud kohast, kuni jouame graafi G' jirgmise veel
todtlemata sidusa komponendini. Protsess 16peb siis, kui oleme tsiikli
C tervenisti labinud. O

Jareldus 3.2. Sidus graaf G on Euleri graaf parajasti siis, kui
tema servade hulk E esitub paarikaupa lotkumatute tsiklite iihendina.

Toestus. Jiareldub otseselt teoreemi 3.1 toestusest. Tdepoolest, sel-
le teoreemi toestuses me tiikeldasime graafi G servade hulga (paari-
kaupa loikumatuteks) tsiikliteks. O

Jareldus 3.3. Sidus graaf G on pool-Euleri graaf parajasti siis,
kui selles graafis on tdpselt kaks sellist tippu, mille aste on paaritu-
arvuline.

Tdestus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et G on pool-
Euleri graaf ning P ahel, mis 1dbib selle graafi iga serva tépselt iiks
kord. Olgu u ja v vastavalt ahela P alg- ja lopptipp ning G' graaf,
mis on saadud graafile G tdiendava serva e = {u,v} lisamisel. Ahel

u v won graafi G’ Euleri ahel, seega on graafis G’ koigi tippude
aste paarisarv. Graafis G on tippude u ja v aste paaritu arv (iihe
vorra viiksem kui graafis G') ning iilejddnud tippude aste paarisarv
(sama palju kui graafis G').

Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et G on graaf, milles tépselt
kahe tipu aste on paaritu arv. Olgu need tipud u ja v ning G’ graaf,
mis on saadud graafile G tiiendava serva e = {u,v} lisamisel. Graafi
G' koik tipud on niiiid paarisarvulise astmega ja seega on G’ Euleri
graaf. Olgu C graafi G' Euleri ahel. Kui me eemaldame ahelast C
serva e, siis saame me ahela, mis ldbib graafi G koiki servi tipselt
iihel korral. Seega GG on pool-Euleri graaf. d

Algoritm 3.1 annab iihe lihtsa viisi Euleri graafis Euleri ahela
leidmiseks. Algoritmi kirjelduses leiduv maoiste sild on meil varem de-
fineerimata: sidusa graafi G = (V, E) serva e € E nimetatakse sillaks,
kui selle serva eemaldamisel graafist G muutub graaf mittesidusaks.

Teoreem 3.4. Algoritm 3.1 leiab Euleri ahela graafis G = (V, E).

Tdestus. Niitame koigepealt, et kirjeldatud viisil toepoolest jou-
takse seisuni, kus koik servad on hulgast E kustutatud, s.t. ei teki
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Olgu G = (V, E) Euleri graaf. Konstrueeri ahel jirgmisel viisil.
Alusta graafi G mingist (suvalisest) tipust v ning liigu sammhaaval
modda graafi servi.

1. Olles teinud sammu moédda serva e € E, kustuta see serv ser-
vade hulgast F; kui serva e algtipu aste muutus selle kustuta-
misega nulliks, siis kustuta ka see tipp hulgast V.

2. Jargmise sammu jaoks serva valides kasuta graafi (V, E) silda
ainult muude voimaluste puudumisel.

Jatka, kuni hulgast E on koik servad kustutatud.

Algoritm 3.1. Fleury’ algoritm

olukorda, kus hulk E ei ole veel tiihi, aga ei ole enam iihtegi serva,
et viljuda tipust v, kuhu me algoritmi jérgides parasjagu joudnud
oleme. Olgu H graaf, mis graafist G veel jdrel on. Me niitame, et
graaf H on sidus ning w (tipp, kust me graafi libimist alustasime)
on graafi H tipp. Peale selle niitame, et kui v = u, siis on graafi H
koigil tippudel paarisarvuline aste, kui aga v # u, siis on tippudel u ja
v paarituarvuline, graafi H koigil teistel tippudel aga paarisarvuline
aste.

On ilmne, et see olukord kehtib algoritmi tditma asudes (siis v = u
ja H = @). Oletame niiiid, et selline olukord kehtib enne mingi sam-
mu tegemist ning niitame, et ta kehtib ka pérast jarjekordset sammu.
Viibigu me tipus v ning olgu veel allesolev graafi osa H. Meil on vaja
leida tipu v naabertipp v’ graafis H nii, et pérast v ja v’ vahelise ser-
va kustutamist tekkivas graafis H' siiliks kirjeldatud olukord. Ilmne
on, et iikskoik, kuidas me ka tippu v’ ei valiks, rahuldab graaf H'
olukorra seda osa, mis réigib tippude astmete paarsusest.

Meil tuleb veel nédidata, et graaf H' on sidus. Vaatame koigepealt
juhtu v # w. Piisab, kui me niitame, et graafis H leidub {ilimalt iiks
sild, mis on intsidentne tipuga v. Toepoolest, kui jargmisel sammul
ei kasutata silda, siis on graaf H' sidus. Kui tipuga v on intsident-
ne ainult iiks sild ning seda silda kasutatakse jirgmisel sammul, siis
oli see sild ainus tipuga v intsidentne serv graafis H ning jargmisel
sammul kustutatakse lisaks sellele servale ka tipp v ise (tegelikult po-
lekski tipu kustutamine algoritmis 3.1 vajalik, kuid see teeb kiesoleva
toestuse lihtsamaks).

Oletame véitevastaselt, et graafis H on tipuga v intsidentne enam
kui iiks sild. Sel juhul leidub selline tipp w, et graafi H serv e = {v, w}
on sild, ning graafi H — e sidus komponent K, mis sisaldab tippu w,
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ei sisalda tippu u (vaata joonist 3.1). Tipu w aste graafis H on paaris,
seega on ta aste graafis K paaritu. Teoreemi 2.1 jirgi leidub graafis
K veel mingi tipp z, mille aste on paaritu. Aga siis on tipu x aste
ka graafis H paaritu ning = # u ja x # v. Saime vastuolu graafis H
kehtiva olukorraga.

Joonis 3.1. Tipuga v intsidentsed sillad graafis H.

Kui v = u ja u ei ole graafi ainus tipp, siis leiame me samasuguse
arutelu tulemusena, et u pole intsidentne iihegi sillaga. Seega on ka sel
juhul graaf H' sidus. Samuti jaib tipp u pérast sammu kustutamata,
sest temaga on pirast sammu intsidentsed paaritu arv (s.t. rohkem
kui null) serva. O

Ulesanded

Ulesanne 27. Selgita, millised jirgmistest graafidest ja millistel tin-
gimustel on Euleri v6i pool-Euleri graafid.

1. Ky;
On;
Chn;
Py;

RANE-

Kuupgraafid @, tipuhulgaga V(Q,,) = (Z2)™ ning servahulgaga
E(Qn) = {{a,b} |

vektorid @ ja b erinevad tépselt iihes positsioonis} ;
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Pet;

K

Knl,n2,...,nk

© »®» 3@

Grotzschi graaf

Ulesanne 28. Vaatleme malendite hulka
M = {Kuningas, Lipp, Vanker, Oda, Ratsu}.

Malendi X € M graafiks n xn malelaual nimetame graafi G'y*", mille
tippude hulgaks on n x n ruudustiku ruutude hulk ja serv kahe tipu
vahele on tédmmatud parajasti siis, kui malendi X {ihe kiiguga saab
iihele tipule vastavalt ruudult liikuda teisele tipule vastavale ruudule.
Millise malendi X ja millise arvu n véértuse korral on graaf G'y*"
Euleri graaf?

Ulesanne 29. Defineerime suunamata lihtgraafid G,, (n = 1,2,...)
jargmiselt:

V(Gn) =P({1,2,...,n}), EGn) ={{X,Y}:XCV,X#Y}.

Millised graafidest G, on Euleri graafid? Millised pool-Euleri graafid?
Ulesanne 30. Defineerime suunamata lihtgraafid H, (n = 1,2,...)
jargmiselt:

V(H,) =P{L,2,...,n}), E(H,) ={{X,Y}: X CY,|YV]|=|X|+1}.

Millised graafidest H,, on Euleri graafid? Millised pool-Euleri graafid?

Ulesanne 31. Toesta, et Euleri graafi servgraaf (vt. iilesanne 12) on
samuti Euleri graaf.

Ulesanne 32. Leia, millist tarvilikku ja piisavat tingimust peavad ra-
huldama graafi G tippude astmed selleks, et L(G) oleks Euleri graaf.
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Ulesanne 33. Olgu G Euleri graafjavy,ve,v3 € V ningey,es,e3 € E
sellised, et E(e1) = E(ez) = {v1,v2} ja E(ez) = {v2,v3} (loeme, et
v] # Uy # vg £ v ja e # ex # es # ep). Niita, et graafis G leidub
selline Euleri ahel, kus servale e; jérgneb vahetult es.

Ulesanne 34. Téesta, et ringiratast on véimalik paigutada 2% arvu,
igaiiks neist kas 0 voi 1, nii et iga bitijada x € {0, 1}* esineks ringi
kellaosuti liitkumise suunas ldbides tipselt iihel korral.

0

Ulesanne 35. Toesta, et igas sidusas graafis on voimalik leida kin-
nine ahel, mis 14bib iga serva vihemalt {iks ja mitte rohkem kui kaks
korda.

Ulesanne 36. Leia jirgmises graafis minimaalse pikkusega kinnine
ahel, mis lidbib selle graafi iga serva vihemalt iiks kord (Arvud ser-
vadel tihistavad nende pikkusi).
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4. Hamiltoni graafid

1857. aastal leiutas liri matemaatik William Rowan Hamilton nn
Icosia méngu, kus puust alusele oli uuristatud 20 lohku ja osad lohud
olid omavahel joontega ithendatud nii nagu niha joonisel 4.1.

Joonis 4.1. Sir W.R.Hamiltoni leiutatud Icosia méng.

Lohud kandsid erinevate tuntud linnade nimesid ja méingu ees-
mérgiks oli médngunuppe nonda lohkudesse asetada, et jirjestikuste
nuppude lohud oleksid omavahel joonega iihendatud ning ka esimese
ja viimase nupu lohkude vahel oleks joon. Teadaolevalt ei saatnud
méngu kuigi suur driedu ja nii miiiis sir Hamilton oma méngu oigu-
sed 1859. aastal 25 naela eest dra. Kummatigi oli ta oma leiutisega
pannud aluse uuele valdkonnale graafiteoorias — Hamiltoni graafide
uurimisele.

Sidusat suunamata graafi nimetatakse Hamiltoni graafiks siis, kui
selles graafis leidub koiki tippe ldbiv tsiikkel (nn. Hamiltoni tsikkel).
Mitte-Hamiltoni graafi nimetatakse pool-Hamiltoni graafiks siis, kui
selles graafis leidub koiki tippe ldbiv lihtahel (nn. Hamiltoni ahel).

4.1. Ore teoreem

Eelmises peatiikis nigime, et graafi eulerilisuse kindlakstegemi-
seks on olemas lihtsasti kontrollitav tarvilik ja piisav kriteerium. Kuigi
Hamiltoni graafide definitsioon on Euleri graafide omaga viga sarna-
ne (koigi servade ldbimise noue on asendatud koigi tippude ldbimis-
ega), kujutab graafi hamiltonilisuse kindlakstegemine endast tundu-
valt raskemat iilesannet. Pole teada iihtki mittetriviaalset tingimust
ega algoritmi, mis voimaldaks antud graafi hamiltonilisust kiiresti
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kindlaks teha. Veel enamgi, on téestatud, et Hamiltoni tsiikli leid-
mise iilesanne kuulub nn NP-téielike tilesannete klassi. See tdhendab
muuhulgas, et poliinomiaalses ajas tootava graafide hamiltonilisuse
kindlakstegemise algoritmi leidumine on viga ebatéenéoline.

Kill aga on leitud mitmeid lihtsaid piisavaid tingimusi, millest
iitht — Ore teoreemi — jérgnevas lihemalt vaatleme.

Teoreem 4.1 (Ore, 1960). Kui G = (V,E) on n > 3 tipuga
lihtgraaf, kus suvalise paari {u,w} ¢ E korral kehtib seos

deg(u) + deg(w) > n, (4.1)

siis graafis G leidub Hamiltoni tsikkel.

Toestus. Oletame viitevastaselt, et leiduvad n-tipulised mitte-
Hamiltoni graafid, milles (4.1) on tdene iga {u,w} ¢ E jaoks. Olgu
koikide selliste n-tipuliste graafide klass G,,. Mérgime esmalt, et kui
n = 3, siis ainus tingimust (4.1) rahuldav graaf on tiisgraaf K5, milles
loomulikult leidub ka Hamiltoni tsiikkel. Olgu n > 4 ja G = (V, E)
selline graaf klassist G,,, kus on maksimaalselt palju servi, s.t. iikskdik
millise serva edasine lisamine muudab graafi Hamiltoni graafiks, sest
tingimus (4.1) jaib servade lisamisel alati kehtima. Lisamegi graafile
G iihe serva e juurde ja oletame, et selle tegevuse tulemusena tekib
Hamiltoni tsiikkel:

e
U=Vyg— V1 — UV — ... Up_2—Up—_1=W—U.

Seega peab juba esialgses graafis G' leiduma Hamiltoni ahel, mis algab
tipust w ja 16peb tipus w, kusjuures {u,w} ¢ E. Tipupaari {u,w}
jaoks kehtib vorratus (4.1). Olgu U = {i | 1 <i < n—2, {u,v;} € E}
jaW ={j|1<j<n-1, {vj,w} € E}. Onselge, et U ja W on hulga
M ={1,...,n — 2} alamhulgad ning |U| = deg(u) ja |W| = deg(w).
Vastavalt vorratusele (4.1) saame, et |U| + |WW| > n.

Viidame, et sel juhul leidub indeks ¢ nii, et i € W jai+1 € U, s.t.
leidub tipp v; nii, et {v;,w} € E ja {u,v;11} € E (vaata joonist 4.2).
Siis jiareldub, et graafis G peab leiduma Hamiltoni tsiikkel

U—Vig] — . — Upeg — W —Vj — Vi — ... — V] — U,

mis oleks aga vastuolus eeldusega.
J&4b veel toestada sobiva indeksi 7 olemasolu. Olgu W niisugus-
te indeksite hulk hulgast {1,...,n — 2}, millele eelneb moni indeks

hulgast W, st W+ & {i+1]i¢e W\{n—2}}. Vajalik viide saab
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toestatud, kui néditame, et UNW™ # (). Oletame vastuvéiteliselt, et
UnNW* = (@. Siis on selge, et

U+ |WH =lUUWT|<|{L,...,n—2} =n—2.
Teisest kiiljest aga
Ul +[WH 2 U+ [W|-1>n-1,

mis viib vastuoluni ja toestab sellega kogu teoreemi. d

Joonis 4.2. Hamiltoni ahel = Hamiltoni tsiikkel.

Ore teoreemi toestades oleme me muuhulgas tegelikult andnud
toestuse ka jargmisele tulemusele:

Lause 4.2. Kui G = (V, E) on lihtgraaf ning u,w € V on sel-
lised, et {u,w} ¢ E ja deg(u) + deg(w) > |V|, siis leidub graafis
G Hamiltoni tsiikkel parajasti sel juhul, kui graafis G' = G + {u,w}
leidub Hamaltons tsikkel.

T&estus. Tarvilikkus (=) on ilmne, sest kui G on Hamiltoni graaf,
siis ka G’ on Hamiltoni graaf — servi juurde lisades ei saa Hamiltoni
tsiikkel dra kaduda.

Piisavuse (<) néitamiseks eeldame, et C' on mingi Hamiltoni tsiik-
kel graafis G'. Kui ta ei sisalda serva {u,w}, siis on ta ka Hamiltoni
tstikkel graafis G. Kui ta aga sisaldab serva {u,w}, siis on meil (ana-
loogiliselt Ore teoreemi toestusega) graafis G Hamiltoni ahel tipust u
tippu w. Jillegi onnestub meil leida selles ahelas kaks naabertippu v;
ja v;+1 (me loeme, et indeksid kasvavad tipu w poole minnes) nii, et
{u,vi41} € E ja {v;,w} € E (vaata joonist 4.2). See annabki meile
Hamiltoni tstikli graafis G. O

4.2. Ore sulund

Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline lihtgraaf. Graafi G ilemgraafiks
nimetatakse suvalist graafi (V, E;), nii et E C E;. Tipu v astmeks
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iilemgraafis (V, E;) nimetatakse naturaalarvu

)

degp, (v) = {w [ {v,w} € Er}.

On lihtne veenduda, et tipu aste iilemgraafis on vihemalt niisama
suur kui graafis endas, s.t. kui £ C FEj, siis mistahes tipu v € V
korral degg(v) < degg, (v).

Olgu {G,},es mingi graafide pere, kusjuures G, = (V, E,). Pere
{G,}.cr loikeks nimetatakse graafi

NG =WV, E).

el el

Graafi G = (V, E) nimetatakse Ore-kinniseks siis, kui selle mistahes
tipupaari u # v korral osutub téeseks implikatsioon

degp(u) + degp(v) > V] = {u,v} € B, (4.2)

Lemma 4.3. Kui {G,},cr on Ore-kinniste graafide mittetihi pe-
re, siis selle pere loige G on samuti Ore-kinnine.

Toestus. Olgu G, = (V,E,), G = (V,E) ning u,v € V mingi
erinevate tippude paar, mille puhul

degp(u) + degp(v) =2 n = |V|.
Et iga v € I korral E C E,, siis jarelikult iga + € I korral
degp, (u) + degp, (v) > degg(u) + degp(v) > n,

millest graafide G, Ore-kinnisuse tottu jireldub Ve : {u,v} € E,, ehk
{u,v} € E. Jarelikult on G ise ka Ore-kinnine. O

Graafi G Ore sulundiks O(G) nimetatakse graafi G koikide Ore-
kinniste {ilemgraafide 16iget. Selle madratluse korrektsus tuleneb fak-
tist, et n-tipulisel graafil G' leidub alati vihemalt iiks Ore-kinnine
iilemgraaf, milleks on tiisgraaf K.

Algoritm 4.1 leiab, nagu selgub, graafi G = (V, E) Ore sulundi.
Uurime seda algoritmi ldhemalt. Nagu me nédeme, on algoritm 4.1
mittedeterministlik — esimesel sammul voib ta valida tikskoik milli-
se tipupaari, mis teatavat tingimust rahuldab. Graafi Ore sulund on
seevastu liheselt madratud. Néditamegi koigepealt, et algoritmi 4.1 t66
tulemus (graaf, mille ta 16puks viljastab) ei soltu tema mittedeter-
ministlikest valikutest.
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Olgu G = (V, E) lihtgraaf, kusjuures |V | = n.

1. Leia u,v € V nii, et {u,v} € E ja deg(u) + deg(v) > n. Kui
selliseid tippe u ja v ei leidu, siis viljasta graaf G ja 1opeta t66.

2. Lisa hulka E uus serv {u,v} ja mine punkti 1.

Algoritm 4.1. Ore sulundi leidmise algoritm

Lemma 4.4. Algoritmi 4.1 viljund ei soltu tippude u,v valikust
tema esimeses punktis.

Tdestus. Oletame viitevastaselt, et leidub selline graaf G = (V, E),
mida algoritmi 4.1 sisendiks andes voime véljundiks saada mitu eri-
nevat graafi. Olgu Gy = (V, Ey) ja G2 = (V, Ez) kaks erinevat voima-
likku viljundit, s.t. By # Es.

Olgu {uy,v1}, {ua,v2}, ..., {ug, v} servad, mis algoritm lisab (see-
juures lisamine toimub toodud jirjekorras) graafile G, saamaks graafi
G . Samuti, olgu {uf, v}, . e {u},v;} servad, mis algoritm lisab graa-

file GG, saamaks graafi G». Uldisust kitsendamata voime eeldada, et
E\\E; # () (vastasel juhul vahetame #ra graafid G ja G2). Sel juhul

leidub servade {uy,v1},..., {ug, v} seas moni, mis pole iikski serva-
dest {u},v},...,{u;,v;}. Olgu i € {1,...,k} vdhim selline indeks,
et {u;,v;} pole iikski servadest {ui,vi},. .., {u}, v/}

Graaf G' = (V,E'), kus E' = EU {{ul,vl},...,{ui,l,vi,l}},
on siis graafi G» alamgraaf, sest koik tema servad leiduvad ka graafis
G2. Algoritmist 4.1 saame degp (u;) + degp: (v;) > |V, sest see algo-
ritm lisas graafile G serva {u;,v;}. Ulemgraafiks olemise tottu siis
ka degp, (u;) + degg, (v;) > |V|. Peale selle on tipud u; ja v; graafis
G- servaga ithendamata, sest tikski lisatud servadest (tegemaks graa-
fist G graafi G) pole {u;,v;}. Seega pole algoritm 4.1, olles joudnud
graafini G2, oma t66d veel 16petanud — punktis 1 on tal veel voima-
lik valida tipupaar (mille moodustavad u; ja v;), mis rahuldab antud
tingimusi. d

Osutub et algoritm 4.1 on monotoonne jirgmise lemma mottes.

Lemma 4.5. Kui G; = (V,Ey) ja Gy = (V, Es) on kaks sellist
lihtgraafi, et By C Es, ning G| = (V,E}) ja G, = (V, E)) algorit-
mi 4.1 viljundid, mis vastavad sisenditele Gy ja G2, siis E C El.

Tdestus. Olgu {uy,v1}, {us,va},. .., {ug,vr} servad, mis algoritm

lisab (seejuures lisamine toimub toodud jirjekorras) graafile Gy, saa-
maks graafi G. Oletame viitevastaselt, et moni neist servadest ei
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esine graafis G. Olgu i € {1,...,k} vihim indeks, nii et serv {u;,v;}
ei esine graafis GJ.

Téihistame E' = E; U {{ul,vl}, e {ui,l,vi,l}} ning vaatleme
graafi G' = (V, E'). Siis G' on graafi G}, alamgraaf. Jillegi osutub toe-
seks degp: (u;)+degp (vi) > |V, seegaka degp, (u;)+degp, (vi) > [V,
kuid samal ajal {u;,v;} ¢ E. Seega pole algoritm 4.1, joudnuna graa-
fini G2, veel oma t66d lopetanud. O

Lause 4.6. Algoritm 4.1 leiab graafi Ore sulundi.

Tdestus. Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf ja G' = (V, E") algorit-
mi 4.1 véljund sisendi G korral. Algoritmi punktist 1 jéreldub, et koigi
u,v € V jaoks, kus degp: (u) + degp: (v) > |V, kehtib {u,v} € E,
seega on G’ Ore-kinnine.

Samuti tuleneb algoritmi punktist 1, et kui algoritmi sisendiks on
mingi Ore-kinnine graaf, siis l1opetab algoritm kohe t66 ning viljastab
sellesama graafi. Muuhulgas, kui algoritmi sisendiks on O(G), siis ka
tema viljundiks on O(G).

Et O(G) on G iilemgraaf, siis vastavalt lemmale 4.5 peab O(G)
olema ka G’ iilemgraaf. Samas on O(G) graafi G vihim Ore-kinnine
iilemgraaf (jireldub otseselt Ore sulundi definitsioonist). Graafi G’
Ore-kinnisus annabki meile niiiid, et G' = O(G). O

Algoritmi 4.1 toime me sisse selleks, et toestada jirgmine tulemus.

Lause 4.7. Graaf osutub Hamiltoni graafiks parajasti siis, kui
tema Ore sulund on Hamiltoni graaf.

T&estus. Olgu G = (V, E) lihtgraaf ning {uy,v1},..., {ug, vk}
need servad, mis Ore sulundi leidmise algoritm lisab (antud jirje-
korras) graafile G. Defineerime graafid Gy, ..., G}, jirgmiselt:

Go ¥ @,

def
G; = Gi1+ {ui,vi} .

Vastavalt Ore sulundi leidmise algoritmi konstruktsioonile ning lau-
sele 4.2 on GG;_; Hamiltoni graaf parajasti siis, kui GG; on Hamiltoni
graaf. Samas aga Gy = G ja Gj, = O(Q). O

Jireldus 4.8. Kui n-tipulise graafi G Ore sulund O(G) on K,,
siis G on Hamiltoni graaf.
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Toestus jareldub sellest, et K, on Hamiltoni graaf. O

Teoreem 4.9. Igas n-tipulises mitte-Hamiltoni graafis leidub min-
gi k < n/2 korral k tippu v astmega deg(v) < k ja n — k tippu w
astmega deg(w) < n — k.

Tdestus. Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline mitte-Hamiltoni graaf.
Vastavalt jireldusele 4.8 teame, et O(G) = (V, E') # K, s.t. leiduvad
tipud uw,w € V nii, et {u,w} ¢ E'. Valime tipud u ja w nii, et summa
degp (u) + degp (w) oleks maksimaalne. Sealjuures muidugi

degp (u) + degp (w) <n —1, (4.3)

sest muidu oleks Ore sulundi definitsiooni kohaselt {u,w} € E'. De-
fineerime niitid kaks hulka:

UL | #u, {u',u} g E'Y, WE ' |w #£w, {u,w} ¢ E'}.

Et summa (4.3) on u ja w valiku kohaselt maksimaalne, siis jirelikult
mistahes v’ € U ja w’ € W korral kehtivad vorratused

degpr (w') < degpi(u),  degp (u') < degpr(w).  (4.4)
Hulkade U ja W voimsused avalduvad jargmiselt:

Ul = V] = [{u}l = o] (u,0) € B} =n —1— degp (u)

W] = [V] = [{w}] — [{v | (w,0) € B} =n 1 dogg(w). )

ke degp (u). Vorratusest (4.3) tuleneb, et 2k

k < n/2. Jillegi vorratusest (4.3) saame, et

Uldisust kitsendamata voib eeldada, et degp, (u) < degp (w). Olgu
<

n — 1 ja seega

W] =n =1 degg (w) > deg (u) = k,
s.t. hulgas W on vihemalt k tippu. Vorratustest (4.4) jireldub, et
degp(w') < degp: (w') < degp (u) = k

mistahes tipu w' € W korral. Seega oleme toepoolest leidnud (vihe-
malt) k tippu, mille astmed ei iileta arvu k. Jaidb veel iile niidata,
et leidub n — k tippu astmetega alla n — k. Vordustest (4.5) tuleneb
otseselt, et |[U| =n — k — 1 ja samuti

degp(u') < degp (u') < degp (w) < n—1—degp (u) = n—1—-k <n—=k
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iga tipu u’ € U korral. Seega on meil énnestunud leida n—k—1 tippu,
mille aste on viiksem kui n — k. Teoreemi loplikuks toestamiseks
tuleks veel kusagilt leida iiks tipp véljaspool hulka U, mille aste on
viiksem kui n — k. Lihtne on aga veenduda, et selleks tipuks sobib u
ise. Toepoolest,

degp(u) < degp: (u) < degp (w) <n —k,

millega teoreemi véide on téielikult toestatud. O

Ulesanded

Ulesanne 37. Selgita, millised iilesandes 27 toodud graafidest ja
millistel tingimustel on

1. Hamiltoni graafid;
2. Pool-Hamiltoni graafid.

Ulesanne 38. Tdesta, et kui n > 3, siis Q,, on Hamiltoni graaf.

Ulesanne 39. Tdesta, et kui G on paaritu arvu tippudega kahealu-
seline graaf, siis G’ pole Hamiltoni graaf.

Ulesanne 40. Selgita, millise malendi X ja millise arvu n viirtuse
korral on graaf G'Y*" Hamiltoni graaf?

Ulesanne 41. Olgu antud positiivsed tdisarvud m ja n. Voregraafiks
Gn,n nimetame suunamata graafi tipuhulgaga

V(Gnn) =41,2,...,m} x{1,2,...,n}
ning servahulgaga

E(Gmn) ={{(z,9),(z,0)} : [z — 2[ + [y — i = 1},
Milliste m,n vaartuste korral on voregraaf Gy, ,, Hamiltoni graaf?
Ulesanne 42. Toesta, et kui lihtgraafis G iga kahe mittenaabertipu
u ja v korral kehtib vorratus

deg(u) + deg(v) = [V(G)| - 1,

siis leidub graafis G Hamiltoni ahel.

Ulesanne 43. Niita, et kui graafis G = (V, E) leidub selline tipuhulk
V' CV, et graafil G\V' on rohkem sidusaid komponente kui hulgas
V' elemente, siis pole G Hamiltoni graaf.
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Ulesanne 44. Defineerime graafi G tippude alamhulga X jaoks tema,
naabruse kui hulga

NX)={veV(G):v¢X,3w € X {v,w} € E(G)}.
Toesta, et kui leidub selline X C V(G), et X tipud pole omavahel
servadega iithendatud ja |X| > |N(X)|, siis G pole Hamiltoni graaf.

Ulesanne 45. Turniir on suunatud graaf, kus iga kahe tipu vahel on
tépselt iiks kaar (mingit pidi orienteeritud). Niita, et igas turniiris
leidub suunatud Hamiltoni ahel.

Ulesanne 46. Téesta, et Euleri graafi servgraaf on Hamiltoni graaf.

Ulesanne 47. Téesta, et Hamiltoni graafi servgraaf on samuti Ha-
miltoni graaf.

Ulesanne 48. Graafi nimetame Hamiltoni-sidusaks, kui tema iga
kahe tipu jaoks leidub Hamiltoni ahel, mille otstippudeks need tipud
osutuvad. Kas graaf ()3 on Hamiltoni-sidus?

Ulesanne 49.
1. Leia graafis Ky neli iihiste servadeta Hamiltoni tsiiklit.

2. Toesta, et graafis Kop41 ei saa leiduda iile k iihiste servadeta
Hamiltoni tsiikli.

3. Toesta, et graafis Koy leidub tipselt k iihiste servadeta Ha-
miltoni tsiiklit.
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5. Puud

Mets on lihtgraaf, milles puuduvad tsiiklid. Puu on sidus mets.
See on koigest iiks viis puid defineerida, jirgmine teoreem annab mitu
alternatiivset versiooni.

Teoreem 5.1. Olgu T lihtgraaf, millel on n tippu. Jairgmised vdii-
ted on koik iksteisega samavddrsed.

(i) T on puu (s.t. sidus ja tsikliteta).

(i) T on tsikliteta graaf, millel on n — 1 serva.
(iii) T on sidus graaf, millel on n — 1 serva.

(iv) T on sidus ning iga tema serv on sild.

(v) T suvalise kahe tipu vahel on tipselt iks lihtahel.

(vi) T on tsikliteta, aga mistahes wue serva lisamisel tekib tsikkel.

Tdestus. (1)=-(ii). Kerge on veenduda, et igas n-tipulises puus on
tapselt n — 1 serva. Toepoolest, kui n = 1, on asi selge. Oletame,
et esitatud viide kehtib n — 1 korral (s.t. igas (n — 1)-tipulises puus
on n — 2 serva) ja T = (V,E) on mingi n-tipuline puu. Vastavalt
teoreemile 2.2 leidub graafis T vihemalt iiks tipp v astmega 1 (nul-
lise astmega tippe ei leidu sidususe t6ttu). Olgu w € V selline tipp,
et {v,w} € E. Indutseeritud (n — 1)-tipuline alamgraaf 7" tippude
hulgaga V\{v} on samuti sidus ja tsiikliteta, s.t. puu, milles tehtud
oletuse kohaselt on n — 2 serva. Jarelikult on graafis 7" servi tapselt
n—1.

(ii)=(iii). Graafi T koik sidusad komponendid on tsiikliteta, s.t.
nad on puud. Vastavalt jireldusele (i)=(ii) on neis koigis servi iihe
vorra vihem kui tippe. Seega on graafis T servi tippudest vihem
sidusate komponentide arvu vorra. Vastavalt eeldusele on servi iihe
vorra vihem kui tippe, seega on sidusate komponentide arv 1.

(iii)=(iv). Sarnaselt toestuse (i)=-(ii) arutlusele saame n#idata,
et igas sidusas n-tipulises graafis on vihemalt n — 1 serva. Kui meil
on niitid antud sidus graaf 7', millel on n tippu ja n — 1 serva, siis
mingi serva eemaldamisel, saame n — 2 servaga graafi, mis peab olema
mittesidus. Seega pidi eemaldatud serv olema sild.

(iv)=(i). Kui graafis T" leiduks moni tsiikkel, siis mone sellesse
tsiiklisse kuuluva serva eemaldamisel jiaidks graaf endiselt sidusaks.
Seega tsiiklisse kuuluvad servad ei ole sillad.

38



(i)=(v). Et T on sidus, siis on tema iga kahe tipu vahel vihemalt
iiks lihtahel. Kui mingite tippude u ja v vahel leidub enam kui iiks
lihtahel, siis moodustavad need kaks lihtahelat voi nende osad tsiikli.

(v)=(vi). Kui graafis T leiduks tsiikkel, siis oleks kahe sellel tsiik-
lil asuva tipu vahel vihemalt kaks erinevat lihtahelat. Kui me lisame

graafile T" uue serva e tippude v ja v vahele, siis on u Lvu graafi
T + e tsiikkel, kus P on vastavalt eeldustele leiduv ahel tippude u ja
v vahel.

(vi)=(i). Oletame, et T' on mittesidus. Lisades talle serva, mis
ithendab kaht erinevatesse sidusatesse komponentidesse kuuluvat tip-
pu, ei teki tsiiklit. a

Jareldus 5.2. Kui puus leidub lihtahel u ~> v ~ w, siis
d(u,w) = d(u,v) + d(v,w).

Tdestus. Jéreldub teoreemi 5.1 viitest (v). Tippude u ja w kaugus
on nende kahe tipu vahel oleva ainsa lihtahela pikkus, see lihtahel
labib tippu v. a

Sidusa graafi G aluspuuks (ehk toeseks, ehk skeletiks) nimetatakse
tema alamgraafi 7', mis on puu ja mis sisaldab graafi G kéiki tippe.
Graafi aluspuu kujutab endast mingis mottes lihtsaimat viisi graafi
koigi tippude kokkuiihendamiseks.

Kui meil on defineeritud graafi G servade kaalud (s.t. antud min-
gi funktsioon w : E(G) — R) ning on antud G mingi aluspuu T,
siis me voime defineerida ka 7" kaalu w(7T') kui T koigi servade kaalu-
de summa. Erinevate aluspuude kaalud véivad iildiselt erinevad olla,
kuid meid huvitab graafi G minimaalse kaaluga aluspuu leidmine.

Olgu G = (V, E) sidus graaf, milles on n tippu. Konstrueeri puu 7" kui
graafi G alamgraaf, mille tipuhulk on V' ja servad valitakse jirgmiselt.

1. Vali servaks e; graafi G minimaalse kaaluga serv.

2. Valiiga j € {2,...,n— 1} korral servaks e; minimaalse kaaluga
serv, nii et e; on erinev servadest eq,...,ej_1 ja ei moodusta
koos servadega ey, ...,e;_; tsiiklit.

3. Viljasta T = (V,{e1,...,en_1}).

Algoritm 5.1. Minimaalse kaaluga aluspuu leidmise algoritm (Krus-
kali algoritm).
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Teoreem 5.3. Algoritm 5.1 leiab sidusa graafi G minimaalse kaa-
luga aluspuu T'.

Toestus. See, et T on graafi G aluspuu, jireldub teoreemist 5.1.
Vastavalt konstruktsioonile on T' graaf, milles on n tippu, n — 1 serva
ja puuduvad tsiiklid, s.t. 7' rahuldab teoreemi 5.1 viidet (ii). Meil
tuleb veel nédidata, et 7" on minimaalse kaaluga.

Olgu T graafi G selline aluspuu, mis on minimaalse kaaluga ja
omab minimaalse kaaluga aluspuude seas puuga 7' maksimaalse ar-
vu {ihiseid servi. Oletame véitevastaselt, et w(T") < w(T'), sel juhul
T #T.0lguk € {1,...,n — 1} vihim selline arv, et algoritmis 5.1
valitud serv ey ei kuulu puusse 7”. Olgu S graafi G alamgraaf, mis
saadakse serva ey, lisamisel puule 7”. Graaf S sisaldab tsiikleid, olgu
C selle graafi iiks tsiikkel. See tsiikkel peab sisaldama serva ey, kuid
ta peab sisaldama ka mingit serva e, mis ei kuulu puusse 7'. Kui me
kustutame graafist S serva e, siis me saame mingi graafi 7", mis on
jélle G aluspuu — graaf T" on sidus ja tal on n — 1 serva.

Servad e1,...,er_1 kuuluvad ka puusse T’. Vastavalt meie konst-
ruktsioonile on e; minimaalse kaaluga graafi G selliste servade hulgas,
mis pole vordsed servadega eq, . .., e,_1 ning ei moodusta koos nende
servadega tstiklit graafis G. Ka serv e on iiks graafi G sellistest serva-
dest, mis pole vordsed servadega eq,...,er—1 ning ei moodusta koos
nende servadega tsiiklit graafis G. Seetottu w(er) < w(e). Jirelikult
w(T") < w(T") ning puul 7" on puuga T rohkem iihiseid servi kui
puul 77, mis annab vastuolu 7" valikuga. |

Ulesanded

Ulesanne 50. Niita, et sidus graaf on puu parajasti siis, kui ta
on kahealuseline ja iga kahe tipu jaoks on nendevaheline lithim ahel
unikaalne.

Ulesanne 51. Leia puu koigi tippude astmete summa.

Ulesanne 52. Toesta, et kui puus on vihemalt kaks tippu, leidub
seal ka viihemalt kaks lehte (ehk rippuvat tippu) — tippu astmega 1.

Ulesanne 53. Tdesta, et puul 7" on kas iiks tsenter voi kaks omavahel
servaga iihendatud tsentrit (vt. {ilesanne 15) ning et esimene juht
esineb parajasti siis, kui d(7") on paaris.

Ulesanne 54. Tdesta, et kui 7' on puu, siis
d(T
) = |*F .
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siin [z] tidhistab reaalarvu z iilemist tiisosa.
Ulesanne 55. Olgu T puu. Tdesta, et kehtib iiks kahest viitest:

1. v e V(T) : Yo € Aut(T) : ¢p(v) = v voi
2. H{u,v} € E(T) :Vp € Aut(T) : ¢({u,v}) = {u,v}.

Ulesanne 56. Leia jirgmise graafi minimaalse kaaluga aluspuu.

Ulesanne 57. Kas voib viita, et iga sidusa graafi kahel suvalisel
aluspuul on vihemalt tiks tihine serv?

Ulesanne 58. Nimetame n-tipulist graafi tiheks, kui ta on isomorfne
graafiga K1 ,-1 (n > 2). Leia koik sidusad lihtgraafid, mis ei ole ise
tdhed, aga mille koik aluspuud on tidhed.

Ulesanne 59. Kui mitu paarikaupa mitteisomorfset aluspuud on
graafil Ky ,?

Ulesanne 60. Selgita, kas on tdene viiide, et sidusa lihtgraafi G korral
1. Ve € E(G) : Jaluspuu T : e € E(T);
2. Vey #ex € E(G) : Jaluspuu T : e1,e2 € E(T);
3. Ver #ex #e3#e € E(G) : Jaluspuu T : e, eqr,e5 € E(T).
Ulesanne 61. Kas voib viiita, et kui graafi diameeter on k, siis leidub

selles graafis aluspuu diameetriga k7

Ulesanne 62. Niita, et graafi @),, suvalise aluspuu diameeter on
vihemalt 2n — 1. Konstrueeri @,, aluspuu diameetriga 2n — 1.

Ulesanne 63. Puu on téuk, kui temast koigi tema
lehtede kustutamisel alles jadv graaf on ahel. Niita,
et puu on touk parajasti siis, kui kdrvalolev graaf ei
sisaldu temas alamgraafina.
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6. Vorgud ja vood

Vork on suunatud graaf G, mille igal kaarel e on defineeritud
positiivne kaal, nn. libilaskevoime 1 (e), kus ¢ : E(G) — RT.

Suunatud graafi tippu v nimetatakse lihteks (ehk sisendiks), kui
see tipp pole iihegi kaare 16pptipp. Suunatud graafi tippu v nimeta-
takse suudmeks (ehk véiljundiks), kui see tipp pole iihegi kaare algtipp.
Kiesolevas osas me vaatame ainult selliseid vorkusid, millel on tépselt
iiks lihe ja tépselt iiks suue. Siintoodavaid tulemusi saab iildistada
ka juhule, kus graafil on mingi muu arv lihteid voi suudmeid.

Kui G on suunatud graaf ja w selle graafi kaari kaaludega varustav
funktsioon, s.t. w : E(G) — R, siis graafi G tipu v w-sisendaste

— —
deg,, (v) ja w-viljundaste deg,,(v) defineeritakse jirgmiselt:

dog, () S wle) ja deg, ) Y wie) .

e€E(G) e€CE(GQ)
Ju:e=(u,v) Ju:e=(v,u)

Lause 6.1. Kui G on suunatud graaf ja w selle graafi kaari kaalu-
dega varustav funktsioon, siis G koigi tippude w-viljundastmete sum-
ma vordub G kéigi tippude w-sisendastmete summaga.

Toestus on taiesti vahetu:

Y odemw= Y Swe= 3 we)=

veEV(G) veEV(Q) eEEEG)) e€E(G)
Juie=(u,v

=Y Y ue= Y dg. O

veEV(G) e€E(G) veV(Q)
Jue=(v,u)

Olgu (G, ) vork ja olgu tipud s ja ¢ selle vorgu lihe ja suue.
Vooks ¢ : E(G) — R* U {0} vorgul G nimetatakse graafi G kaarte
varustamist mittenegatiivsete reaalarvudega nii, et

e ( iga kaare e jaoks kehtib ¢(e) < ¢(e);
— e
e G iga tipu v jaoks, v.a. tipud s ja t, kehtib deg,,(v) = deg,(v).

Joonisel 6.1 on toodud iiks néide voost vorgus.

Olgu (G, ) vork ja ¢ mingi tema voog. Lausest 6.1 jireldub, et
G ldhte p-viljundaste vordub G suudme ¢-sisendastmega; seda arvu
nimetatakse voo ¢ vddrtuseks ja téihistatakse |p|. Joonisel 6.1 toodud
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labilaskevéime voog kaarel

Joonis 6.1. Niide vorgust ja selles leiduvast voost

voo vidrtus on 12. Meid huvitab, kui suur v6ib (G, ) voo vidrtus
olla. Neid voogusid, millel on see suurim voimalik vadrtus, nimetame
maksimaalseteks voogudeks.

Voo vaértust ei pea tingimata ,médtma‘“ vorgu ldhte voi suudme
juures. Me voime vorgu tipud suvalisel viisil kahte ossa jagada, nii
et ldhe kuuluks iihte ossa ja suue teise ossa, voo ¢ viirtuse voib siis
leida suuruste ¢(e) kaudu, kus e on kaar kahe osa vahel.

Lemma 6.2. Olgu (G,v) mingi vork ning ¢ mingi voog sellel
vorgul. Kui G tipuhulk V (G) on tikeldatud hulkadeks Vs ja Vi (s.t.
VsUV: =V(Q) ja VoNVy = D) nii, et s € Vi jat € Vi, siis ¢ vidrtus
on vordne suurusega

def
Vi, Vi) £ Y ple) = D ple) - (6.1)
e€E(Q) e€E(G)
e€Vs xVi ecVex Vs

Td&estus. Paneme koigepealt tihele, et kui e € E(G) on silmus ning
¢ varustab E(G) elemendid mittenegatiivsete reaalarvudega, siis ei
soltu ei ¢ vooks olemine voi mitteolemine ega ka ¢ védrtus (kui ta
on voog) p(e) vadrtusest. Seetottu voime me tldisust kitsendamata
eeldada, et iga silmuse e € E(G) korral ¢(e) = 0.

Lemma toestame induktsiooniga hulga Vs voimsuse jérgi. Baasiks
on juht |Vi| = 1, s.t. Vs = {s}. Sel juhul on vahe (6.1) vihenda-
tav vordne ¢ vidrtusega (vastavalt voo véédrtuse definitsioonile) ning
vihendaja vordne nulliga (sest ei leidu servi, mille 16pptipp oleks s).

Kehtigu lemma viide niitid mingite hulkade V; ja V; jaoks. Meil
tuleb niidata, et kui Vi # {t}, siis kehtib see viiide ka hulkade
V! = ViU {z} ja Vi = V,\{z} jaoks, kus = € V;\{¢}. Piisab, kui
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niitame, et ®(V), V) = ®(V;, V;), mis aga tuleneb téiesti vahetult:

Ve, Vi) —@(V), V) = D ple) = > wle)-
e€E(G) e€E(G)
e€Vsx{x} ec{z}xV/

— Y e+ 3 ple) = deg,(x) — deg, () =0 .

e€E(G) e€E(G)
ec{z}xV; ecV/ x{z}

Esimest vordust selgitab joonis 6.2. Joonisel toodud tabelid niita-
vad, millise mérgiga tuleb antud viirtust arvutades summasse votta
©(e) soltuvalt sellest, millistesse hulkadest V, {x} ja V}/ (need hulgad
moodustavad koigi tippude hulga V(G) tiikelduse) kuuluvad kaare
e algtipp ja 16pptipp. Téhistus ,+¢“ tihendab, et ¢(e) tuleb votta
plussmirgiga, ,—¢* tihendab, et p(e) tuleb votta miinusmérgiga, tii-
hi lahter tihendab, et ¢(e) ei kuulu iildse summasse. Ulemised kaks
tabelit on saadud ®(Vs, V;) definitsioonist (6.1), alumine tabel on saa-

dud kahe iilemise tabeli ,lahtrikaupa vahena®. a
O(Vs, Vi) = oV, V) =
< || Ve [{adb [ V)] x| Vs | {z} | W/ ]
Vs to | +o Vs +o
{a} || —o {a} +¢
Vil—¢ Vill-e] -

(I)(Vt?:‘/;f) - q)(vsla‘/tl) =
x| Ve [{a} | V]
Vs +p

{z} | —¢ —p
Vi +¢

Joonis 6.2. &V, V), ®(V/,V/) ja nende vahe arvutamine.

Kui me joonisel 6.1 toodud vorgus votaksime néiteks Vy = {s,u, x}
ja Vi = {v,w,y,t} siis oleksid kaared (s, w), (s,v), (u,w), (z,w), (z,t)
koik kaared hulka Vs kuuluvast tipust hulka V; kuuluvasse tippu. Nen-
del kaartel olevate voogude summa on 34+ 5+ 1+ 1+ 5 = 15. Hulka
Vi kuuluvast tipust hulka Vi kuuluvasse tippu lihevad kaared (v, u)
ja (y,z). Nendel kaartel olevate voogude summa on 2 4+ 1 = 3 ja voo
vadrtus on seega 15 — 3 = 12.
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Vooga mingis mottes duaalne moiste on 16ige. Vorgu (G, ) loi-
keks nimetatakse graafi G kaarte sellist hulka L C E(G), millesse
kuuluvate kaarte eemaldamisel ei sisaldaks G enam iihtegi (suuna-
tud) ahelat ldhtest suudmesse. Loike L libilaskevoimeks nimetatakse
tema kaarte ldbilaskevoimete summat. Minimaalse voimaliku ldbilas-
kevoimega 16ikeid nimetatakse minimaalseteks loigeteks.

Teoreem 6.3 (Ford ja Fulkerson, 1955). Vorgu maksimaalsete
voogude vddrtused on vordsed selle vorgu minimaalsete loigete libi-
laskevoimetega.

Tdestus. Olgu (G, 1) mingi vork, s tema lihe ja ¢ suue. Niitame
kéigepealt, et vorgu iikskéik millise voo vdértus ei saa olla suurem
kui tema iikskoik millise 16ike ldbilaskevoime. Olgu L vorgu G mingi
16ige ja olgu G’ graaf, mis saadakse graafist G jittes temast vilja
16ikesse L kuuluvad kaared. Olgu V graafi G (ja G') selliste tippude
hulk, millesse graafis G' leidub tipust s algav suunatud ahel. Olgu
Vi graafi G koigi iilejdinud tippude hulk. Siis s € V; jat € V.
Vastavalt lemmale 6.2 on ¢ véirtus vordne vahega (6.1). Koik kaared,
iile mille summeeritakse selle vahe vihendatavas, kuuluvad l6ikesse
L. Seega pole see vihendatav, seda enam terve vahe, suurem kui 16ike
L libilaskevoime.

Me oleme néidanud, et vorgu maksimaalsete voogude vaértus pole
suurem kui selle vorgu minimaalsete 16igete ldbilaskevoime. Olgu ¢
niitid vorgu (G, ) mingi maksimaalne voog. Teoreemi toestamiseks
tuleb meil veel ndidata, et leidub selline 16ige, mille ldbilaskevoime
on vordne p vidrtusega.

Selleks defineerime graafi G tipuhulga V (G) tiikelduse VU V; nii,
et tippu v € V(G) loeme kuuluvaks hulka V parajasti siis, kui graafis
G leidub selline suunamata ahel s = vy L2 Um = U, et iga
ie{l,...,m} jaoks:

(1) kui e; = (Ui_l,Ui), siis <p(ei) < w(ei);
(11) kui e; = (Ui,’l}i_l), siis <p(ei) > 0.

Sellist ahelat nimetame suurendavaks ahelaks (tippu v). Kui mingi
tipupaari (v;—1,v;) (siin v;_1 ja v; on suvalised tipud hulgast V') jaoks
leidub serv e;, mis rahuldab tingimusi (i) ja (ii), siis iitleme, et voog
on tippude v; 1 ja v; vahel killastamata.
Tipp v kuulub hulka V; parajasti siis, kui ta ei kuulu hulka Vj.
Vastavalt definitsioonile kuulub lihe s hulka V. Tuleb vilja, et
suue t kuulub hulka V;. Téepoolest, oletame, et ¢ kuulub hulka V5,
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sel juhul leidub suurendav ahel s = vy Sl V1 2 Uy = L.

Defineerime positiivsed reaalarvud 6; € R" jirgmiselt:

5. def J¥led) —ples),  kuie; = (vio1,0i),
! w(er), kui e; = (vs,v;—1)
jaolgu e = {rlnin }6i. Defineerime niiiid uue voo ¢’ vorgul (G, 1)
ic{l,....m
jargmiselt:
p(e), kuie & {e1,...,en},
o' (e) def ple)+e, kuiTi:e=e;jae; = (vi_1,v;),
ple) —e, kuidi:e=e;jae; = (vi,vi1).

Tlmselt on selliselt defineeritud ¢’ téepoolest voog, kusjuures ¢ viir-
tus on ¢ vorra suurem kui voo ¢ véiidrtus. See on aga vastuolus meie
eeldusega, et p on maksimaalne voog. Jarelikult ¢t € V;.

Hulkade V; ja V; konstruktsiooni téttu kehtivad graafi G iga kaare
e kohta jargmised véited:

e kui e € V; x V, siis p(e) = ¥(e) (muidu kuuluks e 16pptipp
hulka Vj);

e kui e € V; x Vg, siis ¢(e) = 0 (muidu kuuluks e algtipp hulka
Vs).

Siit jireldub, et ¢ vidrtus on vordne koigi nende servade e € E(G)
ldbilaskevoimete summaga, kus e € Vy; x V;. Koigi selliste servade
hulk on vorgu G 16ige, mis ongi otsitav. d

Jédreldus 6.4. Kui (G,v) on vork, ¢ mingi tema voog ja L mingi
selline loige, et p vadrtus on vordne loike L libilaskevoimega, siis @
on (G,v) maksimaalne voog ja L minimaalne loige.

Tdestus. Teoreemi 6.3 kohaselt on ¢ védrtus vihemalt sama suur
kui maksimaalsetel voogudel ning L ldbilaskevoime on {iilimalt nii
suur kui minimaalsetel 16igetel. a

Teoreemi 6.3 tdestus annab meile ka algoritmi maksimaalse voo
leidmiseks vorgus (G, ). Olgu ¢q iikskoik milline voog selles vorgus
(niiteks nullvoog — voog, mis varustab koik kaared vidrtusega 0).
Kui meil on antud voog ¢;, siis pililiame leida mingi suurendava ahela
tippu t. Selleks véime niiteks konstrueerida hulgad Vs ja V; analoogi-
liselt teoreemi tdestusega; hulk Vi konstrueeritakse graafi mingil viisil
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labides, sellest 1ibimisest on lihtsalt leitavad suurendavad ahelad koi-
gisse hulga V; tippudesse. Kui ¢ € V; (ja suurendavat ahelat tippu ¢
ei leidu), siis on ¢; maksimaalne voog, sest leidub l6ige, mille libi-
laskevoime vordub ¢; vaidrtusega. Kui t € Vg, siis konstrueerime voo
i+1 analoogiliselt voo ¢’ konstruktsiooniga teoreemi 6.3 tdestuses,
kasutades selleks leitud suurendavat ahelat tippu t. Seejirel korda-
me eeltoodud sammu vooga ¢;1. Kirjeldatud algoritmi nimetatakse
Ford-Fulkersoni algoritmiks.

Joonisel 6.1 kujutatud voog ei ole maksimaalne selles vorgus. Nai-
teks leidub seal suurendav tee s — v — w — x — ¢ (ja palju tei-
sigi). Maksimaalsete voogude véirtus joonisel 6.1 kujutatud vorgus
on 15. Kujutatud voost jouab maksimaalse vooni néiteks nii, kui li-
same talle tidiendavad vood suurendavatel teedel s — u — =z — ¢
jas — v —y— x — t. Minimaalne 16ige, konstrueeritud vastavalt
teoreemi 6.3 toestusele, on siis kaarehulk {(s,u), (s, v), (s,w)}.

Ford-Fulkersoni algoritmi kirjeldusest ei selgu, kui mitu iteratsioo-
ni voib vaja minna, saamaks mingit maksimaalset voogu (s.t. kui suur
voib indeks 4 maksimaalse vooni joudes olla). Uurime seda kiisimust
veidi 1&hemalt.

Lause 6.5. Kui (G,v) on vork, kus koigil kaartel on tdisarvuli-
sed libilaskevoimed, siis tehakse maksimaalse voo leidmise algoritmis
dlimalt || iteratsiooni, kus ¢ on (G,1) mingi maksimaalne voog.

Testus. Kui koigi kaarte ldbilaskevoimed on téisarvud, siis mér-
gendavad ka vood g, @1, @2, - .., mis Ford-Fulkersoni algoritm oma
jérjestikustel iteratsioonidel koostab, graafi G koik kaared tdisarvu-
dega. Toepoolest, murdarvud ei saa algoritmi t66 kiigus kuskilt sis-
se tulla — ainsad operatsioonid, mida algoritm arvudega teeb, on
liitmine, lahutamine ja miinimumi leidmine, need operatsioonid aga
annavad tdisarvudele rakendades jéille tulemuseks téisarvu.

Seega on ka |pol, [p1], [p2], ... koik tdisarvud. Et |p;11] > |pil,
siis [pir1| — i| = 1. Seega joutakse iilimalt || sammu pérast mingi
maksimaalse vooni (. O

See iteratsioonide arvu iilemtoke voib vigagi ebatédpne olla, kuid
vihemalt néitab ta, et kui koéigi kaarte ldbilaskevoimed on tdisar-
vud, siis lopetab Ford-Fulkersoni algoritm t66. Siit jireldub kohe, et
ka siis, kui koigi servade ldbilaskevoimed on ratsionaalarvud, lopetab
Ford-Fulkersoni algoritm t66. Toepoolest, sel juhul voime koik hari-
like murdudena esitatud servade lébilaskevoimed korrutada ldbi nen-
de murdude nimetajate suurima iihiskordsega. On selge, et niisuguse
operatsiooni tulemusena muutuvad ldbilaskevoimed téisarvulisteks,
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maksimaalse voo leidmise tilesanne aga Ford-Fulkersoni algoritmi sei-
sukohast ei muutu.

Kui me lubame servade lidbilaskevoimetena ka irratsionaalarve,
siis on voimalik konstrueerida vork ning sellised suurendavate ahelate
valikud, et algoritmi iteratsioonidel leitavate voogude viirtused kiill
ldhenevad piiramatult maksimaalse voo véiartusele, kuid ei saa sellega
kunagi vordseks (vaata ka iilesannet 65).

Parema keerukushinnangu Ford-Fulkersoni algoritmile saame siis,
kui me fikseerime, mil viisil suurendav ahel leitakse. Loeme niiiid, et
suurendav ahel tippu t leitakse graafi G laiuti libides. Sellist tdien-
dust nimetatakse Edmonds-Karpi tdienduseks. Sel juhul on suuren-
dav ahel tippu ¢, mida algoritm kasutab, minimaalse voimaliku pik-
kusega. Enamgi veel, koigi tippude v € V; jaoks on suurendav ahel
lahtest s tippu v, mis hulka V; konstrueerides leitakse, minimaalse
voimaliku pikkusega.

Kui (G, ), on mingi vork ja ¢ mingi voog sellel, siis téhistagu
d,(v), kus v € V(G), lithima suurendava ahela pikkust tippu v.

Lemma 6.6. Kui (G,¢), kus G = (V,E), on mingi vork ja
©0,¥1, P2, ... on voogude jada, mis leitakse Ford-Fulkersoni algoritmi
(koos Edmonds-Karpi tiiendusega) jdrjestikustel iteratsioonidel, siis
suvalise v € V korral on jada d,,(v) mittekahanev.

Toestus. Olgu ¢, ja pnp41 kaks jirjestikust voogu selles voogude
jadas ning olgu B C V koigi selliste tippude hulk, mis antud n korral
seda mittekahanevuse tingimust ei tdida, s.t. olgu

B={v|veV,d,, . (v) <, (v)} .

Oletame viitevastaselt, et hulk B ei ole tiihi. Olgu v € B selline tipp,
mille jaoks d,, ., (v) on minimaalne.

Olgu P’ lithim suurendav ahel tippu v (voo ¢,41 jérgi) ja u tema
eelviimane tipp (s.t. vahetult enne tippu v). Et P’ ilma oma viimase
tiputa on lithim suurendav ahel tippu w, siis d,,, ., (u) = 6, ,, (v) — 1.
Et aga d,,,, (v) vdédrtus on minimaalne hulga B elementide seas, siis
u ¢ B. Uurime voogu ¢,, tippude u ja v vahel.

Kui ¢, on tippude u ja v vahel kiillastamata, siis on iga suurendav
ahel tippu u (voo ¢, jirgi) {ihe sammuga pikendatav suurendavaks
ahelaks tippu v. Muuhulgas kehtib see ka lithima suurendava ahela
kohta ning seega d,, (v) < 6y, (u) + 1. Et d,, (u) < 0 (u) (sest
u ¢ B), siis

Pn+1

6lﬂn (U) < 6Lpn (u) + 1 < 6<Pn+1 (u) + 1= 6<Pn+1 (U)



ja jérelikult v € B, mis annabki soovitud vastuolu.

Kui ¢,, on tippude u ja v vahel kiillastatud, siis olgu P, selli-
ne suurendav ahel (voo ¢, suhtes) vorgu (G,1) suudmesse, et voog
wn+1 on saadud voost ¢, lisades talle tdiendava voo iile ahela P,
(sama moodi, nagu teoreemi 6.3 toestuses saadakse voog ' voost ¢,
lisades talle tiiendava voo iile teatava suurendava ahela). Et .11
on tippude u ja v vahel kiillastamata, siis peab ahelas P, leiduma
fragment - - —v —u—---

Et P, on leitud graafi G laiuti libides, siis on tema prefiks kuni
tipuni v (analoogiliselt: kuni tipuni u) minimaalse pikkusega suuren-
dav ahel (voo ¢, jirgi) tippu v (analoogiliselt: tippu u). Jirelikult
05, (v) =6y, (u) — 1. Et ka 0y, (u) < 0y, (u) (sest u € B), siis

Opn (V) = 0, (u) =1 < 0p, py (U) = 1= 0,1, (V) =2 < 044 (V)

ja jarelikult v € B, mis annab taas vastuolu. a

Teoreem 6.7. Ford-Fulkersoni algoritm koos Edmonds-Karpi tdi-
endusega teeb vorgu (G,v), kus G = (V, E), maksimaalset voogu lei-
des ilimalt (|V| —2) - |E| iteratsiooni.

Toestus. Olgu g, v1, P2, - .. vood, mis maksimaalse voo leidmise
algoritm oma jérjestikustel iteratsioonidel koostab. Leidmaks voost
@ vOOgUu ¢,4+1 konstrueerib algoritm n-ndal iteratsioonil mingi suu-
rendava ahela

€1 €2 €3 €
P,:s=v9g—0v —UVy— v, =t.

Defineerime suurused 9y, . . ., d,, samamoodi nagu teoreemi 6.3 toes-
tuses. Utleme, et tipupaar (vi—1,v;) on kriitiline, kui talle vastav suu-
rus ¢; on minimaalne (teoreemi 6.3 toestuse terminites: (v;_1,v;) on
kriitiline siis, kui §; = €). Igal iteratsioonil leidub v&hemalt iiks krii-
tiline tipupaar ja jargmisel iteratsioonil on voog nende tippude vahel
kiillastatud.

Olgu u,v € V. Loeme, kui mitmel iteratsioonil voib tipupaar
(u,v) kriitiline olla. Kui (u,v) on n-ndal iteratsioonil kriitiline, siis si-
saldab P, fragmenti--- —u —v — --- jaseegad,, (v) = d,, (u)+1.

Iteratsioonil jérjekorranumbriga n + 1 on voog tippude u ja v
vahel kiillastatud. Kui (u,v) on iteratsioonil n/, kus n’ > n, taas
kriitiline, siis on voog ¢, tippude u ja v vahel taas kiillastamata.
Jérelikult peab leiduma mingi iteratsioon n'’, kus n < n/’ < n' nii, et
suurendav ahel P, sisaldaks fragmenti --- —v —u — ---. Siis aga
(1) = 5,0 (v) + 1.
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Kokkuvottes saame, et
O (w) =0, ,(w) =0, ,(v) +1=26,,(v) +1=76,,(u)+2,

seega iga kord, kui (u,v) saab kriitiliseks, on suurus d,, (u) eelmise
korraga vorreldes vihemalt kahe vorra suurenenud.

Kui (w,v) on kriitiline tipupaar, siis ei saa suurus 0, (u) olla
suurem kui |V'|—2. Tepoolest, kriitilise ahela P, pikkus ei ole suurem
kui n — 1, sest ta sisaldab koéiki tippe iilimalt iiks kord. Samuti pole
tipp » ahela P, viimane tipp, sest tipp v tuleb veel pérast teda.
Tipupaare, mis iildse voivad kriitiliste tipupaaridena kone alla tulla,
on iilimalt 2 - |E| tiikki — kui (u,v) on kriitiline, siis peab leiduma
serv tipust u tippu v voi tipust v tippu wu. (I

Ulesanded

Ulesanne 64. Leia maksimaalsed vood jiargmistes vorkudes. Samuti
leia neis vorkudes moni minimaalne 16ige.

1.
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Olgu R = @ (siis R = R+ R"*?) ja iilejéisinud servadel suured

lébilaskevoimed. Olgu esimene suurendav ahel s — a — d — ¢ ning
jérgmised suurendavad ahelad (tsiiklis)
l.s—c—f—d—a—b—e—1t
2.s—b—e—f—c—a—d—t
3. s—a—d—e—b—c— f—t.

Niita, et Ford-Fulkersoni algoritm ei l6peta t66d.
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7. Kooskolad ja katted

7.1. Berge’i teoreem

Olgu G suunamata graaf. Kooskoélaks graafis G nimetatakse tema
servade sellist alamhulka M C E(G), et iga tipu v € V(@) jaoks keh-
tib deg,,(v) < 1 (s.t. kaks serva hulgast M pole intsidentsed sama
tipuga). Siin deg,,(v) tdhistab tipuga v intsidentsete hulka M kuulu-
vate servade arvu. Kooskola M nimetatakse maksimaalseks, kui ta on
suurima, voimaliku voimsusega. Kui iga tipu v € V(G) jaoks kehtib
deg,s(v) = 1, siis nimetatakse kooskola M tdielikuks kooskolaks. Joo-
nisel 7.1 on vasakul toodud néide kooskolast, mis pole maksimaalne,
keskel maksimaalsest kooskolast, mis pole téielik, ja paremal téieli-
kust kooskdlast.

Kui G = (V,E) on graaf ja S C V, siis on hulga S naabrus
N(S) CV defineeritud jargmiselt:

NGS) Y {w|weV,IecEveS):e={v,w}} .

Olgu M kooskéla graafis G. Ahelat P selles graafis nimetatakse
M -vahelduvaks, kui sellel ahelal olevad servad kuuluvad vaheldumisi
hulkadesse M ja E(G)\M. Kui ahel P otstippudega u ja v on M-
vahelduv ja deg,;(u) = deg,,(v) = 0, siis nimetatakse seda ahelat
M -laienevaks. Vasakpoolses graafis joonisel 7.1 leidub mitmeid M-
laienevaid teid, sellisteks on niiteks 3 —4 — 5 — 1 — 2 — 7 ja
3—2—1—6—10—9—8—T.

Teoreem 7.1 (Berge). Kooskola M graafis G on maksimaalne
parajasti siis, kui selles graafis ei leidu M -laienevat ahelat.

T&estus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et M on graafi
G maksimaalne kooskola ning oletame viitevastaselt, et selles graafis
leidub M-laienev ahel P otstippudega u ja v. Olgu M’ koigi selliste
servade hulk, mis kuuluvad tépselt {ihte hulkadest M ja P (siin ja

Joonis 7.1. Erinevat tiiiipi kooskolad
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edaspidi laseme ahelat tihistaval stimbolil tdhistada ka sellesse ahe-
lasse kuuluvate servade hulka). Olgu w € V(@) ja selgitame, millega
vordub deg,s (w).

e Kui w ei asu ahelal P, siis deg,; (w) = deg,,(w). Toepoolest,
et P ei sisalda tipuga w intsidentseid servi, siis on mingi hulka
M’ kuuluv serv tipuga w intsidentne parajasti sel juhul, kui see
serv kuulub hulka M.

e Kui w asub ahelal P ning pole iiks selle ahela otstippudest u
VOl v, siis deg s (w) = degy,(w) = 1. Antud juhul sisaldab P
kaht tipuga w intsidentset serva, neist iiks kuulub hulka M (ja
ei kuulu hulka M') ning teine ei kuulu (ja kuulub hulka M').
Teised tipuga w intsidentsed servad ei kuulu hulka M.

e Kuiw € {u,v},siis deg,, (w) = 1. Tipud u ja v pole iihegi hulka
M kuuluva servaga intsidentsed, kiill aga on nad intsidentsed
ithe ahelas P esineva servaga.

Meil on deg, (u) = deg,,(u) + 1 ning deg,, (v) = degy,(v) + 1. Ule-
jadnud tippude jaoks on deg,, ja deg,, vordsed. Seega |M'| = |M|+1
ning M ei ole maksimaalne kooskola.

Niide: kui graafiks G on joonisel 7.1 vasakul ja paremal asuv
graaf, kooskdlaks M sellel joonisel vasakul kujutatud kooskola ning
M-lainenevaks ahelaks ahel 3—4 —5 — 11— 2 — 7, siis kooskdlaks
M’ on joonisel 7.1 paremal kujutatud kooskdla.

Piisavuse (<) néditamiseks eeldame, et M on graafi G kooskola,
mis ei ole maksimaalne, ning piitiame konstrueerida mingi A -laieneva
ahela. Olgu M* graafi G mingi maksimaalne kooskéla ning vaatleme
graafi H = (V, M U M*). Selle graafi sidusatel komponentidel voib
olla iiks jargmistest kujudest:

(i) isoleeritud tipp;
(i) serv u — v, kus e € M N M*;

(iii) tsiikkel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M ja
M*; seega peab selle tsiikli pikkus olema paarisarv ning ta peab
sisaldama vordsel arvul hulka M kuuluvaid ning hulka M™* kuu-
luvaid servi;

(iv) ahel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M ja M*.

Et |M| < |M*| ning sidusates komponentides (i), (ii) ja (iii) on hulka-
desse M ja M* kuuluvaid servi vordsel arvul, siis peab H sisaldama
vihemalt iihte sidusat komponenti kujuga (iv) nii, et see ahel algaks
ja loppeks hulka M™* kuuluva servaga. See ahel ongi M-laienev. O
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7.2. Halli abieluteoreem

Jargmine teoreem on saanud oma nime nn. abieluprobleemi jér-
gi. Selles probleemis on antud mingi tiitarlaste hulk X, noormeeste
hulk Y ning relatsioon £ C X X Y, mis kirjeldab, milline tiitarlaps
millise noormehega sobib. Kiisitakse, millistel tingimustel on kaigil
tiitarlastel voimalik abielluda méne sobiva noormehega.

Teoreem 7.2 (Philip Hall, 1935). Kui G on kahealuseline graaf
alustega X ja 'Y (s.t. X UY =V(G), X NY = @) ning iga e € E(G)
korral e = {z,y} mingi v € X jay €Y jaoks), siis leidub graafil G
kooskola M omadusega deg,,;(x) = 1 iga x € X jaoks parajasti sel
guhul, kui iga S C X jaoks kehtib |N(S)| > |S].

T&estus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et M on selline
kooskola, mis iga x € X jaoks sisaldab tipuga z intsidentset serva.
See kooskola defineerib teatava funktsiooni o : X — Y, mis kujutab
hulga X iga elemendi z hulga Y selliseks elemendiks y, et kooskdla
M sisaldab serva, mille otstippudeks on x ja y. Vastavalt eeldustele
leidub iga z € X jaoks tépselt iiks selline y € Y. Et M on kooskola,
siis pole iikski y € Y intsidentne enam kui ithe hulka M kuuluva
servaga, jarelikult on funktsioon « injektiivne. Et iga S C X korral
a(S) € N(S), siis [N (S)] > |a(S)| = IS].

Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et M on mingi maksimaal-
ne kooskola graafis G. Oletame vastuviiteliselt, et leidub niisugune
x € X, mille korral deg,,;(z) = 0 ja konstrueerime sellise S C X, mil-
le jaoks |[N(S)| < |S|. Olgu Z kéigi selliste tippude v € V(@) hulk,
mille korral leidub M-vahelduv ahel tipust z tippu v (M-vahelduvuse
definitsiooni kohaselt muidugi « € Z). Joonisel 7.2 on toodud iiks néi-
de kahealuselisest graafist ja maksimaalsest kooskolast selles (graafi
servad on kujutatud pidevate voi katkendjoontega, kooskolla kuu-
luvad servad jimedate joontega). Joonisel on tipust z algavatesse
M-vahelduvatesse ahelatesse kuuluvad servad kujutatud pidevjoon-
tega. Hulka Z kuuluvad tipud on &ra mérgitud. Olgu S = ZN X ja
T = ZNY. Viidame, et niimoodi defineeritud hulk S ongi otsitav.

Néitame koigepealt, et N(S) = T. Selleks omakorda toestame
esialgu, et N(S) C T. Olgu s € S ja niitame, et koik tema naabrid
t € Y kuuluvad hulka T'. Kui s = z, siis £ — t on M-vahelduv ahel,
jérelikult hulga 7" definitsiooni jirgi ¢t € T'. Kui s # z, siis olgu P M-
vahelduv ahel tipust x tippu s. Selle ahela viimane serv kuulub hulka
M, sest ahela pikkus on paarisarv (tegemist on ahelaga kahealuselise
graafi kahe samasse alusesse kuuluva tipu vahel) ja tema esimene serv
ei kuulu hulka M (kuna deg,,;(z) = 0). Olgu e = {s,t}. Meil tuleb
néidata, et leidub M-vahelduv ahel tipust = tippu t.
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Joonis 7.2. M-vahelduvad ahelad tipust x

(i) Kui tipp ¢ juba asub ahelal P, siis selle ahela osa tipust z tipuni
t ongi otsitav M-vahelduv ahel.

(ii) Kui tipp t ei asu ahelal P, siis kujutab L s ° t endast
M-vahelduvat ahelat tipust x tippu t.

Seega toepoolest kuuluvad tipu s koik naabrid hulka 7', mistottu
N(S)CT.

Niitame niiiid, et 7' C N(S). Votame mingi tipu ¢ € T, siis leidub
hulga T definitsiooni jargi M-vahelduv ahel x St Olgu s selle ahela
eelviimane tipp. Ahela P osa tipust z tipuni s on samuti M -vahelduyv,
seega s € S ja jdrelikult ¢t € N(S). Kokkuvotteks oleme toestanud, et
TCN(S)jaN(S)=T.

Néitame niiiid, et hulgad S\{z} ja T on vordse véimsusega, mil-
leks toestame, et [S\{z}| < |T|ja |T| < |S\{z}|-

Olgu s € S\{z}. Eespool me juba niitasime, et leidub e € M,
mis on tipuga s intsidentne. Tipule s seame vastavusse serva e teise
otstipu, eespool (juht (i)) me juba niitasime, et see tipp kuulub hulka
T. On ilmne, et hulga S\{z} erinevatele elementidele seatakse niiviisi
vastavusse hulga T erinevad elemendid, seega [S\{z}| < |T.

Olgut € T. Siis deg,;(t) = 1, sest vastasel juhul oleks M-vahelduv
ahel P tipust x tippu ¢ M-laienev ning see liheks vastuollu Berge’i
teoreemiga. Tipule ¢ seame vastavusse temaga intsidentse servae € M

teise otstipu s, siis x Lt % s on M-vahelduv ahel tipust z tippu s.
Tlmselt s # x ja hulga T erinevatele elementidele seatakse vastavusse
hulga S erinevad elemendid. Seega |T'| < |S\{z}|.

Kokkuvottes oleme me konstrueerinud sellise hulga S C X, et

NS =T =|S] -1 <|S].
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Oleme saanud vastuolu ja teoreemi sellega tdestanud. d

Jareldus 7.3. Kui G on regulaarne kahealuseline graaf, mis ei
ole nullgraaf, siis leidub selles graafis tdielik kooskola.

Toestus. Olgu X ja Y graafi G alused, kusjuures G regulaarsusest
(s.t. koigi tippude aste on sama) jireldub |X| = |Y|. Téepoolest,

kahealuselises graafis kehtib vordus 3 deg(z) = > deg(y) ning
zeX yey

kui G on regulaarne, siis on see vordus sama, mis | X| -k = |Y] -k,
kus k£ > 0 on koigi tippude iihine aste.

Kui S € X ning e € E(G) on mone hulka S kuuluva tipuga
intsidentne, siis on e ka moéne hulka N(S) kuuluva tipuga intsident-
ne. Jirelikult > deg(z) < Y, deg(y) ehk |S]|-k < |N(9)| -k ja

zeS yeN(S)
[S] < |N(S)|. Vastavalt Halli abieluteoreemile leidub graafis G koos-
kola M nii, et iga x € X jaoks kehtib deg,,(z) = 1. Et hulgas Y on
sama palju tippe kui hulgas X, siis peab ka iga y € Y jaoks kehtima
deg s (y) = 1, seega on M tiielik kooskola. O

7.3. Konigi teoreem

Kooskolaga mingis mottes duaalne moiste on kate. Graafi G (tip-
pude) katteks nimetatakse sellist tippude hulka K C V(G), et graafi
G iga serva moni otstipp kuulub hulka K. Katet K nimetatakse mi-
nimaalseks siis, kui tema voimsus on vihim voimalik.

Lemma 7.4. Kui M on graafi G mingi kooskéla ja K sellesa-
ma graafi mingi kate, siis |M| < |K|. Kui |M| = |K]|, siis on M
maksimaalne kooskoéla ja K minimaalne kate.

Toestus. Iga e € M jaoks leidub mingi v € K, nii et v on e
otstipp. Kooskola definitsiooni tottu peavad seejuures hulga M eri-
nevatele servadele vastama erinevad tipud. Seega |M| < |K|. Lemma
teine viide jireldub otseselt esimesest (ning maksimaalse kooskéla ja
minimaalse katte definitsioonist). O

Teoreem 7.5 (Konig). Kui G on kahealuseline graaf, siis tema
maksimaalsete kooskolade ja minimaalsete katete voimsused osutuvad
vordseteks.
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Joonis 7.3. Tekkivad hulgad Konigi teoreemi toestuses

Toestus. Olgu X ja Y graafi G alused ning M tema mingi mak-
simaalne kooskdla. Me konstrueerime graafi G sellise katte K, mille
korral |M| = |K]|.

Olgu U C X selliste tippude u € X hulk, nii et deg,,(u) = 0.
Paneme tihele, et M voimsus on vordne X\U voimsusega — iga
hulka X\U kuuluv tipp on intsidentne mone hulka M kuuluva servaga
ja rohkem servi M ei sisalda. Olgu Z selliste tippude v € V(@) hulk,
mille korral leidub mingi v € U jaoks M-vahelduv ahel tipust u tippu
v.0lgu S =ZNXjaT =2ZnNnY. Niide hulkadest X, Y, U, S ja
T on toodud joonisel 7.3. Téiesti analoogiliselt Halli abieluteoreemi
toestusega saame niilid toestada, et kehtivad vordused N(S) =T ja
S\U| = [T.

Kui K = T U (X\S), siis K on kate. Téepoolest, oletame, et
serva e € E(G) kumbki otstipp ei kuulu hulka K. Sel juhul kuulub
e alusest X périnev otstipp hulka S ning alusest Y périnev otstipp
w hulka Y'\T'. Jérelikult kuulub w € Y'\T hulga S naabrusse, mis on
aga vastuolus iilaltoestatud vordusega N(S) =T

Katte K voimsus avaldub kujul

[K| = |T| + [X\S] = [S\U| + [X\S| = [X\U| = |M]

(eelviimane vordus kehtib U C S C X tottu). Lopuks jireldub lem-
mast 7.4, et kate K on minimaalne kate. a
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7.4. Tutte'i teoreem

Jargmisena anname {ihe tarviliku ja piisava tingimuse taieliku
kooskola leidumiseks (iildises) graafis. Tahistagu odd(G) graafi G
paarituarvulise tippude arvuga sidusate komponentide arvu.

Teoreem 7.6 (Tutte). Graafis G = (V, E) leidub tdielik kooskola
parajasti siis, kui iga S CV jaoks kehtib odd(G\S) < |5].

Tdestus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et M on graafi G
tiielik kooskoéla ning S C V. Olgu Gy, ..., }, graafi G\S paaritu-
arvulise tippude arvuga sidusad komponendid. Igas komponendis G;
leidub vdhemalt {iks selline tipp v;, et serva e; € M, mille iiheks ots-
tipuks on v;, teiseks otstipuks oleks mingi s; € S. Et M on kooskola,
siis on erinevate tippude v; jaoks vastavad tipud s; samuti erinevad.
Seega peab hulgas S olema vihemalt & tippu.

Piisavuse (<) n#itamiseks oletame véiitevastaselt, et iga S C V
jaoks kehtib odd(G\S) < | 5], aga graafis G ei leidu tiielikku kooskola.
Kui me votame S = ()), siis saame, et odd(G) = 0, seega on graafis
G paarisarv tippe. Lisame graafile G mingil viisil servi senikaua, kuni
saame mingi graafi G*, millel ei ole téielikku kooskola, aga kui me talle
veel mone serva lisaksime, siis sellel graafil juba oleks tiielik kooskdla.
Et tdisgraafis Ks,, leidub tiielik kooskdla, siis pole G* téisgraaf.

Mudugi kehtib ka graafis G* iga tipuhulga S C V jaoks vorratus
odd(G*\S) < |S|, sest

e graaf G*\S on saadud graafile G\'S mingil viisil servi lisades;

e graafile mingil viisil servi lisades ei saa odd(:) suureneda —
serva lisades voivad sidusad komponendid kas samaks jadda voi
voib kahest komponendist {iks saada. Seejuures saab kahest paa-
risarvulise tippude arvuga komponendist paarisarvulise tippude
arvuga komponent (kusjuures odd(:) ei muutu), kahest paari-
tuarvulise tippude arvuga komponendist paarisarvulise tippude
arvuga komponent (odd(-) viitheneb kahe vorra) ning paaris- ja
paarituarvulise tippude arvuga komponendist paarituarvulise
tippude arvuga komponent (odd(-) ei muutu).

Olgu U koigi selliste tippude u € V' hulk, mis on graafis G* ser-
vaga iihendatud koigi itilejddnud tippudega. Ilmselt on tipuhulga U
indutseeritud alamgraaf graafis G* téiisgraaf.

Vaatleme graafi G*\U sidusaid komponente. Selgub, et kdik need
komponendid ei saa olla tiisgraafid. Toepoolest, kui G*\U koik sidus-
ad komponendid oleksid tdisgraafid, siis saaksime graafis G* konst-
rueerida tiieliku kooskola jargmisel viisil:
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e Graafi G*\U paarisarvulise tippude arvuga sidusates kompo-
nentides korraldame tiieliku kooskola iga sellise komponendi
piires.

e Graafi G*\U paarituarvulise tippude arvuga sidusates kompo-
nentides korraldame ,,peaaegu tiieliku“ kooskola nende kompo-
nentide piires — igast komponendist iiks tipp jdib ilma paari-
liseta, tilejddnud tipud jagame paarideks.

e Eelmisel sammul graafi G*\U paarituarvulise tippude arvuga si-
dusates komponentides Gy, . . . , Gy, iilejidnud tipud seame paari
mingite (suvaliste) tippudega uy,...,u € U. Saame seda teha,
sest k = odd(G*\U) < |U| ning w1, ..., u; on ithendatud koigi
iilejdédnud tippudega.

e Hulga U\{uy,...,u;} tipud seame mingil viisil omavahel paari-
desse. See on voimalik, sest need tipud on koik omavahel iihen-
duses ja neid on paarisarv (me juba nigime, et graafis G* on
paarisarv tippe).

Seega peab graafis G*\U leiduma mingi sidus komponent H, mis
ei ole téisgraaf. Sel juhul sisaldab H vihemalt kolme tippu, sest iihe-
ja kahetipulised graafid on kéik kas mittesidusad voi tdisgraafid.

Olgu H' graafi H maksimaalse tippude arvuga tdisalamgraaf. Siis
leiduvad tipud z € V(H)\V(H') ning y € V(H') nii, et y ja z on
omavahel servaga tihendatud. Kui selliseid tippe ei leiduks, siis oleks
H' omaette sidus komponent.

Olgu = € V(H') selline tipp, et = ja z ei ole omavahel servaga
ithendatud. Kui niisugust tippu ei leiduks, siis peaks ka z graafi H'
tipp olema, seega ei oleks H' siis maksimaalse tippude arvuga.

Olgu w € V\U selline tipp, et y ja w ei ole omavahel servaga
ithendatud. Niisugune w peab leiduma, sest y ei ole ithendatud graafi
G* koigi tippudega — vastasel juhul kuuluks ta ise hulka U. Tippude
T, Y, z ja w asendit ja nendevahelisi servi illustreerib joonis 7.4.

Et graafile G* iiksk&ik millise serva lisamisel leidub temas téie-
lik kooskola, siis leidub tiielik kooskola M graafis G* + e,., kus
er: = {z, 2}, ning samuti téielik kooskola M, graafis G* + ey, kus
eyw = {ya ’LU}

Olgu G' = (V, E'), kus E' ef (M1 \Ms) U (Mx\My), s.t. graaf G
sisaldab graafi G* koiki tippe ja koiki selliseid servi, mis kuuluvad
tépselt iihte hulkadest M; ja Ms. Kui v € V| siis on degp (v) voima-
likud vaértused ainult kas 0 voi 2. Toepoolest, leidub tépselt iiks serv
e1 € M, ja tdpselt iiks serv e; € Mo, mis on intsidentnsed tipuga
v. Kui e; = ey, siis ei ole see serv graafis G’ ja degp (v) = 0. Kui
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Joonis 7.4. Tipud y, z, £ ja w Tutte’i teoreemi toestuses.

e1 # eq, siis ey & My ja ey & M; (muidu poleks My voi M, kooskdla)
ning seetdttu on nii e; kui ka ey graafi G’ servad ja degp, (v) = 2.

Kui tippude astmete véimalikeks viirtusteks on ainult 0 ja 2,
siis sellise graafi sidusatel komponentidel on kaks véimalikku kuju
— isoleeritud tipud ja tsiiklid. Graafis G' olevates tsiiklites esinevad
vaheldumisi servad hulkadest M; ja M,, muuhulgas tdhendab see, et
graafi G’ koik tsiiklid on paarisarvulise pikkusega.

On selge, et e,, € My ja ey, € My, sest muidu oleks M; voi
vastavalt M juba graafi G* tiielik kooskola, aga meie eeldasime, et
graafil G* ei ole téielikke kooskolasid.

Vaatleme graafi G' neid sidusaid komponente (tsiikleid), kuhu
kuuluvad servad e,. ja ey,. On kaks voimalust — nad asuvad kas
samas sidusas komponendis voi erinevates sidusates komponentides.

Vaatleme kdoigepealt juhtu, kus servad e, ja ey, asuvad erineva-
tes sidusates komponentides. Olgu C graafi G' tsiikkel (sidus kom-
ponent), mis sisaldab serva ey, (vaata ka joonist 7.5). Tahistagu
Ve C V koigi nende tippude hulka, mida tstikkel C' labib. Olgu G
graafi G* indutseeritud alamgraaf tipuhulgaga V. Me néitame, et nii
graafis G¥, kui ka graafis G*\V¢ leidub téielik kooskola. See aga on
vastuolus meie eeldustega, sest nende kahe tiieliku kooskodla tihend
annab meile téieliku kooskola graafis G*.

e Téielikuks kooskolaks graafis G¢. on téieliku kooskola M koi-
gi nende servade hulk, mis kuuluvad tsiiklisse C'. Tdepoolest,
tsiikli C' iga tipp on ju intsidentne tépselt ithe hulka M; kuu-
luva servaga. Samuti on koik hulka M; kuuluvad servad, mis
asuvad tsiiklis C, tihtlasi ka graafi G* servad, sest et serv e, ei
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M,
M

.......... G”* iilejddnud servad

Joonis 7.5. Tsiikkel, mis sisaldab serva ey,,, aga mitte serva e, .

asu tsiiklis C.

e Tiielikuks kooskolaks graafis G*\Ve on téieliku kooskdla Mo
koéigi nende servade hulk, mis ei kuulu tsiiklisse C'. See jareldub
sellest, et My koigi nende servade hulk, mis ei kuulu tsiiklisse
C, on tiielikuks kooskolaks graafis (G* + ey,,)\ Ve, see graaf on
aga vordne graafiga G*\Ve (sest y,w € V).

Vaatleme niitid juhtu, kus servad e,. ja ey, asuvad molemad
graafi G' sidusas komponendis (tsiiklis) C'. Olgu Ve ja G, defineeri-
tud samamoodi nagu eelmisel juhul. Me konstrueerime taas téielikud
kooskolad graafides G, ja G*\V¢ ning jouame vastuoluni — téieliku
kooskolani graafis G*.

Téielikuks kooskolaks graafis G*\ Vi on taas tiieliku kooskola My
koigi nende servade hulk, mis ei kuulu tsiiklisse C', pohjendus on sa-
ma, mis eelmisel korralgi (tegelikult oleksime me voinud M, asemel
kasutada ka tiielikku kooskola Mj).

Tsiiklit C' ja graafi G, illustreerib joonis 7.6 (W; ja W definee-
rime hiljem). Nagu jooniselt nieme, voivad tipud z, y, z ja w esine-
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—Ml
_M2

---------- G* iilejasnud servad

Joonis 7.6. Tsiikkel C', mis sisaldab servi e,. ja eyu.

da selles tsiiklis kahes pohimétteliselt erinevas jérjekorras (,pohimot-
teliselt erinev tihendab, et pole teineteisest saadavad nihutamiste
ja peegeldamiste teel), need jirjekorrad on (y,w,z,x) ja (y,w,z, z).
Oma edasises arutelus me eeldame, et jirjekorraks on (y, w, z, ). Saa-
maks arutelu jirjekorra (y,w,x, z) jaoks, tuleks meil edaspidises ki-
sitluses lihtsalt kéikjal x ja z &ra vahetada.

Olgu Wy C Vi tipuhulk, kuhu kuuluvad y, w ja koik neile tsiiklit
C selles suunas (y — w — ---) ldbides jirgnevad tipud, kuni tipuni
z (kaasa arvatud).

Olgu W5 = Vo \Wh ning G7, kus i € {1,2}, graafi G* indutsee-
ritud alamgraaf tipuhulgaga W;. Konstrueerimaks téielikku kooskdla
graafis G piisab, kui konstrueerime téielikud kooskolad graafides G}
ja G3; nende kooskolade tihend on téielik kooskola graafis G'-.

Taielikuks kooskolaks graafis G5 on taieliku kooskola M» koigi
selliste servade hulk, mis on méne hulka W5 kuuluva tipuga intsi-
dentsed.

Taielikuks kooskolaks graafis G7 on téieliku kooskola M; koigi sel-
liste servade hulk, mis on mone hulka 1W; kuuluva tipuga intsidentsed,
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ning millele lisaks on veel voetud serv tippude y ja z vahel. Serv y ja
z vahel leidub vastavalt nende tippude valikule (joonis 7.4). Sellega
oleme konstrueerinud téieliku kooskola graafis G ning ka graafis G*,
mis annabki soovitud vastuolu. O

Ulesanded

Ulesanne 66. Tihistagu §(G) lihtgraafi G minimaalset tipuastet.
Toesta, et kui M on mingi maksimaalne kooskola, siis kehtib vorratus

(@)
— < |M].
Ulesanne 67. Olgu M lihtgraafi G mingi maksimaalne kooskola ja
K selle graafi minimaalne kate. Néita, et

K| <2-|M]|.

Ulesanne 68. Olgu G = (V, E) kahealuseline graaf alustega A ja B.
Toesta, et kuiiga X C A korral kehtib vorratus |V (X)| > | X|—1, siis
leidub graafis G kooskola voimsusega |A| — 1. (Vihje: piitia graafi G
tiiendada nii, et tidiendatud graafile saaks rakendada Halli teoreemi.)

Ulesanne 69. Olgu G kahealuseline graaf alustega X ja Y, kusjuures
Ve € X[deg(z) = m] ja Yy € Y[deg(y) = n]. Toesta, et graafis G
leidub kooskéla M omadusega Vo € X|[deg,,(x) = 1] parajasti siis,
kui m > n.

Ulesanne 70. 52 kaardist koosnev bridzikaartide pakk jagatakse
lauale 4 rea ja 13 veeruga tabelisse pildipooled iilespoole. Tdesta,
et igast veerust saab valida iihe kaardi nii, et valitud 13 kaardi seas
on iiks kaart igast korgusest.

Ulesanne 71. Antud n-jirku ruutmaatriksi A = (ai;j) permanendiks
nimetame suurust

per(A) = Y a12(1)02r(2) * * Anr(n)
TES,

kus S,, on n-elemendilise hulga siimmeetriline riihm. Utleme, et ruut-

maatriks P on permutatsioonimaatriks, kui tema igas reas ja igas

veerus on tipselt iiks 1 ning koik iilejisinud elemendid on nullid. Ut-

leme, et maatriks A on bistohhastiline, kui koik tema elemendid on

mittenegatiivsed ja koigi ridade ning koigi veergude summad on 1.
Olgu A bistohhastiline (ruut)maatriks. Tdesta, et siis
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1. per(A) # 0;

2. A avaldub kujul A = 2, P, + ... + z,.P,, kus z; on mittenega-
tiivsed, 1 + ...+ 2, = 1 ja koik maatriksid P; on permutat-
sioonimaatriksid.

Ulesanne 72. Olgu (X1, X»,...,X,) hulga X alamhulkade pere.
Siis nimetame vektorit (z1,xs,...,,) selle pere transversaaliks ehk
erinevate esindajate komplektiks, kui iga i korral x; € X; ja koik
elemendid z; on erinevad.

Olgu (X1, Xs,...,X,) hulga X = {1,2,...,n} alamhulkade selli-
ne pere, et iga i korral | X;| = k ja hulga X iga element kuulub t#pselt
k alamhulka. Tdesta, et

1. sellel perel leidub transversaal;
2. sellel perel leidub k l6ikumatut transversaali.

Ulesanne 73. Olgu m ja n positiivsed tiisarvud, kusjuures m < n.
Ladina ristkilik on (m x n) maatriks M = (m;;), mille elemendid on
tdisarvud, mis rahuldavad jargmisi tingimusi:

(a) 1< my; <,
(b) tiheski reas ega iiheski veerus ei ole kaht vordset elementi.

Kui m = n, siis nimetatakse seda ristkiilikut ladina ruuduks.
Toesta, et ladina ristkiilikule M saab lisada n — m rida nii, et
moodustuks ladina ruut.

Ulesanne 74. Olgu m ja n positiivsed tiisarvud. Hulk {1,2,...,mn}
on titkeldatud hulkadeks A;, Ao, ..., A, kus |A;| =m,i=1,2,...,n.
Toesta, et iga teise samasuguse tiikelduse B1, B, ..., B, korral saab
hulgad Bi,Bs,...,B, nii iimber nummerdada, et 4; N B; # (),
1=1,2,....,n.

Ulesanne 75. Kaks mustkunstnikku niitavad jéirgmist trikki. Esi-
mene mustkunstnik 1dheb ruumist vélja. Teine mustkunstnik vétab
paki 100 kaardiga, mis on nummerdatud arvudega 1,2, ..., 100, ja la-
seb kolmel pealtvaatajal jargemoodda valida igaiihel iithe kaardi. Teine
mustkunstnik nieb, millise kaardi iga pealtvaataja on votnud. Seeji-
rel lisab ta {ihe kaardi iilejddinud pakist. Pealtvaatajad segavad need
neli kaarti, kutsuvad esimese mustkunstniku tagasi ja annavad se-
gatud kaardid talle. Esimene mustkunstnik vaatab neid nelja kaarti
ning moistatab &dra, millise kaardi vottis esimene, millise teine ja mil-
lise kolmas pealtvaataja.

Toesta, et mustkunstnikud saavad seda trikki teha.
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Ulesanne 76. Kaks mustkunstnikku niitavad jirgmist trikki. Esime-
ne neist palub tihel pealtvaatajal valida bridzikaartide pakist (52 kaar-
ti) viis kaarti ja anda need talle, nditamata neid teisele mustkunstni-
kule. Seejirel annab esimene mustkunstnik neist viiest kaardist {iks-
teise jérel neli tiikki teisele mustkunstnikule. Teine mustkunstnik ar-
vab seejirel viienda kaardi &ra.

Toesta, et mustkunstnikud saavad seda trikki teha. Mitu kaarti
saab pakis maksimaalselt olla, et see trikk onnestuks?

Ulesanne 77. (,Haaremiprobleem®) Olgu G' = (X UY, E) kahealu-
seline graaf alustega X ja Y. Olgu k£ € N. Niita, et graafis G leidub
servade hulk M C E omadusega

Vo € X :degy,(x) =k
Yy €Y :degy, (y) <1

IN

parajasti siis, kui iga alamhulga S C X korral & - |S| < |[N(S5)].
Ulesanne 78. Olgu (Xi,...,X,) hulga X alamhulkade pere ning

(x1,...,2n) ja (y1,--.,yn) selle pere kaks transversaali. Niita, et iga
i€{1,...,n} korral leiduvad j € {1,...,n} jaz!,..., 2, € X nii, et
(x,...,20) on pere (X1,...,X,) transversaal ja

{zf, .. o} ={@1, .. T, Tig1, - Ty Y )
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8. Graafi servade varvimine

Olgu meil antud lihtgraaf G = (V, E). Peale selle olgu antud graafi
G kooskolad My, ..., My, mis moodustavad servade hulga E tiikel-
duse.

Vajadus selliseid servade hulka tiikeldavaid kooskolasid konstruee-
rida tekib néiteks jargmisel juhul. Olgu X mingi toodete hulk ning
olgu Y mingi toopinkide hulk. Vaatame kahealuselist graafi alustega
X jaY,kusservz € X jay €Y vahel tdhendab, et toote z valmista-
misel tuleb mingil ajal kasutada pinki y. Eeldame, et {iht toodet voib
pinkidel toodelda iikskéik mis jérjekorras. Samuti eeldame, et koigi
tootlemiste ajakulu on 1 ajaiihik.

Kooskélade hulk My, ..., My sellel graafil kujutab siis endast t66-
plaani — kui serv, mis ithendab toodet z ja to6pinki y, kuulub koos-
kolla M;, siis tdhendab see seda, et ajahetkel ¢ tuleb toodet x to6delda
pingil y.

Antud graafi G = (V,E) korral huvitab meid, milline on mi-
nimaalne selline k, et leiduks servahulga E tiikeldus kooskoéladeks
My,..., M. Seda minimaalset k vidrtust tihistame siimboliga x'(G)
ja nimetame graafi G kromaatiliseks arvuks servade jirgi.

Sama probleemi saab ka teisiti sonastada (ja see sonastus selgitab,
miks stimbolit x'(G) just niimoodi nimetatakse). Silmusteta graafi
G = (V, E) servade virvimisviisiks k virvige nimetatakse funktsioo-
ni v graafi servade hulgast E hulka {1,...,k}. Virvimisviisi v ni-
metatakse korrektseks, kui ei leidu tippu v € V ja servi e, es € E
nii, et e; ja ey on intsidentsed tipuga v ning y(e;) = ~y(ez). Graafi
G kromaatiline arv servade jérgi on siis vihim selline £, mille puhul
leidub G servade korrektne virvimisviis & virviga. Tédhistus x' tuleb
kreekakeelsest sonast ypwua — vérv (tdhistust x kasutame tippude
virvimise juures).

Téhistagu A(G) graafi G tippude maksimaalset astet. On ilm-
ne, et X'(G) > A(G), sest koik maksimaalse astmega tipuga int-
sidentsed servad peavad olema eri virvi. Jirgnevas me néitame, et
kahealuselise graafi G korral x'(G) = A(G) ning lihtgraafi G korral
Y(G) < AG) +1.

Teoreem 8.1. Kui G on kahealuseline graaf, siis x'(G) = A(G).

Tdestus. Olgu X ja Y graafi G = (V,E) alused. Eeldame, et
|X| = |Y|; kui see nii ei ole, siis lisame viiksema voimsusega alu-
sele niipalju uusi tippe, et aluste véimsused vérdsustuksid.

Olgu k = A(G). Jirgmise sammuna muudame graafi G k-regu-
laarseks. Kui ta seda veel ei ole, siis leidub mingi tipp « mingis aluses

66



(iildisust kitsendamata eeldame, et aluses X) nii, et deg(z) < k. Siis
peab ka aluses Y leiduma mingi tipp y nii, et deg(y) < k, sest tippude
astmete summa iihes aluses on vordne astmete summaga teises aluses
ning molemas aluses on iihepalju tippe. Lisame graafile G serva, mis
ithendab tippe x ja y. On selge, et kui graaf G on pérast selle serva
lisamist vérvitav k vérviga, siis oli ta ka enne lisamist véirvitav k
vérviga. Kordame seda operatsiooni senikaua, kuni oleme tulemuseks
saanud k-regulaarse graafi.

Vastavalt jareldusele 7.3 leidub regulaarses kahealuselises graa-
fis téielik kooskdla. Olgu M; meie k-regulaarse kahealuselise graafi
G = (V,E) mingi téielik kooskdla. Vaatleme graafi (V, E\M;), mis
on (k — 1)-regulaarne kahealuseline. Jirelikult leidub ka temas mingi
taielik kooskola My ning graaf (V, E\(M; U M3)) on (k — 2)-regu-
laarne kahealuseline. Neid samme jatkates tiikeldame servade hulga
E 16puks téielikeks kooskoladeks My, ..., My. See k ehk A(G) tiie-
likku kooskola sisaldav tiikeldus annabki meile G servade korrektse
varvimisviisi A(G) vérviga. O

Vaatleme niitid suvalisi lihtgraafe. Koigepealt sonastame me iihe
tipris tehnilise (ja ehk isegi kunstilikuvoitu) lemma. Sellest lemmast
jareldub kohe tulemus, mida me ké&esoleva peatiiki alguses n&idata
lubasime.

Lemma 8.2. Olgu G = (V, E) lihtgraaf, k € N ningv € V selline
tipp, et

(i) v ja koigi tema naabertippude aste on ilimalt k;
(ii) tipul v on limalt iks naabertipp, mille aste on tdipselt k.

Sel juhul, kui graafis G\v leidub servade korrektne virvimisviis k vdr-
viga, siis ka graafis G leidub servade korrektne varvimisviis k vdrviga.

Teoreem 8.3 (Vizing). Kui G on lihtgraaf, siis
A(G) <X'(G) SAG) + 1.

T&estus. Seda, et A(G) < x'(G), oleme me juba niidanud. Vorra-
tuse x'(G) < A(G)+1 toestamiseks toestame induktsiooniga tippude
arvu jiargi vorratuse x'(G') < A(G) + 1, kus G' on graafi G mingi
indutseeritud alamgraaf.

Kui graafis G’ on ainult iiks tipp, siis loomulikult leidub G’ servade
korrektne virvimisviis A(G)+ 1 virviga. Oletame niiiid, et graafis G
on enam kui iiks tipp, ning olgu v graafi G' mingi tipp. Kui valida
k= A(G) + 1, siis on graafis G' tipu v jaoks lemma 8.2 eeldused (i)
ja (i) triviaalselt tdidetud — tipu v ja tema naabrite astmed ei ole
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suuremad kui A(G). Induktsiooni tarvis oletame, et G'\v on virvitav
A(G)+1 virviga. Lemma 8.2 kohaselt on siis ka G’ virvitav A(G)+1
varviga. (|

Lemma 8.2 tdestus. Lemma toestatakse induktsiooniga k jargi.
Kui k£ = 1, siis ka deg(v) < 1 ja kui deg(v) = 1, s.t. tipul v on naa-
bertipp u, siis on ka selle naabertipu aste 1. Seega kas v on graafis
G isoleeritud tipp, voi on graafi G tippu v sisaldav sidus komponent
kujul w — v. Esimesel juhul on graafidel G\v ja G samad servad ning
G\v servade korrektne virvimisviis 1 virviga on iihtlasi ka G servade
korrektne virvimisviis 1 vérviga. Teisel juhul saame G servade kor-
rektse vérvimisviisi G\v servade korrektsest virvimisviisist, kui me
lisaks vérvime tippude u ja v vahelise serva ainsama vérviga.

Olgu k > 1. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et tipu v aste
on tipselt k, et tipul v on tépselt {iks naaber, mille aste on téipselt k,
ning et tipu v koigi iilejddnud naabertippude aste on tapselt & — 1.
Toepoolest, kui mone tipu v’ (kus v" on kas v véi v naabertipp) aste
on eeldatust viiksem, siis lisame graafile G uue tipu v ning uue serva
{u,v'}, millega tipu v aste suureneb iihe vorra. On ilmne, et kui enne
uue tipu ja serva lisamist oli graafil G\v servade korrektne virvimis-
viis k virviga, siis on tal selline virvimisviis ka pirast. Samuti on
ilmne, et me ei jaid graafi G sel viisil Iopmatuseni tdiendama.

Olgu ~ graafi G\v servade mingi korrektne viirvimisviis k virviga.
Olgu X;, kus @ € {1,...,k}, tipu v selliste naabrite (graafis G) v’
hulk, et graafis G\v ei leidu tipuga v’ intsidentset serva e, mille korral
v(e) = i (sellises olukorras me iitleme, et virv i ei esine tipus v').
Formaalselt voib selle definitsiooni esitada kujul

X, Y v eV, {u,0'} € B, " € V\{v}

{v", 0"} e EAy({v),0"}) =i} .

Tipu v iithe naabri aste graafis G\v on k — 1, see tipp kuulub tép-
selt {ihte hulkadest X;. Tipu v iilejainud naabrite aste selles graafis
on k — 2, need tipud kuuluvad igaiiks tépselt kahte hulkadest X;.
Kokkuvottes saame

k
D O IXi| =2deg(v) — 1 =2k —1<2k . (8.1)

i=1

Jargmise sammuna néitame, et virvimisviisi v saab alati valida
niiviisi, et oleks

Vi,je{l,...,k}:||Xi| - 1X;]| <2 . (8.2)
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Toepoolest, see viide kehtib néiteks koigi selliste varvimisviiside ~y
jaoks, mille puhul Zle |X;|? on minimaalne voimalikest. Oletame
viitevastaselt, et mingi v puhul on see summa minimaalne, aga lei-
duvad véarvid i ja j, nii et |X;| > |X;| + 2. Vaatleme graafi G'\v
alamgraafi H, millel on sama tipuhulk ning mille servadeks on tip-
selt need graafi G\v servad e, mille jaoks v(e) = i vdi y(e) = j.
Graafis H on koigi tippude astmed kas 0, 1 voi 2, seega on graafi H
sidusad komponendid koik kas isoleeritud tipud, ahelad voi tsiiklid.

Paneme tdhele, et kui me varvimisviisi v sel viisil muudame, et
valime vilja graafi H iihe sidusa komponendi H' ning ,vahetame®
sellesse komponenti kuuluvate servade virvid (s.t. kui mingi serv oli
enne virvitud varviga ¢, siis on ta pérast varvitud virviga j ja vas-
tupidi), siis on ka saadav virvimisviis 7' korrektne. Toepoolest, kui
mingi tipp ei kuulu komponenti H', siis virvivad viisid v ja 7' temaga
intsidentsed servad itihtemoodi. Kui mingi tipp kuulub komponenti
H', siis on viisil v/ viirvides selle tipuga intsidentseid servi, mis on
vérvi ¢, sama palju, kui on viisil v virvides selle tipuga intsidentseid
servi, mis on vérvi j — s.t. iilimalt 1 (sest v on korrektne virvimis-
viis). Samuti on virvimisviisis ' selle tipuga intsidentseid servi, mis
on virvi j, iilimalt 1. Muid vérve kasutavad virvimisviisid v ja +/
ithtemoodi.

Olgu v' € X;\ X}, s.t. leidub tipuga v’ intsidentseid servi, mis on
varvitud virviga 7, aga ei leidu intsidentseid servi, mis on vérvitud
virviga i. Jirelikult leidub graafis H sidus komponent H', mis on ahel
ning mille itheks otstipuks on v’. Et |X;| > | X}, siis on voimalik v’
valida sellisel viisil, et ahela H' teine otstipp v ei kuulu hulka X;\X;;
olgu v’ sellisel viisil valitud. Tipp v” kas ei ole tipu v naabertipp voi
kuulub ta hulka X;\X;.

Vahetame sidusasse komponenti H' kuuluvate servade vérvid. Sel-
lega me tostame tipu v’ hulgast X; hulka X ;. Kui v" on tipu v naaber-
tipp, siis me tostame ka tema hulgast X; hulka X ;. Rohkem muutusi
hulkades X1, ..., Xy ei toimu. Seega oleme me vihendanud suurust
|X;| ithe voi kahe vorra ning suurendanud suurust |X;| sama pal-
ju. Selline muutus vihendab suurust |X;|? + |X;|?. Toepoolest, kui
z,y € Rjax —y > 2 siis

(-1 +@w+1)2 =2+ 2@ —y)+2<2>+9y*-2-2+2,
(x—2°2+w+2)°2 =+ —4z—y) +8<a’+y*—4.-2+8 .
Me oleme néidanud, et viirvimisviis v on valitav nii, et (8.2) osutuks
toeseks; eeldame, et v on niimoodi valitud.

Vorratuste (8.1) ja (8.2) tottu kuuluvad koik suurused |X;|, kus
i € {1,...,k}, hulka {0,1,2} voi hulka {1,2,3}. Kui nad kuuluvad
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hulka {1,2,3}, siis peab leiduma mdni ¢ nii, et |X;| = 1, sest muidu
ei kehtiks vorratus (8.1). Ka siis, kui nad kuuluvad hulka {0, 1,2},
peab leiduma moéni 4, mille korral | X;| = 1, sest vorduse (8.1) ko-
haselt on kéigi hulkade X; véimsuste summa paaritu arv. Uldisust
kitsendamata eeldame, et |Xj| = 1. Téhistagu v hulga X}, ainsat
elementi.

Olgu graaf G’ saadud graafist G, eemaldades sealt serva {v,u}
ning koik servad e € E, mille korral y(e) = k. Neid servi eemaldades
vihendame me tipu v astet iithe vorra, tipu u astet ithe vorra ning
ka tipu v iilejddnud naabertippude astet iihe vorra, sest tilejddnud
naabertippudel on igaiihel intsidentne serv, mille varvimisviis vy vér-
vib virviga k. Seega on graafis G’ tipu v aste k — 1. Samuti on v
koigi naabertippude aste graafis G iilimalt k£ — 1 ning v tlimalt tihe
naabertipu aste graafis G’ on tépselt k& — 1.

Vérvimisviis 7, mis oli graafi G\v korrektne vérvimisviis k vir-
viga, on iihtlasi graafi G"\v korrektne virvimisviis k£ — 1 viirviga.
Toepoolest, graaf G'\v on saadud graafist G'\v eemaldades sealt koik
servad, mis on vérvitud vérviga k.

Me oleme néidanud, et lemma 8.2 eeldused kehtivad graafi G',
tipu v ja virvide arvu k — 1 jaoks. Induktsiooni oletuse jargi leidub
graafi G’ korrektne virvimisviis k — 1 vérviga. Olgu see vérvimisviis
~'. Graafi G korrektse viirvimisviisi k viirviga saame virvimisviisist
~' nii, et koik servad e € E, mille korral y(e) = k, virvime virviga k
ning serva {u,v} virvime samuti virviga k. O

Ulesanded

Ulesanne 79. Leia x'(K,,), X' (P,) ja X' (Cy).

Ulesanne 80. Niita, et paaritu arvu tippudega regulaarse mitte-
nullgraafi G jaoks x'(G) = A(G) + 1.

Ulesanne 81. Leia koik sidusad lihtgraafid G, milles leidub tipselt
tiks tstikkel ja mille korral x'(G) = A(G) + 1.

Ulesanne 82. Niita, et y/(Pet) = 4 (vt. iilesannet 4.8).

Ulesanne 83. Niita, et 3-regulaarses Hamiltoni graafis G on x'(G)
vordne kolmega.

Ulesanne 84. Niita, et kui graafi G servad on k viirviga korrektselt
vérvitavad, siis on nad k virviga virvitavad ka sellisel viisil, et servade
arvud, mis on iihe voi teise virviga varvitud, iiksteisest rohkem kui
ithe vorra ei erine.

70



Ulesanne 85. Kirjelda lihtsat algoritmi puu servade viirvimiseks vi-
hima voimaliku arvu varvidega.

Ulesanne 86. Graaf G on x'-kriitiline siis, kui x'(G) = A(G) + 1
ja G suvalise serva eemaldamisel saadava graafi servi saab virvida
viiksema arvu varvidega.

1. Leia 5-tipuline y'-kriitiline graaf, mille korral A(G) = 3.
2. Milliste n vddrtuste korral on K, x'-kriitiline?

Ulesanne 87. Olgu G = (V, E) lihtgraaf ja olgu S C V koigi sellis-
te tippude v hulk, kus deg(v) = A(G). Olgu G[S] graafi G alamg-
raaf, mille indutseerib tipuhulk S. Niita, et kui G[S] on mets, siis
X'(G) = A(G).
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9. Kiikid ja soltumatud hulgad

Sissejuhatuseks vaatleme jiargmist iilesannet. Toestada, et igal
peol, kus on vihemalt kuus inimest, leidub alati kas

e kolm inimest, kes koik tunnevad iiksteist, voi siis
e kolm inimest, kes ei tunne iiksteist.

Graafiteooria terminitesse iile minnes voib olukorda kirjeldada nii.
Olgu V peol olevate inimeste hulk ja £ C V' x V binaarne relatsioon
hulgal V| nii et iga kahe inimese u,v € V korral {u,v} € E parajasti
siis kui » ja v tunnevad teineteist.

Lihtgraafi G tippude alamhulka S C V(G) nimetatakse klikiks,
kui iga kahe tipu w,v € S jaoks, kus u # v, leidub graafis G serv
nende kahe tipu vahel. Alamhulka S C V' (G) nimetatakse soltumatuks
hulgaks siis, kui tihegi kahe hulka S kuuluva tipu vahel ei ole graafis G
serva. Asjaesitatud viide pidude kohta on viljendatav graafiteoorias
jargmise teoreemina.

Teoreem 9.1. Iga suunamata lihtgraof G = (V, E), kus |V| > 6,
sisaldab indutseeritud alamgraafina vihemalt ihte graafidest K5 (kol-
metipuline tdisgraaf) ja Os (kolmetipuline nullgraaf), s.t. sisaldab kas
kolme-elemendilist klikki vou siis kolme-elemendilist soltumatut hulka.

Td&estus. Olgu v € V' mingi suvaline tipp, N(v) = {u]|{u,v} € E}
tipu v naabrite hulk ja N(v) = {u|u # v, {u,v} ¢ E} tipu v mitte-
naabrite hulk. Peale tipu v leidub graafis G' veel vihemalt viis tippu,
mistottu kas

a) |N(v)| > 3, voi siis
b) [N(v)| > 3.

Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraafi tipuhulgaga N (v) ja kahte
esineda saavat voimalust.

al) Iga kahe tipu u,w € N(v) korral {u,w} ¢ E. Siis on N(v)
soltumatu hulk, milles on vihemalt kolm tippu.

a2) Leiduvad tipud w,w € N(v), nii et {u,w} € E. Sel juhul on aga
{u, v, w} kolme-elemendiline klikk.

Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraafi tipuhulgaga N (v) ja kahte
esineda saavat voimalust.
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bl) Iga kahe erineva tipu u,w € N(v) korral {u,w} € E. Siis on

N (v) klikk, milles on vihemalt kolm tippu.

b2) Leiduvad erinevad tipud u,w € N(v), nii et {u,v} ¢ E. Siis aga
on {u,v,w} kolme-elemendiline séltumatu hulk.

Teoreem on toestatud. O

Teoreemist 9.1 tulenevalt voib tekkida uus ja tildisem kiisimus:
,Kas koigi positiivsete tiisarvude k ja ¢ korral leidub téisarv r(k,£)
nii, et iga graaf G = (V, E), kus V| > r(k,?), sisaldab indutsee-
ritud alamgraafina kas k-elemendilist klikki (s.t. K} < G) voi siis
l-elemendilist soltumatut hulka (s.t. O — G)7* Osutub, et vastus
sellele kiisimusele on jaatav. Kiisimuse tostatas (ja ka vastas) esime-
sena inglise matemaatik Frank P. Ramsey, nonda sai alguse Ramsey
teooria.

Jérgnevas téhistagu r(k, ¢) vihimat sellist positiivset tdisarvu r
(kui see eksisteerib), mis rahuldab tingimust , K — G voi Oy — G
iga suunamata lihtgraafi G = (V, E) korral, kus |V'| > r“. Arve r(k,£)
nimetatakse Ramsey arvudeks.

Paneme téhele, et Ramsey arvu r(k,f) eksistentsi toestamiseks
piisab néidata, et talle leidub iilemine tdke, st niisugune natutaalary
n, et igas vihmalt n-tipulises graafis esineb indutseeritud alamgraa-
fina kas K}, voi Oy.

Jargnevalt toestame Ramsey arvude moned lihtsad omadused.

Lemma 9.2. Kuir(k,l) eksisteerib, siis eksisteerib kar(¢, k) ning
r(k,0) =rl k).

Toestus. Eeldame, et r(k, £) on olemas. Néitamaks, et eksisteerib
ka r(¢, k) toestame, et r(¢, k) < r(k,f). Votame suvalise vihemalt
r(k, £)-tipulise graafi G. Kuna ka graafis G on vihemalt r(k, ¢) tippu,
siis leidub seal indutseeritud alamgraafina kas Kj, voi Op. Jérelikult
leidub graafis G' indutseeritud alamgraafina kas K, voi Oy, mistottu
r(¢, k) < r(k,¢) ja muuhulgas saame, et (¢, k) eksisteerib.

Niitid voime analoogiliselt toestada ka vorratuse r(k, ) < r(¢, k),
kust kokkuvottes jareldubki r(k, £) = (¢, k). O

Lemma 9.3. Koigi positiivsete tdisarvude k ja € korral
r(1,0) =r(k,1) =1, r(2,0) =¢ ja r(k,2) =k.
Toestus. Iga graaf, kus on vihemalt {iks tipp, sisaldab alati {ihe-
elemendilist klikki ja tthe-elemendilist soltumatut hulka. Seega kehti-
vad seosed r(1,¢) =1 jar(k,1) = 1.
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Olgu G = (V, E) mingi (-tipuline graaf. On selge, et kui leiduvad
tipud uw,v € V, nii et (u,v) € E, siis Ky — G. Kui aga (u,v) € E iga
kahe tipu u ja v korral, siis G on nullgraaf ja seega Oy — G. Samas
on selge, et leidub (¢ — 1)-tipuline graaf, milles ei sisaldu ei K> ega
ka Oy. Selleks on O,_;. Seega tdepoolest r(2,£) = £.

Olgu niitid G = (V, E) mingi k-tipuline graaf. On selge, et kui
leiduvad erinevad tipud w,v € V, nii et (u,v) € E, siis O2 — G. Kui
aga (u,v) € F iga kahe erineva tipu u ja v korral, siis on G téisgraaf
ja jérelikult K} — @. Samas leidub (k — 1)-tipuline graaf K;_;, mis
ei sisalda indutseeritud alamgraafina ei graafi K ega ka graafi O,.
Seega toepoolest r(k,2) = k. O

Teoreemist 9.1 jireldub, et r(3,3) < 6. Samas leidub viietipuline
graaf, mis ei sisalda ei kolme-elemendilist klikki ega ka kolme-ele-
mendilist nullgraafi, selleks sobib niiteks viie-elemendiline tsiikkel.
Jérelikult r(3,3) = 6.

Teoreem 9.4 (Ramsey). Koigi tdisarvude k, € > 2 korral suurus
r(k,0) eksisteerib ning kehtib vorratus

r(k,0) <r(k—1,0)+rkt—1) .

Toestus. Kasutame induktsiooni summa k+ ¢ jargi. Kui k+/¢ = 4,
s.t. kK = £ = 2, siis vastavalt lemmale 9.3 suurus r(k,¢) eksisteerib
ning

r(k,0)=2=1+1=r(1,2)+r(2,1) =r(k—1,0) +r(k,{—1) .

Oletame, et viiide kehtib koigi niisuguste arvude k' ja £’ korral, et
k' + 0 < k+ ¢ Olgu G = (V, E) graaf, milles on

Vi=r(k-1,0)+r(k(—1)
tippu, ning v € V mingi suvaline tipp. On selge, et kas
a) |N(v)| >r(k—1,£), voi siis
b) [N(w)| > r(k, ¢ —1).

Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraafi G’ tipuhulgaga N (v). Vas-
tavalt induktsiooni oletusele on kaks voimalust:

al) Kj_; — G', millest jéreldub et {v} U N(v) on k-tipuline klikk;

a2) Oy — G', millest triviaalselt tuleneb, et ka Oy — G.
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Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraafi G" tipuhulgaga N (v).
Vastavalt induktsiooni oletusele on jille kaks voimalust:

bl) Oy—; < G", millest jéreldub et {v} U N(v) on (-tipuline soltu-
matu hulk;

b2) Kj < G, millest triviaalselt tuleneb, et ka K — G.

Me oleme niidanud, et suurus r(k, ) on iilevalt tokestatud summaga
r(k—1,0) +r(k,¢ — 1), millest jireldub nii suuruse r(k,¢) eksistents
kui ka vajalik vorratus.

Teoreem on toestatud. O

Jdreldus 9.5. Kui k,¢ > 2 ning r(k,¢ — 1) ja r(k — 1,£) on

molemad paarisarvud, siis
r(k,0) <r(k—1,0)+rk(—-1)—1.

T&estus. Olgu G = (V, E) graaf, milles on r(k—1,¢)+r(k,(—1)—1
tippu. Et tippude arv on paaritu ning vastavalt teoreemile 2.1 leidub
igas graafis paarisarv paaritu astmega tippe, siis peab vaadeldavas
graafis leiduma selline tipp v € V', millel on paarisarv naabreid. Et nii

|N (v)] kui ka |N(v)| on paarisarvud, siis kehtib taas iiks jirgmistest
véidetest: kas

a) |[N(v)| > r(k—1,£), voi siis
b) [N(v)| > r(k,¢ - 1).

Toestus jatkub identselt teoreemi 9.4 tdestusega. d

Teoreem 9.6. Koigi taisarvude k,{ > 2 korral

kE+0—2
< .
ko< (r

Toestus. Kasutame induktsiooni & + ¢ jargi. Kui k = ¢ = 2, siis

r(k,0) =2 = (f) . (’“fo)

Olgu k, ¢ positiivsed tédisarvud ja kehtigu teoreemi viide koigi niisu-
guste k', ¢ korral, et k' + ¢' < k + £. Siis vastavalt teoreemile 9.4

r(k,l) <r(k—1,0)+rk,(—1) <
k+¢-3 k+(-3 k+10—2
< + = ;
k—2 k-1 k-1
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mis toestabki teoreemi. O

Jarelikult r(k, k) < (°F7) < 22573, Jirgnev teoreem annab suu-

rusele r(k, k) ka alumise tokke.

Teoreem 9.7 (Erdds). Kuik > 2, siis r(k, k) > 28/

Toestus. Teoreemi viide on lihtsalt kontrollitav juhul & = 2, see-
tottu eeldame, et £ > 3. Toestus on mittekonstruktiivne ja pohineb
niinimetatud tdendosuslikul meetodil. Leidub tipselt 92(5) = ™54
paarikaupa mitteisomorfset mirgendatud n-tipulist graafi (iile mingi
fikseeritud mirgendite hulga M). Olgu G graaf, mis on nende hul-

gast juhuslikult valitud. Seejuures eeldame, et see valik on htlane,

s.t. igaiihel nendest 2(5) graafist on sama suur téendosus valituks
saada. Téestame, et kui n < 2F/2 siis (klassikaline) toensiosus

PIKy = G voi O = G] < 1,

mistdttu jireldame, et leidub n-tipuline graaf, mis ei sisalda alamg-
raafina ei graafi K, ega graafi Oy ja seega r(k, k) > 2k/2.
Toepoolest, kui n < 2%/2 ja k > 3, siis

(M26)-6) 1y w _nk27(6)
PG oG] < WEZE(m) g (2
He= 6l < 70w (k) ST T
ok?/2 9=(3)  ok/2 1
Mok 2
Et ka vorratus P[0, — G] < 1/2 on analoogiliselt toestatav, siis
saame, et

P[Kk‘—)GV(N)IOk‘—)G] < P[Kk‘—)G]-f-P[Ok ‘—)G] <1,

mis toestabki teoreemi. O

Ramsey arvusid r(k, £) saab mitmel viisil tildistada. Siinkohal vaa-
tame neist iihte, mis tugineb sellele, et voime arvu r(k, £) defineerida
ka kui vihima arvu n, mille korral tdisgraafi K, servi iikskoik mis
viisil kahe virviga virvides leiduvad k tippu, mille vahelised servad
on koik varvitud esimese virviga, voi £ tippu, mille vahelised servad
on koik varvitud teise varviga.

Kahe virvi asemel voime me vaadata ka mingit muud arvu vérve.
Defineerimegi Ramsey arvu r(ai,...,ar) kui vihima sellise arvu n,
mille korral tédisgraafi K,, servi iikskoik mis viisil k& virviga virvides
leidub selline ¢ € {1,...,k}, et leiduvad a; tippu, mille vahelised
servad on koik virvitud vérviga ¢.
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Arvud r(aq, ..., ar) rahuldavad teoreemi 9.4 viitega analoogilist
vorratust, nimelt kehtib vorratus

r(ai,...,ax) < —(k —2)+
k
+Zr(a1>---;ai71;ai —Laig1,...,ar) . (9.1)

i=1

Selle vorratuse toestus on analoogiline teoreemi 9.4 toestusega.

Ulesanded

Ulesanne 88. Olgu G = (V, E) mingi silmusteta graaf, K tema mingi
minimaalne kate ja S tema mingi maksimaalse voimsusega soltumatu
hulk. Néita, et |K| + [S| = [V|.
Ulesanne 89. Tihistagu ao(G) lihtgraafi G suurima voéimsusega
soltumatu tippude hulga voimsust. Toesta, et lihtgraaf G on kahe-
aluseline parajasti siis kui iga alamgraafi H korral kehtib vorratus
o (H) > V4D,

2
Ulesanne 90. Téesta, et r(3,4) = 9.
Ulesanne 91. Téesta, et r(n + 1,n + 1) < 4™,

Ulesanne 92. Tdesta, et k > 2 korral kehtib vorratus
r(k,k—1)>221,

Ulesanne 93. Tdesta, et suvaliste naturaalarvude & ja ¢ korral leidub
selline naturaalarv n, et igas reaalarvujirjendis ai, as, ..., a, leidub
kas mittekahanev alamjirjend pikkusega k voi mittekasvav alamjéir-
jend pikkusega ¢.

Ulesanne 94. Niita, et kui moni arvudest aq, . . ., a on vordne iihe-
ga, siis (a1, ...,a;) = 1.

Ulesanne 95. Toesta vorratus (9.1).

Ulesanne 96. Toesta, et r(3,3,3) < 17 ja (3,3, 3,3) < 66.
Ulesanne 97. Toesta, et t > 2 puhul kehtib vorratus

r(3,3,...,3) < (t+ 1!
A/_/
t
Ulesanne 98. Toesta, et
r(at, ..., ai-1,2,ai1,. .. a5) =7(a1, ..., Gi—1, i1, - - - Qk)-

Ulesanne 99. Niita, et iga n € N jaoks leidub arv m,, € N, nii et
hulga {1,2,...,m,} suvalisel tiikeldusel n tiikiks leiduvad arvud z ja
y nii, et x, y ja x + y kdik kuuluvad samasse tiikki.
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10. Tasandilised graafid

10.1. Tasandilisuse definitsioon

Graaf on tasandiline (ehk planaarne) siis, kui teda on véimalik
tasandile joonistada nii, et tema servad véljaspool tippe ei loikuks.

See ,,definitsioon” on kiill hésti intuitiivne, kuid ta pole matemaa-
tiliselt range, sest ,, joonistamine“ ei ole rangelt defineeritud mois-
te. Anname siinkohal tasandilisuse iihe voimaliku range definitsioo-
ni, kuigi kiesolevas oppematerjalis kasutame edaspidi vaid eeltoodud
mitteranget definitsiooni ja jitame seetottu moned viliselt ilmsed,
kuid tegelikult mittetriviaalsed viited toestamata.

Joone eukleidilises ruumis R” méirab funktsioon v : [a, b] — R",
kus a,b € R ja a < b. Punkte y(a) ja vy(b) nimetatakse joone
otspunktideks. Joon 7 : [a,b] — R™ on pidev siis, kui iga y € [a, b
jaoks kehtib ;122 y(x) = v(y).

Pidev joon on sirgestuv siis, kui osutub loplikuks iilemraja

k
sup{Zd(y(ti,l),y(ti)) tkeNa=t) <t <...<t= b}
i=1

(siin d on kaugus ruumis R" ja iilemraja leitaks 16igu [a, b] koikvoi-
malike jaotuste jirgi). Seda iilemraja nimetatakse joone pikkuseks.
Jordani jooneks nimetatakse sirgestuvat joont, mis ennast ei 16ika
(s.t. funktsiooniga v miiratud kujutus on injektiivne). Olgu J,, koigi
Jordani joonte hulk ruumis R”.
Graaf G = (V, E) on sisestatav ruumi R™, kui leiduvad injektiiv-
sed kujutused vy : V — R” ja 1p : E — J,,, mille korral

e kui tipp v € V osutub serva e € E iiheks otstipuks, siis on
punkt ¢y (v) joone tg(e) {iheks otspunktiks;

e servade kujutisteks olevad jooned loikuvad tiksteisega vaid nen-
de iihistes otspunktides.

Graaf on tasandiline siis, kui ta on sisestatav tasandile, s.t. ruumi
R?. Tema sisestus tasandile ongi see, mida me intuitiivselt moistame
graafi joonise all.

10.2. Euleri valem

Kui graaf on mingil viisil tasandile joonistatud, siis jaotab see joo-
nis tasandi iilejidnud osa (s.t. osa, mis ei jdd joonise alla) osadeks.
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Tasandi kaht punkti loeme erinevates osades olevaks siis, kui iihest
punktist teise joudmiseks tuleb graafi joonisest {ile minna. Neid ta-
sandi osi nimetame tahkudeks. Joonisel 10.1 on toodud graaf, mille
joonis defineerib tasandil kolm tahku. Tahku f3 sellel joonisel nime-
tatakse lopmatuks tahuks. Tahu lopmatuses ei ole midagi erilist, sest
me vdime graafi joonistada nii, et iikskoik milline tahk on 16pmatu.
Kui me joonistaks graafi mitte tasandile, vaid sfiérile, siis ei eristuks
iikski tahk teistest oma lopmatuse poolest.

fs

A

Joonis 10.1. Tahud tasandilise graafi joonisel.

Jérgmine teoreem seob graafi (joonise) tippude, servade ja tahku-
de arvud. Muuhulgas iitleb ta seda, et soltumata sellest, kuidas sidus
tasandiline graaf tasandile on joonistatud, jadb joonise tahkude arv
samaks.

Teoreem 10.1 (Euler, 1750). Kui G on sidus tasandiline graaf
ning n, m ja f vastavalt tippude, servade ja tahkude arvud tema joo-
nisel, siisn+ f —m = 2.

Td&estus toimub induktsiooniga servade arvu m jargi.

Kui m = 0, siis n = 1 (meil on sidus graaf) ja f = 1 (16pmatu
tahk). Seegan+ f—-m=1+1-0=2.

Oletame niiiid, et teoreem kehtib koigi tilimalt m — 1 servaga
graafide korral. Olgu G graaf, millel on m serva. Kui G on puu, siis
n=m+ljaf=1lnngn+f-m=(m+1)+1—m=2.KuiG el
ole puu, siis leidub graafis G selline serv e, et tema eemaldamine ei
muuda graafi G mittesidusaks. Graafis G — e on n tippu, m — 1 serva
ja f—1 tahku (sest serva lisamisel sidusasse graafi jaotame me mingi
tahu kaheks'). Induktsiooni oletuse jirgi n + (f — 1) — (m — 1) = 2.
Siit jareldub kohe teoreemi viide. O

Teoreemist 10.1 jareldub péris mitu huvitavat tulemust.

ISee viide on tegelikult mittetriviaalne. Ta jireldub sellest, et iga kinnine
Jordani joon jagab tasandi kaheks osaks.
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Jareldus 10.2. Kui G on tasandiline graaf ning n, m, f ja k
vastavalt tippude, servade, tahkude ja sidusate komponentide arvud
tema joonisel, siisn+ f —m =k + 1.

Toestus. Rakendame teoreemi 10.1 eraldi graafi G koigile sidusa-
tele komponentidele, pannes iiksnes téihele, et me loeksime 16pmatut
tahku ainult iiks kord. a

Jareldus 10.3. Kui G on sidus tasandiline lihtgraaf, millel on n
tippu ja m serva, kusjuures n > 3, sis kehtivad jargmised vdited:

(i) m < 3n—6;
(i1) kui G ei sisalda tsikleid pikkusega 3, siis m < 2n — 4.

Toestus. Vaatame graafi G joonist tasandil. Et G on lihtgraaf,
siis peab igal tema tahul olema vihemalt 3 serva (iihe servaga tahk
tdhendaks, et graafis on silmus, kahe servaga tahk aga tihendaks, et
graafis on kordseid servi). Et iga serv kuulub tépselt kahele tahule
(véi {ihele ja samale tahule kaks korda, néiteks loeme me, et tahul f3
joonisel 10.1 on viis serva), siis 2m > 3f. Euleri valemist saame niitid

3n—m
3 )

2
2:n+f—m<n+§m—m:

millest jiareldub 3n —m > 6 ehk 3n — 6 > m.

Viites (ii) toodud tdiendav tingimus tihendab, et G joonise igal
tahul on vdhemalt neli serva. Seega kehtib vorratus 2m > 4f, mida
sarnaselt eelmisele osale Euleri valemisse asendades saame toestamist
vajava vorratuse. O

Jéareldus 10.4. Graafid K5 ja K33 pole tasandilised.

Tdestus. Graafil K5 on 5 tippu ja 10 serva. Kui K35 oleks tasandi-
line, siis saaksime jirelduse 10.3 véitest (i), et 10 < 9.

Graafil K33 on 6 tippu ja 9 serva, lisaks sellele pole tal paaritu-
arvulise pikkusega tsiikleid (teoreem 2.3). Kui K3 3 oleks tasandiline,
siis saaksime jirelduse 10.3 viitest (ii), et 9 < 8. O

Jareldus 10.5. Igas tasandilises lihtgraafis leidub tipp astmega
tlimalt viis.

Toestus. Olgu G vaadeldava tasandilise lihtgraafi mingi sidus kom-
ponent, n tippude ja m servade arv selles komponendis. Oletame, et
G iga tipu aste on vihemalt 6. Et iga serv on intsidentne kahe tipuga,
siis kehtib vorratus 6n < 2m ehk m > 3n. Vorreldes seda vorratust
jarelduse 10.3 viite (i) vorratusega m < 3n — 6 saame vastuolu. [
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10.3. Tasandilisuse kriteerium

Graaf on tasandiline parajasti siis, kui temas ei ,sisaldu“ graafe
K5 ja K3 3. Allpool tdpsustame, mida sisaldumine tdhendab.

Olgu G = (V, E) mingi graaf ja e € E tema mingi serv, kusjuures
e = {u,v}. Utleme, et graaf G' = (V', E') on saadud graafist G serva
e poolitades, kui

e V' =V U{w}, kus w on mingi uus tipp;
e E'= E\{e}U{e1,ex}, kus e; ja ez on mingid uued servad;
e ¢ = {u,w} ja ey ={w,v}.

Serva poolitamist illustreerib joonis 10.2.

Joonis 10.2. Niide serva e poolitamisest.

Graafe GG; ja G2 nimetame homdomorfseteks, kui leidub mingi
selline graaf GG, et nii GG; kui ka G2 on saadavad graafist G servade
poolitamiste teel.

Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf ning e € E. Loeme, et E on tipu-
hulga V' kaheelemendiliste alamhulkade mingi hulk. Kui me graafis
G serva e kokku tombame (ehk tema otstipud samastame), siis saame
lihtgraafi, mida téhistame G/e, ning mille tipuhulk on V\&(e) U{w},
kus w on mingi uus tipp, ja servahulk on

{{u,v} [ {u,v} € E,u,v, & E(e) JU
U {{u,w} | {u,v} € E,u & E(e),v €&le)} .

Joonisel 10.3 on toodud serva kokkutdémbamise ndide. Paneme té-
hele, et kui me tasandilises graafis mingi serva kokku tombame vo6i
poolitame, siis ka saadav graaf on tasandiline.

Utleme, et graaf G' on kokkutommatav graafiks G', kui G on saa-
dav graafist G servade kokkutombamiste teel.
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Joonis 10.3. Niide serva e kokkutombamisest.

Teoreem 10.6 (Kuratowski). Graaf on tasandiline parajasti siis,
kui ikski tema alamgraaf pole homdomorfrne graafiga Ks voi K3 3.

T&estus. Tarvilikkus (=) on ilmne — tasandilise graafi koik alam-
graafid peavad olema tasandilised, kuid K5 ja K3 3, samuti neist ser-
vade poolitamise teel saadavad graafid ei ole tasandilised.

Piisavuse (<) toestus on toodud jaotises 10.4. O

Teoreem 10.7 (Wagner). Graaf on tasandiline parajasti siis, kui
tikski tema alamgraaf pole kokkutommatav graafiks Ks voi K3 3.

Tdestus. Tarvilikkus (=) on jillegi ilmne — tasandilise graafi koik
alamgraafid peavad olema tasandilised, kuid graafid, millest servade
kokkutombamise teel on saadav K5 voi K33 seda ei ole, sest tasan-
dilises graafis serva kokku tommates jidb graaf tasandiliseks.

Piisavus (<=): kui graaf ei ole tasandiline, siis leidub temas vasta-
valt Kuratowski teoreemile alamgraaf, mis on homoéomorfne graafiga
K5 voi K33, s.t. graaf, mis on saadud graafist K5 voi K33 servade
poolitamise teel. See alamgraaf ongi kokkutommatav graafiks K5 voi
K3 3 — kui me graafis serva poolitame ja seejirel iithe uutest serva-
dest kokku tombame, siis jouame esialgse graafiga isomorfse graafini.
Niéiteks joonisel 10.2 on G'/e; = G = G'/es. O

10.4. Kuratowski kriteeriumi piisavus
Meil tuleb néidata, et koik mittetasandilised graafid sisaldavad
alamgraafe, mis on homdomorfsed graafiga K5 voi K3 3. Selle néita-

miseks oletame viitevastaselt, et leidub mittetasandilisi graafe, mille
iikski alamgraaf pole homdomorfne graafidega K5 ja Kz 3. Olgu G
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Joonis 10.4. Tipp w eraldab tippe u ja v

mingi minimaalse arvu servadega selline graaf. Et graafi tasandili-
sus ei soltu sellest, kas temas on isoleeritud tippe voi ei, siis loeme
tdiendavalt, et graaf GG ei sisalda isoleeritud tippe.

On ilmne, et graaf G on sidus. Toepoolest, kui G poleks sidus, siis
tema sidusad komponendid oleksid koik viiksema servade arvuga kui
G ise. Seega rahuldaksid graafi G koik sidusad komponendid teoree-
mi viidet. Kuna iikski sidus komponent ei sisalda graafidega K5 voi
K3 3 homdomorfseid alamgraafe, siis on koéik sidusad komponendid
tasandilised. Kuid sel juhul on ka G ise tasandiline, mis annab meile
vastuolu.

Analoogiliselt saame, et graaf G ei sisalda loiketippe — selliseid
tippe v, et G\v pole sidus. Téepoolest, olgu H graafi G\v mingi si-
dus komponent, millele on tidiendavalt (tagasi) lisatud tipp v iihes
koigi oma servadega graafi H tippudesse; graafi H servade hulk on
siis graafi G servade hulga alamhulk. Kuna tipp v on tithendatud ka
tippudega, mis ei kuulu graafi H, siis on graafis H vihem servi kui
graafis G. Seega peab H olema tasandiline ja me voime ta tasandile
joonistada niimoodi, et tipp v jiiks lopmatule tahule. Joonistades
sellisel viisil tasandile graafi G\v koik sidusad komponendid, millele
on tagasi lisatud tipp v koos oma servadega selle sidusa komponen-
di tippudesse, voime saadud joonistel tipu v kujutused {iheksainsaks
punktiks lugeda ning sellisel viisil graafi G' joonise saada.

Olgu niiiid e iiks graafi G servadest otstippudega u ja v ning olgu
F = G — {e}. Siis F on tasandiline, sest temas on vihem servi kui
graafis G' ning tal ei ole graafidega K5 voi K3 3 homdomorfseid graafe.
Graafis F' voib leiduda 16iketippe voi sildasid. Jargmisena néitame,
et need loiketipud ei saa graafis F' teataval viisil paikneda.

Lemma 10.8. Graafis F' ei leidu sellist tippu w, et tipud u ja v
oleksid graafi F\w erinevates sidususkomponentides.

Lemmas 10.8 vilistatud olukord on kujutatud joonisel 10.4.

Toestus. Vastuviiteliselt oletame, et graafis F' leidub selline tipp
w, mille eemaldamisel jadvad u ja v eraldi sidusatesse komponenti-
desse. Olgu F,, graafi F\w sidus komponent, mis sisaldab tippu u ja
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Joonis 10.5. Graafid F), ja F)

L

F! F'

v

Joonis 10.6. Graafi G joonis graafide F), ja F! joonistest

millele on tagasi lisatud tipp w. Olgu F, saadud graafist F,,, millele
on lisatud serv tippude u ja w vahel (kui seda serva seal veel ei ole;
kui see serv on juba olemas, siis F,, = F,,). Koosnegu graaf F graafi
F\v koikidest iilejiinud sidusatest komponentidest (s.t. koigist kom-
ponentidest v.a. see, milles on tipp u), millele on tagasi lisatud tipp w.
Olgu F) saadud graafis F, analoogiliselt graafi F konstruktsiooniga
graafist Fy, (vaata joonist 10.5).

Graafis F), ei ole rohkem servi kui graafis F'. Toepoolest, graafis
F,, on vihem servi kui graafis F' (puuduvad vihemalt servad tipu v ja
komponendi F vahel) ning graafis F, on tilimalt iiks serv rohkem kui
graafis F,. Samuti pole graafis F rohkem servi kui graafis F'. Seega
on graafides F), ja F) vihem servi kui graafis G ning nad rahuldavad
teoreemi viidet — nad on kas tasandilised voi sisaldavad alamgraafi,
mis on homdomorfne graafiga K5 voi K3 3.

Kui nii £} kui ka F) on tasandilised, siis on nad tasandile joonis-
tatavad nii, et serv tippude u ja w vahel ning serv tippude v ja w vahel
oleksid 16pmatu tahu naabriteks. Lugedes tippu w kujutava punkti
graafide F) ja F) joonistel iiheksainsaks punktiks, saame graafi F'
joonise (voimalik, et koos tiiendavate servadega u ja w ning v ja w
vahel), kus tipud u ja v on sama tahu — l6pmatu tahu — naabriteks.
Seega saame joonisele lisada ka eemaldatud serva e kujutise. Saame
graafi G joonise (vaata joonist 10.6).

Kui graaf F ei ole tasandiline (jirgnev arutelu kehtib muutmata
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Joonis 10.7. K5 voi K3 3 graafis F, = K5 voi K3 3 graafis G

kujul ka graafi F] jaoks), siis peab temas sisalduma alamgraaf H,
mis on homoéomorfne graafiga K; voi K3 3. Kuna graafil F' sellist
alamgraafi ei olnud, siis peab sellesse alamgraafi kuuluma lisatud serv
tippude u ja w vahel. Graaf H, vilja arvatud serv tippude u ja w vahel
on ka graafi G alamgraafiks. Graafis G voime selle serva asendada
teatava lihtahelaga tippude u ja w vahel, mis ei kasuta graafi F
kuuluvaid servi ning seega ei 16iku graafi H tippudega viljaspool
tippe u ja w. Saame graafi H', mis on homdomorfne graafiga H ning
seega ka iihega graafidest K5 voi K3 3. Nimetatud lihtahel koosneb
jargmistest osadest:

e ahel tipust w tippu v graafis F},
e serv e tipust v tippu u

(vaata joonist 10.7). Graaf H' on graafi G alamgraaf.
Me oleme niidanud, et graaf F ei sisalda sellist tippu w, nii et
graafis F'\w oleksid tipud u ja v eraldi sidusates komponentides. O

Teeme koigepealt veel paar tihelepanekut tipu u kohta (sama keh-
tib siis muidugi tipu v kohta). Tipp u ei ole graafi F' 16iketipp, sest
siis oleks ta ka graafi G loiketipp (F'\u = G\u, sest tipu u eemal-
damisel graafist G kaob ka serv e). Tipud u ja v ei ole graafis F'
naabertipud, sest muidu oleks graafis G kordne serv nende tippude
vahel. Tipul v on graafis F' vihemalt kaks naabrit — kui tal oleks
ainult iiks naaber, siis selle naabri eemaldamisel jadksid tipud w ja v
eraldi sidusatesse komponentidesse. Kuna u ei ole 16iketipp ja tal on
vihemalt kaks naabrit, siis tipuga u intsidentsed servad ei ole sillad.
Need tihelepanekud aitavad meil jargmist lemmat toestada.

Lemma 10.9. Graafis F leidub tsiikkel, mis ldbib tippe u ja v.

Toestus. Leiame koigepealt sellise tstikli C' graafis F', mis ldbib
tippu u. Olgu v’ tipu u iiks naabertipp. Leiame graafis F' = F—(u,u')
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Joonis 10.8. Tsiikli C ldhendamine tipule v

(graaf F' ilma servata tippude u ja u’ vahel) ahela tipust u tippu u’.
Sellised ahelad leiduvad, sest (u,u') ei olnud sillaks graafis F' ja seega
on F' sidus. See ahel koos servaga (u,u’) annabki meile graafis F
tstikli C, mis ldbib tippu u.

Kui tsiikkel C' 1ibib ka tippu v, siis olemegi soovitud omadustega
tsiikli leidnud. Vastasel juhul olgu tsiikli C' kaugus tipust v defineeri-
tud kui

(0,1)

ning olgu w € V(C) selline tipp, mille korral d(v,w) = d(v,C). S.t.
w # u on selline tipp tsiiklil C, mis on tipule v voimalikult ldhedal.
Olgu Py ahel tipust w tippu v pikkusega d(v,w). Olgu P mingi ahel
tipust w tippu v, mis ei ldbi tippu w (vaata joonist 10.8). Selline ahel
P leidub vastavalt lemmale 10.8 — kui koik ahelad tipust u tippu
v ldbiksid tippu w, siis oleksid tipud v ja v graafi F\w erinevates
sidusates komponentides.

Olgu w' ahela P koige esimene tipp (alustades tipust «), mis asub
ahelal Py (voimalik, et w' = v). Olgu u' ahela P koige viimane tipp
enne tippu w', mis asub tsiiklil C' (voimalik, et v’ = u). Ténu ahela P,
ja tippude u’ ja w' definitsioonidele kehtivad niiiid jirgmised viited.

d(v,C)= min d
teV(C)\{u}

e Ahel Py ei l6iku tsiikliga C' mujal kui tipus w, sest selle ahela
koik teised tipud on tipule v ldhemal kui tipp w, seega lidhemal
kui tsiikli C' mistahes tipp.

e d(v,w') < d(v,w), sest w' on tipp ahelal Py ja w' # w (sest
ahel P ei ldbi tippu w).

e Ahela P osa tippude u' ja w' vahel ei 16iku ahelaga Py (v.a.
tipus w') ja tsiikliga C' (v.a. tipus u).

Defineerime niiiid tsiikli C' jargmiselt:

e Alustame tipust w ja liigume mo6oda tsiiklit C' 1ibi tipu u tippu

u';
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e liigume tipust u’' mosda ahelat P tippu w';
e liigume tipust w’ modda ahelat Py tagasi tippu w;

Ka tsiikkel C’ libib tippu u. Peale selle

dv,0') = min d(v,1) <d(vw) < dlv,w) = d(v,0)

seega on tsiikli C' kaugus tipust v viiksem kui tsiikli C' kaugus tipust
v. Vottes niiiid tsiikli C” tsiikliks C' ja korrates eeltoodud konstrukt-
siooni, leiame pérast 16plikku arvu kordi (kordade arv pole suurem
kui d(v, C') esialgse tsiikli C' jaoks) sellise tsiikli C, et d(v, C') = 0, s.t.
tipp v asub tsiiklil C'. O

Veendusime, et graafis F' leidub selliseid tsiikleid, mis ldbivad tip-
pe u ja v. Fikseerime niiiid sellise tsiikli C' ning samuti graafi F' joo-
nistamisviisi nii, et tsiikli C' sisse ji#iks nii palju tahke kui voimalik.
Kui leidub mitu viisi valida see tsiikkel C' ja joonistamisviis, nii et C'
sisse jadb sama palju tahke, siis valime neist sellise, mille korral C'
sisse jadb voimalikult palju servi.

Graafi F' joonis koosneb siis jirgnevatest osadest:

e tsiikli C' joonisest;
e graafi F\V(C) sidusate komponentide joonistest;

e servadest, mis kinnitavad need sidusad komponendid tsiikli C'
kiilge.

Neid sidusaid komponente, mis graafi F' joonisel jidvad tsiikli C' sisse,
nimetame sisemisteks komponentideks. Neid komponente, mis jiivad
viljaspoole tsiiklit C', nimetame wvdlimisteks komponentideks (vaata
joonist 10.9).

Kui z ja y on mingid kaks tippu tsiiklil C, siis titleme, et min-
gi sisemine komponent K eraldab neid tippe, kui graafi F' joonisel
tsiikli sees pole voimalik tommata joont tippude x ja y vahele ilma
l6ikamata komponenti K voi teda tsiikli C' kiilge kinnitavaid servi.
Analoogiliselt defineerime, millal vilimine komponent eraldab tippe z
jay tsiiklil C', aga siin iiritame tdmmata joont tippude z ja y kujutiste
vahele viljaspool tsiiklit C. Niide tippe x ja y eraldavast sisemisest
ja vélimisest komponendist on toodud joonisel 10.10.

Olles niiiid fikseerinud graafi F’ joonise ja tsiikli C' ning neist ldhtu-
des defineerinud teatavad moisted (sisemine ja vilimine komponent,
tippude eraldamine) toestame kaks lemmat komponentide paigutuse
kohta joonisel.
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\}} sisemised komponendid

OXx vilimised komponendid

Joonis 10.9. Sisemised ja vilimised komponendid graafi F' joonisel

z C

Joonis 10.10. Tippe z ja y eraldavad komponendid

Lemma 10.10. Graafi F joonisel koik vilimised komponendid

o on kinnitatud tsikli C kiilge servadega, mis on intsidentsed tsiik-
li C tdpselt kahe erineva tipuga;

o craldavad tippe u ja v.

Toestus. Tdepoolest, kui mingi vilimine komponent oleks tsiikli
C kiilge kinnitatud kéigest iihes tsiikli C' tipus, siis voiksime selle
komponendi viia tsiikli C' sisse nii nagu kujutatud joonisel 10.11. See
operatsioon ei vihendaks tsiikli C' sisse jaidvate tahkude arvu, kuid
suurendaks C' sisse jiddvate servade arvu. Seega poleks C valitud nii,
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Joonis 10.11. Uhes tipus kinnituva komponendi viimine tsiikli C'
sisse

Joonis 10.12. Tsiikkel iile vilimiste komponentide

et tema sisse jadb nii palju tahke ja servi kui voimalik. Kui aga mingi
vélimine komponent kinnitub tsiikli C' kiilge enam kui kahes tipus,
vol ei eralda tippe u ja v, siis on voimalik tsiiklit C' suurendada (s.t.
tema sisse jidiks rohkem tahkusid) nii nagu nédidatud joonisel 10.12.

d

Mingi vélise komponendi jaoks nimetame tema ankurtippudeks
neid kahte tippu tsiiklil C', mis on intsidentsed seda vilist komponenti
tsiikli C' kiilge kinnitavate servadega.

Lemma 10.11. Graafi F joonisel leiduvad selline sisemine kom-
ponent Ko ja vilimine komponent K., et Ko eraldab nii tippe u ja v
kui ka komponendi K, ankurtippe.

Lemma kirjeldatud olukorda on kujutatud joonisel 10.13.

Testus. Olgu K1 mingi selline sisemine komponent, mis eraldab
tippe u ja v, kuid mitte iihegi vilimise komponendi ankurtippe. Siis
graafi F' joonisel saab komponendi K tsiiklist C' viljapoole tosta,
nii nagu kujutatud joonisel 10.14. Lemma viite mittekehtimine t&-
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Joonis 10.14. Komponendi K7 tsiiklist viljaviimine

hendaks, et suvalise tippe u ja v eraldava sisemise komponendi jaoks
ei leiduks vilimist komponenti, mille ankurtippe see sisemine kom-
ponent eraldab. Seega oleks koik tippe u ja v eraldavad sisemised
komponendid tsiiklist C' vilja tostetavad. Kui aga tsiikli C' sees tippe
u ja v enam mitte miski ei eralda, siis saame joonisele, tsiikli C' sisse
lisada tippude u ja v vahele serva e kujutise, mille me graafist G kus-
tutasime, et saada graafi F'. Seega oleks ka graaf G tasandiline, mis
on vastuolus meie eeldustega. O

Jargnevalt fikseerimegi iihe sisemise ja vilimise komponendi, mis
paiknevad graafi F" joonisel nii nagu kirjeldab lemma 10.11. Tdhista-
me teatud tippe tsiiklil C' jargmisel viisil (vaata ka joonist 10.15):

e Vilimise komponendi ankurtipud olgu u’ ja v'. Edaspidistel joo-
nistel kujutame neid nii, et u’ on tsiikli C' {ilemisel poolel ja v’
alumisel.

e Nende servade tsiiklil C' asuvad otstipud, millega sisemine kom-
ponent tsiikli C' kiilge kinnitub ja ténu millele ta eraldab tippe
u ja v, olgu x ja y (kui selliseid servapaare on mitu, siis valime
neist iihe vilja). Joonistel loeme, et  asub tsiikli C' iilemisel ja
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Joonis 10.15. Fikseeritud komponendid ja nende ankurtipud

y alumisel poolel.

e Nende servade tsiiklil C' asuvad otstipud, millega sisemine kom-
ponent tsiikli C' kiilge kinnitub ja ténu millele ta eraldab tippe
u' jav', olgu 2’ ja y" (kui selliseid servapaare on mitu, siis vali-
me neist iihe vilja). Joonistel loeme, et ' asub tsiikli C' vasakul
(tippude u', v’ suhtes) ja y' paremal poolel.

Need vaadeldavad kaheksa tippu (u, v, u', v', z, y, ', y") voivad tsiiklil
C asuda mitmes erinevas jirjekorras. Samuti voivad osa nendest kok-
ku langeda. Kuratowski tingimuse piisavuse toestuse me l6petamegi
sellega, et vaatame koikvoimalikud jirjekorrad 1dbi ning n#itame, et
koigil juhtudel peab graafis G leiduma graafiga K5 voi K33 homoo-
morfne alamgraaf. Graafi G vaatlemine tihendab, et lisaks graafi F’
servadele voime selles alamgraafis kasutada ka tidiendavat serva e tip-
pude u ja v vahel.

Variant 1 Tipud paiknevad tsiiklil C' sellises jarjekorras, et vaadel-
dav sisemine komponent eraldab tippe u ja v ka ténu servadele, mis
kinnituvad tsiikli kiilge tippudes z’ ja y'. Siin on voimalikud kaks
alamvarianti.

Variant 1.1 Tipp 2’ asub tippude u ja u' vahel ning tipp 3’ tippude
v’ ja v vahel (pohimotteliselt véime lugeda, et x = 2’ ja y = ¢').
Sel juhul sisaldab graaf G alamgraafi, mis on homdomorfne graafiga
K3 3. See alamgraaf on kujutatud joonisel 10.16.

Variant 1.2 Tipp 2’ asub tippude u' ja v vahel ning tipp y’ tippude
u ja v’ vahel (pohimotteliselt voime lugeda, et © = y' ja y = z').
Sarnaselt eelmise juhuga leiame ka siin graafist G alamgraafi, mis on
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Joonis 10.17. Variant 1.2: K33

homoéomorfne graafiga K3 3. See variant on kujutatud joonisel 10.17.

Variant 2 Tipud paiknevad tsiiklil nii, et vaadeldav sisemine kompo-
nent ei eralda tippe u ja v tédnu servadele, mis kinnituvad tstikli kiilge
tippudes 2’ ja y'. Sel juhul peavad tipud z' ja y’ asuma moélemad
kas tsiikli iilemisel voi alumisel poolel (siinkohal loeme tippe u ja v
kuuluvaks nii iilemisele kui ka alumisele poolele). Uldsust kitsenda-
mata eeldame, et tipp ¢’ asub tsiikli C {ilemisel poolel, s.t. tippude
u (kaasa arvatud) ja u' (vilja arvatud) vahel. Tdepoolest, kui see nii
ei oleks, siis voiksime joonisel dra vahetada iilemise ja alumise poole
ning tippe sobivalt iimber nimetada (vahetame ira tihistused u' ja
v’ ning tdhistused z ja y). Soltuvalt sellest, kas tipp z' langeb kokku
tipuga u vOi ei, saame jirgmised variandid.

Variant 2.1 Tipp 2’ ei lange kokku tipuga u. Siis peab tipp y’' asuma
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Joonis 10.19. Variant 2.1.1.2: K33

tippude u' (vilja arvatud) ja v (kaasa arvatud) vahel.

Variant 2.1.1 Tipp y’ ei lange kokku tipuga v. Uurime, kummal
pool tippu v’ asub tipp y.

Variant 2.1.1.1 Kui tipp y asub tippude u ja v’ (vilja arvatud) va-
hel, siis on graafi G' graafiga K3 3 homtomorfne alamgraaf kujutatud
joonisel 10.18.

Variant 2.1.1.2 Kui tipp y asub tippude v’ (vilja arvatud) ja v va-
hel, siis on graafi G' graafiga K3 3 homtomorfne alamgraaf kujutatud
joonisel 10.19.

Variant 2.1.1.3 Kui tipp y langeb kokku tipuga v’, siis on graafi G
graafiga K3 3 homéomorfne alamgraaf kujutatud joonisel 10.20. Sellel
joonisel me vaatame kolme tippu tsiiklil C', mille kiilge meie vaadeldav
sisemine komponent servaga kinnitub. Nende servade otstipud selle
komponendi sees peavad omavahel kuidagi iihendatud olema, muu-
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Joonis 10.21. Variant 2.1.2: K33

hulgas peab leiduma mingi tipp selles komponendis, kust leiduvad
iiksteisega mitteloikuvad ahelad koigi kolme tipuni selle komponendi
Hadrel“. Punktiirjoon néitab ahelat, mis iihendab tippe u ja y'.
Variant 2.1.2 Tipp y’ langeb kokku tipuga v. Sel juhul on graafi G
graafiga K33 homoomorfne alamgraaf kujutatud joonisel 10.21. Si-
semise komponendi sees olev tipp on leitud analoogiliselt variandiga
2.1.1.3. Punktiirjoon néitab ahelat, mis iihendab tippe u' ja y. Jooni-
sel on kujutatud tipu y asetsemist tippude u ja v’ vahel, kuid graafiga
K3 3 hombomorfse alamgraafi saab graafis G leida tépselt samal viisil
ka juhul, kui tipp y asuks teisel pool tippu v’ v6i langeks selle tipuga
kokku (tipp y peab olema allpool tippu v).

Variant 2.2 Tipp =’ langeb kokku tipuga u. Sel juhul vo6ib ' asuda
tsiiklil C' suvalises kohas, mis jéiib tippudest u/ ja v’ paremale. Uldsust
kitsendamata eeldame, et y' asub tippude u' (vilja arvatud) ja v
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y

Joonis 10.22. Variant 2.2.2

(kaasa arvatud) vahel. Kui tipp y' asuks tippude v ja v’ vahel, siis
vahetame joonisel iilemise ja alumise poole (seejuures vahetuvad ka
tihised: oma kohad vahetavad v’ ja v’ ning x ja y). Uurime, kas tipp
y' langeb kokku tipuga v.
Variant 2.2.1 Tipp y’ ei lange kokku tipuga v. Vahetades siin jooni-
sel parema ja vasaku poole (seejuures vahetuvad téhised u ja v ning
z' ja y') saame variandi 2.1.2.
Variant 2.2.2 Tipp ¢’ langeb kokku tipuga v. See variant on kuju-
tatud joonisel 10.22. Siin tuleb meil vaadata, kummal pool tippe u’
ja v’ paiknevad tipud z ja y. Tipu z jaoks on meil kolm voimalikku
varianti — tippude u ja u' vahel, tippude u' ja v vahel ning langeb
kokku tipuga u'. Tipu v jaoks on samamoodi kolm varianti, kokku
seega iiheksa varianti.

Enamuse neist variantidest saame iihekorraga ldbi vaadatud, va-
hetades joonisel 10.22 t#histusi ja jooniseosasid jargmiselt:

e vahetame tdhistused u ja u';
e vahetame tdhistused v ja v';
e vahetame tdhistused z ja z';
e vahetame tihistused y ja y';

e vahetame serva e ahelaga tipust v’ tippu v’ ldbi meie fikseeritud
vilimise komponendi.

Me oleme variantidega 1 kuni 2.2.1 1&bi vaadanud koik juhud, kus
iilimalt {iks tippudest ' ja y' langeb kokku tipuga u v6i v. Tdhistusi
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Joonis 10.23. Variant 2.2.2, esimene voimalus: Kj

vahetades saame seega variandis 2.2.2 libi vaadatud kéik juhud, kus
iilimalt iiks tippudest  ja y langeb kokku tipuga v’ voi v'. Jiib jirele
juht, kus tipp = langeb kokku tipuga u' ja tipp y langeb kokku tipuga
v,

Sel juhul vaatame ahelaid 1dbi meie fikseeritud sisemise kompo-
nendi tipust = tippu y ning tipust w tippu v. Sisemise komponen-
di tasandilisuse tottu loikuvad need ahelad mingi(te)s tip(p)u(de)s.
Nende ahelate 16ikumine saab toimuda kahel erineval voimalikul vii-
sil. VGib juhtuda, et neil kahel ahelal on iiksainus {ihine tipp. Sel juhul
leidub graafil G alamgraaf, mis on homdomorfne graafiga K5, ta on
kujutatud joonisel 10.23. Kui neil kahel ahelal on enam kui iiks ithine
tipp, siis vaatame esimest ja viimast tippu nende ahelate iihisosal.
Need tipud vastavad tippudele graafi G' graafiga K33 homdomorfses
alamgraafis, vaata joonst 10.24.

Sellega on tippude u, v, u', v', x, y, ', y' koéikvoimalikud paik-
nemised tsiiklil C' l4bi vaadatud. Négime, et koigil juhtudel sisaldab
graaf G alamgraafi, mis on homtomorfne graafiga K3 3 voi K.

Ulesanded

Ulesanne 100. Leia, millised jirgmistest graafidest on tasandilised:
1. Kn; Kmm, Kl,mm;

2. Qn;
3. G, (vt. iilesanne 25);
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Joonis 10.24. Variant 2.2.2, teine voimalus: K3 3

4. G8%8 (vt. iilesanne 28);

Ratsu
5. Qu:
6. L(Kn).

Ulesanne 101. Tdesta, et Peterseni graaf pole tasandiline. Kas te-
mas leidub graafiga K5 homdomorfne alamgraaf? Aga graafiga K3 3
homoomorfne alamgraaf?

Ulesanne 102. Niita, et kui tasandilise lihtgraafi koigi tippude aste
on vihemalt 5, siis on sellel graafil vihemalt 12 tippu. Kas leidub
tasandiline graaf, mille iga tipu aste on 57

Ulesanne 103. Tdesta, et kui n tipu ja m servaga tasandilise sidusa
lihtgraafi igal tahul on ¢ serva, siis m = t(n — 2)/(t — 2).

Ulesanne 104. Kas voib viita, et homdomorfsete graafide servgraa-
fid on homo6omorfsed?

Ulesanne 105. Kas voib viiita, et kui graaf G' on kokkutommatav
graafiks K, siis tal leidub ka graafiga K5 homdomorfne alamgraaf?

Ulesanne 106. Toesta, et kui graafil G on vihemalt 11 tippu, siis
on vihemalt iiks graafidest G ja G mittetasandiline. On voimalik
niidata, et sama viide kehtib ka 9-tipuliste graafide korral.

Ulesanne 107. Leia 8-tipulised graafid G, mille korral

1. nii G kui G on tasandilised,
2. nii G kui G on mittetasandilised,

3. G on tasandiline, aga G mitte.
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11. Graafi tippude varvimine

11.1. Uldiste graafide varvimine

Olgu G = (V, E) silmusteta graaf. Graafi G tippude virvimisvii-
siks k wdrviga nimetatakse funktsiooni v graafi tippude hulgast V'
hulka K = {1,...,k}. Virvimisviisi vy nimetatakse korrektseks, kui ei
leidu serva, mille mélemad otstipud oleksid sama vérvi. Graaf G on
varvitav k vdrvigae siis, kui leidub tippude korrektne virvimisviis k
vérviga. Virvide arvu k£ minimaalset vidrtust tdhistame stimboliga
X(@) ja nimetame graafi G kromaatiliseks arvuks tippude jirgi.

On selge, et kui v : V' — K on mingi korrektne virvimisviis ja
o : K — K on mingi bijektsioon, siis ka 0 oy : V. — K on kor-
rektne virvimisviis. See tdhendab, et korrektse virvimisviisi virvi-
de permuteerimine ei muuda virvimisviisi mittekorrektseks. Niiteks
saab omavahel #dra vahetada kaks vérvi.

Teoreem 11.1. Silmusteta graaf G on virvitav A(G)+1 virviga.

Toestus toimub induktsiooniga tippude arvu jérgi.

On ilmne, et teoreemi viide kehtib tihetipuliste graafide jaoks.
Olgu G mingi graaf ja oletame, et teoreemi véide kehtib koigi sel-
lest graafist viiksema tippude arvuga graafide jaoks. Olgu v € V(G)
ja v graafi G\v mingi korrektne vérvimisviis A(G) + 1 virviga. Et
deg(v) < A(G) + 1, siis leidub mingi vérv i € {1,..., A(G) + 1} nii,
et tipu v tikski naabertipp graafis G pole virvitud vérviga ¢. Kui me
tdiendame varvimisviisi v, virvides tdiendavalt tipu v virviga 4, siis
saame graafli G korrektse virvimisviisi A(G) + 1 vérviga. O

Enamasti onnestub graafi tippe virvida ka iihe vorra viiksema
vérvide arvuga:

Teoreem 11.2 (Brooks,1941). Kui graafis G on tippude maksi-
maalne aste ilimalt d (kus d > 3) ja G ei sisalda (d+1)-tipulist klikki,
siis x(G) < d.

Toestus. On selge, et teoreemi viide kehtib tihetipuliste graafi-
de korral. Oletame véitevastaselt, et teoreemi viide iildiselt ei keh-
ti ja G = (V,E) on minimaalse tippude arvuga kontranéide. Olgu
v € V suvaline tipp graafis G ning N(v) = {vy,...,v¢} tipu v naab-
rite hulk, kus muidugi ¢ < d. Et G on minimaalne kontraniide, siis

graaf H def G\v on virvitav d virviga. Olgu need vérvid {1,...,d}.
Kui moni neist virvidest 7 ei esine hulgas {y(v1),...,v(ve)}, siis voik-
sime votta y(v) = i ja kogu graaf oleks viirvitav d vérviga, mis aga on
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Joonis 11.1. Tipud virvidega i (must) ja j (valge)

vilistatud G valiku tottu. Seega peavad koik d virvi esinema hulgas
{y(v1),...,v(ve)}, millest jireldub £ = d, s.t. minimaalne kontranéi-
de G on d-regulaarne graaf. Samuti jareldub siit, et graafi H iga kor-
rektne virvimisviis d viirviga peab kasutama koiki virve {1,...,d}.
Eeldame, et iga i korral v(v;) = i.

Olgu H;; graafi H alamgraaf, mille indutseerivad vérvid ¢ ja j, s.t.
w € V(H;;) parajastisiis, kui v(w) € {4, j}. Kuiv; ja vj oleksid graafi
H;; erinevates sidusates komponentides, nagu kujutatud joonisel 11.1,
siis voiksime vahetada omavahel virvid ¢ ja j iihe komponendi piires
ilma, et virvimisviis muutuks ebakorrektseks (joonisel 11.1 voiksime
niiteks vérvid vahetada mirgitud neljatipulises komponendis). Pé-
rast seda protseduuri oleksid aga tipud v; ja v; sama vérvi, mis on
voimatu tehtud eelduse tottu. Olgu C;; see sidus komponent, kuhu
kuuluvad tipud v; ja v;.

Néitame, et sidus komponent C;; on ahel tipust v; tippu v;. Kui
tipul v; oleks kaks sama virvi naabrit graafis H, siis oleks tipul v;
graafis H iilimalt d — 2 eri vérvi naabrit, seega me véiksime muuta
tipu v; varvi, mistottu v; saaks olema sama vérvi kui iiks naabritest
{v1,...0;—1,Vi+1...,04}, mis on aga voimatu. Jérelikult on tipul v;
ainult iiks naaber, mis on virvi j. Olgu

Vi =Ug UL~ oo W s U1 — Uy = Vj

mingi ahel tipust v; tippu v; graafis H;; ja w (v; poolt vaadatuna)
esimene tipp selles ahelas, mille aste graafis H;; on suurem kui kaks.
Tipul w on graafis H iilimalt d — 2 eri vérvi naabrit. Seega me saame
tipu w virvida mingit virvi ¢ ¢ {4,j}, misjérel v; ja v; el oleks
enam ahelaga iihendatavad. (Sellepérast tuligi alustada tipust v; ja
koigepealt néidata, et tipul v; ei ole graafis H;; rohkem naabreid kui
iiks.) See on aga voimatu, nagu eelnevast arutelust selgus. Seega ei
leidu graafi H;; tiheski ahelas v; ~ v; kahest suurema astmega tippe,
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Joonis 11.2. Komponendid Cj; ja Cy

millest jéreldubki, et C;; on ahel.

Vaatame niitid ahelaid C;; ja Cy (kus j # k) ning niitame, et
nende ainus iihine tipp on v;. Vastuviiteliselt oletame, et leidub tipp
u € Ci N Cy, nii et v # v;. Ilmne on, et tipp w on vérvitud vér-
viga 4. Samuti on ilmne, et u # v; ja u # v, sest tippude v; ja vy
viarvid on vastavalt j ja k. Seega on u molema ahela sisepunkt ja
~v(u) =i tottu peab tipul u olema parajasti kaks naabrit virvi j ja
kaks naabrit virvi k. Jillegi peaks siis tipul u olema graafis H iili-
malt d—2 eri virvi naabrit ja seega me saaksime tipu u virvida mingi
virviga viljastpoolt hulka {7, j, k}, mis annab vastuolu, sest kompo-
nent Cj; (ja ka komponent Cj;) laguneb kaheks komponendiks. Seega
Cij N Cik = {Ui}.

Meie eeldusest K411 ¥ G jireldub, et hulgas N (v) leiduvad kaks
tippu, mis pole servaga iihendatud. Uldisust kitsendamata véime eel-
dada, et need tipud on vy ja ve. Olgu z tipu v; naaber, mis on virvitud
virviga 2, s.t. (z,v1) € E ja x € C12. Komponent C}» ja samuti kom-
ponent C13 on kujutatud joonise 11.3 vasakul pool. Niiiid vahetame
alamgraafis C13 omavahel véirvid 1 ja 3. Uues tekkinud virvimisvii-
sis on meil uued ahelad C’;j, vaata joonise 11.3 paremat poolt, kus
on kujutatud C7, ja Cs. Selge, et x € Chs, sest tipul vy on ju uues
varvimisviisis virv 3. Ahelas C1o muutis ainult tipp vy vérvi, sest
Ci2 N C13 = {u1}. Seega ka uues virvimisviisis € C],, sest ta on
ithendatud ahela Ci2 abil tipuga ve. Kuid siis Cj, N Cly # {va}, mis
annab vastuolu varasemate tdhelepanekutega ahelate C;; paiknemise
kohta. d

11.2. Tasandiliste graafide varvimine

Teoreem 11.3. Tasandiline lihtgraaf on vdrvitav kuue vdrviga.
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Joonis 11.3. Virvide vahetamine komponendis C'3

Toestus. Selle teoreemi toestus on sarnane teoreemi 11.1 toestuse-
ga. Uhetipuliste graafide jaoks on teoreemi viiide ilmselt kehtiv. Ol-
gu G niiid n-tipuline tasandiline lihtgraaf ja kehtigu teoreemi viide
graafide jaoks, millel on tilimalt n—1 tippu. Olgu v graafi G mingi sel-
line tipp, millel on iilimalt 5 naabertippu; selline tipp leidub vastavalt
jireldusele 10.5. Graafis G\v on n — 1 tippu ja vastavalt induktsiooni
oletusele on ta virvitav kuue virviga. Graafi G korrektse virvimis-
viisi kuue virviga saame graafi G\v korrektsest virvimisviisist kuue
vérviga siis, kui me lisaks anname tipule v vérvi, mis erineb koigi
tema naabertippude vérvist. a

Teoreem 11.4. Iga tasandiline lihtgraaf on véirvitav viie virviga.

Toestus. Jillegi on iihetipuliste graafide jaoks teoreemi viite keh-
tivus ilmne. Olgu G tasandiline lihtgraaf, millel on n tippu, ja kehtigu
teoreemi viide graafide jaoks, millel on iilimalt n — 1 tippu. Olgu v
graafi G selline tipp, millel on iilimalt 5 naabertippu (jireldus 10.5).

Kui tipul v on iilimalt 4 naabertippu, siis vaatame graafi G'\v.
Vastavalt induktsiooni oletusele on ta viie virviga vérvitav; graafi G
korrektse vérvimisviisi viie virviga saame, kui virvime lisaks tipu v
vérviga, mis erineb koigi tema naabertippude virvidest.

Oletame niiiid, et tipul v on tdpselt 5 naabertippu. Nende viie
tipu seas peavad leiduma tipud v’ ja v, mis ei ole omavahel servaga
ithendatud, vastasel juhul sisaldaks G alamgraafina graafi Kj, mis
aga jirelduse 10.4 kohaselt pole tasandiline. Olgu G’ saadud graafist
G servade {v,v'} ja {v,v"} kokkutémbamisel; olgu w € V(G') tipp,
mis asendab graafis G’ tippe v, v’ ja v"". Graaf G’ on tasandiline graaf
n — 2 tipuga ning induktsiooni oletuse kohaselt virvitav viie virviga.
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Olgu v selline korrektne virvimisviis. Graafi G korrektse virvimisviisi
saame sel teel, et anname tippudele v’ ja v" virvi y(w) ning tipule
v virvi, mis erineb koigi tema naabertippude virvidest. Selline virv
leidub, sest kaks naabertippu on virvitud sama vérviga. a

Tegelikult kehtib ka viide, et iga tasandilise lihtgraafi saab vér-
vida nelja virviga. Vastava hiipoteesi (nn neljavirviprobleemi) piis-
titas esimesena 1852. aastal Francis Guthrie ja seda {iritati tulutult
toestada rohkem kui sajandi jooksul. Probleemi lahendasid Ameeri-
ka matemaatikud Kenneth Appel ja Wolfgang Haken 16plikult alles
1976. aastal, kasutades matemaatika ajaloos esmakordselt toestuses
olulisel méiral elektronarvuti abi.

11.3. Kromaatiline poliinoom

Selle osa lopetame uurimisega, kui mitmel viisil saab lihtgraafi
G tippe korrektselt k virviga virvida. Tihistagu Pg (k) koigi selliste
korrektsete virvimisviiside v : V(G) — {1, ..., k} arvu. Funktsiooni
P& nimetatakse graafi G kromaatiliseks funktsiooniks.

Mbonede lihtsate graafide G puhul on P kergesti leitav. Néiteks
Po, (k) = k™. Toepoolest, tithjas graafis voib iga tipu virvida iikstei-
sest sOltumatult & virviga. Samuti P, (k) = H?;()l (k—1i) — esimese
tipu virvimiseks on k voimalust, teise virvimiseks k& — 1 voimalust,
kolmanda vérvimiseks k£ — 2 voimalust jne. Kui G on n-tipuline puu,
siis Pg(k) = k- (k — 1)"~L. Toepoolest, esimese tipu viirvimiseks on
k erinevat voimalust ja iga jirgmise (me eeldame, et jirgmisena vir-
vitav tipp on mone (ja tdpselt iihe) juba vérvitud tipu naabertipp)
tipu virvimiseks k — 1 voimalust.

Teoreem 11.5. Kui G on lihtgraaf ja e mingi tema serv, siis
Pg(k) = Pg_c(k) — Pge(k).

Tdestus. Olgu v ja w serva e otstipud graafis G. Vaatleme graafi
G — e voimalikke virvimisviise. Kui v on graafi G — e mingi korrektne
véarvimisviis k virviga, siis osutuvad voimalikuks kaks varianti.

Variant 1. Juhul y(v) # y(w) on ~ ka graafi G mingi korrektne
varvimisviis. Seejuures saame me graafi G koik varvimisviisid kitte.
Seega on graafi G — e korrektsete k virviga virvimisviiside arv, kus
tippudel v ja w on erinev virv, vordne suurusega Pg(k).

Variant 2. Juhul v(v) = vy(w) on v ka korrektne virvimisviis
graafis, kus tipud v ja w on samastatud, s.t. graafis G/e. Jéllegi, me
saame koik vérvimisviisid kiitte ja nende arv on P/ (k).
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Kokkuvotteks oleme ndidanud, et Pg_.(k) = Pg(k) +Pg/.(k). O

Jareldus 11.6. Lihtgraafi kromaatiline funktsioon on poliinoom.

Toestus toimub induktsiooniga graafi servade arvu jargi.

Kui lihtgraafis G pole iihtegi serva, siis on ta mingi graafidest O,,
ja tema kromaatiliseks funktsiooniks on k™. Kui graafis G' on servi, siis
me eeldame, et kéigi viiksema servade arvuga graafide kromaatilised
funktsioonid on poliinoomid, muuhulgas on poliinoomid ka Pg_. ja
Pg/e. Teoreemi 11.5 jérgi on siis Pi vordne kahe poliinoomi vahega,
jarelikult on ta ka ise poliinoom. a

Jarelduse 11.6 tottu nimetataksegi graafi kromaatilist funktsiooni
enamasti tema, kromaatiliseks poliinoomiks.

Ulesanded

Ulesanne 108. Leia iilesandes 27 toodud graafide kromaatilised ar-
vud tippude jérgi.

Ulesanne 109. Leia malendigraafide G'Y" kromaatilised arvud tip-
pude jirgi, kui X € {Kuningas, Vanker,Oda} (vt iilesanne 28). Nii-

ta, et X(G7 ) = n.

Ulesanne 110. Niita, et vahe A(G) — x(G) voib olla kuitahes suur.

Ulesanne 111. Graafi G nimetame k-kriitiliseks, kui ta on tiputi
korrektselt virvitav k virviga ja suvalise tipu véljajitmisel on alles-
jaav graaf tiputi korrektselt virvitav vihem kui k virviga. Olgu u ja
v kaks servaga mitte seotud tippu k-kriitilises graafis G. Toesta, et
leidub graafi G tippude korrektne virvimisviis k£ virviga, mille korral
tipud v ja v on

1. sama véarvi,
2. eri varvi.

Ulesanne 112. Téesta, et kui graafi G tipud on (korrektselt) viir-
vitud vdhima véimaliku arvu vérvidega, siis leidub iga kahe erineva
vérvi ¢ ja j korral selline graafi G serv, mille {iks otstipp on vérvitud
virviga ¢ ja teine otstipp virviga j.

Ulesanne 113. Kas véib viiita, et iga graafi G korral

L x(@)=x(L@)? 2. X(G)=x(LG))?
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Ulesanne 114. Leia, milliste n viirtuste korral leidub graafi C), iga
korrektse tippude virvimisviisi puhul x(C,,) virviga kaks sama virvi
tippu, millede omavaheline kaugus on 2.

Ulesanne 115. Tdesta, et iga lihtgraafi G korral on jirgmised viited
samavéirsed:

1. leidub niisugune korrektne graafi G tippude vérvimisviis x(G)
virviga, et iga tipu koik naabertipud on virvitud sama virviga;

2. graaf G on kahealuseline.

Ulesanne 116. Toesta, et kui mingi graafi servgraafi tipud on kor-
rektselt virvitud, siis pole iikski tipp seotud rohkem kui kahe sama
varvi tipuga.

Ulesanne 117. Tdesta, et kui graafis G on n tippu ja m serva, siis

n2

> .
X(@) > n? —2m
Milliste graafide korral kehtib vordus?

Ulesanne 118. Leia graafi K5 — e (tiisgraaf K5, millest on eemal-
datud iiks serv) kromaatiline poliinoom.

Ulesanne 119. Leia graafide K ,, kromaatilised poliinoomid.
Ulesanne 120.

1. Toesta, et graafi K» , kromaatiline poliinoom on
E(k—1)" 4+ k(k—1)(k—2)".
2. Toesta, et n-tipulise tsiikli C,, kromaatiline poliinoom on
(k=D"+(=D™"(k—-1).

Ulesanne 121. Tdesta, et jirgmiste graafide kromaatilised poliinoo-
mid on vérdsed:

Ulesanne 122. Leia graafi W, (n-tipuline ,ratas“ — C),_; koos iithe
tiiendava tipuga, mis on ithendatud koigi iilejdéinud tippudega) kro-
maatiline poliinoom.
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Ulesanne 123. Tdesta, et kui G on mittesidus lihtgraaf, siis on tema
kromaatiline poliinoom vordne tema sidusate komponentide kromaa-
tiliste poliinoomide korrutisega.

Ulesanne 124. Tdesta, et n-tipulise graafi kromaatilise poliinoomi
aste on n.

Ulesanne 125. Téesta, et kui G on n tipu, m serva ja t sidususa
komponendiga lihtgraaf siis G kromaatilises poliinoomis
An k™ + Q1 k"L 4+ .+ ark + ag

1. a,=1. 2. Qp_1 = —m.
3. at_lzat_gz---:a():(). 4. an,an_l,...,at#o.
5. Qp,Gp-1,---,a; on vahelduvate mérkidega.

Ulesanne 126. Toesta, et kui G on sidus graaf, milles on n tippu,
siis iga k korral Pg (k) < k(k — 1)"~ 1,

Ulesanne 127. Tdesta, et n-tipuline lihtgraaf G on puu parajasti
siis, kui tema kromaatiline poliinoom on k(k — 1)" L.

Ulesanne 128. Kas leidub graafe G, kus

1. Pg(k) = k* — 3k® + 3k??
2. Pg(k) = k* — 3k3 + 2k?
3. Pg(k) = k° — 4k* + 5k% — 2k>?

Kui vastus on jaatav, siis leia koik sellised graafid.
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12. Erdos-Renyi teoreem

Senini oleme vaadanud ainult 1oplikke graafe, s.t. graafe, mille tip-
pude ja servade hulgad on loplikud. K&esolevas osas toestame me iihe
tulemuse lopmatute graafide kohta. Tdpsemalt Geldes, me vaatleme
lihtgraafe, mille tippude arv on loenduv. Sel juhul véime me graafi ti-
puhulga samastada naturaalarvude hulgaga N ja graafi servade hulga
N-i kaheelemendiliste alamhulkade hulga mingi osahulgaga.

Tulemus, mille me siin toestame, on jirgmine:

Teoreem 12.1. (Erdés-Renyi) Leidub tipselt iks (isomorfismi
tipsuseni) juhuslik loenduva véimsusega tipuhulgaga lihtgraaf.

Meil tuleks seletada, mida kujutab endast ,, juhuslik loenduv graaf®.
Me motleme siin, et graaf on loodud jirgmise stohhastilise protsessi
t66 tulemusena:

1. Olgu G graaf tipuhulgaga N ja servahulgaga (D).

2. Iga i,j € N jaoks, kus ¢ < j, viska miinti. Kui tulemuseks on
kull, siis lisa serv {i,j} graafi G.

3. Viljasta graaf G.

Teoreemi viide tihendab niiiid seda, et kui me jooksutame seda prot-
sessi kaks korda ja saame seega loenduvad graafid GGy ja G-, siis on
toendosus, et need graafid on isomorfsed, vérdne iihega.

Kuna meie toenidosusteoreetiline intuitsioon pole lopmatute hul-
kade korral enam nii vabalt kasutatav, siis defineerime me siinkohal,
mida téendosus endast antud juhul iildse kujutab. Olgu G koigi loen-
duvate silmusteta lihtgraafide hulk. o-algebra hulgal G on mingi G
alamhulkade hulk o, mis rahuldab jargmisi tingimusi:

* Deo;

e kui H € o, siis ka G\H € o;

e kui H; € o, kus i € N, siis ka |J;o, H; € 0.
Sellest definitsioonist jareldub muuhulgas, et ka G € ¢ ning ¢ on
suletud ka loenduva {ihisosa suhtes. o-algebra elemente nimetatakse
stindmusteks.

Olgu ¢ mingi o-algebra hulgal G. Tdenédosus on mingi funktsioon

p hulgast o (s.t. p argumentideks on siindmused) 16iku [0, 1], mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

e p(D) =0;
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e p(G\H) =1—p(H);

e kui hulgad H;, kus < € N, on omavahel paarikaupa loikumatud,
siis p(UiZ, Hi) = 2oy p(Ha)-

Muuhulgas jareldub sellest definitsioonist, et kui 71 C Ha, siis kehtib
vorratus p(Hi) < p(Hz).

Me fikseerime niiiid iihe teatava o-algebra, mida me edaspidi ka-
sutame. Olgu H; j, kus4,j € Nja¢ < j, jairgmine loenduvate graafide
hulk:

Hi,j = {G | Ge g:{laj} € E(G)} :

o olgu o-algebra, mille genereerivad hulgad H; ;. S.t. koik hulgad
H;,; on o elemendid ning peale selle on o elementideks veel koik need
hulgad, mis tuleb talle lisada, et o oleks o-algebra. Alternatiivselt
voime defineerida o kui vdhima o-algebra, mis sisaldab hulki H; ;.
See definitsioon on korrektne, kuna

e Leidub vihemalt iiks o-algebra, mis sisaldab stindmusi H; ; —
selleks on G koigi osahulkade hulk.

e On kerge veenduda, et suvalise hulga c-algebrate iihisosa on
jalle o-algebra.

Seega on o koigi nende o-algebrate iihisosa, mis sisaldavad stindmusi
Hl’,]‘.

Kui me o niimoodi defneerime, siis sisaldab ta muuhulgas ka koiki
itheelemendilisi hulki {G}, kus G € G. Seega omab eelpoolkirjeldatud
stohhastilise protsessi abil graafi viljavalimine métet — selle prot-
sessi tulemus on siindmus. See stohhastiline protsess defineerib meile
teatava toendosuse P o-algebral o.

Asume niiiid toestama teoreemi 12.1.

T&estus. Vaatame omadust (12.1), mida mingi graaf G voib ra-
huldada, aga voib ka mitte rahuldada:

Suvaliste loplike iihisosata tipuhulkade U,V C V(G)
jaoks leidub tipp z € V(G)\(U U V), mis on iithenda-  (12.1)
tud koigi U elementidega ja mitte tihegi V' elemendiga.

Teoreem jéreldub niitid jargmisest kahest véitest.

e Viiide 1. Juhuslik loenduv graaf rahuldab omadust (12.1) toe-
ndosusega 1.

e Viide 2. Kui kaks loenduvat graafi rahuldavad omadust (12.1),
siis nad on isomorfsed.
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Viite 1 toestus. Meil tuleb niidata, et omaduse (12.1) mittekeh-
timise toendosus on null. Uurime koigepealt omaduse (12.1) mitte-
kehtimise toendosust, kui hulgad U ja V' on mingil viisil fikseeritud.
Kui me fikseerime ka tipu z, siis on omaduse (12.1) mittekehtimise
toendosus 1 — W Tipu z valimiseks on l6pmata palju voima-
lusi, seega on koigi tippude jaoks kokku omaduse (12.1) (fikseeritud
hulkadega U ja V) mittekehtimise toendosus 0.

Erinevaid l6plike hulkade paare (U,V) on loenduv arv. Seega,
summeerides eelmises loigus saadud toendosused iile koikvoimalike
hulkade paaride (U, V) saame iilemise tokke omaduse (12.1) mitte-
kehtimise tdeniosusele. See summa on 0. Seega kehtib omadus (12.1)
toendosusega 1.

Viite 2 toestus. Olgul ja A kaks loenduvat graafi, mis rahulda-
vad tingimust (12.1). Olgu X = V(I') jaY = V(A), me konstrueerime
isomorfismi 6 : X — Y. Me konstrueerime ta etapiviisiliselt, enne
iga etapi algust on € defineeritud hulga X mingil 16plikul alamhulgal.
Enne esimest etappi pole 6 kuskil defineeritud.

Etapi jirjekorranumbriga n definitsioon soltub sellest, kas n on
paaris voi paaritu. Kui n on paaritu, siis olgu z,, € X vihim (hulk X
on tegelikult naturaalarvude hulk N) selline tipp, mille korral 8(z,,) ei
ole defineeritud. Olgu U’ C X kéigi selliste tippude hulk, mis on iihen-
duses tipuga x, ja mille jaoks 6 on juba defineeritud. Olgu V' € X
koigi selliste tippude hulk, mis ei ole ithenduses tipuga z, ja mille
jaoks 6 on juba defineeritud. Kuna graaf A rahuldab omadust (12.1),
siis leidub tipp y, € Y, nii et y,, € O(U")UH(V') ning y,, on ithendatud
hulga #(U") koigi elementidega ja ei ole tihendatud hulga (V") iihegi
elemendiga. Paneme veel tihele, et y, ei ole funktsiooni § vairtuseks
monel kohal, kus ta juba defineeritud on, sest 8 on defineeritud ainult
hulgal U' U V'. Defineerime 6(z,,) = yp.

Kui n on paaritu, siis olgu y,, € Y vihim selline tipp, mis ei
asu juba # muutumispiirkonnas. Olgu U’ C Y koigi selliste tippu-
de hulk, mis on iihenduses tipuga y, ja mis juba asuvad # muutu-
mispiirkonnas. Olgu V' C Y koigi selliste tippude hulk, mis ei ole
ithenduses tipuga y,, ja mis juba asuvad § muutumispiirkonnas. Ku-
na graaf I’ rahuldab omadust (12.1), siis leidub tipp z,, € X, nii et
x, € 0~H(U') U O~ (V') ning z,, on iithendatud hulga =1 (U’) koigi
elementidega ja ei ole iithendatud hulga =1 (V') iihegi elemendiga.
Samuti pole 0(x,,) veel defineeritud. Me defineerime 6(z,,) = yu,.

Peale loenduvat arvu etappe oleme me defineerinud 6 iga x € X
jaoks ning iga y € Y kuulub # muutumispiirkonda. Peale selle on
ilmne, et # on monomorfism. O
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