
TARTU �ULIKOOLMATEMAATIKA-INFORMAATIKATEADUSKONDARVUTITEADUSE INSTITUUT
A. Buldas P. Laud J. Willemson

GRAAFIDTeine, parandatud ja t�aiendatud tr�ukk

Tartu 2008



Toimetajad: �Ulo Kaasik, Mati Tombak ja Liina KammSelle ~oppevahendi v�aljaandmisttoetas Eesti Infotehnoloogia SihtasutusTiigri�ulikooli projekti kaudu.Autorid avaldavad t�anu toimetajatele,Oleg M�urgile ja Meelis Kullile,kes aitasid kaasa ~opiku materjalide l�abit�o�otamisele.

ISBN ????-?-????-?Tartu �Ulikooli KirjastusTiigi 78, Tartu 50410Tellimus nr. ???



Sisukord1. Sissejuhatus 51.1. Graa�teooria saamisloost . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2. Graa�teooria edasisest arengust . . . . . . . . . . . . . 7�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82. P~ohim~oisted 102.1. Graa� m~oiste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.2. Alamgraa�d ja mor�smid . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3. Ahelad ja sidusus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.4. Erit�u�upi graafe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.5. Tehted graa�dega . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173. Euleri graa�d 23�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264. Hamiltoni graa�d 294.1. Ore teoreem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294.2. Ore sulund . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365. Puud 38�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406. V~orgud ja vood 42�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 507. Koosk~olad ja katted 527.1. Berge'i teoreem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52



7.2. Halli abieluteoreem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 547.3. K�onigi teoreem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 567.4. Tutte'i teoreem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 638. Graa� servade v�arvimine 66�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 709. Klikid ja s~oltumatud hulgad 72�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7710.Tasandilised graa�d 7810.1. Tasandilisuse de�nitsioon . . . . . . . . . . . . . . . . 7810.2. Euleri valem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7810.3. Tasandilisuse kriteerium . . . . . . . . . . . . . . . . . 8110.4. Kuratowski kriteeriumi piisavus . . . . . . . . . . . . . 82�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9611.Graa� tippude v�arvimine 9811.1. �Uldiste graa�de v�arvimine . . . . . . . . . . . . . . . . 9811.2. Tasandiliste graa�de v�arvimine . . . . . . . . . . . . . 10011.3. Kromaatiline pol�unoom . . . . . . . . . . . . . . . . . 102�Ulesanded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10312.Erd}os-Renyi teoreem 106Indeks 109



1. Sissejuhatus1.1. Graa�teooria saamisloostNagu mitmeidki teisi klassikalisi matemaatikaharusid, on ka graa-�teooriat loodud mitu korda erinevate inimeste poolt erinevatest va-jadustest l�ahtudes. Esimese graa�de kohta k�aiva tulemuse saavuta-mise au kuulub �sveitsi matemaatikule Leonhard Eulerile, kes kuuliskord, et K�onigsbergi (t�anap�aeval Kaliningrad) elanikke piinas jubapikemat aega �uks k�usimus. Nimelt voolas l�abi linna Pregeli j~ogi, mil-le �uletamiseks sai kasutada seitset silda nii nagu n�aha joonisel 1.1.
PSfrag repla
ements AB

C D
Joonis 1.1. K�onigsbergi silladK�onigsbergi kodanikele meeldis ilusa ilmaga linna peal jalutadaja muuhulgas ka �ule sildade k�aia. Loomulikul moel kerkis k�usimus {kas on v~oimalik panna kokku niisugune jalutusk�aik, mis viiks t�apselt�uhe korra �ule k~oigi sildade ja j~ouaks alguspunkti tagasi. Kuna kellelgipolnud kunagi ~onnestunud niisugust jalutusk�aiku teha, usuti �uldiselt,et see polegi v~oimalik, aga keegi ei osanud ka t�apselt selgitada, miks.1736. aastal m~oistis Euler, et Pregeli j~ogi ja tema sillad pole ker-kinud k�usimuse juures tegelikult olulised. Oluline on hoopis uurida,milliseid kaldaid ja saari jalutusk�aik l�abima peab ning millised silladmilliseid maat�ukke �uhendavad. T�ahistades maat�ukke punktidega jasildu joontega punktide vahel, v~oime �ulesandest luua graa�lise mude-li (graa�) nii nagu n�aha joonisel 1.2. Sellise mudeli punkte hakkameedaspidi nimetama tippudeks ja jooni servadeks.Euler pani t�ahele, et K�onigsbergi elanike soovitud jalutusk�aik t�a-hendaks selle joonise joonistamist nii, et mingist punktist alustadestuleks pliiatsit paberilt t~ostmata k~oik jooned t~ommata t�apselt �uhekorra ning seej�arel alguspunkti tagasi j~ouda. Muuhulgas j�areldukssiit, et igasse punkti saabutakse sama palju kordi kui sealt lahkutak-5
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Joonis 1.2. K�onigsbergi sildade �ulesande graa�line esitusse, seega peaks igasse punkti niisuguse joonistusviisi v~oimaldamisekstulema paarisarv jooni. Et see aga nii ei ole, ei leidu ka K�onigsber-gi k~oiki sildu t�apselt �uhte korda l�abivat ja algusesse tagasij~oudvatjalutusk�aiku. Selle v�aite t~oestame �uldkujul Euleri graafe k�asitlevaspeat�ukis 3. teoreemina 3.1.Teise graa�teooria rajajana on ajalukku l�ainud saksa f�u�usik Gus-tav Kir
hho� (kelle kodulinn oli saatuse tahtel seesama K�onigsberg),kes uuris elektriskeeme. Tema nime kannab ka kaks tuntud seadustvooluringide kohta:� hargnemispunkti suubuvate voolude tugevuste summa on v~ord-ne sealt v�aljuvate voolutugevuste summaga ja� pinge t~ousude ja languste summa suletud vooluringis peab v~or-duma nulliga.Kir
hho� leidis 1847. aastal, et ka elektriskeemi saab vaadelda graa�-na, kus olulised on skeemi hargnemispunktid ning �uhendusl�ulid nendepunktide vahel. Lisaks on iga l�uli korral de�neeritud kaks f�u�usika-list suurust { voolutugevus ja pinge. N~onda t~oi Kir
hho� loomulikulteel sisse graa�d, kus servadele on omistatud teatud kaalud. Kir
hho�t~oestas, et kui skeemi m~onedele punktidele on rakendatud pinged, siisv~oimaldavad �ulalformuleeritud seadused alati �uheselt leida k~oik sel-le skeemi komponentidel tekkivad voolutugevused ja pinged. T~oestusise j�a�ab k�aesoleva ~opiku raamidest v�alja, kuid tulemuse �losoo�listt�ahtsust r~ohutame siinkohal ometi { Kir
hhoÆ teoreem t�ahendab, etmuid reegleid peale kahe �ulaltoodu pole voolutugevuste ja pingeteanal�u�usil sisuliselt vaja. 6



Elektriskeeme uurides pani Kir
hho� muuhulgas t�ahele, et skee-mis pole vaja vaadelda k~oiki v~oimalikke vooluringe, vaid ainult teata-vat baashulka. Neid baashulki on mugav kirjeldada skeemile vastavagraa� minimaalsete sidusate alamgraa�de ehk aluspuude terminites.Meie teeme puudega l�ahemalt tutvust 5. peat�ukis.Omaette uurimisobjektina t~oi puud sisse briti matemaatik ArthurCayley 1857. aastal kui ta �uritas loendada alkaanide CnH2n+2 iso-meeride arvu. Graa�teoreetiliselt vastavad nendele �uhenditele puud,milles on n tippu, kuhu suubub neli serva, ning 2n + 2 tippu, kuhusuubub �uks serv. Kuna niisugusel kujul osutus �ulesanne �uhekorragalahendamiseks liiga raskeks, siis proovis Cayley loendada k~oigepealtteistsuguseid ja lihtsamaid puude klasse. Cayley klassikalise tulemu-sega { teoreemiga tiputi m�argendatud puude arvust { tutvusime jubakursuses diskreetse matemaatika elemendid.1.2. Graa�teooria edasisest arengustGraa�d tekivad loomulikul moel k~oikjal, kus on tegu mingite ob-jektide ja nendevaheliste (binaarsete) seostega. Nii n�aiteks tekkis p�a-rast II Maailmas~oda ja k�ulma s~oja hakul USA s~oj�av�aeringkondadelk�usimus, kui kiiresti ning kui suures koguses suudetaks v~oimalikuida-l�a�ane vahelise kon
ikti korral varustust N~oukogude Liidu taga-last Ida-Euroopasse transportida. Tol ajal oli p~ohiliseks varustus-kanaliks raudtee ja n~onda tuli p�ustitatud k�usimusele vastamiseks uu-rida raudteev~orgustikku. Vaadeldes erinevaid asulaid kui graa� tip-pe ning raudteeliine kui servi nende vahel, koostasid T.E. Harrisja F.S. Ross 1955. aastal salastatud aruande, kus joonistasid Ida-Euroopa raudteev~orgu �ules sellisena nagu n�auidatud joonisel 1.3.Samal aastal andsid L.R. Ford ja D.R. Fulkerson �uldise meeto-di, kuidas hinnata kogu v~orgustiku maksimaalset l�abilaskev~oimet kui�uksikute servade l�abilaskev~oimed on teada. Nad t~oestasid, et sellemaksimumi kindlakstegemiseks piisab leida \pudelikael" { niisugu-ne v~oimalikult v�aikese kogul�abilaskev~oimega servade hulk, mille l�a-bil~oikamisel kogu v~ork mitmeks osaks laguneks. Joonisel 1.3 toodudv~orgustiku puhul n�aitasid Ford ja Fulkerson, et korraga on v~oima-lik tagalast eesliinile tuua kuni 163000 tonni varustust. T�apsemalttutvume Ford-Fulkersoni teoreemiga 6. peat�ukis.Suure panuse graa�teooria arengusse on andnud arvutustehni-ka ja algoritmiteooria progress 20. sajandi teisel poolel. Enamikustandmestruktuuridest on kasulik m~oelda kui teatud t�u�upi graa�destning suur osa otsimis- ja sorteerimisalgoritme on s~onastatud justgraa�algoritmidena. Nendega tutvume eraldi kursuses algoritmid ja7



Joonis 1.3. Ida-Euroopa raudteed aastal 1955andmestruktuurid, k�aesoleva ~opiku raamidest j�a�avad nad enamastiv�alja. �Ulesanded�Ulesanne 1. Joonista oma tutvusringkonna graaf, kus iga tuttavakohta on �uks tipp ning serv �uhendab kahte tippu parajasti siis, kuineile tippudele vastavad inimesed on omavahel tuttavad.�Ulesanne 2. V~ota Eesti (v~oi m~one teise riigi) geograa�line kaartning t�ahista k~oik linnad graa� tippudena. �Uhenda tipud servaga, kui�uhest linnast viib teise otsetee ilma �ulej�a�anud linnu l�abimata. Uurisaadava graa� omadusi.1. Kas selles graa�s saab igast tipust liikuda igasse teise kasutadesainult servi (maanteid linnade vahel)?2. Mitu tippu sellel graa�l on?3. Milline on suurim arv servi, mis mingisse tippu suubub?�Ulesanne 3. Kuningas tahab riigi lennuliikluse reorganiseerida nii,et �ukski linn poleks otseliiniga �uhendatud rohkem kui kolme linnaga8



�ulej�a�anute seast, kuid samas oleks igast linnast igasse teise v~oima-lik s~oita �ulimalt �uhe �umberistumisega. Mitu linna saab kuningriigismaksimaalselt olla nii, et selline lennukorraldus v~oimalik oleks?

9



2. P~ohim~oisted2.1. Graa� m~oisteNagu n�agime sissejuhatavas 1. peat�ukis, aitavad graa�d anal�u�usi-da olukordi, kus t�ahtsat rolli m�angivad mingid objektid ja (binaarsed)relatsioonid nende vahel. Kuna v~oimalikke relatsioonide liike on eri-nevaid, on m~oistlik de�neerida ka erinevat t�u�upi graafe. J�argnevaltloetleme m~oned p~ohilised parameetrid, mille alusel graa�t�u�upe eris-tatakse.Suunatus Graa�teoorias uuritakse nii relatsioone, mis on oma ole-muselt s�ummeetrilised (nt inimestevaheline tutvus) kui ka relat-sioone, millel on kindel suund (nt alluvusrelatsioon s~ojav�aes).Vastavalt k~oneldakse siis suunamata ja suunatud graa�dest.Seoste kordsus K�onigsbergi sildade n�aites viis �uhelt kaldalt samalesaarele mitu erinevat silda ja k~oiki neid sildu tuli �ulesandest l�ah-tuvalt k�asitleda eraldi objektidena. Samas pole seoste kordsusgraa� tippude vahel sageli kas oluline v~oi pole sel �uldse m~otetki(n�aiteks kaks s�usiniku aatomit kas on mingis alkaani isomeerisomavahel seotud v~oi ei ole). Nii tulebki eraldi vaadelda kordseteservadega graafe ja graafe, kus kordseid servi ei esine.Silmused Vahel osutub otstarbekaks lubada objektidel olla seosesiseendaga. Nii n�aiteks v~oime eeldada, et iga inimene tunneb ise-ennast, kuid samas pole linnadevaheliste lendude planeerimiselm~otet vaadelda lende, mis viivad mingist linnast ilma mujalmaandumata samasse kohta tagasi. Graa� serva, mis seob tip-pu tema endaga, nimetatakse silmuseks.L~oplikkus K�aesolevas kursuses eeldame enamasti, et nii graa� alu-seks olevate objektide hulk kui ka objektidevaheliste seoste hul-gad on l~oplikud. Samas osutub graa�teoorias sageli kasulikuksvaadelda ka olukorda, kus �uks v~oi m~olemad neist hulkadest onl~opmatud. Vastavalt r�a�agime siis l~oplikest ja l~opmatutest graa-�dest.L~oplikku, suunamata, ilma kordsete servade ja silmusteta graa-� nimetame lihtgraa�ks. Teisis~onu on lihtgraa�s iga tipupaari jaokskaks v~oimalust { nende vahel kas on (suunamata) serv v~oi ei ole.See t�ahelepanek v~oimaldab meil samastada lihtgraa� servahulga te-ma tipupaaride hulga alamhulgaga ning anda j�argmise de�nitsiooni.Lihtgraaf G koosneb kahest hulgast:10



� tippude hulgast V (t�ahistatakse ka V (G)) ja� servade hulgast E (t�ahistatakse ka E(G)), nii et E � P2(V ),kus P2(V ) t�ahistab hulga V 2-elemendiliste alamhulkade hulka.K�aesolevas kursuses loeme reeglina, et graa� tippude hulk V onl~oplik, millest �ulaltoodud de�nitsiooni korral j�areldub ka servahulgaE l~oplikkus.Lihtgraa� de�nitsiooni pole aga eriti lihtne �uldistada kujule, misarvestaks ka suunatuse, servade kordsuse ja silmustega. Sobiva �uldisede�nitsooni andmiseks osutub kasulikuks vaadelda servahulkaE tipu-hulgast V a priori s~oltumatuna ning m�a�arata nendevaheline s~oltuvuseraldi intsidentsusfunktsiooni E etteandmisega. Formaalselt seab seefunktsioon igale servale vastavusse kaks (mitte tingimata erinevat)tippu, st E : E ! V � V . Paneme t�ahele, et niisuguse de�nitsioo-ni korral on tippude j�arjekord oluline, st me saame suunatud graa�.Servale e 2 E vastavusse seatud paari E(e) = (u; v) tippe nimetatak-se selle serva otstippudeks, sealjuures tippu u nimetatakse algtipuksning tippu v l~opptipuks . Samuti �utleme, et serv e on oma otstippudegaintsidentne. Kui u = v, siis nimetame serva e silmuseks.Suunamata servi saame niisuguse formalismi abil esitada kui suu-natud servade (mida hakkame nimetama ka kaarteks) paare kujulf(u; v); (v; u)g. Suunamata serva e = f(u; v); (v; u)g jaoks on loomu-lik v~otta E(e) = fu; vg.Kokkuv~ottes m~oistame graa�na formaalselt kolmikut tipuhulgast,servahulgast ja intsidentsusfunktsioonist ning kirjutameG = (V;E; E).Kui intsidetsusfuntsioon E on antud kontekstis �uheselt m~oistetav v~oitriviaalne (nt lihtgraa� puhul), v~oime graa� vaadelda ka lihtsalt paa-rina G = (V;E). �Uldse tuleb t~odeda, et graa�teoorias kaldutaksem~onikord puhtformaalsest esitusest k~orvale ning j�aetakse konteksti-le tuginedes detaile t�apsustamata. Nii n�aiteks v~oime kirjanduses (shk�aesolevas ~opikus) sageli kohata termini "graaf\ kasutamist lihtgraa�t�ahenduses.Tavaliselt esitatakse graaf joonisena, kus iga tipp on kujutatudpunktina tasandil ning iga serv kahte tippu �uhendava joonena. Suu-natud servade t�ahistamiseks lisame joonte otstesse l~opptippude poolenoolekesed, suunamata graa�de puhul nooli ei kasutata. Joonisel 2.1on toodud n�aide �uhest suunatud graa�st ning vastavast tabelina esi-tatud intsidentsusfunktsioonist.Graa�des esinevate relatsioonide matemaatiliselt korrektseks jasamas n�aitlikuks kirjapanekuks kasutatakse intsidentsusseoste esita-misel sageli eris�umboleid |, ! ja  . Kirjutis u e| v t�ahendab, ete on (suunamata) serv tippude u ja v vahel, s.t. E(e) = fu; vg. Kir-11



e E(e)e1 (v1; v2)e2 (v2; v3)e3 (v2; v4)e4 (v3; v4)
v1 e1 v2e2e3v4 e4 v3Joonis 2.1. Graa� esitus funktsiooni E abil ja joonisena.jutised u e! v ja v e u t�ahistavad m~olemad fakti, et e on tipust utippu v suunduv kaar, s.t. E(e) = (u; v). Kirjutis u| v t�ahendab, etleidub mingi serv e, mille korral u e| v, kirjutistel u! v ja v  u onanaloogiline t�ahendus.Lihtgraa� G = (V;E) t�aiendgraa�ks G loetakse graaf (V;E), kusE def= ffu; vg j u; v 2 V; u 6= v; fu; vg 62 Eg:Lihtne on veenduda, et mistahes lihtgraaf langeb kokku oma t�aiend-graa� t�aiendgraa�ga, s.t. G = G.Olgu G = (V;E) lihtgraaf tippude hulgaga V = fv1; :::; vng. Siis(n� n)-maatriksit A = [aij ℄, kusaij = � 1; kui fvi; vjg 2 E,0; kui fvi; vjg 62 Enimetatakse graa� G naabrusmaatriksiks (ehk kaaslusmaatriksiks).Tippe vi ja vj nimetatakse naabriteks siis, kui fvi; vjg 2 E ehk aij = 1v~oi aji = 1. Tipu v 2 V naabrite arvu nimetatakse tema astmeks(ehk valentsiks ehk lokaalseks astmeks) ja t�ahistatakse deg(v) ( l�u-hend ingliskeelsest s~onast degree). Vajadusel v~oime me selles t�ahis-tuses ka graa� v~oi servahulga ilmutatult esitada (juhul, kui vaatlememitut graa� �uheaegselt) ning kirjutada degG(v) v~oi degE(v). Graa-� nimetatakse regulaarseks, kui k~oikide tippude astmed on v~ordsed.Kui k~oikide tippude aste on k, siis nimetatakse graa� k-regulaarseks.Teoreem 2.1. Lihtgraa�s on paarisarv paaritu astmega tippe.T~oestus. Suunamata lihtgraa� G naabrusmaatriksA on s�ummeet-riline ja selle peadiagonaalil on nullid. Loendame maatriksis A sisal-duvaid �uhtesid (s.t. graa� kaari, mida on t�apselt jEj t�ukki) kahelerineval viisil: servade kaupa ja tippude kaupa. Igale servale vi | vj12



vastab �uhtede paar aij = aji = 1. Erinevatele servadele vastavaderinevad �uhtede paarid ja seet~ottu on �uhtede (s.t. graa� kaarte) arvv~ordne servade arvu s kahekordsega. Teisest k�uljest, igale tipule vivastab rida maatriksis A, kusjuures �uhtede arv selles reas on v~ordnetipu vi astmega deg(vi). SeegaXv2V deg(v) = jEj = 2 � s; (2.1)millest teoreemi v�aide tuleneb triviaalselt. �2.2. Alamgraa�d ja mor�smidOlgu meil kaks (suunatud) graa� G1 = (V1; E1) ja G2 = (V2; E2).Injektiivset kujutust ' : V1 �! V2 nimetatakse graa�de monomor�s-miks (ja t�ahistatakse G1 ',! G2) siis, kui mistahes tipupaari u; v 2 V1korral (u; v) 2 E1 , ('(u); '(v)) 2 E2:Kui leidub monomor�sm G1 ,! G2, siis �oeldakse, et graaf G1 on(isomorfselt) sisestatav graa� G2. S�urjektiivset monomor�smi ' ni-metatakse isomor�smiks ja t�ahistatakseG1 '�= G2. Isomor�smiG ��= Gnimetatakse graa�G automor�smiks. Kui graa�de G1 ja G2 vahel lei-dub isomor�sm G1 '�= G2, siis �utleme, et G1 ja G2 on isomorfsed ningt�ahistame G1 �= G2.�Utleme, et graaf G1 = (V1; E1) on graa� G2 = (V2; E2) alamgraaf(t�ahistame G1 6 G2) siis, kui V1 � V2 ja E1 � E2. Alamgraa� G1nimetatakse graa� G2 indutseeritud alamgraa�ks siis, kui samasusku-jutus �V1 : V1 �! V1 � V2 on graa�de G1 ja G2 monomor�sm, s.t.kui G1 �V1,! G2.Suunamata graa�de korral on �ulaltoodud mor�smide ja alam-graa�de de�nitsioonid analoogilised.2.3. Ahelad ja sidususAhelaks (ehk teeks) P tipust u tipuni v graa�s G = (V;E) ni-metatakse servade j�arjendit (e1; : : : ; ek), mille korral leidub tippudej�arjend (v0; : : : ; vk) nii, et u = v0, v = vk ja iga i 2 f1; : : : ; kg jaoksei = fvi�1; vig. Asjaolu, et P on ahel tipust u tipuni v t�ahistatakseu P v. Kirjapilti u  v tuleb m~oista kui lauset 9P : u P v. Kuij�arjendis (v0; : : : ; vk) on k~oik tipud erinevad (v.a. esimene ja viimane13



tipp, mis v~oivad ka omavahel kokku langeda), siis nimetatakse ahelatP lihtahelaks (ehk lihtteeks). Arvu k nimetatakse ahela P pikkuseksja t�ahistatakse s�umboliga jP j. Ahelat kujul u P u nimetatakse kin-niseks. Kinnist lihtahelat nimetatakse ts�ukliks.Ahelat P = (e1; : : : ; ek) koos vastava tipuj�arjendiga (v0; : : : ; vk)v~oime �ules kirjutada ka j�argmisel viisil:P : v0 e1| v1 e2| v2 e3| � � � ek�1| vk�1 ek| vk;sellest �uleskirjutusest v~oib omakorda servade nimed �ara j�atta. Kui Gon lihtgraaf, siis v~oime ahelat vaadelda ka kui tippude j�arjendit, sestkordsete servade puudumise t~ottu m�a�arab j�arjend (v0; : : : ; vk) �uheseltservad e1; : : : ; ek.Teoreem 2.2. Graaf G, mille iga tipu aste on v�ahemalt kaks,sisaldab ts�uklit.T~oestus. Kui G sisaldab silmuseid v~oi kordseid servi, siis on teo-reemi v�aide triviaalselt t�aidetud. Seet~ottu eeldame edaspidi, et G onlihtgraaf. Oletame v�aitevastaselt, et G ei sisalda �uhtegi ts�uklit. Olguv1 2 V mingi tipp. Vastavalt eeldusele deg(v1) > 2 leidub v�ahemalt�uks tipp v2 6= v1 nii, et v1 | v2. Et ka deg(v2) > 2, siis ts�ukli-te puudumise t~ottu leidub v�ahemalt �uks tipp v3 62 fv1; v2g, nii etv1 | v2 | v3. Analoogiliselt j�atkates n�aeme, et kui leidub lihtahelv1 | v2 | : : : | vk pikkusega k � 1, siis deg(vk) > 2 t~ottu lei-dub tipp vk+1 62 fv1; :::; vkg nii, et vk | vk+1, sest kui vk | vi mingii < k�1 korral, siis moodustaksid tipud (vi; vi+1; :::; vk) ts�ukli. Seegaleidub graa�s G lihtahelv1 | v2 | : : :| vk | vk+1pikkusega k. Induktsiooni abil oleks n�u�ud v~oimalik n�aidata, et graa�sG leidub kuitahes pikki lihtahelaid, mis on vastuolus sellega, et graa�G tippude hulk V on l~oplik. �Graa� G nimetatakse sidusaks, kui lause 8u8v[u  v℄ on sellesgraa�s t~oene (v~oi nagu loogikud t�ahistavad G j= 8u8v[u  v℄). Onlihtne veenduda, et seos on ekvivalents. Vastavaid ekvivalentsiklas-se nimetame graa� sidusateks komponentideks.Olgu u ja v sidusa suunamata graa� G = (V;E) kaks tippu. Kau-guseks d(u; v) tippude u ja v vahel nimetatakse neid tippe �uhendaval�uhima lihtahela pikkust. On lihtne veenduda, et paar (V; d) rahuldabmeetrilise ruumi aksioome, s.t.1) d(u; v) = 0 parajasti siis, kui u = v;14



2) d(u; v) = d(v; u) mistahes tippude u; v 2 V korral;3) d(u; v) + d(v; w) > d(u;w) mistahes tippude u; v; w 2 V korral.2.4. Erit�u�upi graafeNullgraaf. Graa�, milles ei ole �uhtegi serva, nimetame null-graa�ks. Nullgraa�, milles on n tippu, t�ahistame s�umboliga On.T�aisgraaf. Graa�, milles iga kahe erineva tipu vahel on �uksserv, nimetame t�aisgraa�ks. T�aisgraa�, milles on n tippu, t�ahistames�umboliga Kn. Graa�s Kn on ilmselt n(n�1)2 serva.Kahealuseline graaf. Graaf G = (V;E) on kahealuseline (ehkbikromaatiline) siis, kui tema tippude hulk V on t�ukeldatav kahekshulgaks V1 ja V2 (s.t. V1 [ V2 = V ja V1 \ V2 = 
= ) nii, et iga servae 2 E jaoks on e �uks otstipp hulgas V1 ja teine hulgas V2. HulkasidV1 ja V2 nimetame graa� G alusteks.Kahealuselist graa� nimetame t�aielikuks kahealuseliseks graa�kssiis, kui tema kahe tipu vahel on serv parajasti siis, kui need kaks tippukuuluvad erinevatesse alustesse. T�aielikku kahealuselist graa�, mille�uhes aluses on m tippu ja teises aluses n tippu, t�ahistame s�umboligaKm;n. Graa�s Km;n on ilmselt m+ n tippu ja mn serva. Samuti onilmne, et mingi graaf on kahealuseline parajasti siis, kui iga temasidus komponent osutub kahealuseliseks.Analoogiliselt kahealuseliste graa�dega v~oime de�neerida ka k-aluselised graa�d, kus k 2 N. Graaf G = (V;E) on k-aluseline, kuitema tippude hulk on t�ukeldatav k-ks hulgaks (aluseks) V1; : : : ; Vknii, et ei leidu servi, mille m~olemad otstipud kuuluksid samasse alu-sesse. T�aielik k-aluseline graaf on selline k-aluseline graaf, mille kahetipu vahel leidub serv parajasti siis, kui need tipud kuuluvad erineva-tesse alustesse. T�aielikku k-aluselist graa�, mille alustes on vastavaltn1; : : : ; nk tippu, t�ahistame s�umboliga Kn1;:::;nk .Teoreem 2.3. Graaf on kahealuseline parajasti siis, kui k~oigi te-mas leiduvate ts�uklite pikkused on paarisarvud.T~oestus. Tarvilikkuse ()) n�aitamiseks eeldame, et V1 ja V2 onkahealuselise graa� G alused ning C on mingi ts�ukkel selles graa�s.Ts�uklis C esinevad tipud alusest V1 vaheldumisi tippudega alusestV2, j�arelikult peab C sisaldama alustest V1 ja V2 �uhepalju tippe ningC tippude koguarv on seega paarisarv.15



Piisavuse (() n�aitamiseks eeldame, et graa� G k~oik ts�uklid onpaarisarvulise pikkusega. �Uldisust kitsendamata v~oime eeldada, et Gon sidus.Olgu u ja v graa�G kaks tippu ning P1 ja P2 kaks lihtahelat tipustu tippu v. Ahelate P1 ja P2 pikkustel on sama paarsus. T~oepoolest,kui ahelatel P1 ja P2 pole teisi �uhiseid tippe peale u ja v, siis:� kinnine ahel, mille moodustavad P1 ning tagurpidi p�o�oratud P2,on ts�ukkel;� selle ts�ukli pikkus on v~ordne arvuga jP1j+ jP2j;� teoreemi eelduse kohaselt on jP1j+ jP2j paarisarv, seega peavadjP1j ja jP2j sama paarsusega olema.Kui ahelatel P1 ja P2 on teisi �uhiseid tippe peale u ja v, siis t~oestameoma v�aite jP1j ja jP2j paarsuse kohta induktsiooniga pikkuste jP1j jajP2j j�argi. Olgu w tipp, mis esineb nii ahelas P1 kui ka ahelas P2. OlguP 01 ahela P1 osa tipust u tipuni w ning P 001 ahela P1 osa tipust w tipuniv. Samamoodi, olgu P 02 ahela P2 osa tipust u tipuni w ja P 002 ahelaP2 osa tipust w tipuni v. Ahelad P 01 ja P 001 on l�uhemad kui P1 ningahelad P 02 ja P 002 on l�uhemad kui P2. Induktsiooni eelduse j�argi onsiis jP 01j ja jP 02j sama paarsusega ning jP 001 j ja jP 002 j sama paarsusega.Seega on ka jP1j = jP 01j+ jP 001 j ja jP2j = jP 02j+ jP 002 j sama paarsusega.Ahelate P1 ja P2 pikkustel on sama paarsus ka siis, kui me ei n~oua,et nad oleksid tingimata lihtahelad. T~oepoolest, me v~oime ahelaistP1 ja P2 eemaldada ts�ukleid seni, kuni nad muutuvad lihtahelateks.Ts�uklite eemaldamine ei muuda ahela pikkuse paarsust, kuna k~oikts�uklid on paarisarvulise pikkusega.Olgu n�u�ud u graa� G mingi �kseeritud tipp. De�neerime G tipu-hulgal j�argmise t�ukelduse V = V1 [ V2, kusV1 = fv j v 2 V; iga u P v korral on jP j paarisarvg;V2 = fv j v 2 V; iga u P v korral on jP j paaritu arvg :Eelnev arutelu n�aitab, et graa� G iga tipp t~oepoolest kuulub �uhteneist kahest hulgast.Olgu v; v0 2 V1. Sel juhul ei saa nende tippude vahel serva olla.T~oepoolest, oletame, et e = fv; v0g on graa� G serv. Olgu P mingiahel tipust u tippu v, selle ahela pikkus on muidugi paarisarv. Siisu P v | v0 on paarituarvulise pikkusega ahel tipust u tippu v0, mison vastuolus eeldusega v0 2 V1. Analoogiliselt saab n�aidata, et kahehulka V2 kuuluva tipu vahel ei ole serva.16



Seega on tipuhulga V t�ukeldus hulkadeks V1 ja V2 kahealuselisegraa� de�nitsioonis n~outud omadustega. �2.5. Tehted graa�degaEdaspidi on meil tihti tarvis m~onest olemasolevast graa�st kindlalviisil uusi graafe konstrueerida. De�neerime siinkohal m~oned t�ahistu-sed, mida meil edaspidi tarvis l�aheb.Olgu G = (V;E) mingi graaf. Kui e 2 E, siis G � e t�ahistabgraa� tipuhulgaga V ja servahulgaga Enfeg. Analoogiliselt, kui e onmingi suurus, mille korral on de�neeritud E(e), mis on hulga V ka-heelemendiline alamhulk, siis G+ e t�ahistab graa� tipuhulgaga V jaservahulgaga E [ feg.Kui v 2 V , siis Gnv t�ahistab graa� G, millest on eemaldatud tippv ning k~oik selle tipuga intsidentsed servad. Teisis~onu,Gnv = (V 0; E0),kus V 0 = V nfvg ja E0 = fe j e 2 E; v 62 E(e)g. Kui U � V ,kus hulga U elementideks on v1; : : : ; vn, siis GnU t�ahistab graa�(� � � ((Gnv1)nv2) � � � )nvn. Teisis~onu, graaf GnU on G indutseeritudalamgraaf tipuhulgaga V nU .�Ulesanded�Ulesanne 4. Selgita, kas j�argmistes paarides esitatud graa�d on iso-morfsed? Miks?1. 2.
3. 4.
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5.
6.
7.
8.
9.

�Ulesanne 5.Graa�G k~oigi automor�smide hulka t�ahistame Aut(G).Leia jAut(G)j, kui graaf G on 18



1.2.
3. Kn4. On5. Pn (n-tipuline lihtahel)6. Cn (n-tipuline ts�ukkel)7.
8. Pet (Peterseni graaf, see on graaf 8 �ulesandest 4).�Ulesanne 6. T~oesta, et Aut(G) on r�uhm teisenduste kompositsioonisuhtes. Leia graaf, mille automor�smir�uhm on isomorfne j�a�agiklassi-ringi Zn aditiivse r�uhmaga.�Ulesanne 7. Joonista graafe, mis on isomorfsed oma t�aiendgraa�gaja omavad 4 (5, 8) tippu. T~oesta, et kui graaf on isomorfne omat�aiendgraa�ga, siis jagub ta tippude arv neljaga v~oi annab neljagajagades j�a�agi 1.�Ulesanne 8. T~oesta, et Aut(G) = Aut(G).�Ulesanne 9. T~oesta, et kui jV (G)j > 1, siis leidub lihtgraa�s G kaksv~ordse astmega tippu.�Ulesanne 10. T~oesta, et mittesidusa lihtgraa� t�aiendgraaf on sidus.�Ulesanne 11. Olgu V 0 � V (G). T~oesta, et hulga V 0 poolt graa�s Gindutseeritud alamgraa� t�aiendgraaf v~ordub graa�s G hulga V 0 pooltindutseeritud alamgraa�ga. 19



�Ulesanne 12. Lihtgraa� G servgraa�ks L(G) loeme graa� tipuhul-gaga V (L(G)) = E(G)ja servahulgagaE(L(G)) = ffe1; e2g j9u; v; w 2 V (G); v 6= w; e1 = fu; vg; e2 = fu;wgg:T~oesta, et L(K5) �= Pet.�Ulesanne 13. Tee kindlaks, millised graa�dest Cn on isomorfsediseenda servgraa� t�aiendgraa�ga.�Ulesanne 14. Olgu graaf G antud j�argmiselt:V (G) = f1; 2; 3g� f1; 2; 3g;E(G) = ff(a; b); (
; d)g j a 6= 
 ja b 6= dg:Kas kehtib v�aide G �= G?�Ulesanne 15. Tipu v ekstsentrilisuseks nimetatakse suuruste(v) = maxu2V (G) d(u; v):Graa� raadius r(G) ja diameeter d(G) de�neeritakse kuir(G) = minv2V (G) e(v) ja d(G) = maxv2V (G) e(v):Tippu v nimetatakse graa� G tsentriks, kui e(v) = r(G). T~oesta, etsuvalise graa� G korral d(G) 6 2 � r(G):�Ulesanne 16. Kas v~oib juhtuda, et r(G) = d(G)? Kui jah, siis mil-liseid v�a�artusi v~oib see suurus omandada?�Ulesanne 17. Joonista graaf, millel on t�apselt 3 tsentrit, kuid roh-kem kui 3 tippu. Milliste n v�a�artuste korral leidub sidus graaf, millelon t�apselt n tsentrit?�Ulesanne 18. Leia k~oik kahealuselised graa�d diameetriga 2.�Ulesanne 19. Leia, milliseid v�a�artusi v~oib omada mittesidusa graa�t�aiendgraa� diameeter.�Ulesanne 20.T~oesta, et kui graa�dG jaG on sidusad ning d(G) > 3,siis d(G) 6 3. 20



�Ulesanne 21.Mistahes naturaalarvu k > 1 jaoks de�neeritakse paa-ritu graaf Oddk j�argmiselt. Olgu S mingi (2k�1)-elemendiline hulk.Graa� Oddk tipuhulk onV (Oddk) = Pk�1(S);kus Pn(X) t�ahistab hulgaX k~oigi n-elemendiliste alamhulkade hulka,ja servahulkE(Oddk) = ffA;Bg jA;B 2 V (Oddk); A \ B =
= g:T~oesta, et Odd3 �= Pet.�Ulesanne 22. Olgu G = K2;2;2;2 ning olgu graaf H antud oma tipu-hulgaga V (H) = P(fa; b; 
g)ja servahulgagaE(H) = ffX;Y g jX [ Y = fa; b; 
g ja X \ Y =
= g:Tee kindlaks, millised j�argmistest v�aidetest kehtivad:1. G �= H ,2. G �= H.�Ulesanne 23. Olgu graa�d G ja H antud vastavate tipu- ja serva-hulkadega:V (G) = P(fx; y; zg); E(G) = ffA;Bg jA � B; A 6= Bg;V (H) = fd j d 2 N; d j 30g; E(H) = ffa; bg j a j b; a 6= bg:T~oesta, et G �= H .�Ulesanne 24. Kolmnurgaks graa�s G nimetame sellist kolmeelemen-dilist hulka � = fu; v; wg � V (G), et (u; v); (v; w); (u;w) 2 E(G).Graa� G kolmnurkade graa�ks T (G) nimetame graa� tipuhulgagaV (T (G)) = f� j� on graa� G kolmnurkgja servahulgagaE(T (G)) = ff�1;�2g j j�1 \�2j = 2g:T~oesta, et1. T (K4) �= K4, 21



2. T (K5) �= Pet.�Ulesanne 25. De�neerime graa�d Gn tipuhulgagaV (Gn) = f1; 2; : : : ; ngja servahulgagaE(Gn) = ffa; bg j a 6= b; g
d(a; b) = 1g:1. Selgita, kas graa�d Gn on sidusad.2. T~oesta, et m < n jaoks on graaf Gm graa� Gn indutseeritudalamgraaf.�Ulesanne 26. T~oesta, et graaf Q3 (see on graaf 7 �ulesandest 5) oniseenda t�aiendgraa� alamgraaf.
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3. Euleri graa�dSidusat suunamata graa� nimetetakse Euleri graa�ks siis, kui sel-les graa�s leidub kinnine ahel, mis sisaldab iga serva parajasti �ukskord. Niisugust kinnist ahelat nimetatakse Euleri ahelaks. Mitte-Eulerigraa� nimetatakse pool-Euleri graa�ks siis, kui selles graa�s leidubahel, mis sisaldab iga serva parajasti �uks kord.Teoreem 3.1 (Euler, 1736). Sidus suunamata graaf G on Eulerigraaf parajasti siis, kui k~oigil tema tippudel on paarisarvuline aste.T~oestus. Tarvilikkuse ()) n�aitamiseks eeldame, et P on graa�G mingi Euleri ahel. Vaatame graa� G mingit tippu v. Esinegu tan korda ahelas P (seejuures loeme ahela alguseks ja l~opuks olemisekokku �uheks esinemiseks). Tipu v iga esinemise juures peab ahel Ptippu v sisenema ja sealt j�alle v�aljuma; tippu saab siseneda ja sealtv�aljuda m~one temaga intsidentse serva kaudu. Seega esineb ahelasP tipuga v intsidentseid servi 2n korral. Ahelas P esinevad graa� Gk~oik servad t�apselt �uks kord, seega esinevad seal ka k~oik tipuga vintsidentsed servad t�apselt �uks kord. Seet~ottu deg(v) = 2n.Piisavuse (() n�aitamiseks eeldame, et G on sidus graaf, millek~oigi tippude astmed on paarisarvud. T~oestus k�aib induktsioonigagraa� G servade arvu j�argi.Induktsiooni baasina vaatleme juhtu jE(G)j = 0, mil t�uhi ahel(s.t. ahel, mis ei sisalda �uhtegi serva) on graa� G Euleri ahelaks.Induktsiooni sammu korral on jE(G)j > 0. Sel juhul on graa� Gk~oigi tippude aste suurem kui 0, sest muidu ei oleks G sidus. Vasta-valt eeldusele on G iga tipu aste seega v�ahemalt 2 ning teoreemi 2.2kohaselt leidub graa�s G mingi ts�ukkel C. Kui C sisaldab graa� Gk~oiki servi, siis on teoreem t~oestatud.Vastasel korral moodustame graa�st G uue graa� G0, kustutadesgraa�sG k~oik ts�uklisse C kuuluvad servad. Graa�sG0 on v�ahem servikui graa�s G ning ka graa� G0 k~oigi tippude astmed on paarisarvuli-sed. T~oepoolest, kustutades k~oik mingisse ts�uklisse kuuluvad servad,v�ahendasime me iga tipu astet kas nulli v~oi kahe v~orra. Me ei saainduktsiooni eeldust siiski otse graa� G0 jaoks kasutada, kuna ta eipruugi olla sidus. K�ull aga v~oime me seda kasutada graa� G0 iga si-dusa komponendi jaoks | vastavalt induktsiooni eeldusele on graa�G0 igal sidusal komponendil Euleri ahel.Graa� G Euleri ahela konstrueerime n�u�ud liikudes m�o�oda ts�ukliC servi, kuni j~ouame m~one sellise tipuni v, mille aste graa�s G0 ei olenull, ning mis kuulub graa� G0 sellisesse sidusasse komponenti, midame veel graa� G Euleri ahelat konstrueerides l�abinud ei ole. J�argmise23



sammuna l�abime me graa�G0 tippu v sisaldava Euleri ahela ja j~ouamep�arast selle l�abimist tippu v tagasi. Seej�arel j�atkame ts�ukli C servadel�abimist poolelij�a�anud kohast, kuni j~ouame graa� G0 j�argmise veelt�o�otlemata sidusa komponendini. Protsess l~opeb siis, kui oleme ts�ukliC tervenisti l�abinud. �J�areldus 3.2. Sidus graaf G on Euleri graaf parajasti siis, kuitema servade hulk E esitub paarikaupa l~oikumatute ts�uklite �uhendina.T~oestus. J�areldub otseselt teoreemi 3.1 t~oestusest. T~oepoolest, sel-le teoreemi t~oestuses me t�ukeldasime graa� G servade hulga (paari-kaupa l~oikumatuteks) ts�ukliteks. �J�areldus 3.3. Sidus graaf G on pool-Euleri graaf parajasti siis,kui selles graa�s on t�apselt kaks sellist tippu, mille aste on paaritu-arvuline.T~oestus. Tarvilikkuse ()) n�aitamiseks eeldame, et G on pool-Euleri graaf ning P ahel, mis l�abib selle graa� iga serva t�apselt �ukskord. Olgu u ja v vastavalt ahela P alg- ja l~opptipp ning G0 graaf,mis on saadud graa�le G t�aiendava serva e = fu; vg lisamisel. Ahelu P v e| u on graa� G0 Euleri ahel, seega on graa�s G0 k~oigi tippudeaste paarisarv. Graa�s G on tippude u ja v aste paaritu arv (�uhev~orra v�aiksem kui graa�s G0) ning �ulej�a�anud tippude aste paarisarv(sama palju kui graa�s G0).Piisavuse (() n�aitamiseks eeldame, et G on graaf, milles t�apseltkahe tipu aste on paaritu arv. Olgu need tipud u ja v ning G0 graaf,mis on saadud graa�le G t�aiendava serva e = fu; vg lisamisel. Graa�G0 k~oik tipud on n�u�ud paarisarvulise astmega ja seega on G0 Eulerigraaf. Olgu C graa� G0 Euleri ahel. Kui me eemaldame ahelast Cserva e, siis saame me ahela, mis l�abib graa� G k~oiki servi t�apselt�uhel korral. Seega G on pool-Euleri graaf. �Algoritm 3.1 annab �uhe lihtsa viisi Euleri graa�s Euleri ahelaleidmiseks. Algoritmi kirjelduses leiduv m~oiste sild on meil varem de-�neerimata: sidusa graa� G = (V;E) serva e 2 E nimetatakse sillaks ,kui selle serva eemaldamisel graa�st G muutub graaf mittesidusaks.Teoreem 3.4. Algoritm 3.1 leiab Euleri ahela graa�s G = (V;E).T~oestus. N�aitame k~oigepealt, et kirjeldatud viisil t~oepoolest j~ou-takse seisuni, kus k~oik servad on hulgast E kustutatud, s.t. ei teki24



Olgu G = (V;E) Euleri graaf. Konstrueeri ahel j�argmisel viisil.Alusta graa� G mingist (suvalisest) tipust u ning liigu sammhaavalm�o�oda graa� servi.1. Olles teinud sammu m�o�oda serva e 2 E, kustuta see serv ser-vade hulgast E; kui serva e algtipu aste muutus selle kustuta-misega nulliks, siis kustuta ka see tipp hulgast V .2. J�argmise sammu jaoks serva valides kasuta graa� (V;E) sildaainult muude v~oimaluste puudumisel.J�atka, kuni hulgast E on k~oik servad kustutatud.Algoritm 3.1. Fleury' algoritmolukorda, kus hulk E ei ole veel t�uhi, aga ei ole enam �uhtegi serva,et v�aljuda tipust v, kuhu me algoritmi j�argides parasjagu j~oudnudoleme. Olgu H graaf, mis graa�st G veel j�arel on. Me n�aitame, etgraaf H on sidus ning u (tipp, kust me graa� l�abimist alustasime)on graa� H tipp. Peale selle n�aitame, et kui v = u, siis on graa� Hk~oigil tippudel paarisarvuline aste, kui aga v 6= u, siis on tippudel u jav paarituarvuline, graa� H k~oigil teistel tippudel aga paarisarvulineaste.On ilmne, et see olukord kehtib algoritmi t�aitma asudes (siis v = uja H = G). Oletame n�u�ud, et selline olukord kehtib enne mingi sam-mu tegemist ning n�aitame, et ta kehtib ka p�arast j�arjekordset sammu.Viibigu me tipus v ning olgu veel allesolev graa� osa H . Meil on vajaleida tipu v naabertipp v0 graa�s H nii, et p�arast v ja v0 vahelise ser-va kustutamist tekkivas graa�s H 0 s�ailiks kirjeldatud olukord. Ilmneon, et �uksk~oik, kuidas me ka tippu v0 ei valiks, rahuldab graaf H 0olukorra seda osa, mis r�a�agib tippude astmete paarsusest.Meil tuleb veel n�aidata, et graaf H 0 on sidus. Vaatame k~oigepealtjuhtu v 6= u. Piisab, kui me n�aitame, et graa�s H leidub �ulimalt �ukssild, mis on intsidentne tipuga v. T~oepoolest, kui j�argmisel sammulei kasutata silda, siis on graaf H 0 sidus. Kui tipuga v on intsident-ne ainult �uks sild ning seda silda kasutatakse j�argmisel sammul, siisoli see sild ainus tipuga v intsidentne serv graa�s H ning j�argmiselsammul kustutatakse lisaks sellele servale ka tipp v ise (tegelikult po-lekski tipu kustutamine algoritmis 3.1 vajalik, kuid see teeb k�aesolevat~oestuse lihtsamaks).Oletame v�aitevastaselt, et graa�s H on tipuga v intsidentne enamkui �uks sild. Sel juhul leidub selline tipp w, et graa�H serv e = fv; wgon sild, ning graa� H � e sidus komponent K, mis sisaldab tippu w,25



ei sisalda tippu u (vaata joonist 3.1). Tipu w aste graa�sH on paaris,seega on ta aste graa�s K paaritu. Teoreemi 2.1 j�argi leidub graa�sK veel mingi tipp x, mille aste on paaritu. Aga siis on tipu x asteka graa�s H paaritu ning x 6= u ja x 6= v. Saime vastuolu graa�s Hkehtiva olukorraga.
H Kve w xu

Joonis 3.1. Tipuga v intsidentsed sillad graa�s H .Kui v = u ja u ei ole graa� ainus tipp, siis leiame me samasugusearutelu tulemusena, et u pole intsidentne �uhegi sillaga. Seega on ka seljuhul graaf H 0 sidus. Samuti j�a�ab tipp u p�arast sammu kustutamata,sest temaga on p�arast sammu intsidentsed paaritu arv (s.t. rohkemkui null) serva. ��Ulesanded�Ulesanne 27. Selgita, millised j�argmistest graa�dest ja millistel tin-gimustel on Euleri v~oi pool-Euleri graa�d.1. Kn;2. On;3. Cn;4. Pn;5. Kuupgraa�d Qn tipuhulgaga V (Qn) = (Z2)n ning servahulgagaE(Qn) = ffa; bg jvektorid a ja b erinevad t�apselt �uhes positsioonisg ;26



6. Pet;7. Km;n;8. Kn1;n2;:::;nk9. Gr�otzs
hi graaf
�Ulesanne 28. Vaatleme malendite hulkaM = fKuningas; Lipp; V anker;Oda;Ratsug:MalendiX 2M graa�ks n�nmalelaual nimetame graa�Gn�nX , milletippude hulgaks on n� n ruudustiku ruutude hulk ja serv kahe tipuvahele on t~ommatud parajasti siis, kui malendi X �uhe k�aiguga saab�uhele tipule vastavalt ruudult liikuda teisele tipule vastavale ruudule.Millise malendi X ja millise arvu n v�a�artuse korral on graaf Gn�nXEuleri graaf?�Ulesanne 29. De�neerime suunamata lihtgraa�d Gn (n = 1; 2; : : :)j�argmiselt:V (Gn) = P(f1; 2; : : : ; ng); E(Gn) = ffX;Y g : X � Y;X 6= Y g:Millised graa�destGn on Euleri graa�d? Millised pool-Euleri graa�d?�Ulesanne 30. De�neerime suunamata lihtgraa�d Hn (n = 1; 2; : : :)j�argmiselt:V (Hn) = P(f1; 2; : : : ; ng); E(Hn) = ffX;Y g : X � Y; jY j = jX j+1g:Millised graa�destHn on Euleri graa�d? Millised pool-Euleri graa�d?�Ulesanne 31. T~oesta, et Euleri graa� servgraaf (vt. �ulesanne 12) onsamuti Euleri graaf.�Ulesanne 32. Leia, millist tarvilikku ja piisavat tingimust peavad ra-huldama graa� G tippude astmed selleks, et L(G) oleks Euleri graaf.27



�Ulesanne 33.OlguG Euleri graaf ja v1; v2; v3 2 V ning e1; e2; e3 2 Esellised, et E(e1) = E(e2) = fv1; v2g ja E(e3) = fv2; v3g (loeme, etv1 6= v2 6= v3 6= v1 ja e1 6= e2 6= e3 6= e1). N�aita, et graa�s G leidubselline Euleri ahel, kus servale e1 j�argneb vahetult e3.�Ulesanne 34. T~oesta, et ringiratast on v~oimalik paigutada 2k arvu,iga�uks neist kas 0 v~oi 1, nii et iga bitijada x 2 f0; 1gk esineks ringikellaosuti liikumise suunas l�abides t�apselt �uhel korral.
PSfrag repla
ements 00 00 0

00 000
0

0 1 1
11

1 1
1
1

111 1k = 3 k = 4
�Ulesanne 35. T~oesta, et igas sidusas graa�s on v~oimalik leida kin-nine ahel, mis l�abib iga serva v�ahemalt �uks ja mitte rohkem kui kakskorda.�Ulesanne 36. Leia j�argmises graa�s minimaalse pikkusega kinnineahel, mis l�abib selle graa� iga serva v�ahemalt �uks kord (Arvud ser-vadel t�ahistavad nende pikkusi).4 223 3 3 15

28



4. Hamiltoni graa�d1857. aastal leiutas Iiri matemaatik William Rowan Hamilton nnI
osia m�angu, kus puust alusele oli uuristatud 20 lohku ja osad lohudolid omavahel joontega �uhendatud nii nagu n�aha joonisel 4.1.
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Joonis 4.1. Sir W.R.Hamiltoni leiutatud I
osia m�ang.Lohud kandsid erinevate tuntud linnade nimesid ja m�angu ees-m�argiks oli m�angunuppe n~onda lohkudesse asetada, et j�arjestikustenuppude lohud oleksid omavahel joonega �uhendatud ning ka esimeseja viimase nupu lohkude vahel oleks joon. Teadaolevalt ei saatnudm�angu kuigi suur �ariedu ja nii m�u�us sir Hamilton oma m�angu ~oigu-sed 1859. aastal 25 naela eest �ara. Kummatigi oli ta oma leiutisegapannud aluse uuele valdkonnale graa�teoorias { Hamiltoni graa�deuurimisele.Sidusat suunamata graa� nimetatakse Hamiltoni graa�ks siis, kuiselles graa�s leidub k~oiki tippe l�abiv ts�ukkel (nn. Hamiltoni ts�ukkel).Mitte-Hamiltoni graa� nimetatakse pool-Hamiltoni graa�ks siis, kuiselles graa�s leidub k~oiki tippe l�abiv lihtahel (nn. Hamiltoni ahel).4.1. Ore teoreemEelmises peat�ukis n�agime, et graa� eulerilisuse kindlakstegemi-seks on olemas lihtsasti kontrollitav tarvilik ja piisav kriteerium. KuigiHamiltoni graa�de de�nitsioon on Euleri graa�de omaga v�aga sarna-ne (k~oigi servade l�abimise n~oue on asendatud k~oigi tippude l�abimis-ega), kujutab graa� hamiltonilisuse kindlakstegemine endast tundu-valt raskemat �ulesannet. Pole teada �uhtki mittetriviaalset tingimustega algoritmi, mis v~oimaldaks antud graa� hamiltonilisust kiiresti29



kindlaks teha. Veel enamgi, on t~oestatud, et Hamiltoni ts�ukli leid-mise �ulesanne kuulub nn NP-t�aielike �ulesannete klassi. See t�ahendabmuuhulgas, et pol�unomiaalses ajas t�o�otava graa�de hamiltonilisusekindlakstegemise algoritmi leidumine on v�aga ebat~oen�aoline.K�ull aga on leitud mitmeid lihtsaid piisavaid tingimusi, millest�uht { Ore teoreemi { j�argnevas l�ahemalt vaatleme.Teoreem 4.1 (Ore, 1960). Kui G = (V;E) on n > 3 tipugalihtgraaf, kus suvalise paari fu;wg 62 E korral kehtib seosdeg(u) + deg(w) > n; (4.1)siis graa�s G leidub Hamiltoni ts�ukkel.T~oestus. Oletame v�aitevastaselt, et leiduvad n-tipulised mitte-Hamiltoni graa�d, milles (4.1) on t~oene iga fu;wg 62 E jaoks. Olguk~oikide selliste n-tipuliste graa�de klass Gn. M�argime esmalt, et kuin = 3, siis ainus tingimust (4.1) rahuldav graaf on t�aisgraafK3, millesloomulikult leidub ka Hamiltoni ts�ukkel. Olgu n > 4 ja G = (V;E)selline graaf klassist Gn, kus on maksimaalselt palju servi, s.t. �uksk~oikmillise serva edasine lisamine muudab graa� Hamiltoni graa�ks, sesttingimus (4.1) j�a�ab servade lisamisel alati kehtima. Lisamegi graa�leG �uhe serva e juurde ja oletame, et selle tegevuse tulemusena tekibHamiltoni ts�ukkel:u = v0 | v1 | v2 | : : :| vn�2 | vn�1 = w e| u:Seega peab juba esialgses graa�sG leiduma Hamiltoni ahel, mis algabtipust u ja l~opeb tipus w, kusjuures fu;wg 62 E. Tipupaari fu;wgjaoks kehtib v~orratus (4.1). Olgu U = fi j 1 6 i 6 n�2; fu; vig 2 EgjaW = fj j 1 6 j 6 n�1; fvj ; wg 2 Eg. On selge, et U jaW on hulgaM = f1; : : : ; n� 2g alamhulgad ning jU j = deg(u) ja jW j = deg(w).Vastavalt v~orratusele (4.1) saame, et jU j+ jW j > n.V�aidame, et sel juhul leidub indeks i nii, et i 2W ja i+1 2 U , s.t.leidub tipp vi nii, et fvi; wg 2 E ja fu; vi+1g 2 E (vaata joonist 4.2).Siis j�areldub, et graa�s G peab leiduma Hamiltoni ts�ukkelu| vi+1 | :::| vn�2 | w | vi | vi�1 | :::| v1 | u;mis oleks aga vastuolus eeldusega.J�a�ab veel t~oestada sobiva indeksi i olemasolu. OlguW+ niisugus-te indeksite hulk hulgast f1; : : : ; n � 2g, millele eelneb m~oni indekshulgast W , st W+ def= fi + 1 j i 2 Wnfn � 2gg. Vajalik v�aide saab30



t~oestatud, kui n�aitame, et U \W+ 6=
= . Oletame vastuv�aiteliselt, etU \W+ =
= . Siis on selge, etjU j+ jW+j = jU [W+j 6 jf1; : : : ; n� 2gj = n� 2:Teisest k�uljest agajU j+ jW+j > jU j+ jW j � 1 > n� 1;mis viib vastuoluni ja t~oestab sellega kogu teoreemi. �
... ...

u v1 vi�1 vi vi+1 vn�2 wJoonis 4.2. Hamiltoni ahel ) Hamiltoni ts�ukkel.Ore teoreemi t~oestades oleme me muuhulgas tegelikult andnudt~oestuse ka j�argmisele tulemusele:Lause 4.2. Kui G = (V;E) on lihtgraaf ning u;w 2 V on sel-lised, et fu;wg 62 E ja deg(u) + deg(w) > jV j, siis leidub graa�sG Hamiltoni ts�ukkel parajasti sel juhul, kui graa�s G0 = G + fu;wgleidub Hamiltoni ts�ukkel.T~oestus. Tarvilikkus ()) on ilmne, sest kui G on Hamiltoni graaf,siis ka G0 on Hamiltoni graaf | servi juurde lisades ei saa Hamiltonits�ukkel �ara kaduda.Piisavuse (() n�aitamiseks eeldame, et C on mingi Hamiltoni ts�uk-kel graa�s G0. Kui ta ei sisalda serva fu;wg, siis on ta ka Hamiltonits�ukkel graa�s G. Kui ta aga sisaldab serva fu;wg, siis on meil (ana-loogiliselt Ore teoreemi t~oestusega) graa�s G Hamiltoni ahel tipust utippu w. J�allegi ~onnestub meil leida selles ahelas kaks naabertippu vija vi+1 (me loeme, et indeksid kasvavad tipu w poole minnes) nii, etfu; vi+1g 2 E ja fvi; wg 2 E (vaata joonist 4.2). See annabki meileHamiltoni ts�ukli graa�s G. �4.2. Ore sulundOlgu G = (V;E) mingi n-tipuline lihtgraaf. Graa� G �ulemgraa�ksnimetatakse suvalist graa� (V;E1), nii et E � E1. Tipu v astmeks31



�ulemgraa�s (V;E1) nimetatakse naturaalarvudegE1(v) def= jfw j fv; wg 2 E1gj:On lihtne veenduda, et tipu aste �ulemgraa�s on v�ahemalt niisamasuur kui graa�s endas, s.t. kui E � E1, siis mistahes tipu v 2 Vkorral degE(v) 6 degE1(v).Olgu fG�g�2I mingi graa�de pere, kusjuures G� = (V;E�). PerefG�g�2I l~oikeks nimetatakse graa�\�2IG� = (V;\�2IE�):Graa� G = (V;E) nimetatakse Ore-kinniseks siis, kui selle mistahestipupaari u 6= v korral osutub t~oeseks implikatsioondegE(u) + degE(v) > jV j =) fu; vg 2 E: (4.2)Lemma 4.3. Kui fG�g�2I on Ore-kinniste graa�de mittet�uhi pe-re, siis selle pere l~oige G on samuti Ore-kinnine.T~oestus. Olgu G� = (V;E�), G = (V;E) ning u; v 2 V mingierinevate tippude paar, mille puhuldegE(u) + degE(v) > n = jV j:Et iga � 2 I korral E � E�, siis j�arelikult iga � 2 I korraldegE�(u) + degE�(v) > degE(u) + degE(v) > n;millest graa�de G� Ore-kinnisuse t~ottu j�areldub 8� : fu; vg 2 E�, ehkfu; vg 2 E. J�arelikult on G ise ka Ore-kinnine. �Graa� G Ore sulundiks O(G) nimetatakse graa� G k~oikide Ore-kinniste �ulemgraa�de l~oiget. Selle m�a�aratluse korrektsus tuleneb fak-tist, et n-tipulisel graa�l G leidub alati v�ahemalt �uks Ore-kinnine�ulemgraaf, milleks on t�aisgraaf Kn.Algoritm 4.1 leiab, nagu selgub, graa� G = (V;E) Ore sulundi.Uurime seda algoritmi l�ahemalt. Nagu me n�aeme, on algoritm 4.1mittedeterministlik | esimesel sammul v~oib ta valida �uksk~oik milli-se tipupaari, mis teatavat tingimust rahuldab. Graa� Ore sulund onseevastu �uheselt m�a�aratud. N�aitamegi k~oigepealt, et algoritmi 4.1 t�o�otulemus (graaf, mille ta l~opuks v�aljastab) ei s~oltu tema mittedeter-ministlikest valikutest. 32



Olgu G = (V;E) lihtgraaf, kusjuures jV j = n.1. Leia u; v 2 V nii, et fu; vg 62 E ja deg(u) + deg(v) > n. Kuiselliseid tippe u ja v ei leidu, siis v�aljasta graaf G ja l~opeta t�o�o.2. Lisa hulka E uus serv fu; vg ja mine punkti 1.Algoritm 4.1. Ore sulundi leidmise algoritmLemma 4.4. Algoritmi 4.1 v�aljund ei s~oltu tippude u; v valikusttema esimeses punktis.T~oestus.Oletame v�aitevastaselt, et leidub selline graafG = (V;E),mida algoritmi 4.1 sisendiks andes v~oime v�aljundiks saada mitu eri-nevat graa�. Olgu G1 = (V;E1) ja G2 = (V;E2) kaks erinevat v~oima-likku v�aljundit, s.t. E1 6= E2.Olgu fu1; v1g; fu2; v2g; : : : ; fuk; vkg servad, mis algoritm lisab (see-juures lisamine toimub toodud j�arjekorras) graa�le G, saamaks graa�G1. Samuti, olgu fu01; v01g; : : : ; fu0l; v0lg servad, mis algoritm lisab graa-�le G, saamaks graa� G2. �Uldisust kitsendamata v~oime eeldada, etE1nE2 6=
= (vastasel juhul vahetame �ara graa�d G1 ja G2). Sel juhulleidub servade fu1; v1g; : : : ; fuk; vkg seas m~oni, mis pole �ukski serva-dest fu01; v01g; : : : ; fu0l; v0lg. Olgu i 2 f1; : : : ; kg v�ahim selline indeks,et fui; vig pole �ukski servadest fu01; v01g; : : : ; fu0l; v0lg.Graaf G0 = (V;E0), kus E0 = E [ �fu1; v1g; : : : ; fui�1; vi�1g	,on siis graa� G2 alamgraaf, sest k~oik tema servad leiduvad ka graa�sG2. Algoritmist 4.1 saame degE0(ui)+degE0(vi) > jV j, sest see algo-ritm lisas graa�le G0 serva fui; vig. �Ulemgraa�ks olemise t~ottu siiska degE2(ui) + degE2(vi) > jV j. Peale selle on tipud ui ja vi graa�sG2 servaga �uhendamata, sest �ukski lisatud servadest (tegemaks graa-�st G graa� G2) pole fui; vig. Seega pole algoritm 4.1, olles j~oudnudgraa�ni G2, oma t�o�od veel l~opetanud | punktis 1 on tal veel v~oima-lik valida tipupaar (mille moodustavad ui ja vi), mis rahuldab antudtingimusi. �Osutub et algoritm 4.1 on monotoonne j�argmise lemma m~ottes.Lemma 4.5. Kui G1 = (V;E1) ja G2 = (V;E2) on kaks sellistlihtgraa�, et E1 � E2, ning G01 = (V;E01) ja G02 = (V;E02) algorit-mi 4.1 v�aljundid, mis vastavad sisenditele G1 ja G2, siis E01 � E02.T~oestus. Olgu fu1; v1g; fu2; v2g; : : : ; fuk; vkg servad, mis algoritmlisab (seejuures lisamine toimub toodud j�arjekorras) graa�le G1, saa-maks graa� G01. Oletame v�aitevastaselt, et m~oni neist servadest ei33



esine graa�s G02. Olgu i 2 f1; : : : ; kg v�ahim indeks, nii et serv fui; vigei esine graa�s G02.T�ahistame E0 = E1 [ �fu1; v1g; : : : ; fui�1; vi�1g	 ning vaatlemegraa�G0 = (V;E0). Siis G0 on graa�G02 alamgraaf. J�allegi osutub t~oe-seks degE0(ui)+degE0(vi) > jV j, seega ka degE02(ui)+degE02(vi) > jV j,kuid samal ajal fui; vig 62 E02. Seega pole algoritm 4.1, j~oudnuna graa-�ni G2, veel oma t�o�od l~opetanud. �Lause 4.6. Algoritm 4.1 leiab graa� Ore sulundi.T~oestus. Olgu G = (V;E) mingi lihtgraaf ja G0 = (V;E0) algorit-mi 4.1 v�aljund sisendiG korral. Algoritmi punktist 1 j�areldub, et k~oigiu; v 2 V jaoks, kus degE0(u) + degE0(v) > jV j, kehtib fu; vg 2 E0,seega on G0 Ore-kinnine.Samuti tuleneb algoritmi punktist 1, et kui algoritmi sisendiks onmingi Ore-kinnine graaf, siis l~opetab algoritm kohe t�o�o ning v�aljastabsellesama graa�. Muuhulgas, kui algoritmi sisendiks on O(G), siis katema v�aljundiks on O(G).Et O(G) on G �ulemgraaf, siis vastavalt lemmale 4.5 peab O(G)olema ka G0 �ulemgraaf. Samas on O(G) graa� G v�ahim Ore-kinnine�ulemgraaf (j�areldub otseselt Ore sulundi de�nitsioonist). Graa� G0Ore-kinnisus annabki meile n�u�ud, et G0 = O(G). �Algoritmi 4.1 t~oime me sisse selleks, et t~oestada j�argmine tulemus.Lause 4.7. Graaf osutub Hamiltoni graa�ks parajasti siis, kuitema Ore sulund on Hamiltoni graaf.T~oestus. Olgu G = (V;E) lihtgraaf ning fu1; v1g; : : : ; fuk; vkgneed servad, mis Ore sulundi leidmise algoritm lisab (antud j�arje-korras) graa�le G. De�neerime graa�d G0; : : : ; Gk j�argmiselt:G0 def= G;Gi def= Gi�1 + fui; vig :Vastavalt Ore sulundi leidmise algoritmi konstruktsioonile ning lau-sele 4.2 on Gi�1 Hamiltoni graaf parajasti siis, kui Gi on Hamiltonigraaf. Samas aga G0 = G ja Gk = O(G). �J�areldus 4.8. Kui n-tipulise graa� G Ore sulund O(G) on Kn,siis G on Hamiltoni graaf. 34



T~oestus j�areldub sellest, et Kn on Hamiltoni graaf. �Teoreem 4.9. Igas n-tipulises mitte-Hamiltoni graa�s leidub min-gi k < n=2 korral k tippu v astmega deg(v) 6 k ja n � k tippu wastmega deg(w) < n� k.T~oestus. Olgu G = (V;E) mingi n-tipuline mitte-Hamiltoni graaf.Vastavalt j�areldusele 4.8 teame, et O(G) = (V;E0) 6= Kn, s.t. leiduvadtipud u;w 2 V nii, et fu;wg 62 E0. Valime tipud u ja w nii, et summadegE0(u) + degE0(w) oleks maksimaalne. Sealjuures muidugidegE0(u) + degE0(w) 6 n� 1; (4.3)sest muidu oleks Ore sulundi de�nitsiooni kohaselt fu;wg 2 E0. De-�neerime n�u�ud kaks hulka:U def= fu0 j u0 6= u; fu0; ug 62 E0g; W def= fw0 j w0 6= w; fw0; wg 62 E0g:Et summa (4.3) on u ja w valiku kohaselt maksimaalne, siis j�arelikultmistahes u0 2 U ja w0 2 W korral kehtivad v~orratuseddegE0(w0) 6 degE0(u); degE0(u0) 6 degE0(w): (4.4)Hulkade U ja W v~oimsused avalduvad j�argmiselt:jU j = jV j � jfugj � jfv j (u; v) 2 E0gj = n� 1� degE0(u)jW j = jV j � jfwgj � jfv j (w; v) 2 E0gj = n� 1� degE0(w): (4.5)�Uldisust kitsendamata v~oib eeldada, et degE0(u) 6 degE0(w). Olguk def= degE0(u). V~orratusest (4.3) tuleneb, et 2k 6 n � 1 ja seegak < n=2. J�allegi v~orratusest (4.3) saame, etjW j = n� 1� degE0(w) > degE0(u) = k;s.t. hulgas W on v�ahemalt k tippu. V~orratustest (4.4) j�areldub, etdegE(w0) 6 degE0(w0) 6 degE0(u) = kmistahes tipu w0 2 W korral. Seega oleme t~oepoolest leidnud (v�ahe-malt) k tippu, mille astmed ei �uleta arvu k. J�a�ab veel �ule n�aidata,et leidub n� k tippu astmetega alla n� k. V~ordustest (4.5) tulenebotseselt, et jU j = n� k � 1 ja samutidegE(u0) 6 degE0(u0) 6 degE0(w) 6 n�1�degE0(u) = n�1�k < n�k35



iga tipu u0 2 U korral. Seega on meil ~onnestunud leida n�k�1 tippu,mille aste on v�aiksem kui n � k. Teoreemi l~oplikuks t~oestamisekstuleks veel kusagilt leida �uks tipp v�aljaspool hulka U , mille aste onv�aiksem kui n� k. Lihtne on aga veenduda, et selleks tipuks sobib uise. T~oepoolest,degE(u) 6 degE0(u) 6 degE0(w) < n� k;millega teoreemi v�aide on t�aielikult t~oestatud. ��Ulesanded�Ulesanne 37. Selgita, millised �ulesandes 27 toodud graa�dest jamillistel tingimustel on1. Hamiltoni graa�d;2. Pool-Hamiltoni graa�d.�Ulesanne 38. T~oesta, et kui n > 3, siis Qn on Hamiltoni graaf.�Ulesanne 39. T~oesta, et kui G on paaritu arvu tippudega kahealu-seline graaf, siis G pole Hamiltoni graaf.�Ulesanne 40. Selgita, millise malendi X ja millise arvu n v�a�artusekorral on graaf Gn�nX Hamiltoni graaf?�Ulesanne 41. Olgu antud positiivsed t�aisarvud m ja n. V~oregraa�ksGm;n nimetame suunamata graa� tipuhulgagaV (Gm;n) = f1; 2; : : : ;mg � f1; 2; : : : ; ngning servahulgagaE(Gm;n) = ff(x; y); (z; t)g : jx� zj+ jy � tj = 1g:Milliste m;n v�a�artuste korral on v~oregraaf Gm;n Hamiltoni graaf?�Ulesanne 42. T~oesta, et kui lihtgraa�s G iga kahe mittenaabertipuu ja v korral kehtib v~orratusdeg(u) + deg(v) > jV (G)j � 1;siis leidub graa�s G Hamiltoni ahel.�Ulesanne 43. N�aita, et kui graa�sG = (V;E) leidub selline tipuhulkV 0 � V , et graa�l GnV 0 on rohkem sidusaid komponente kui hulgasV 0 elemente, siis pole G Hamiltoni graaf.36



�Ulesanne 44. De�neerime graa� G tippude alamhulgaX jaoks temanaabruse kui hulgaN(X) = fv 2 V (G) : v 62 X; 9w 2 X fv; wg 2 E(G)g:T~oesta, et kui leidub selline X � V (G), et X tipud pole omavahelservadega �uhendatud ja jX j > jN(X)j, siis G pole Hamiltoni graaf.�Ulesanne 45. Turniir on suunatud graaf, kus iga kahe tipu vahel ont�apselt �uks kaar (mingit pidi orienteeritud). N�aita, et igas turniirisleidub suunatud Hamiltoni ahel.�Ulesanne 46. T~oesta, et Euleri graa� servgraaf on Hamiltoni graaf.�Ulesanne 47. T~oesta, et Hamiltoni graa� servgraaf on samuti Ha-miltoni graaf.�Ulesanne 48. Graa� nimetame Hamiltoni-sidusaks, kui tema igakahe tipu jaoks leidub Hamiltoni ahel, mille otstippudeks need tipudosutuvad. Kas graaf Q3 on Hamiltoni-sidus?�Ulesanne 49.1. Leia graa�s K9 neli �uhiste servadeta Hamiltoni ts�uklit.2. T~oesta, et graa�s K2k+1 ei saa leiduda �ule k �uhiste servadetaHamiltoni ts�ukli.3. T~oesta, et graa�s K2k+1 leidub t�apselt k �uhiste servadeta Ha-miltoni ts�uklit.

37



5. PuudMets on lihtgraaf, milles puuduvad ts�uklid. Puu on sidus mets.See on k~oigest �uks viis puid de�neerida, j�argmine teoreem annab mitualternatiivset versiooni.Teoreem 5.1. Olgu T lihtgraaf, millel on n tippu. J�argmised v�ai-ted on k~oik �uksteisega samav�a�arsed.(i) T on puu (s.t. sidus ja ts�ukliteta).(ii) T on ts�ukliteta graaf, millel on n� 1 serva.(iii) T on sidus graaf, millel on n� 1 serva.(iv) T on sidus ning iga tema serv on sild.(v) T suvalise kahe tipu vahel on t�apselt �uks lihtahel.(vi) T on ts�ukliteta, aga mistahes uue serva lisamisel tekib ts�ukkel.T~oestus. (i))(ii). Kerge on veenduda, et igas n-tipulises puus ont�apselt n � 1 serva. T~oepoolest, kui n = 1, on asi selge. Oletame,et esitatud v�aide kehtib n � 1 korral (s.t. igas (n� 1)-tipulises puuson n � 2 serva) ja T = (V;E) on mingi n-tipuline puu. Vastavaltteoreemile 2.2 leidub graa�s T v�ahemalt �uks tipp v astmega 1 (nul-lise astmega tippe ei leidu sidususe t~ottu). Olgu w 2 V selline tipp,et fv; wg 2 E. Indutseeritud (n � 1)-tipuline alamgraaf T 0 tippudehulgaga V nfvg on samuti sidus ja ts�ukliteta, s.t. puu, milles tehtudoletuse kohaselt on n � 2 serva. J�arelikult on graa�s T servi t�apseltn� 1.(ii))(iii). Graa� T k~oik sidusad komponendid on ts�ukliteta, s.t.nad on puud. Vastavalt j�areldusele (i))(ii) on neis k~oigis servi �uhev~orra v�ahem kui tippe. Seega on graa�s T servi tippudest v�ahemsidusate komponentide arvu v~orra. Vastavalt eeldusele on servi �uhev~orra v�ahem kui tippe, seega on sidusate komponentide arv 1.(iii))(iv). Sarnaselt t~oestuse (i))(ii) arutlusele saame n�aidata,et igas sidusas n-tipulises graa�s on v�ahemalt n � 1 serva. Kui meilon n�u�ud antud sidus graaf T , millel on n tippu ja n � 1 serva, siismingi serva eemaldamisel, saame n�2 servaga graa�, mis peab olemamittesidus. Seega pidi eemaldatud serv olema sild.(iv))(i). Kui graa�s T leiduks m~oni ts�ukkel, siis m~one sellessets�uklisse kuuluva serva eemaldamisel j�a�aks graaf endiselt sidusaks.Seega ts�uklisse kuuluvad servad ei ole sillad.38



(i))(v). Et T on sidus, siis on tema iga kahe tipu vahel v�ahemalt�uks lihtahel. Kui mingite tippude u ja v vahel leidub enam kui �ukslihtahel, siis moodustavad need kaks lihtahelat v~oi nende osad ts�ukli.(v))(vi). Kui graa�s T leiduks ts�ukkel, siis oleks kahe sellel ts�uk-lil asuva tipu vahel v�ahemalt kaks erinevat lihtahelat. Kui me lisamegraa�le T uue serva e tippude u ja v vahele, siis on u P v e| u graa�T + e ts�ukkel, kus P on vastavalt eeldustele leiduv ahel tippude u jav vahel.(vi))(i). Oletame, et T on mittesidus. Lisades talle serva, mis�uhendab kaht erinevatesse sidusatesse komponentidesse kuuluvat tip-pu, ei teki ts�uklit. �J�areldus 5.2. Kui puus leidub lihtahel u v  w, siisd(u;w) = d(u; v) + d(v; w).T~oestus. J�areldub teoreemi 5.1 v�aitest (v). Tippude u ja w kauguson nende kahe tipu vahel oleva ainsa lihtahela pikkus, see lihtahell�abib tippu v. �Sidusa graa�G aluspuuks (ehk toeseks , ehk skeletiks) nimetataksetema alamgraa� T , mis on puu ja mis sisaldab graa� G k~oiki tippe.Graa� aluspuu kujutab endast mingis m~ottes lihtsaimat viisi graa�k~oigi tippude kokku�uhendamiseks.Kui meil on de�neeritud graa� G servade kaalud (s.t. antud min-gi funktsioon ! : E(G) �! R) ning on antud G mingi aluspuu T ,siis me v~oime de�neerida ka T kaalu !(T ) kui T k~oigi servade kaalu-de summa. Erinevate aluspuude kaalud v~oivad �uldiselt erinevad olla,kuid meid huvitab graa� G minimaalse kaaluga aluspuu leidmine.Olgu G = (V;E) sidus graaf, milles on n tippu. Konstrueeri puu T kuigraa�G alamgraaf, mille tipuhulk on V ja servad valitakse j�argmiselt.1. Vali servaks e1 graa� G minimaalse kaaluga serv.2. Vali iga j 2 f2; : : : ; n�1g korral servaks ej minimaalse kaalugaserv, nii et ej on erinev servadest e1; : : : ; ej�1 ja ei moodustakoos servadega e1; : : : ; ej�1 ts�uklit.3. V�aljasta T = (V; fe1; : : : ; en�1g).Algoritm 5.1.Minimaalse kaaluga aluspuu leidmise algoritm (Krus-kali algoritm). 39



Teoreem 5.3. Algoritm 5.1 leiab sidusa graa� G minimaalse kaa-luga aluspuu T .T~oestus. See, et T on graa� G aluspuu, j�areldub teoreemist 5.1.Vastavalt konstruktsioonile on T graaf, milles on n tippu, n�1 servaja puuduvad ts�uklid, s.t. T rahuldab teoreemi 5.1 v�aidet (ii). Meiltuleb veel n�aidata, et T on minimaalse kaaluga.Olgu T 0 graa� G selline aluspuu, mis on minimaalse kaaluga jaomab minimaalse kaaluga aluspuude seas puuga T maksimaalse ar-vu �uhiseid servi. Oletame v�aitevastaselt, et !(T 0) < !(T ), sel juhulT 0 6= T . Olgu k 2 f1; : : : ; n� 1g v�ahim selline arv, et algoritmis 5.1valitud serv ek ei kuulu puusse T 0. Olgu S graa� G alamgraaf, missaadakse serva ek lisamisel puule T 0. Graaf S sisaldab ts�ukleid, olguC selle graa� �uks ts�ukkel. See ts�ukkel peab sisaldama serva ek, kuidta peab sisaldama ka mingit serva e, mis ei kuulu puusse T . Kui mekustutame graa�st S serva e, siis me saame mingi graa� T 00, mis onj�alle G aluspuu | graaf T 00 on sidus ja tal on n� 1 serva.Servad e1; : : : ; ek�1 kuuluvad ka puusse T 0. Vastavalt meie konst-ruktsioonile on ek minimaalse kaaluga graa�G selliste servade hulgas,mis pole v~ordsed servadega e1; : : : ; ek�1 ning ei moodusta koos nendeservadega ts�uklit graa�s G. Ka serv e on �uks graa� G sellistest serva-dest, mis pole v~ordsed servadega e1; : : : ; ek�1 ning ei moodusta koosnende servadega ts�uklit graa�s G. Seet~ottu !(ek) 6 !(e). J�arelikult!(T 00) 6 !(T 0) ning puul T 00 on puuga T rohkem �uhiseid servi kuipuul T 0, mis annab vastuolu T 0 valikuga. ��Ulesanded�Ulesanne 50. N�aita, et sidus graaf on puu parajasti siis, kui taon kahealuseline ja iga kahe tipu jaoks on nendevaheline l�uhim ahelunikaalne.�Ulesanne 51. Leia puu k~oigi tippude astmete summa.�Ulesanne 52. T~oesta, et kui puus on v�ahemalt kaks tippu, leidubseal ka v�ahemalt kaks lehte (ehk rippuvat tippu) | tippu astmega 1.�Ulesanne 53. T~oesta, et puul T on kas �uks tsenter v~oi kaks omavahelservaga �uhendatud tsentrit (vt. �ulesanne 15) ning et esimene juhtesineb parajasti siis, kui d(T ) on paaris.�Ulesanne 54. T~oesta, et kui T on puu, siisr(T ) = �d(T )2 � ;40



siin dxe t�ahistab reaalarvu x �ulemist t�aisosa.�Ulesanne 55. Olgu T puu. T~oesta, et kehtib �uks kahest v�aitest:1. 9v 2 V (T ) : 8� 2 Aut(T ) : �(v) = v v~oi2. 9fu; vg 2 E(T ) : 8� 2 Aut(T ) : �(fu; vg) = fu; vg.�Ulesanne 56. Leia j�argmise graa� minimaalse kaaluga aluspuu.3 33 87 7 4 9
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�Ulesanne 57. Kas v~oib v�aita, et iga sidusa graa� kahel suvaliselaluspuul on v�ahemalt �uks �uhine serv?�Ulesanne 58. Nimetame n-tipulist graa� t�aheks, kui ta on isomorfnegraa�ga K1;n�1 (n > 2). Leia k~oik sidusad lihtgraa�d, mis ei ole iset�ahed, aga mille k~oik aluspuud on t�ahed.�Ulesanne 59. Kui mitu paarikaupa mitteisomorfset aluspuud ongraa�l K2;n?�Ulesanne 60. Selgita, kas on t~oene v�aide, et sidusa lihtgraa�G korral1. 8e 2 E(G) : 9 aluspuu T : e 2 E(T );2. 8e1 6= e2 2 E(G) : 9 aluspuu T : e1; e2 2 E(T );3. 8e1 6= e2 6= e3 6= e1 2 E(G) : 9 aluspuu T : e1; e2; e3 2 E(T ).�Ulesanne 61.Kas v~oib v�aita, et kui graa� diameeter on k, siis leidubselles graa�s aluspuu diameetriga k?�Ulesanne 62. N�aita, et graa� Qn suvalise aluspuu diameeter onv�ahemalt 2n� 1. Konstrueeri Qn aluspuu diameetriga 2n� 1.�Ulesanne 63. Puu on t~ouk , kui temast k~oigi temalehtede kustutamisel alles j�a�av graaf on ahel. N�aita,et puu on t~ouk parajasti siis, kui k~orvalolev graaf eisisaldu temas alamgraa�na. 41



6. V~orgud ja voodV~ork on suunatud graaf G, mille igal kaarel e on de�neeritudpositiivne kaal, nn. l�abilaskev~oime  (e), kus  : E(G) �! R+ .Suunatud graa� tippu v nimetatakse l�ahteks (ehk sisendiks), kuisee tipp pole �uhegi kaare l~opptipp. Suunatud graa� tippu v nimeta-takse suudmeks (ehk v�aljundiks), kui see tipp pole �uhegi kaare algtipp.K�aesolevas osas me vaatame ainult selliseid v~orkusid, millel on t�apselt�uks l�ahe ja t�apselt �uks suue. Siintoodavaid tulemusi saab �uldistadaka juhule, kus graa�l on mingi muu arv l�ahteid v~oi suudmeid.Kui G on suunatud graaf ja ! selle graa� kaari kaaludega varustavfunktsioon, s.t. ! : E(G) �! R, siis graa� G tipu v !-sisendaste��!deg!(v) ja !-v�aljundaste  ��deg!(v) de�neeritakse j�argmiselt:��!deg!(v) def= Xe2E(G)9u:e=(u;v)!(e) ja  ��deg!(v) def= Xe2E(G)9u:e=(v;u)!(e) :Lause 6.1. Kui G on suunatud graaf ja ! selle graa� kaari kaalu-dega varustav funktsioon, siis G k~oigi tippude !-v�aljundastmete sum-ma v~ordub G k~oigi tippude !-sisendastmete summaga.T~oestus on t�aiesti vahetu:Xv2V (G) ��deg!(v) = Xv2V (G) Xe2E(G)9u:e=(u;v)!(e) = Xe2E(G)!(e) == Xv2V (G) Xe2E(G)9u:e=(v;u)!(e) = Xv2V (G)��!deg!(v) : �Olgu (G; ) v~ork ja olgu tipud s ja t selle v~orgu l�ahe ja suue.Vooks ' : E(G) �! R+ [ f0g v~orgul G nimetatakse graa� G kaartevarustamist mittenegatiivsete reaalarvudega nii, et� G iga kaare e jaoks kehtib '(e) 6  (e);� G iga tipu v jaoks, v.a. tipud s ja t, kehtib ��!deg'(v) = ��deg'(v).Joonisel 6.1 on toodud �uks n�aide voost v~orgus.Olgu (G; ) v~ork ja ' mingi tema voog. Lausest 6.1 j�areldub, etG l�ahte '-v�aljundaste v~ordub G suudme '-sisendastmega; seda arvunimetatakse voo ' v�a�artuseks ja t�ahistatakse j'j. Joonisel 6.1 toodud42
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47 5 42 5113 13 2 1 1 56l�abilaskev~oime voog kaarelJoonis 6.1. N�aide v~orgust ja selles leiduvast voostvoo v�a�artus on 12. Meid huvitab, kui suur v~oib (G; ) voo v�a�artusolla. Neid voogusid, millel on see suurim v~oimalik v�a�artus, nimetamemaksimaalseteks voogudeks.Voo v�a�artust ei pea tingimata "m~o~otma\ v~orgu l�ahte v~oi suudmejuures. Me v~oime v~orgu tipud suvalisel viisil kahte ossa jagada, niiet l�ahe kuuluks �uhte ossa ja suue teise ossa, voo ' v�a�artuse v~oib siisleida suuruste '(e) kaudu, kus e on kaar kahe osa vahel.Lemma 6.2. Olgu (G; ) mingi v~ork ning ' mingi voog sellelv~orgul. Kui G tipuhulk V (G) on t�ukeldatud hulkadeks Vs ja Vt (s.t.Vs[Vt = V (G) ja Vs\Vt =
= ) nii, et s 2 Vs ja t 2 Vt, siis ' v�a�artuson v~ordne suurusega�(Vs; Vt) def= Xe2E(G)e2Vs�Vt'(e)� Xe2E(G)e2Vt�Vs'(e) : (6.1)T~oestus. Paneme k~oigepealt t�ahele, et kui e 2 E(G) on silmus ning' varustab E(G) elemendid mittenegatiivsete reaalarvudega, siis eis~oltu ei ' vooks olemine v~oi mitteolemine ega ka ' v�a�artus (kui taon voog) '(e) v�a�artusest. Seet~ottu v~oime me �uldisust kitsendamataeeldada, et iga silmuse e 2 E(G) korral '(e) = 0.Lemma t~oestame induktsiooniga hulga Vs v~oimsuse j�argi. Baasikson juht jVsj = 1, s.t. Vs = fsg. Sel juhul on vahe (6.1) v�ahenda-tav v~ordne ' v�a�artusega (vastavalt voo v�a�artuse de�nitsioonile) ningv�ahendaja v~ordne nulliga (sest ei leidu servi, mille l~opptipp oleks s).Kehtigu lemma v�aide n�u�ud mingite hulkade Vs ja Vt jaoks. Meiltuleb n�aidata, et kui Vt 6= ftg, siis kehtib see v�aide ka hulkadeV 0s = Vs [ fxg ja V 0t = Vtnfxg jaoks, kus x 2 Vtnftg. Piisab, kui43



n�aitame, et �(V 0s ; V 0t ) = �(Vs; Vt), mis aga tuleneb t�aiesti vahetult:�(Vs; Vt)� �(V 0s ; V 0t ) = Xe2E(G)e2Vs�fxg'(e)� Xe2E(G)e2fxg�V 0t'(e)�� Xe2E(G)e2fxg�Vs'(e) + Xe2E(G)e2V 0t�fxg'(e) = ��!deg'(x)� ��deg'(x) = 0 :Esimest v~ordust selgitab joonis 6.2. Joonisel toodud tabelid n�aita-vad, millise m�argiga tuleb antud v�a�artust arvutades summasse v~otta'(e) s~oltuvalt sellest, millistesse hulkadest Vs, fxg ja V 0t (need hulgadmoodustavad k~oigi tippude hulga V (G) t�ukelduse) kuuluvad kaaree algtipp ja l~opptipp. T�ahistus "+'\ t�ahendab, et '(e) tuleb v~ottaplussm�argiga, "�'\ t�ahendab, et '(e) tuleb v~otta miinusm�argiga, t�u-hi lahter t�ahendab, et '(e) ei kuulu �uldse summasse. �Ulemised kakstabelit on saadud �(Vs; Vt) de�nitsioonist (6.1), alumine tabel on saa-dud kahe �ulemise tabeli "lahtrikaupa vahena\. ��(Vs; Vt) = �(V 0s ; V 0t ) =� Vs fxg V 0tVs +' +'fxg �'V 0t �' � Vs fxg V 0tVs +'fxg +'V 0t �' �'�(Vs; Vt)� �(V 0s ; V 0t ) =� Vs fxg V 0tVs +'fxg �' �'V 0t +'Joonis 6.2. �(Vs; Vt), �(V 0s ; V 0t ) ja nende vahe arvutamine.Kui me joonisel 6.1 toodud v~orgus v~otaksime n�aiteks Vs = fs; u; xgja Vt = fv; w; y; tg siis oleksid kaared (s; w); (s; v); (u;w); (x;w); (x; t)k~oik kaared hulka Vs kuuluvast tipust hulka Vt kuuluvasse tippu. Nen-del kaartel olevate voogude summa on 3 + 5 + 1+ 1 + 5 = 15. HulkaVt kuuluvast tipust hulka Vs kuuluvasse tippu l�ahevad kaared (v; u)ja (y; x). Nendel kaartel olevate voogude summa on 2 + 1 = 3 ja voov�a�artus on seega 15� 3 = 12. 44



Vooga mingis m~ottes duaalne m~oiste on l~oige. V~orgu (G; ) l~oi-keks nimetatakse graa� G kaarte sellist hulka L � E(G), millessekuuluvate kaarte eemaldamisel ei sisaldaks G enam �uhtegi (suuna-tud) ahelat l�ahtest suudmesse. L~oike L l�abilaskev~oimeks nimetataksetema kaarte l�abilaskev~oimete summat. Minimaalse v~oimaliku l�abilas-kev~oimega l~oikeid nimetatakse minimaalseteks l~oigeteks.Teoreem 6.3 (Ford ja Fulkerson, 1955). V~orgu maksimaalsetevoogude v�a�artused on v~ordsed selle v~orgu minimaalsete l~oigete l�abi-laskev~oimetega.T~oestus. Olgu (G; ) mingi v~ork, s tema l�ahe ja t suue. N�aitamek~oigepealt, et v~orgu �uksk~oik millise voo v�a�artus ei saa olla suuremkui tema �uksk~oik millise l~oike l�abilaskev~oime. Olgu L v~orgu G mingil~oige ja olgu G0 graaf, mis saadakse graa�st G j�attes temast v�aljal~oikesse L kuuluvad kaared. Olgu Vs graa� G (ja G0) selliste tippudehulk, millesse graa�s G0 leidub tipust s algav suunatud ahel. OlguVt graa� G k~oigi �ulej�a�anud tippude hulk. Siis s 2 Vs ja t 2 Vt.Vastavalt lemmale 6.2 on ' v�a�artus v~ordne vahega (6.1). K~oik kaared,�ule mille summeeritakse selle vahe v�ahendatavas, kuuluvad l~oikesseL. Seega pole see v�ahendatav, seda enam terve vahe, suurem kui l~oikeL l�abilaskev~oime.Me oleme n�aidanud, et v~orgu maksimaalsete voogude v�a�artus polesuurem kui selle v~orgu minimaalsete l~oigete l�abilaskev~oime. Olgu 'n�u�ud v~orgu (G; ) mingi maksimaalne voog. Teoreemi t~oestamisekstuleb meil veel n�aidata, et leidub selline l~oige, mille l�abilaskev~oimeon v~ordne ' v�a�artusega.Selleks de�neerime graa� G tipuhulga V (G) t�ukelduse Vs _[ Vt nii,et tippu v 2 V (G) loeme kuuluvaks hulka Vs parajasti siis, kui graa�sG leidub selline suunamata ahel s = v0 e1| v1 e2| � � � em| vm = v, et igai 2 f1; : : : ;mg jaoks:(i) kui ei = (vi�1; vi), siis '(ei) <  (ei);(ii) kui ei = (vi; vi�1), siis '(ei) > 0.Sellist ahelat nimetame suurendavaks ahelaks (tippu v). Kui mingitipupaari (vi�1; vi) (siin vi�1 ja vi on suvalised tipud hulgast V ) jaoksleidub serv ei, mis rahuldab tingimusi (i) ja (ii), siis �utleme, et voogon tippude vi�1 ja vi vahel k�ullastamata.Tipp v kuulub hulka Vt parajasti siis, kui ta ei kuulu hulka Vs.Vastavalt de�nitsioonile kuulub l�ahe s hulka Vs. Tuleb v�alja, etsuue t kuulub hulka Vt. T~oepoolest, oletame, et t kuulub hulka Vs,45



sel juhul leidub suurendav ahel s = v0 e1| v1 e2| � � � em| vm = t.De�neerime positiivsed reaalarvud Æi 2 R+ j�argmiselt:Æi def= ( (ei)� '(ei); kui ei = (vi�1; vi);'(ei); kui ei = (vi; vi�1)ja olgu " = mini2f1;:::;mg Æi. De�neerime n�u�ud uue voo '0 v~orgul (G; )j�argmiselt:'0(e) def= 8><>:'(e); kui e 62 fe1; : : : ; emg;'(e) + "; kui 9i : e = ei ja ei = (vi�1; vi);'(e)� "; kui 9i : e = ei ja ei = (vi; vi�1):Ilmselt on selliselt de�neeritud '0 t~oepoolest voog, kusjuures '0 v�a�ar-tus on " v~orra suurem kui voo ' v�a�artus. See on aga vastuolus meieeeldusega, et ' on maksimaalne voog. J�arelikult t 2 Vt.Hulkade Vs ja Vt konstruktsiooni t~ottu kehtivad graa� G iga kaaree kohta j�argmised v�aited:� kui e 2 Vs � Vt, siis '(e) =  (e) (muidu kuuluks e l~opptipphulka Vs);� kui e 2 Vt � Vs, siis '(e) = 0 (muidu kuuluks e algtipp hulkaVs).Siit j�areldub, et ' v�a�artus on v~ordne k~oigi nende servade e 2 E(G)l�abilaskev~oimete summaga, kus e 2 Vs � Vt. K~oigi selliste servadehulk on v~orgu G l~oige, mis ongi otsitav. �J�areldus 6.4. Kui (G; ) on v~ork, ' mingi tema voog ja L mingiselline l~oige, et ' v�a�artus on v~ordne l~oike L l�abilaskev~oimega, siis 'on (G; ) maksimaalne voog ja L minimaalne l~oige.T~oestus. Teoreemi 6.3 kohaselt on ' v�a�artus v�ahemalt sama suurkui maksimaalsetel voogudel ning L l�abilaskev~oime on �ulimalt niisuur kui minimaalsetel l~oigetel. �Teoreemi 6.3 t~oestus annab meile ka algoritmi maksimaalse vooleidmiseks v~orgus (G; ). Olgu '0 �uksk~oik milline voog selles v~orgus(n�aiteks nullvoog | voog, mis varustab k~oik kaared v�a�artusega 0).Kui meil on antud voog 'i, siis p�u�uame leida mingi suurendava ahelatippu t. Selleks v~oime n�aiteks konstrueerida hulgad Vs ja Vt analoogi-liselt teoreemi t~oestusega; hulk Vs konstrueeritakse graa� mingil viisil46



l�abides, sellest l�abimisest on lihtsalt leitavad suurendavad ahelad k~oi-gisse hulga Vs tippudesse. Kui t 2 Vt (ja suurendavat ahelat tippu tei leidu), siis on 'i maksimaalne voog, sest leidub l~oige, mille l�abi-laskev~oime v~ordub 'i v�a�artusega. Kui t 2 Vs, siis konstrueerime voo'i+1 analoogiliselt voo '0 konstruktsiooniga teoreemi 6.3 t~oestuses,kasutades selleks leitud suurendavat ahelat tippu t. Seej�arel korda-me eeltoodud sammu vooga 'i+1. Kirjeldatud algoritmi nimetatakseFord-Fulkersoni algoritmiks.Joonisel 6.1 kujutatud voog ei ole maksimaalne selles v~orgus. N�ai-teks leidub seal suurendav tee s | v | w | x | t (ja palju tei-sigi). Maksimaalsete voogude v�a�artus joonisel 6.1 kujutatud v~orguson 15. Kujutatud voost j~ouab maksimaalse vooni n�aiteks nii, kui li-same talle t�aiendavad vood suurendavatel teedel s | u | x | tja s | v | y | x | t. Minimaalne l~oige, konstrueeritud vastavaltteoreemi 6.3 t~oestusele, on siis kaarehulk f(s; u); (s; v); (s; w)g.Ford-Fulkersoni algoritmi kirjeldusest ei selgu, kui mitu iteratsioo-ni v~oib vaja minna, saamaks mingit maksimaalset voogu (s.t. kui suurv~oib indeks i maksimaalse vooni j~oudes olla). Uurime seda k�usimustveidi l�ahemalt.Lause 6.5. Kui (G; ) on v~ork, kus k~oigil kaartel on t�aisarvuli-sed l�abilaskev~oimed, siis tehakse maksimaalse voo leidmise algoritmis�ulimalt j'j iteratsiooni, kus ' on (G; ) mingi maksimaalne voog.T~oestus. Kui k~oigi kaarte l�abilaskev~oimed on t�aisarvud, siis m�ar-gendavad ka vood '0; '1; '2; : : :, mis Ford-Fulkersoni algoritm omaj�arjestikustel iteratsioonidel koostab, graa� G k~oik kaared t�aisarvu-dega. T~oepoolest, murdarvud ei saa algoritmi t�o�o k�aigus kuskilt sis-se tulla | ainsad operatsioonid, mida algoritm arvudega teeb, onliitmine, lahutamine ja miinimumi leidmine, need operatsioonid agaannavad t�aisarvudele rakendades j�alle tulemuseks t�aisarvu.Seega on ka j'0j; j'1j; j'2j; : : : k~oik t�aisarvud. Et j'i+1j > j'ij,siis j'i+1j � j'ij > 1. Seega j~outakse �ulimalt j'j sammu p�arast mingimaksimaalse vooni '. �See iteratsioonide arvu �ulemt~oke v~oib v�agagi ebat�apne olla, kuidv�ahemalt n�aitab ta, et kui k~oigi kaarte l�abilaskev~oimed on t�aisar-vud, siis l~opetab Ford-Fulkersoni algoritm t�o�o. Siit j�areldub kohe, etka siis, kui k~oigi servade l�abilaskev~oimed on ratsionaalarvud, l~opetabFord-Fulkersoni algoritm t�o�o. T~oepoolest, sel juhul v~oime k~oik hari-like murdudena esitatud servade l�abilaskev~oimed korrutada l�abi nen-de murdude nimetajate suurima �uhiskordsega. On selge, et niisuguseoperatsiooni tulemusena muutuvad l�abilaskev~oimed t�aisarvulisteks,47



maksimaalse voo leidmise �ulesanne aga Ford-Fulkersoni algoritmi sei-sukohast ei muutu.Kui me lubame servade l�abilaskev~oimetena ka irratsionaalarve,siis on v~oimalik konstrueerida v~ork ning sellised suurendavate ahelatevalikud, et algoritmi iteratsioonidel leitavate voogude v�a�artused k�ulll�ahenevad piiramatult maksimaalse voo v�a�artusele, kuid ei saa sellegakunagi v~ordseks (vaata ka �ulesannet 65).Parema keerukushinnangu Ford-Fulkersoni algoritmile saame siis,kui me �kseerime, mil viisil suurendav ahel leitakse. Loeme n�u�ud, etsuurendav ahel tippu t leitakse graa� G laiuti l�abides. Sellist t�aien-dust nimetatakse Edmonds-Karpi t�aienduseks. Sel juhul on suuren-dav ahel tippu t, mida algoritm kasutab, minimaalse v~oimaliku pik-kusega. Enamgi veel, k~oigi tippude v 2 Vs jaoks on suurendav ahell�ahtest s tippu v, mis hulka Vs konstrueerides leitakse, minimaalsev~oimaliku pikkusega.Kui (G; ), on mingi v~ork ja ' mingi voog sellel, siis t�ahistaguÆ'(v), kus v 2 V (G), l�uhima suurendava ahela pikkust tippu v.Lemma 6.6. Kui (G; ), kus G = (V;E), on mingi v~ork ja'0; '1; '2; : : : on voogude jada, mis leitakse Ford-Fulkersoni algoritmi(koos Edmonds-Karpi t�aiendusega) j�arjestikustel iteratsioonidel, siissuvalise v 2 V korral on jada Æ'i(v) mittekahanev.T~oestus. Olgu 'n ja 'n+1 kaks j�arjestikust voogu selles voogudejadas ning olgu B � V k~oigi selliste tippude hulk, mis antud n korralseda mittekahanevuse tingimust ei t�aida, s.t. olguB = fv j v 2 V; Æ'n+1(v) < Æ'n(v)g :Oletame v�aitevastaselt, et hulk B ei ole t�uhi. Olgu v 2 B selline tipp,mille jaoks Æ'n+1(v) on minimaalne.Olgu P 0 l�uhim suurendav ahel tippu v (voo 'n+1 j�argi) ja u temaeelviimane tipp (s.t. vahetult enne tippu v). Et P 0 ilma oma viimasetiputa on l�uhim suurendav ahel tippu u, siis Æ'n+1(u) = Æ'n+1(v)�1.Et aga Æ'n+1(v) v�a�artus on minimaalne hulga B elementide seas, siisu 62 B. Uurime voogu 'n tippude u ja v vahel.Kui 'n on tippude u ja v vahel k�ullastamata, siis on iga suurendavahel tippu u (voo 'n j�argi) �uhe sammuga pikendatav suurendavaksahelaks tippu v. Muuhulgas kehtib see ka l�uhima suurendava ahelakohta ning seega Æ'n(v) 6 Æ'n(u) + 1. Et Æ'n(u) 6 Æ'n+1(u) (sestu 62 B), siisÆ'n(v) 6 Æ'n(u) + 1 6 Æ'n+1(u) + 1 = Æ'n+1(v)48



ja j�arelikult v 62 B, mis annabki soovitud vastuolu.Kui 'n on tippude u ja v vahel k�ullastatud, siis olgu Pn selli-ne suurendav ahel (voo 'n suhtes) v~orgu (G; ) suudmesse, et voog'n+1 on saadud voost 'n, lisades talle t�aiendava voo �ule ahela Pn(sama moodi, nagu teoreemi 6.3 t~oestuses saadakse voog '0 voost ',lisades talle t�aiendava voo �ule teatava suurendava ahela). Et 'n+1on tippude u ja v vahel k�ullastamata, siis peab ahelas Pn leidumafragment � � �| v | u| � � �Et Pn on leitud graa� G laiuti l�abides, siis on tema pre�ks kunitipuni v (analoogiliselt: kuni tipuni u) minimaalse pikkusega suuren-dav ahel (voo 'n j�argi) tippu v (analoogiliselt: tippu u). J�arelikultÆ'n(v) = Æ'n(u)� 1. Et ka Æ'n(u) 6 Æ'n+1(u) (sest u 62 B), siisÆ'n(v) = Æ'n(u)� 1 6 Æ'n+1(u)� 1 = Æ'n+1(v) � 2 6 Æ'n+1(v)ja j�arelikult v 62 B, mis annab taas vastuolu. �Teoreem 6.7. Ford-Fulkersoni algoritm koos Edmonds-Karpi t�ai-endusega teeb v~orgu (G; ), kus G = (V;E), maksimaalset voogu lei-des �ulimalt (jV j � 2) � jEj iteratsiooni.T~oestus. Olgu '0; '1; '2; : : : vood, mis maksimaalse voo leidmisealgoritm oma j�arjestikustel iteratsioonidel koostab. Leidmaks voost'n voogu 'n+1 konstrueerib algoritm n-ndal iteratsioonil mingi suu-rendava ahelaPn : s = v0 e1| v1 e2| v2 e3| � � � em| vm = t :De�neerime suurused Æ1; : : : ; Æm samamoodi nagu teoreemi 6.3 t~oes-tuses. �Utleme, et tipupaar (vi�1; vi) on kriitiline, kui talle vastav suu-rus Æi on minimaalne (teoreemi 6.3 t~oestuse terminites: (vi�1; vi) onkriitiline siis, kui Æi = "). Igal iteratsioonil leidub v�ahemalt �uks krii-tiline tipupaar ja j�argmisel iteratsioonil on voog nende tippude vahelk�ullastatud.Olgu u; v 2 V . Loeme, kui mitmel iteratsioonil v~oib tipupaar(u; v) kriitiline olla. Kui (u; v) on n-ndal iteratsioonil kriitiline, siis si-saldab Pn fragmenti � � �| u| v | � � � ja seega Æ'n(v) = Æ'n(u)+1.Iteratsioonil j�arjekorranumbriga n + 1 on voog tippude u ja vvahel k�ullastatud. Kui (u; v) on iteratsioonil n0, kus n0 > n, taaskriitiline, siis on voog 'n0 tippude u ja v vahel taas k�ullastamata.J�arelikult peab leiduma mingi iteratsioon n00, kus n < n00 < n0 nii, etsuurendav ahel Pn00 sisaldaks fragmenti � � �| v | u| � � � . Siis agaÆ'n00 (u) = Æ'n00 (v) + 1. 49



Kokkuv~ottes saame, etÆ'n0 (u) > Æ'n00 (u) = Æ'n00 (v) + 1 > Æ'n(v) + 1 = Æ'n(u) + 2;seega iga kord, kui (u; v) saab kriitiliseks, on suurus Æ'n(u) eelmisekorraga v~orreldes v�ahemalt kahe v~orra suurenenud.Kui (u; v) on kriitiline tipupaar, siis ei saa suurus Æ'n(u) ollasuurem kui jV j�2. T~oepoolest, kriitilise ahela Pn pikkus ei ole suuremkui n � 1, sest ta sisaldab k~oiki tippe �ulimalt �uks kord. Samuti poletipp u ahela Pn viimane tipp, sest tipp v tuleb veel p�arast teda.Tipupaare, mis �uldse v~oivad kriitiliste tipupaaridena k~one alla tulla,on �ulimalt 2 � jEj t�ukki | kui (u; v) on kriitiline, siis peab leidumaserv tipust u tippu v v~oi tipust v tippu u. ��Ulesanded�Ulesanne 64. Leia maksimaalsed vood j�argmistes v~orkudes. Samutileia neis v~orkudes m~oni minimaalne l~oige.1.
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 f teRR2Olgu R = p5�12 (siis Rn = Rn+1+Rn+2) ja �ulej�a�anud servadel suuredl�abilaskev~oimed. Olgu esimene suurendav ahel s | a | d | t ningj�argmised suurendavad ahelad (ts�uklis)1. s| 
| f | d| a| b| e| t2. s| b| e| f | 
| a| d| t3. s| a| d| e| b| 
| f | t.N�aita, et Ford-Fulkersoni algoritm ei l~opeta t�o�od.
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7. Koosk~olad ja katted7.1. Berge'i teoreemOlgu G suunamata graaf. Koosk~olaks graa�s G nimetatakse temaservade sellist alamhulkaM � E(G), et iga tipu v 2 V (G) jaoks keh-tib degM (v) 6 1 (s.t. kaks serva hulgast M pole intsidentsed samatipuga). Siin degM (v) t�ahistab tipuga v intsidentsete hulkaM kuulu-vate servade arvu. Koosk~olaM nimetatakse maksimaalseks, kui ta onsuurima v~oimaliku v~oimsusega. Kui iga tipu v 2 V (G) jaoks kehtibdegM (v) = 1, siis nimetatakse koosk~olaM t�aielikuks koosk~olaks. Joo-nisel 7.1 on vasakul toodud n�aide koosk~olast, mis pole maksimaalne,keskel maksimaalsest koosk~olast, mis pole t�aielik, ja paremal t�aieli-kust koosk~olast.Kui G = (V;E) on graaf ja S � V , siis on hulga S naabrusN(S) � V de�neeritud j�argmiselt:N(S) def= fw j w 2 V; 9(e 2 E; v 2 S) : e = fv; wgg :Olgu M koosk~ola graa�s G. Ahelat P selles graa�s nimetatakseM-vahelduvaks, kui sellel ahelal olevad servad kuuluvad vaheldumisihulkadesse M ja E(G)nM . Kui ahel P otstippudega u ja v on M -vahelduv ja degM (u) = degM (v) = 0, siis nimetatakse seda ahelatM-laienevaks. Vasakpoolses graa�s joonisel 7.1 leidub mitmeid M -laienevaid teid, sellisteks on n�aiteks 3 | 4 | 5 | 1 | 2 | 7 ja3 | 2 | 1 | 6 | 10 | 9 | 8 | 7.Teoreem 7.1 (Berge). Koosk~ola M graa�s G on maksimaalneparajasti siis, kui selles graa�s ei leidu M-laienevat ahelat.T~oestus. Tarvilikkuse ()) n�aitamiseks eeldame, et M on graa�G maksimaalne koosk~ola ning oletame v�aitevastaselt, et selles graa�sleidub M -laienev ahel P otstippudega u ja v. Olgu M 0 k~oigi sellisteservade hulk, mis kuuluvad t�apselt �uhte hulkadest M ja P (siin ja1 34 6 79 8105 2Joonis 7.1. Erinevat t�u�upi koosk~olad52



edaspidi laseme ahelat t�ahistaval s�umbolil t�ahistada ka sellesse ahe-lasse kuuluvate servade hulka). Olgu w 2 V (G) ja selgitame, millegav~ordub degM 0 (w).� Kui w ei asu ahelal P , siis degM 0(w) = degM (w). T~oepoolest,et P ei sisalda tipuga w intsidentseid servi, siis on mingi hulkaM 0 kuuluv serv tipuga w intsidentne parajasti sel juhul, kui seeserv kuulub hulka M .� Kui w asub ahelal P ning pole �uks selle ahela otstippudest uv~oi v, siis degM 0(w) = degM (w) = 1. Antud juhul sisaldab Pkaht tipuga w intsidentset serva, neist �uks kuulub hulka M (jaei kuulu hulka M 0) ning teine ei kuulu (ja kuulub hulka M 0).Teised tipuga w intsidentsed servad ei kuulu hulka M .� Kui w 2 fu; vg, siis degM 0(w) = 1. Tipud u ja v pole �uhegi hulkaM kuuluva servaga intsidentsed, k�ull aga on nad intsidentsed�uhe ahelas P esineva servaga.Meil on degM 0(u) = degM (u) + 1 ning degM 0(v) = degM (v) + 1. �Ule-j�a�anud tippude jaoks on degM 0 ja degM v~ordsed. Seega jM 0j = jM j+1ning M ei ole maksimaalne koosk~ola.N�aide: kui graa�ks G on joonisel 7.1 vasakul ja paremal asuvgraaf, koosk~olaks M sellel joonisel vasakul kujutatud koosk~ola ningM -lainenevaks ahelaks ahel 3 | 4 | 5 | 1 | 2 | 7, siis koosk~olaksM 0 on joonisel 7.1 paremal kujutatud koosk~ola.Piisavuse (() n�aitamiseks eeldame, et M on graa� G koosk~ola,mis ei ole maksimaalne, ning p�u�uame konstrueerida mingiM -laienevaahela. Olgu M� graa� G mingi maksimaalne koosk~ola ning vaatlemegraa� H = (V;M [M�). Selle graa� sidusatel komponentidel v~oibolla �uks j�argmistest kujudest:(i) isoleeritud tipp;(ii) serv u e| v, kus e 2M \M�;(iii) ts�ukkel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M jaM�; seega peab selle ts�ukli pikkus olema paarisarv ning ta peabsisaldama v~ordsel arvul hulkaM kuuluvaid ning hulkaM� kuu-luvaid servi;(iv) ahel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M ja M�.Et jM j < jM�j ning sidusates komponentides (i), (ii) ja (iii) on hulka-desse M ja M� kuuluvaid servi v~ordsel arvul, siis peab H sisaldamav�ahemalt �uhte sidusat komponenti kujuga (iv) nii, et see ahel algaksja l~oppeks hulka M� kuuluva servaga. See ahel ongi M -laienev. �53



7.2. Halli abieluteoreemJ�argmine teoreem on saanud oma nime nn. abieluprobleemi j�ar-gi. Selles probleemis on antud mingi t�utarlaste hulk X , noormeestehulk Y ning relatsioon E � X � Y , mis kirjeldab, milline t�utarlapsmillise noormehega sobib. K�usitakse, millistel tingimustel on k~oigilt�utarlastel v~oimalik abielluda m~one sobiva noormehega.Teoreem 7.2 (Philip Hall, 1935). Kui G on kahealuseline graafalustega X ja Y (s.t. X [ Y = V (G), X \ Y =
= ning iga e 2 E(G)korral e = fx; yg mingi x 2 X ja y 2 Y jaoks), siis leidub graa�l Gkoosk~ola M omadusega degM (x) = 1 iga x 2 X jaoks parajasti seljuhul, kui iga S � X jaoks kehtib jN(S)j > jSj.T~oestus. Tarvilikkuse ()) n�aitamiseks eeldame, et M on sellinekoosk~ola, mis iga x 2 X jaoks sisaldab tipuga x intsidentset serva.See koosk~ola de�neerib teatava funktsiooni � : X �! Y , mis kujutabhulga X iga elemendi x hulga Y selliseks elemendiks y, et koosk~olaM sisaldab serva, mille otstippudeks on x ja y. Vastavalt eeldusteleleidub iga x 2 X jaoks t�apselt �uks selline y 2 Y . Et M on koosk~ola,siis pole �ukski y 2 Y intsidentne enam kui �uhe hulka M kuuluvaservaga, j�arelikult on funktsioon � injektiivne. Et iga S � X korral�(S) � N(S), siis jN(S)j > j�(S)j = jSj.Piisavuse (() n�aitamiseks eeldame, et M on mingi maksimaal-ne koosk~ola graa�s G. Oletame vastuv�aiteliselt, et leidub niisugunex 2 X , mille korral degM (x) = 0 ja konstrueerime sellise S � X , mil-le jaoks jN(S)j < jSj. Olgu Z k~oigi selliste tippude v 2 V (G) hulk,mille korral leidubM -vahelduv ahel tipust x tippu v (M -vahelduvusede�nitsiooni kohaselt muidugi x 2 Z). Joonisel 7.2 on toodud �uks n�ai-de kahealuselisest graa�st ja maksimaalsest koosk~olast selles (graa�servad on kujutatud pidevate v~oi katkendjoontega, koosk~olla kuu-luvad servad j�amedate joontega). Joonisel on tipust x algavatesseM -vahelduvatesse ahelatesse kuuluvad servad kujutatud pidevjoon-tega. Hulka Z kuuluvad tipud on �ara m�argitud. Olgu S = Z \X jaT = Z \ Y . V�aidame, et niimoodi de�neeritud hulk S ongi otsitav.N�aitame k~oigepealt, et N(S) = T . Selleks omakorda t~oestameesialgu, et N(S) � T . Olgu s 2 S ja n�aitame, et k~oik tema naabridt 2 Y kuuluvad hulka T . Kui s = x, siis x | t on M -vahelduv ahel,j�arelikult hulga T de�nitsiooni j�argi t 2 T . Kui s 6= x, siis olgu P M -vahelduv ahel tipust x tippu s. Selle ahela viimane serv kuulub hulkaM , sest ahela pikkus on paarisarv (tegemist on ahelaga kahealuselisegraa� kahe samasse alusesse kuuluva tipu vahel) ja tema esimene servei kuulu hulka M (kuna degM (x) = 0). Olgu e = fs; tg. Meil tulebn�aidata, et leidub M -vahelduv ahel tipust x tippu t.54
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Joonis 7.2. M -vahelduvad ahelad tipust x(i) Kui tipp t juba asub ahelal P , siis selle ahela osa tipust x tipunit ongi otsitav M -vahelduv ahel.(ii) Kui tipp t ei asu ahelal P , siis kujutab x P s e| t endastM -vahelduvat ahelat tipust x tippu t.Seega t~oepoolest kuuluvad tipu s k~oik naabrid hulka T , mist~ottuN(S) � T .N�aitame n�u�ud, et T � N(S). V~otame mingi tipu t 2 T , siis leidubhulga T de�nitsiooni j�argiM -vahelduv ahel x P t. Olgu s selle ahelaeelviimane tipp. Ahela P osa tipust x tipuni s on samutiM -vahelduv,seega s 2 S ja j�arelikult t 2 N(S). Kokkuv~otteks oleme t~oestanud, etT � N(S) ja N(S) = T .N�aitame n�u�ud, et hulgad Snfxg ja T on v~ordse v~oimsusega, mil-leks t~oestame, et jSnfxgj 6 jT j ja jT j 6 jSnfxgj.Olgu s 2 Snfxg. Eespool me juba n�aitasime, et leidub e 2 M ,mis on tipuga s intsidentne. Tipule s seame vastavusse serva e teiseotstipu, eespool (juht (i)) me juba n�aitasime, et see tipp kuulub hulkaT . On ilmne, et hulga Snfxg erinevatele elementidele seatakse niiviisivastavusse hulga T erinevad elemendid, seega jSnfxgj 6 jT j.Olgu t 2 T . Siis degM (t) = 1, sest vastasel juhul oleksM -vahelduvahel P tipust x tippu t M -laienev ning see l�aheks vastuollu Berge'iteoreemiga. Tipule t seame vastavusse temaga intsidentse serva e 2Mteise otstipu s, siis x P t e| s on M -vahelduv ahel tipust x tippu s.Ilmselt s 6= x ja hulga T erinevatele elementidele seatakse vastavussehulga S erinevad elemendid. Seega jT j 6 jSnfxgj.Kokkuv~ottes oleme me konstrueerinud sellise hulga S � X , etjN(S)j = jT j = jSj � 1 < jSj :55



Oleme saanud vastuolu ja teoreemi sellega t~oestanud. �J�areldus 7.3. Kui G on regulaarne kahealuseline graaf, mis eiole nullgraaf, siis leidub selles graa�s t�aielik koosk~ola.T~oestus. Olgu X ja Y graa� G alused, kusjuures G regulaarsusest(s.t. k~oigi tippude aste on sama) j�areldub jX j = jY j. T~oepoolest,kahealuselises graa�s kehtib v~ordus Px2X deg(x) = Py2Y deg(y) ningkui G on regulaarne, siis on see v~ordus sama, mis jX j � k = jY j � k,kus k > 0 on k~oigi tippude �uhine aste.Kui S � X ning e 2 E(G) on m~one hulka S kuuluva tipugaintsidentne, siis on e ka m~one hulka N(S) kuuluva tipuga intsident-ne. J�arelikult Px2S deg(x) 6 Py2N(S)deg(y) ehk jSj � k 6 jN(S)j � k jajSj 6 jN(S)j. Vastavalt Halli abieluteoreemile leidub graa�s G koos-k~ola M nii, et iga x 2 X jaoks kehtib degM (x) = 1. Et hulgas Y onsama palju tippe kui hulgas X , siis peab ka iga y 2 Y jaoks kehtimadegM (y) = 1, seega on M t�aielik koosk~ola. �7.3. K�onigi teoreemKoosk~olaga mingis m~ottes duaalne m~oiste on kate. Graa� G (tip-pude) katteks nimetatakse sellist tippude hulka K � V (G), et graa�G iga serva m~oni otstipp kuulub hulka K. Katet K nimetatakse mi-nimaalseks siis, kui tema v~oimsus on v�ahim v~oimalik.Lemma 7.4. Kui M on graa� G mingi koosk~ola ja K sellesa-ma graa� mingi kate, siis jM j 6 jKj. Kui jM j = jKj, siis on Mmaksimaalne koosk~ola ja K minimaalne kate.T~oestus. Iga e 2 M jaoks leidub mingi v 2 K, nii et v on eotstipp. Koosk~ola de�nitsiooni t~ottu peavad seejuures hulga M eri-nevatele servadele vastama erinevad tipud. Seega jM j 6 jKj. Lemmateine v�aide j�areldub otseselt esimesest (ning maksimaalse koosk~ola jaminimaalse katte de�nitsioonist). �Teoreem 7.5 (K�onig). Kui G on kahealuseline graaf, siis temamaksimaalsete koosk~olade ja minimaalsete katete v~oimsused osutuvadv~ordseteks. 56
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YJoonis 7.3. Tekkivad hulgad K�onigi teoreemi t~oestusesT~oestus. Olgu X ja Y graa� G alused ning M tema mingi mak-simaalne koosk~ola. Me konstrueerime graa� G sellise katte K, millekorral jM j = jKj.Olgu U � X selliste tippude u 2 X hulk, nii et degM (u) = 0.Paneme t�ahele, et M v~oimsus on v~ordne XnU v~oimsusega | igahulkaXnU kuuluv tipp on intsidentne m~one hulkaM kuuluva servagaja rohkem servi M ei sisalda. Olgu Z selliste tippude v 2 V (G) hulk,mille korral leidub mingi u 2 U jaoksM -vahelduv ahel tipust u tippuv. Olgu S = Z \ X ja T = Z \ Y . N�aide hulkadest X , Y , U , S jaT on toodud joonisel 7.3. T�aiesti analoogiliselt Halli abieluteoreemit~oestusega saame n�u�ud t~oestada, et kehtivad v~ordused N(S) = T jajSnU j = jT j.Kui K = T [ (XnS), siis K on kate. T~oepoolest, oletame, etserva e 2 E(G) kumbki otstipp ei kuulu hulka K. Sel juhul kuulube alusest X p�arinev otstipp hulka S ning alusest Y p�arinev otstippw hulka Y nT . J�arelikult kuulub w 2 Y nT hulga S naabrusse, mis onaga vastuolus �ulalt~oestatud v~ordusega N(S) = T .Katte K v~oimsus avaldub kujuljKj = jT j+ jXnSj = jSnU j+ jXnSj = jXnU j = jM j(eelviimane v~ordus kehtib U � S � X t~ottu). L~opuks j�areldub lem-mast 7.4, et kate K on minimaalne kate. �
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7.4. Tutte'i teoreemJ�argmisena anname �uhe tarviliku ja piisava tingimuse t�aielikukoosk~ola leidumiseks (�uldises) graa�s. T�ahistagu odd(G) graa� Gpaarituarvulise tippude arvuga sidusate komponentide arvu.Teoreem 7.6 (Tutte). Graa�s G = (V;E) leidub t�aielik koosk~olaparajasti siis, kui iga S � V jaoks kehtib odd(GnS) 6 jSj.T~oestus. Tarvilikkuse ()) n�aitamiseks eeldame, etM on graa� Gt�aielik koosk~ola ning S � V . Olgu G1; : : : ; Gk graa� GnS paaritu-arvulise tippude arvuga sidusad komponendid. Igas komponendis Gileidub v�ahemalt �uks selline tipp vi, et serva ei 2M , mille �uheks ots-tipuks on vi, teiseks otstipuks oleks mingi si 2 S. Et M on koosk~ola,siis on erinevate tippude vi jaoks vastavad tipud si samuti erinevad.Seega peab hulgas S olema v�ahemalt k tippu.Piisavuse (() n�aitamiseks oletame v�aitevastaselt, et iga S � Vjaoks kehtib odd(GnS) 6 jSj, aga graa�sG ei leidu t�aielikku koosk~ola.Kui me v~otame S = 
= , siis saame, et odd(G) = 0, seega on graa�sG paarisarv tippe. Lisame graa�le G mingil viisil servi senikaua, kunisaamemingi graa�G�, millel ei ole t�aielikku koosk~ola, aga kui me talleveel m~one serva lisaksime, siis sellel graa�l juba oleks t�aielik koosk~ola.Et t�aisgraa�s K2n leidub t�aielik koosk~ola, siis pole G� t�aisgraaf.Mudugi kehtib ka graa�s G� iga tipuhulga S � V jaoks v~orratusodd(G�nS) 6 jSj, sest� graaf G�nS on saadud graa�le GnS mingil viisil servi lisades;� graa�le mingil viisil servi lisades ei saa odd(�) suureneda |serva lisades v~oivad sidusad komponendid kas samaks j�a�ada v~oiv~oib kahest komponendist �uks saada. Seejuures saab kahest paa-risarvulise tippude arvuga komponendist paarisarvulise tippudearvuga komponent (kusjuures odd(�) ei muutu), kahest paari-tuarvulise tippude arvuga komponendist paarisarvulise tippudearvuga komponent (odd(�) v�aheneb kahe v~orra) ning paaris- japaarituarvulise tippude arvuga komponendist paarituarvulisetippude arvuga komponent (odd(�) ei muutu).Olgu U k~oigi selliste tippude u 2 V hulk, mis on graa�s G� ser-vaga �uhendatud k~oigi �ulej�a�anud tippudega. Ilmselt on tipuhulga Uindutseeritud alamgraaf graa�s G� t�aisgraaf.Vaatleme graa� G�nU sidusaid komponente. Selgub, et k~oik needkomponendid ei saa olla t�aisgraa�d. T~oepoolest, kui G�nU k~oik sidus-ad komponendid oleksid t�aisgraa�d, siis saaksime graa�s G� konst-rueerida t�aieliku koosk~ola j�argmisel viisil:58



� Graa� G�nU paarisarvulise tippude arvuga sidusates kompo-nentides korraldame t�aieliku koosk~ola iga sellise komponendipiires.� Graa� G�nU paarituarvulise tippude arvuga sidusates kompo-nentides korraldame "peaaegu t�aieliku\ koosk~ola nende kompo-nentide piires | igast komponendist �uks tipp j�a�ab ilma paari-liseta, �ulej�a�anud tipud jagame paarideks.� Eelmisel sammul graa�G�nU paarituarvulise tippude arvuga si-dusates komponentides G1; : : : ; Gk �ulej�a�anud tipud seame paarimingite (suvaliste) tippudega u1; : : : ; uk 2 U . Saame seda teha,sest k = odd(G�nU) 6 jU j ning u1; : : : ; uk on �uhendatud k~oigi�ulej�a�anud tippudega.� Hulga Unfu1; : : : ; ukg tipud seame mingil viisil omavahel paari-desse. See on v~oimalik, sest need tipud on k~oik omavahel �uhen-duses ja neid on paarisarv (me juba n�agime, et graa�s G� onpaarisarv tippe).Seega peab graa�s G�nU leiduma mingi sidus komponent H , misei ole t�aisgraaf. Sel juhul sisaldab H v�ahemalt kolme tippu, sest �uhe-ja kahetipulised graa�d on k~oik kas mittesidusad v~oi t�aisgraa�d.Olgu H 0 graa� H maksimaalse tippude arvuga t�aisalamgraaf. Siisleiduvad tipud z 2 V (H)nV (H 0) ning y 2 V (H 0) nii, et y ja z onomavahel servaga �uhendatud. Kui selliseid tippe ei leiduks, siis oleksH 0 omaette sidus komponent.Olgu x 2 V (H 0) selline tipp, et x ja z ei ole omavahel servaga�uhendatud. Kui niisugust tippu ei leiduks, siis peaks ka z graa� H 0tipp olema, seega ei oleks H 0 siis maksimaalse tippude arvuga.Olgu w 2 V nU selline tipp, et y ja w ei ole omavahel servaga�uhendatud. Niisugune w peab leiduma, sest y ei ole �uhendatud graa�G� k~oigi tippudega | vastasel juhul kuuluks ta ise hulka U . Tippudex, y, z ja w asendit ja nendevahelisi servi illustreerib joonis 7.4.Et graa�le G� �uksk~oik millise serva lisamisel leidub temas t�aie-lik koosk~ola, siis leidub t�aielik koosk~ola M1 graa�s G� + exz, kusexz = fx; zg, ning samuti t�aielik koosk~ola M2 graa�s G� + eyw, kuseyw = fy; wg.Olgu G0 = (V;E0), kus E0 def= (M1nM2) [ (M2nM1), s.t. graaf G0sisaldab graa� G� k~oiki tippe ja k~oiki selliseid servi, mis kuuluvadt�apselt �uhte hulkadest M1 ja M2. Kui v 2 V , siis on degE0(v) v~oima-likud v�a�artused ainult kas 0 v~oi 2. T~oepoolest, leidub t�apselt �uks serve1 2 M1 ja t�apselt �uks serv e2 2 M2, mis on intsidentnsed tipugav. Kui e1 = e2, siis ei ole see serv graa�s G0 ja degE0(v) = 0. Kui59
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Joonis 7.4. Tipud y, z, x ja w Tutte'i teoreemi t~oestuses.e1 6= e2, siis e1 62M2 ja e2 62M1 (muidu poleks M2 v~oi M1 koosk~ola)ning seet~ottu on nii e1 kui ka e2 graa� G0 servad ja degE0(v) = 2.Kui tippude astmete v~oimalikeks v�a�artusteks on ainult 0 ja 2,siis sellise graa� sidusatel komponentidel on kaks v~oimalikku kuju| isoleeritud tipud ja ts�uklid. Graa�s G0 olevates ts�uklites esinevadvaheldumisi servad hulkadest M1 ja M2, muuhulgas t�ahendab see, etgraa� G0 k~oik ts�uklid on paarisarvulise pikkusega.On selge, et exz 2 M1 ja eyw 2 M2, sest muidu oleks M1 v~oivastavalt M2 juba graa� G� t�aielik koosk~ola, aga meie eeldasime, etgraa�l G� ei ole t�aielikke koosk~olasid.Vaatleme graa� G0 neid sidusaid komponente (ts�ukleid), kuhukuuluvad servad exz ja eyw. On kaks v~oimalust | nad asuvad kassamas sidusas komponendis v~oi erinevates sidusates komponentides.Vaatleme k~oigepealt juhtu, kus servad exz ja eyw asuvad erineva-tes sidusates komponentides. Olgu C graa� G0 ts�ukkel (sidus kom-ponent), mis sisaldab serva eyw (vaata ka joonist 7.5). T�ahistaguVC � V k~oigi nende tippude hulka, mida ts�ukkel C l�abib. Olgu G�Cgraa� G� indutseeritud alamgraaf tipuhulgaga VC . Me n�aitame, et niigraa�s G�C kui ka graa�s G�nVC leidub t�aielik koosk~ola. See aga onvastuolus meie eeldustega, sest nende kahe t�aieliku koosk~ola �uhendannab meile t�aieliku koosk~ola graa�s G�.� T�aielikuks koosk~olaks graa�s G�C on t�aieliku koosk~ola M1 k~oi-gi nende servade hulk, mis kuuluvad ts�uklisse C. T~oepoolest,ts�ukli C iga tipp on ju intsidentne t�apselt �uhe hulka M1 kuu-luva servaga. Samuti on k~oik hulka M1 kuuluvad servad, misasuvad ts�uklis C, �uhtlasi ka graa� G� servad, sest et serv exz ei60
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Joonis 7.5. Ts�ukkel, mis sisaldab serva eyw, aga mitte serva exz.asu ts�uklis C.� T�aielikuks koosk~olaks graa�s G�nVC on t�aieliku koosk~ola M2k~oigi nende servade hulk, mis ei kuulu ts�uklisse C. See j�areldubsellest, et M2 k~oigi nende servade hulk, mis ei kuulu ts�uklisseC, on t�aielikuks koosk~olaks graa�s (G�+ eyw)nVC , see graaf onaga v~ordne graa�ga G�nVC (sest y; w 2 VC).Vaatleme n�u�ud juhtu, kus servad exz ja eyw asuvad m~olemadgraa� G0 sidusas komponendis (ts�uklis) C. Olgu VC ja G�C de�neeri-tud samamoodi nagu eelmisel juhul. Me konstrueerime taas t�aielikudkoosk~olad graa�des G�C ja G�nVC ning j~ouame vastuoluni | t�aielikukoosk~olani graa�s G�.T�aielikuks koosk~olaks graa�s G�nVC on taas t�aieliku koosk~olaM2k~oigi nende servade hulk, mis ei kuulu ts�uklisse C, p~ohjendus on sa-ma, mis eelmisel korralgi (tegelikult oleksime me v~oinud M2 asemelkasutada ka t�aielikku koosk~ola M1).Ts�uklit C ja graa� G�C illustreerib joonis 7.6 (W1 ja W2 de�nee-rime hiljem). Nagu jooniselt n�aeme, v~oivad tipud x, y, z ja w esine-61
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Joonis 7.6. Ts�ukkel C, mis sisaldab servi exz ja eyw.da selles ts�uklis kahes p~ohim~otteliselt erinevas j�arjekorras ("p~ohim~ot-teliselt erinev\ t�ahendab, et pole teineteisest saadavad nihutamisteja peegeldamiste teel), need j�arjekorrad on (y; w; z; x) ja (y; w; x; z).Oma edasises arutelus me eeldame, et j�arjekorraks on (y; w; z; x). Saa-maks arutelu j�arjekorra (y; w; x; z) jaoks, tuleks meil edaspidises k�a-sitluses lihtsalt k~oikjal x ja z �ara vahetada.Olgu W1 � VC tipuhulk, kuhu kuuluvad y, w ja k~oik neile ts�uklitC selles suunas (y ! w ! � � � ) l�abides j�argnevad tipud, kuni tipuniz (kaasa arvatud).Olgu W2 = VCnW1 ning G�i , kus i 2 f1; 2g, graa� G� indutsee-ritud alamgraaf tipuhulgagaWi. Konstrueerimaks t�aielikku koosk~olagraa�s G�C piisab, kui konstrueerime t�aielikud koosk~olad graa�des G�1ja G�2; nende koosk~olade �uhend on t�aielik koosk~ola graa�s G�C .T�aielikuks koosk~olaks graa�s G�2 on t�aieliku koosk~ola M2 k~oigiselliste servade hulk, mis on m~one hulka W2 kuuluva tipuga intsi-dentsed.T�aielikuks koosk~olaks graa�sG�1 on t�aieliku koosk~olaM1 k~oigi sel-liste servade hulk, mis on m~one hulkaW1 kuuluva tipuga intsidentsed,62



ning millele lisaks on veel v~oetud serv tippude y ja z vahel. Serv y jaz vahel leidub vastavalt nende tippude valikule (joonis 7.4). Sellegaoleme konstrueerinud t�aieliku koosk~ola graa�s G�C ning ka graa�s G�,mis annabki soovitud vastuolu. ��Ulesanded�Ulesanne 66. T�ahistagu Æ(G) lihtgraa� G minimaalset tipuastet.T~oesta, et kuiM on mingi maksimaalne koosk~ola, siis kehtib v~orratusÆ(G)2 6 jM j :�Ulesanne 67. Olgu M lihtgraa� G mingi maksimaalne koosk~ola jaK selle graa� minimaalne kate. N�aita, etjKj 6 2 � jM j :�Ulesanne 68. Olgu G = (V;E) kahealuseline graaf alustega A ja B.T~oesta, et kui igaX � A korral kehtib v~orratus jN(X)j > jX j�1, siisleidub graa�s G koosk~ola v~oimsusega jAj � 1. (Vihje: p�u�ua graa� Gt�aiendada nii, et t�aiendatud graa�le saaks rakendada Halli teoreemi.)�Ulesanne 69. Olgu G kahealuseline graaf alustegaX ja Y , kusjuures8x 2 X [deg(x) = m℄ ja 8y 2 Y [deg(y) = n℄. T~oesta, et graa�s Gleidub koosk~ola M omadusega 8x 2 X [degM (x) = 1℄ parajasti siis,kui m > n.�Ulesanne 70. 52 kaardist koosnev brid�zikaartide pakk jagatakselauale 4 rea ja 13 veeruga tabelisse pildipooled �ulespoole. T~oesta,et igast veerust saab valida �uhe kaardi nii, et valitud 13 kaardi season �uks kaart igast k~orgusest.�Ulesanne 71. Antud n-j�arku ruutmaatriksi A = (aij) permanendiksnimetame suurustper(A) = X�2Sn a1�(1)a2�(2) � � � an�(n);kus Sn on n-elemendilise hulga s�ummeetriline r�uhm. �Utleme, et ruut-maatriks P on permutatsioonimaatriks, kui tema igas reas ja igasveerus on t�apselt �uks 1 ning k~oik �ulej�a�anud elemendid on nullid. �Ut-leme, et maatriks A on bistohhastiline, kui k~oik tema elemendid onmittenegatiivsed ja k~oigi ridade ning k~oigi veergude summad on 1.Olgu A bistohhastiline (ruut)maatriks. T~oesta, et siis63



1. per(A) 6= 0;2. A avaldub kujul A = x1P1 + : : : + xrPr, kus xi on mittenega-tiivsed, x1 + : : : + xr = 1 ja k~oik maatriksid Pi on permutat-sioonimaatriksid.�Ulesanne 72. Olgu (X1; X2; : : : ; Xn) hulga X alamhulkade pere.Siis nimetame vektorit (x1; x2; : : : ; xn) selle pere transversaaliks ehkerinevate esindajate komplektiks, kui iga i korral xi 2 Xi ja k~oikelemendid xi on erinevad.Olgu (X1; X2; : : : ; Xn) hulga X = f1; 2; : : : ; ng alamhulkade selli-ne pere, et iga i korral jXij = k ja hulga X iga element kuulub t�apseltk alamhulka. T~oesta, et1. sellel perel leidub transversaal;2. sellel perel leidub k l~oikumatut transversaali.�Ulesanne 73. Olgu m ja n positiivsed t�aisarvud, kusjuures m 6 n.Ladina ristk�ulik on (m�n) maatriksM = (mij), mille elemendid ont�aisarvud, mis rahuldavad j�argmisi tingimusi:(a) 1 6 mij 6 n,(b) �uheski reas ega �uheski veerus ei ole kaht v~ordset elementi.Kui m = n, siis nimetatakse seda ristk�ulikut ladina ruuduks.T~oesta, et ladina ristk�ulikule M saab lisada n � m rida nii, etmoodustuks ladina ruut.�Ulesanne 74.Olgum ja n positiivsed t�aisarvud. Hulk f1; 2; : : : ;mngon t�ukeldatud hulkadeksA1; A2; : : : ; An, kus jAij = m, i = 1; 2; : : : ; n.T~oesta, et iga teise samasuguse t�ukelduse B1; B2; : : : ; Bn korral saabhulgad B1; B2; : : : ; Bn nii �umber nummerdada, et Ai \ Bi 6= 
= ,i = 1; 2; : : : ; n.�Ulesanne 75. Kaks mustkunstnikku n�aitavad j�argmist trikki. Esi-mene mustkunstnik l�aheb ruumist v�alja. Teine mustkunstnik v~otabpaki 100 kaardiga, mis on nummerdatud arvudega 1; 2; : : : ; 100, ja la-seb kolmel pealtvaatajal j�argem�o�oda valida iga�uhel �uhe kaardi. Teinemustkunstnik n�aeb, millise kaardi iga pealtvaataja on v~otnud. Seej�a-rel lisab ta �uhe kaardi �ulej�a�anud pakist. Pealtvaatajad segavad needneli kaarti, kutsuvad esimese mustkunstniku tagasi ja annavad se-gatud kaardid talle. Esimene mustkunstnik vaatab neid nelja kaartining m~oistatab �ara, millise kaardi v~ottis esimene, millise teine ja mil-lise kolmas pealtvaataja.T~oesta, et mustkunstnikud saavad seda trikki teha.64



�Ulesanne 76.Kaks mustkunstnikku n�aitavad j�argmist trikki. Esime-ne neist palub �uhel pealtvaatajal valida brid�zikaartide pakist (52 kaar-ti) viis kaarti ja anda need talle, n�aitamata neid teisele mustkunstni-kule. Seej�arel annab esimene mustkunstnik neist viiest kaardist �uks-teise j�arel neli t�ukki teisele mustkunstnikule. Teine mustkunstnik ar-vab seej�arel viienda kaardi �ara.T~oesta, et mustkunstnikud saavad seda trikki teha. Mitu kaartisaab pakis maksimaalselt olla, et see trikk ~onnestuks?�Ulesanne 77. ("Haaremiprobleem\) Olgu G = (X [ Y;E) kahealu-seline graaf alustega X ja Y . Olgu k 2 N. N�aita, et graa�s G leidubservade hulk M � E omadusega8x 2 X : degM (x) = k8y 2 Y : degM (y) 6 1parajasti siis, kui iga alamhulga S � X korral k � jSj 6 jN(S)j.�Ulesanne 78. Olgu (X1; : : : ; Xn) hulga X alamhulkade pere ning(x1; : : : ; xn) ja (y1; : : : ; yn) selle pere kaks transversaali. N�aita, et igai 2 f1; : : : ; ng korral leiduvad j 2 f1; : : : ; ng ja x01; : : : ; x0n 2 X nii, et(x01; : : : ; x0n) on pere (X1; : : : ; Xn) transversaal jafx01; : : : ; x0ng = fx1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn; yjg :
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8. Graa� servade v�arvimineOlgu meil antud lihtgraafG = (V;E). Peale selle olgu antud graa�G koosk~olad M1; : : : ;Mk, mis moodustavad servade hulga E t�ukel-duse.Vajadus selliseid servade hulka t�ukeldavaid koosk~olasid konstruee-rida tekib n�aiteks j�argmisel juhul. Olgu X mingi toodete hulk ningolgu Y mingi t�o�opinkide hulk. Vaatame kahealuselist graa� alustegaX ja Y , kus serv x 2 X ja y 2 Y vahel t�ahendab, et toote x valmista-misel tuleb mingil ajal kasutada pinki y. Eeldame, et �uht toodet v~oibpinkidel t�o�odelda �uksk~oik mis j�arjekorras. Samuti eeldame, et k~oigit�o�otlemiste ajakulu on 1 aja�uhik.Koosk~olade hulkM1; : : : ;Mk sellel graa�l kujutab siis endast t�o�o-plaani | kui serv, mis �uhendab toodet x ja t�o�opinki y, kuulub koos-k~ollaMi, siis t�ahendab see seda, et ajahetkel i tuleb toodet x t�o�odeldapingil y.Antud graa� G = (V;E) korral huvitab meid, milline on mi-nimaalne selline k, et leiduks servahulga E t�ukeldus koosk~oladeksM1; : : : ;Mk. Seda minimaalset k v�a�artust t�ahistame s�umboliga �0(G)ja nimetame graa� G kromaatiliseks arvuks servade j�argi.Sama probleemi saab ka teisiti s~onastada (ja see s~onastus selgitab,miks s�umbolit �0(G) just niimoodi nimetatakse). Silmusteta graa�G = (V;E) servade v�arvimisviisiks k v�arviga nimetatakse funktsioo-ni 
 graa� servade hulgast E hulka f1; : : : ; kg. V�arvimisviisi 
 ni-metatakse korrektseks, kui ei leidu tippu v 2 V ja servi e1; e2 2 Enii, et e1 ja e2 on intsidentsed tipuga v ning 
(e1) = 
(e2). Graa�G kromaatiline arv servade j�argi on siis v�ahim selline k, mille puhulleidub G servade korrektne v�arvimisviis k v�arviga. T�ahistus �0 tulebkreekakeelsest s~onast ���!�� | v�arv (t�ahistust � kasutame tippudev�arvimise juures).T�ahistagu �(G) graa� G tippude maksimaalset astet. On ilm-ne, et �0(G) > �(G), sest k~oik maksimaalse astmega tipuga int-sidentsed servad peavad olema eri v�arvi. J�argnevas me n�aitame, etkahealuselise graa� G korral �0(G) = �(G) ning lihtgraa� G korral�0(G) 6 �(G) + 1.Teoreem 8.1. Kui G on kahealuseline graaf, siis �0(G) = �(G).T~oestus. Olgu X ja Y graa� G = (V;E) alused. Eeldame, etjX j = jY j; kui see nii ei ole, siis lisame v�aiksema v~oimsusega alu-sele niipalju uusi tippe, et aluste v~oimsused v~ordsustuksid.Olgu k = �(G). J�argmise sammuna muudame graa� G k-regu-laarseks. Kui ta seda veel ei ole, siis leidub mingi tipp x mingis aluses66



(�uldisust kitsendamata eeldame, et aluses X) nii, et deg(x) < k. Siispeab ka aluses Y leiduma mingi tipp y nii, et deg(y) < k, sest tippudeastmete summa �uhes aluses on v~ordne astmete summaga teises alusesning m~olemas aluses on �uhepalju tippe. Lisame graa�le G serva, mis�uhendab tippe x ja y. On selge, et kui graaf G on p�arast selle servalisamist v�arvitav k v�arviga, siis oli ta ka enne lisamist v�arvitav kv�arviga. Kordame seda operatsiooni senikaua, kuni oleme tulemusekssaanud k-regulaarse graa�.Vastavalt j�areldusele 7.3 leidub regulaarses kahealuselises graa-�s t�aielik koosk~ola. Olgu M1 meie k-regulaarse kahealuselise graa�G = (V;E) mingi t�aielik koosk~ola. Vaatleme graa� (V;EnM1), mison (k� 1)-regulaarne kahealuseline. J�arelikult leidub ka temas mingit�aielik koosk~ola M2 ning graaf (V;En(M1 [ M2)) on (k � 2)-regu-laarne kahealuseline. Neid samme j�atkates t�ukeldame servade hulgaE l~opuks t�aielikeks koosk~oladeks M1; : : : ;Mk. See k ehk �(G) t�aie-likku koosk~ola sisaldav t�ukeldus annabki meile G servade korrektsev�arvimisviisi �(G) v�arviga. �Vaatleme n�u�ud suvalisi lihtgraafe. K~oigepealt s~onastame me �uhe�upris tehnilise (ja ehk isegi kunstilikuv~oitu) lemma. Sellest lemmastj�areldub kohe tulemus, mida me k�aesoleva peat�uki alguses n�aidatalubasime.Lemma 8.2. Olgu G = (V;E) lihtgraaf, k 2 N ning v 2 V sellinetipp, et(i) v ja k~oigi tema naabertippude aste on �ulimalt k;(ii) tipul v on �ulimalt �uks naabertipp, mille aste on t�apselt k.Sel juhul, kui graa�s Gnv leidub servade korrektne v�arvimisviis k v�ar-viga, siis ka graa�s G leidub servade korrektne v�arvimisviis k v�arviga.Teoreem 8.3 (Vizing). Kui G on lihtgraaf, siis�(G) 6 �0(G) 6 �(G) + 1.T~oestus. Seda, et �(G) 6 �0(G), oleme me juba n�aidanud. V~orra-tuse �0(G) 6 �(G)+1 t~oestamiseks t~oestame induktsiooniga tippudearvu j�argi v~orratuse �0(G0) 6 �(G) + 1, kus G0 on graa� G mingiindutseeritud alamgraaf.Kui graa�sG0 on ainult �uks tipp, siis loomulikult leidubG0 servadekorrektne v�arvimisviis �(G)+1 v�arviga. Oletame n�u�ud, et graa�s G0on enam kui �uks tipp, ning olgu v graa� G0 mingi tipp. Kui validak = �(G) + 1, siis on graa�s G0 tipu v jaoks lemma 8.2 eeldused (i)ja (ii) triviaalselt t�aidetud | tipu v ja tema naabrite astmed ei ole67



suuremad kui �(G). Induktsiooni tarvis oletame, et G0nv on v�arvitav�(G)+1 v�arviga. Lemma 8.2 kohaselt on siis ka G0 v�arvitav �(G)+1v�arviga. �Lemma 8.2 t~oestus. Lemma t~oestatakse induktsiooniga k j�argi.Kui k = 1, siis ka deg(v) 6 1 ja kui deg(v) = 1, s.t. tipul v on naa-bertipp u, siis on ka selle naabertipu aste 1. Seega kas v on graa�sG isoleeritud tipp, v~oi on graa� G tippu v sisaldav sidus komponentkujul u| v. Esimesel juhul on graa�del Gnv ja G samad servad ningGnv servade korrektne v�arvimisviis 1 v�arviga on �uhtlasi ka G servadekorrektne v�arvimisviis 1 v�arviga. Teisel juhul saame G servade kor-rektse v�arvimisviisi Gnv servade korrektsest v�arvimisviisist, kui melisaks v�arvime tippude u ja v vahelise serva ainsama v�arviga.Olgu k > 1. �Uldisust kitsendamata v~oime eeldada, et tipu v asteon t�apselt k, et tipul v on t�apselt �uks naaber, mille aste on t�apselt k,ning et tipu v k~oigi �ulej�a�anud naabertippude aste on t�apselt k � 1.T~oepoolest, kui m~one tipu v0 (kus v0 on kas v v~oi v naabertipp) asteon eeldatust v�aiksem, siis lisame graa�le G uue tipu u ning uue servafu; v0g, millega tipu v0 aste suureneb �uhe v~orra. On ilmne, et kui enneuue tipu ja serva lisamist oli graa�l Gnv servade korrektne v�arvimis-viis k v�arviga, siis on tal selline v�arvimisviis ka p�arast. Samuti onilmne, et me ei j�a�a graa� G sel viisil l~opmatuseni t�aiendama.Olgu 
 graa� Gnv servade mingi korrektne v�arvimisviis k v�arviga.Olgu Xi, kus i 2 f1; : : : ; kg, tipu v selliste naabrite (graa�s G) v0hulk, et graa�s Gnv ei leidu tipuga v0 intsidentset serva e, mille korral
(e) = i (sellises olukorras me �utleme, et v�arv i ei esine tipus v0).Formaalselt v~oib selle de�nitsiooni esitada kujulXi def= fv0 j v0 2 V; fv; v0g 2 E; �v00 2 V nfvg :fv0; v00g 2 E ^ 
(fv0; v00g) = ig :Tipu v �uhe naabri aste graa�s Gnv on k � 1, see tipp kuulub t�ap-selt �uhte hulkadest Xi. Tipu v �ulej�a�anud naabrite aste selles graa�son k � 2, need tipud kuuluvad iga�uks t�apselt kahte hulkadest Xi.Kokkuv~ottes saamekXi=1 jXij = 2deg(v)� 1 = 2k � 1 < 2k : (8.1)J�argmise sammuna n�aitame, et v�arvimisviisi 
 saab alati validaniiviisi, et oleks8i; j 2 f1; : : : ; kg : ��jXij � jXj j�� 6 2 : (8.2)68



T~oepoolest, see v�aide kehtib n�aiteks k~oigi selliste v�arvimisviiside 
jaoks, mille puhul Pki=1 jXij2 on minimaalne v~oimalikest. Oletamev�aitevastaselt, et mingi 
 puhul on see summa minimaalne, aga lei-duvad v�arvid i ja j, nii et jXij > jXj j + 2. Vaatleme graa� Gnvalamgraa� H , millel on sama tipuhulk ning mille servadeks on t�ap-selt need graa� Gnv servad e, mille jaoks 
(e) = i v~oi 
(e) = j.Graa�s H on k~oigi tippude astmed kas 0, 1 v~oi 2, seega on graa� Hsidusad komponendid k~oik kas isoleeritud tipud, ahelad v~oi ts�uklid.Paneme t�ahele, et kui me v�arvimisviisi 
 sel viisil muudame, etvalime v�alja graa� H �uhe sidusa komponendi H 0 ning "vahetame\sellesse komponenti kuuluvate servade v�arvid (s.t. kui mingi serv olienne v�arvitud v�arviga i, siis on ta p�arast v�arvitud v�arviga j ja vas-tupidi), siis on ka saadav v�arvimisviis 
0 korrektne. T~oepoolest, kuimingi tipp ei kuulu komponentiH 0, siis v�arvivad viisid 
 ja 
0 temagaintsidentsed servad �uhtemoodi. Kui mingi tipp kuulub komponentiH 0, siis on viisil 
0 v�arvides selle tipuga intsidentseid servi, mis onv�arvi i, sama palju, kui on viisil 
 v�arvides selle tipuga intsidentseidservi, mis on v�arvi j | s.t. �ulimalt 1 (sest 
 on korrektne v�arvimis-viis). Samuti on v�arvimisviisis 
0 selle tipuga intsidentseid servi, mison v�arvi j, �ulimalt 1. Muid v�arve kasutavad v�arvimisviisid 
 ja 
0�uhtemoodi.Olgu v0 2 XinXj , s.t. leidub tipuga v0 intsidentseid servi, mis onv�arvitud v�arviga j, aga ei leidu intsidentseid servi, mis on v�arvitudv�arviga i. J�arelikult leidub graa�sH sidus komponentH 0, mis on ahelning mille �uheks otstipuks on v0. Et jXij > jXj j, siis on v~oimalik v0valida sellisel viisil, et ahelaH 0 teine otstipp v00 ei kuulu hulka XjnXi;olgu v0 sellisel viisil valitud. Tipp v00 kas ei ole tipu v naabertipp v~oikuulub ta hulka XinXj .Vahetame sidusasse komponentiH 0 kuuluvate servade v�arvid. Sel-lega me t~ostame tipu v0 hulgastXi hulkaXj . Kui v00 on tipu v naaber-tipp, siis me t~ostame ka tema hulgast Xi hulka Xj . Rohkem muutusihulkades X1; : : : ; Xk ei toimu. Seega oleme me v�ahendanud suurustjXij �uhe v~oi kahe v~orra ning suurendanud suurust jXj j sama pal-ju. Selline muutus v�ahendab suurust jXij2 + jXj j2. T~oepoolest, kuix; y 2 R ja x� y > 2, siis(x� 1)2 + (y + 1)2 = x2 + y2 � 2(x� y) + 2 < x2 + y2 � 2 � 2 + 2;(x� 2)2 + (y + 2)2 = x2 + y2 � 4(x� y) + 8 < x2 + y2 � 4 � 2 + 8 :Me oleme n�aidanud, et v�arvimisviis 
 on valitav nii, et (8.2) osutukst~oeseks; eeldame, et 
 on niimoodi valitud.V~orratuste (8.1) ja (8.2) t~ottu kuuluvad k~oik suurused jXij, kusi 2 f1; : : : ; kg, hulka f0; 1; 2g v~oi hulka f1; 2; 3g. Kui nad kuuluvad69



hulka f1; 2; 3g, siis peab leiduma m~oni i nii, et jXij = 1, sest muiduei kehtiks v~orratus (8.1). Ka siis, kui nad kuuluvad hulka f0; 1; 2g,peab leiduma m~oni i, mille korral jXij = 1, sest v~orduse (8.1) ko-haselt on k~oigi hulkade Xi v~oimsuste summa paaritu arv. �Uldisustkitsendamata eeldame, et jXkj = 1. T�ahistagu u hulga Xk ainsatelementi.Olgu graaf G0 saadud graa�st G, eemaldades sealt serva fv; ugning k~oik servad e 2 E, mille korral 
(e) = k. Neid servi eemaldadesv�ahendame me tipu v astet �uhe v~orra, tipu u astet �uhe v~orra ningka tipu v �ulej�a�anud naabertippude astet �uhe v~orra, sest �ulej�a�anudnaabertippudel on iga�uhel intsidentne serv, mille v�arvimisviis 
 v�ar-vib v�arviga k. Seega on graa�s G0 tipu v aste k � 1. Samuti on vk~oigi naabertippude aste graa�s G0 �ulimalt k � 1 ning v �ulimalt �uhenaabertipu aste graa�s G0 on t�apselt k � 1.V�arvimisviis 
, mis oli graa� Gnv korrektne v�arvimisviis k v�ar-viga, on �uhtlasi graa� G0nv korrektne v�arvimisviis k � 1 v�arviga.T~oepoolest, graaf G0nv on saadud graa�st Gnv eemaldades sealt k~oikservad, mis on v�arvitud v�arviga k.Me oleme n�aidanud, et lemma 8.2 eeldused kehtivad graa� G0,tipu v ja v�arvide arvu k � 1 jaoks. Induktsiooni oletuse j�argi leidubgraa� G0 korrektne v�arvimisviis k � 1 v�arviga. Olgu see v�arvimisviis
0. Graa� G korrektse v�arvimisviisi k v�arviga saame v�arvimisviisist
0 nii, et k~oik servad e 2 E, mille korral 
(e) = k, v�arvime v�arviga kning serva fu; vg v�arvime samuti v�arviga k. ��Ulesanded�Ulesanne 79. Leia �0(Kn), �0(Pn) ja �0(Cn).�Ulesanne 80. N�aita, et paaritu arvu tippudega regulaarse mitte-nullgraa� G jaoks �0(G) = �(G) + 1.�Ulesanne 81. Leia k~oik sidusad lihtgraa�d G, milles leidub t�apselt�uks ts�ukkel ja mille korral �0(G) = �(G) + 1.�Ulesanne 82. N�aita, et �0(Pet) = 4 (vt. �ulesannet 4.8).�Ulesanne 83. N�aita, et 3-regulaarses Hamiltoni graa�s G on �0(G)v~ordne kolmega.�Ulesanne 84. N�aita, et kui graa� G servad on k v�arviga korrektseltv�arvitavad, siis on nad k v�arviga v�arvitavad ka sellisel viisil, et servadearvud, mis on �uhe v~oi teise v�arviga v�arvitud, �uksteisest rohkem kui�uhe v~orra ei erine. 70



�Ulesanne 85. Kirjelda lihtsat algoritmi puu servade v�arvimiseks v�a-hima v~oimaliku arvu v�arvidega.�Ulesanne 86. Graaf G on �0-kriitiline siis, kui �0(G) = �(G) + 1ja G suvalise serva eemaldamisel saadava graa� servi saab v�arvidav�aiksema arvu v�arvidega.1. Leia 5-tipuline �0-kriitiline graaf, mille korral �(G) = 3.2. Milliste n v�a�artuste korral on Kn �0-kriitiline?�Ulesanne 87. Olgu G = (V;E) lihtgraaf ja olgu S � V k~oigi sellis-te tippude v hulk, kus deg(v) = �(G). Olgu G[S℄ graa� G alamg-raaf, mille indutseerib tipuhulk S. N�aita, et kui G[S℄ on mets, siis�0(G) = �(G).
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9. Klikid ja s~oltumatud hulgadSissejuhatuseks vaatleme j�argmist �ulesannet. T~oestada, et igalpeol, kus on v�ahemalt kuus inimest, leidub alati kas� kolm inimest, kes k~oik tunnevad �uksteist, v~oi siis� kolm inimest, kes ei tunne �uksteist.Graa�teooria terminitesse �ule minnes v~oib olukorda kirjeldada nii.Olgu V peol olevate inimeste hulk ja E � V � V binaarne relatsioonhulgal V , nii et iga kahe inimese u; v 2 V korral fu; vg 2 E parajastisiis kui u ja v tunnevad teineteist.Lihtgraa� G tippude alamhulka S � V (G) nimetatakse klikiks ,kui iga kahe tipu u; v 2 S jaoks, kus u 6= v, leidub graa�s G servnende kahe tipu vahel. Alamhulka S � V (G) nimetatakse s~oltumatukshulgaks siis, kui �uhegi kahe hulka S kuuluva tipu vahel ei ole graa�sGserva. �Asjaesitatud v�aide pidude kohta on v�aljendatav graa�teooriasj�argmise teoreemina.Teoreem 9.1. Iga suunamata lihtgraaf G = (V;E), kus jV j > 6,sisaldab indutseeritud alamgraa�na v�ahemalt �uhte graa�dest K3 (kol-metipuline t�aisgraaf) ja O3 (kolmetipuline nullgraaf), s.t. sisaldab kaskolme-elemendilist klikki v~oi siis kolme-elemendilist s~oltumatut hulka.T~oestus. Olgu v 2 V mingi suvaline tipp, N(v) = fu j fu; vg 2 Egtipu v naabrite hulk ja N(v) = fu ju 6= v; fu; vg 62 Eg tipu v mitte-naabrite hulk. Peale tipu v leidub graa�s G veel v�ahemalt viis tippu,mist~ottu kasa) jN(v)j > 3, v~oi siisb) jN(v)j > 3.Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraa� tipuhulgagaN(v) ja kahteesineda saavat v~oimalust.a1) Iga kahe tipu u;w 2 N(v) korral fu;wg 62 E. Siis on N(v)s~oltumatu hulk, milles on v�ahemalt kolm tippu.a2) Leiduvad tipud u;w 2 N(v), nii et fu;wg 2 E. Sel juhul on agafu; v; wg kolme-elemendiline klikk.Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraa� tipuhulgagaN(v) ja kahteesineda saavat v~oimalust. 72



b1) Iga kahe erineva tipu u;w 2 N(v) korral fu;wg 2 E. Siis onN(v) klikk, milles on v�ahemalt kolm tippu.b2) Leiduvad erinevad tipud u;w 2 N(v), nii et fu; vg 62 E. Siis agaon fu; v; wg kolme-elemendiline s~oltumatu hulk.Teoreem on t~oestatud. �Teoreemist 9.1 tulenevalt v~oib tekkida uus ja �uldisem k�usimus:"Kas k~oigi positiivsete t�aisarvude k ja ` korral leidub t�aisarv r(k; `)nii, et iga graaf G = (V;E), kus jV j > r(k; `), sisaldab indutsee-ritud alamgraa�na kas k-elemendilist klikki (s.t. Kk ,! G) v~oi siis`-elemendilist s~oltumatut hulka (s.t. O` ,! G)?\ Osutub, et vastussellele k�usimusele on jaatav. K�usimuse t~ostatas (ja ka vastas) esime-sena inglise matemaatik Frank P. Ramsey, n~onda sai alguse Ramseyteooria.J�argnevas t�ahistagu r(k; `) v�ahimat sellist positiivset t�aisarvu r(kui see eksisteerib), mis rahuldab tingimust "Kk ,! G v~oi O` ,! Giga suunamata lihtgraa� G = (V;E) korral, kus jV j > r\. Arve r(k; `)nimetatakse Ramsey arvudeks.Paneme t�ahele, et Ramsey arvu r(k; `) eksistentsi t~oestamisekspiisab n�aidata, et talle leidub �ulemine t~oke, st niisugune natutaalarvn, et igas v�ahmalt n-tipulises graa�s esineb indutseeritud alamgraa-�na kas Kk v~oi O`.J�argnevalt t~oestame Ramsey arvude m~oned lihtsad omadused.Lemma 9.2. Kui r(k; `) eksisteerib, siis eksisteerib ka r(`; k) ningr(k; `) = r(`; k).T~oestus. Eeldame, et r(k; `) on olemas. N�aitamaks, et eksisteeribka r(`; k) t~oestame, et r(`; k) 6 r(k; `). V~otame suvalise v�ahemaltr(k; `)-tipulise graa� G. Kuna ka graa�s G on v�ahemalt r(k; `) tippu,siis leidub seal indutseeritud alamgraa�na kas Kk v~oi O`. J�arelikultleidub graa�s G indutseeritud alamgraa�na kas K` v~oi Ok, mist~ottur(`; k) 6 r(k; `) ja muuhulgas saame, et r(`; k) eksisteerib.N�u�ud v~oime analoogiliselt t~oestada ka v~orratuse r(k; `) 6 r(`; k),kust kokkuv~ottes j�areldubki r(k; `) = r(`; k). �Lemma 9.3. K~oigi positiivsete t�aisarvude k ja ` korralr(1; `) = r(k; 1) = 1; r(2; `) = ` ja r(k; 2) = k :T~oestus. Iga graaf, kus on v�ahemalt �uks tipp, sisaldab alati �uhe-elemendilist klikki ja �uhe-elemendilist s~oltumatut hulka. Seega kehti-vad seosed r(1; `) = 1 ja r(k; 1) = 1.73



Olgu G = (V;E) mingi `-tipuline graaf. On selge, et kui leiduvadtipud u; v 2 V , nii et (u; v) 2 E, siis K2 ,! G. Kui aga (u; v) 62 E igakahe tipu u ja v korral, siis G on nullgraaf ja seega O` ,! G. Samason selge, et leidub (` � 1)-tipuline graaf, milles ei sisaldu ei K2 egaka O`. Selleks on O`�1. Seega t~oepoolest r(2; `) = `.Olgu n�u�ud G = (V;E) mingi k-tipuline graaf. On selge, et kuileiduvad erinevad tipud u; v 2 V , nii et (u; v) 62 E, siis O2 ,! G. Kuiaga (u; v) 2 E iga kahe erineva tipu u ja v korral, siis on G t�aisgraafja j�arelikult Kk ,! G. Samas leidub (k � 1)-tipuline graaf Kk�1, misei sisalda indutseeritud alamgraa�na ei graa� Kk ega ka graa� O2.Seega t~oepoolest r(k; 2) = k. �Teoreemist 9.1 j�areldub, et r(3; 3) 6 6. Samas leidub viietipulinegraaf, mis ei sisalda ei kolme-elemendilist klikki ega ka kolme-ele-mendilist nullgraa�, selleks sobib n�aiteks viie-elemendiline ts�ukkel.J�arelikult r(3; 3) = 6.Teoreem 9.4 (Ramsey). K~oigi t�aisarvude k; ` > 2 korral suurusr(k; `) eksisteerib ning kehtib v~orratusr(k; `) 6 r(k � 1; `) + r(k; `� 1) :T~oestus. Kasutame induktsiooni summa k+` j�argi. Kui k+` = 4,s.t. k = ` = 2, siis vastavalt lemmale 9.3 suurus r(k; `) eksisteeribningr(k; `) = 2 = 1 + 1 = r(1; 2) + r(2; 1) = r(k � 1; `) + r(k; `� 1) :Oletame, et v�aide kehtib k~oigi niisuguste arvude k0 ja `0 korral, etk0 + `0 < k + `. Olgu G = (V;E) graaf, milles onjV j = r(k � 1; `) + r(k; `� 1)tippu, ning v 2 V mingi suvaline tipp. On selge, et kasa) jN(v)j > r(k � 1; `), v~oi siisb) jN(v)j > r(k; `� 1).Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraa�G0 tipuhulgagaN(v). Vas-tavalt induktsiooni oletusele on kaks v~oimalust:a1) Kk�1 ,! G0, millest j�areldub et fvg [N(v) on k-tipuline klikk;a2) O` ,! G0, millest triviaalselt tuleneb, et ka O` ,! G.74



Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraa� G00 tipuhulgaga N(v).Vastavalt induktsiooni oletusele on j�alle kaks v~oimalust:b1) O`�1 ,! G00, millest j�areldub et fvg [N(v) on `-tipuline s~oltu-matu hulk;b2) Kk ,! G00, millest triviaalselt tuleneb, et ka Kk ,! G.Me oleme n�aidanud, et suurus r(k; `) on �ulevalt t~okestatud summagar(k � 1; `) + r(k; `� 1), millest j�areldub nii suuruse r(k; `) eksistentskui ka vajalik v~orratus.Teoreem on t~oestatud. �J�areldus 9.5. Kui k; ` > 2 ning r(k; ` � 1) ja r(k � 1; `) onm~olemad paarisarvud, siisr(k; `) 6 r(k � 1; `) + r(k; `� 1)� 1 :T~oestus.Olgu G = (V;E) graaf, milles on r(k�1; `)+r(k; `�1)�1tippu. Et tippude arv on paaritu ning vastavalt teoreemile 2.1 leidubigas graa�s paarisarv paaritu astmega tippe, siis peab vaadeldavasgraa�s leiduma selline tipp v 2 V , millel on paarisarv naabreid. Et niijN(v)j kui ka jN(v)j on paarisarvud, siis kehtib taas �uks j�argmistestv�aidetest: kasa) jN(v)j > r(k � 1; `), v~oi siisb) jN(v)j > r(k; `� 1).T~oestus j�atkub identselt teoreemi 9.4 t~oestusega. �Teoreem 9.6. K~oigi t�aisarvude k; ` > 2 korralr(k; `) 6 �k + `� 2k � 1 � :T~oestus. Kasutame induktsiooni k + ` j�argi. Kui k = ` = 2, siisr(k; `) = 2 = �21� = �k + `� 2k � 1 � :Olgu k; ` positiivsed t�aisarvud ja kehtigu teoreemi v�aide k~oigi niisu-guste k0; `0 korral, et k0 + `0 < k + `. Siis vastavalt teoreemile 9.4r(k; `) 6 r(k � 1; `) + r(k; `� 1) 66 �k + `� 3k � 2 �+�k + `� 3k � 1 � = �k + `� 2k � 1 �;75



mis t~oestabki teoreemi. �J�arelikult r(k; k) 6 �2k�2k�1 � 6 22k�3. J�argnev teoreem annab suu-rusele r(k; k) ka alumise t~okke.Teoreem 9.7 (Erd}os). Kui k > 2, siis r(k; k) > 2k=2.T~oestus. Teoreemi v�aide on lihtsalt kontrollitav juhul k = 2, see-t~ottu eeldame, et k > 3. T~oestus on mittekonstruktiivne ja p~ohinebniinimetatud t~oen�aosuslikul meetodil. Leidub t�apselt 2(n2) = 2n(n�1)2paarikaupa mitteisomorfset m�argendatud n-tipulist graa� (�ule mingi�kseeritud m�argendite hulga M). Olgu G graaf, mis on nende hul-gast juhuslikult valitud. Seejuures eeldame, et see valik on �uhtlane,s.t. iga�uhel nendest 2(n2) graa�st on sama suur t~oen�aosus valitukssaada. T~oestame, et kui n < 2k=2, siis (klassikaline) t~oen�aosusP[Kk ,! G v~oi Ok ,! G℄ < 1;mist~ottu j�areldame, et leidub n-tipuline graaf, mis ei sisalda alamg-raa�na ei graa� Kk ega graa� Ok ja seega r(k; k) > 2k=2.T~oepoolest, kui n < 2k=2 ja k > 3, siisP[Kk ,! G℄ 6 �nk�2(n2)�(k2)2(n2) = �nk� � 2�(k2) 6 nk � 2�(k2)k! << 2k2=2 � 2�(k2)k! = 2k=2k! < 12 :Et ka v~orratus P[Ok ,! G℄ < 1=2 on analoogiliselt t~oestatav, siissaame, etP[Kk ,! G v~oi Ok ,! G℄ 6 P[Kk ,! G℄ + P[Ok ,! G℄ < 1;mis t~oestabki teoreemi. �Ramsey arvusid r(k; `) saab mitmel viisil �uldistada. Siinkohal vaa-tame neist �uhte, mis tugineb sellele, et v~oime arvu r(k; `) de�neeridaka kui v�ahima arvu n, mille korral t�aisgraa� Kn servi �uksk~oik misviisil kahe v�arviga v�arvides leiduvad k tippu, mille vahelised servadon k~oik v�arvitud esimese v�arviga, v~oi ` tippu, mille vahelised servadon k~oik v�arvitud teise v�arviga.Kahe v�arvi asemel v~oime me vaadata ka mingit muud arvu v�arve.De�neerimegi Ramsey arvu r(a1; : : : ; ak) kui v�ahima sellise arvu n,mille korral t�aisgraa� Kn servi �uksk~oik mis viisil k v�arviga v�arvidesleidub selline i 2 f1; : : : ; kg, et leiduvad ai tippu, mille vahelisedservad on k~oik v�arvitud v�arviga i.76



Arvud r(a1; : : : ; ak) rahuldavad teoreemi 9.4 v�aitega analoogilistv~orratust, nimelt kehtib v~orratusr(a1; : : : ; ak) 6 �(k � 2)++ kXi=1 r(a1; : : : ; ai�1; ai � 1; ai+1; : : : ; ak) : (9.1)Selle v~orratuse t~oestus on analoogiline teoreemi 9.4 t~oestusega.�Ulesanded�Ulesanne 88.OlguG = (V;E) mingi silmusteta graaf,K tema mingiminimaalne kate ja S tema mingi maksimaalse v~oimsusega s~oltumatuhulk. N�aita, et jKj+ jSj = jV j.�Ulesanne 89. T�ahistagu �0(G) lihtgraa� G suurima v~oimsusegas~oltumatu tippude hulga v~oimsust. T~oesta, et lihtgraaf G on kahe-aluseline parajasti siis kui iga alamgraa� H korral kehtib v~orratus�0(H) > jV (H)j2 .�Ulesanne 90. T~oesta, et r(3; 4) = 9.�Ulesanne 91. T~oesta, et r(n+ 1; n+ 1) 6 4n.�Ulesanne 92. T~oesta, et k > 2 korral kehtib v~orratusr(k; k � 1) > 2 k2�1 :�Ulesanne 93. T~oesta, et suvaliste naturaalarvude k ja ` korral leidubselline naturaalarv n, et igas reaalarvuj�arjendis a1; a2; : : : ; an leidubkas mittekahanev alamj�arjend pikkusega k v~oi mittekasvav alamj�ar-jend pikkusega `.�Ulesanne 94. N�aita, et kui m~oni arvudest a1; : : : ; ak on v~ordne �uhe-ga, siis r(a1; : : : ; ak) = 1.�Ulesanne 95. T~oesta v~orratus (9.1).�Ulesanne 96. T~oesta, et r(3; 3; 3) 6 17 ja r(3; 3; 3; 3) 6 66.�Ulesanne 97. T~oesta, et t > 2 puhul kehtib v~orratusr(3; 3; : : : ; 3| {z }t ) 6 (t+ 1)! :�Ulesanne 98. T~oesta, etr(a1; : : : ; ai�1; 2; ai+1; : : : ; ak) = r(a1; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; ak):�Ulesanne 99. N�aita, et iga n 2 N jaoks leidub arv mn 2 N, nii ethulga f1; 2; : : : ;mng suvalisel t�ukeldusel n t�ukiks leiduvad arvud x jay nii, et x, y ja x+ y k~oik kuuluvad samasse t�ukki.77



10. Tasandilised graa�d10.1. Tasandilisuse de�nitsioonGraaf on tasandiline (ehk planaarne) siis, kui teda on v~oimaliktasandile joonistada nii, et tema servad v�aljaspool tippe ei l~oikuks.See "de�nitsioon\ on k�ull h�asti intuitiivne, kuid ta pole matemaa-tiliselt range, sest " joonistamine\ ei ole rangelt de�neeritud m~ois-te. Anname siinkohal tasandilisuse �uhe v~oimaliku range de�nitsioo-ni, kuigi k�aesolevas ~oppematerjalis kasutame edaspidi vaid eeltoodudmitteranget de�nitsiooni ja j�atame seet~ottu m~oned v�aliselt ilmsed,kuid tegelikult mittetriviaalsed v�aited t~oestamata.Joone eukleidilises ruumis Rn m�a�arab funktsioon 
 : [a; b℄ �! Rn ,kus a; b 2 R ja a < b. Punkte 
(a) ja 
(b) nimetatakse joone 
otspunktideks. Joon 
 : [a; b℄ �! Rn on pidev siis, kui iga y 2 [a; b℄jaoks kehtib limx!y 
(x) = 
(y).Pidev joon on sirgestuv siis, kui osutub l~oplikuks �ulemrajasupn kXi=1 d(
(ti�1); 
(ti)) : k 2 N; a = t0 < t1 < : : : < tk = bo(siin d on kaugus ruumis Rn ja �ulemraja leitaks l~oigu [a; b℄ k~oikv~oi-malike jaotuste j�argi). Seda �ulemraja nimetatakse joone pikkuseks.Jordani jooneks nimetatakse sirgestuvat joont, mis ennast ei l~oika(s.t. funktsiooniga 
 m�a�aratud kujutus on injektiivne). Olgu Jn k~oigiJordani joonte hulk ruumis Rn .Graaf G = (V;E) on sisestatav ruumi Rn , kui leiduvad injektiiv-sed kujutused �V : V �! Rn ja �E : E �! Jn, mille korral� kui tipp v 2 V osutub serva e 2 E �uheks otstipuks, siis onpunkt �V (v) joone �E(e) �uheks otspunktiks;� servade kujutisteks olevad jooned l~oikuvad �uksteisega vaid nen-de �uhistes otspunktides.Graaf on tasandiline siis, kui ta on sisestatav tasandile, s.t. ruumiR2 . Tema sisestus tasandile ongi see, mida me intuitiivselt m~oistamegraa� joonise all. 10.2. Euleri valemKui graaf on mingil viisil tasandile joonistatud, siis jaotab see joo-nis tasandi �ulej�a�anud osa (s.t. osa, mis ei j�a�a joonise alla) osadeks.78



Tasandi kaht punkti loeme erinevates osades olevaks siis, kui �uhestpunktist teise j~oudmiseks tuleb graa� joonisest �ule minna. Neid ta-sandi osi nimetame tahkudeks. Joonisel 10.1 on toodud graaf, millejoonis de�neerib tasandil kolm tahku. Tahku f3 sellel joonisel nime-tatakse l~opmatuks tahuks. Tahu l~opmatuses ei ole midagi erilist, sestme v~oime graa� joonistada nii, et �uksk~oik milline tahk on l~opmatu.Kui me joonistaks graa� mitte tasandile, vaid sf�a�arile, siis ei eristuks�ukski tahk teistest oma l~opmatuse poolest.f1f2f3
Joonis 10.1. Tahud tasandilise graa� joonisel.J�argmine teoreem seob graa� (joonise) tippude, servade ja tahku-de arvud. Muuhulgas �utleb ta seda, et s~oltumata sellest, kuidas sidustasandiline graaf tasandile on joonistatud, j�a�ab joonise tahkude arvsamaks.Teoreem 10.1 (Euler, 1750). Kui G on sidus tasandiline graafning n, m ja f vastavalt tippude, servade ja tahkude arvud tema joo-nisel, siis n+ f �m = 2.T~oestus toimub induktsiooniga servade arvu m j�argi.Kui m = 0, siis n = 1 (meil on sidus graaf) ja f = 1 (l~opmatutahk). Seega n+ f �m = 1 + 1� 0 = 2.Oletame n�u�ud, et teoreem kehtib k~oigi �ulimalt m � 1 servagagraa�de korral. Olgu G graaf, millel on m serva. Kui G on puu, siisn = m+1 ja f = 1 ning n+ f �m = (m+1)+ 1�m = 2. Kui G eiole puu, siis leidub graa�s G selline serv e, et tema eemaldamine eimuuda graa� G mittesidusaks. Graa�s G� e on n tippu, m� 1 servaja f �1 tahku (sest serva lisamisel sidusasse graa� jaotame me mingitahu kaheks1). Induktsiooni oletuse j�argi n+ (f � 1)� (m � 1) = 2.Siit j�areldub kohe teoreemi v�aide. �Teoreemist 10.1 j�areldub p�aris mitu huvitavat tulemust.1See v�aide on tegelikult mittetriviaalne. Ta j�areldub sellest, et iga kinnineJordani joon jagab tasandi kaheks osaks.79



J�areldus 10.2. Kui G on tasandiline graaf ning n, m, f ja kvastavalt tippude, servade, tahkude ja sidusate komponentide arvudtema joonisel, siis n+ f �m = k + 1.T~oestus. Rakendame teoreemi 10.1 eraldi graa� G k~oigile sidusa-tele komponentidele, pannes �uksnes t�ahele, et me loeksime l~opmatuttahku ainult �uks kord. �J�areldus 10.3. Kui G on sidus tasandiline lihtgraaf, millel on ntippu ja m serva, kusjuures n > 3, siis kehtivad j�argmised v�aited:(i) m 6 3n� 6;(ii) kui G ei sisalda ts�ukleid pikkusega 3, siis m 6 2n� 4.T~oestus. Vaatame graa� G joonist tasandil. Et G on lihtgraaf,siis peab igal tema tahul olema v�ahemalt 3 serva (�uhe servaga tahkt�ahendaks, et graa�s on silmus, kahe servaga tahk aga t�ahendaks, etgraa�s on kordseid servi). Et iga serv kuulub t�apselt kahele tahule(v~oi �uhele ja samale tahule kaks korda, n�aiteks loeme me, et tahul f3joonisel 10.1 on viis serva), siis 2m > 3f . Euleri valemist saame n�u�ud2 = n+ f �m 6 n+ 23m�m = 3n�m3 ;millest j�areldub 3n�m > 6 ehk 3n� 6 > m.V�aites (ii) toodud t�aiendav tingimus t�ahendab, et G joonise igaltahul on v�ahemalt neli serva. Seega kehtib v~orratus 2m > 4f , midasarnaselt eelmisele osale Euleri valemisse asendades saame t~oestamistvajava v~orratuse. �J�areldus 10.4. Graa�d K5 ja K3;3 pole tasandilised.T~oestus. Graa�l K5 on 5 tippu ja 10 serva. Kui K5 oleks tasandi-line, siis saaksime j�arelduse 10.3 v�aitest (i), et 10 6 9.Graa�l K3;3 on 6 tippu ja 9 serva, lisaks sellele pole tal paaritu-arvulise pikkusega ts�ukleid (teoreem 2.3). Kui K3;3 oleks tasandiline,siis saaksime j�arelduse 10.3 v�aitest (ii), et 9 6 8. �J�areldus 10.5. Igas tasandilises lihtgraa�s leidub tipp astmega�ulimalt viis.T~oestus.OlguG vaadeldava tasandilise lihtgraa� mingi sidus kom-ponent, n tippude ja m servade arv selles komponendis. Oletame, etG iga tipu aste on v�ahemalt 6. Et iga serv on intsidentne kahe tipuga,siis kehtib v~orratus 6n 6 2m ehk m > 3n. V~orreldes seda v~orratustj�arelduse 10.3 v�aite (i) v~orratusega m 6 3n� 6 saame vastuolu. �80



10.3. Tasandilisuse kriteeriumGraaf on tasandiline parajasti siis, kui temas ei "sisaldu\ graafeK5 ja K3;3. Allpool t�apsustame, mida sisaldumine t�ahendab.Olgu G = (V;E) mingi graaf ja e 2 E tema mingi serv, kusjuurese = fu; vg. �Utleme, et graaf G0 = (V 0; E0) on saadud graa�st G servae poolitades, kui� V 0 = V [ fwg, kus w on mingi uus tipp;� E0 = Enfeg [ fe1; e2g, kus e1 ja e2 on mingid uued servad;� e1 = fu;wg ja e2 = fw; vg.Serva poolitamist illustreerib joonis 10.2.
=)e e1 e2w G0G

Joonis 10.2. N�aide serva e poolitamisest.Graafe G1 ja G2 nimetame hom�oomorfseteks , kui leidub mingiselline graaf G, et nii G1 kui ka G2 on saadavad graa�st G servadepoolitamiste teel.Olgu G = (V;E) mingi lihtgraaf ning e 2 E. Loeme, et E on tipu-hulga V kaheelemendiliste alamhulkade mingi hulk. Kui me graa�sG serva e kokku t~ombame (ehk tema otstipud samastame), siis saamelihtgraa�, mida t�ahistame G=e, ning mille tipuhulk on V nE(e)[fwg,kus w on mingi uus tipp, ja servahulk on�fu; vg j fu; vg 2 E; u; v; 62 E(e)	[[ �fu;wg j fu; vg 2 E; u 62 E(e); v 2 E(e)	 :Joonisel 10.3 on toodud serva kokkut~ombamise n�aide. Paneme t�a-hele, et kui me tasandilises graa�s mingi serva kokku t~ombame v~oipoolitame, siis ka saadav graaf on tasandiline.�Utleme, et graaf G on kokkut~ommatav graa�ks G0, kui G0 on saa-dav graa�st G servade kokkut~ombamiste teel.81
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Joonis 10.3. N�aide serva e kokkut~ombamisest.Teoreem 10.6 (Kuratowski). Graaf on tasandiline parajasti siis,kui �ukski tema alamgraaf pole hom�oomorfne graa�ga K5 v~oi K3;3.T~oestus. Tarvilikkus ()) on ilmne | tasandilise graa� k~oik alam-graa�d peavad olema tasandilised, kuid K5 ja K3;3, samuti neist ser-vade poolitamise teel saadavad graa�d ei ole tasandilised.Piisavuse (() t~oestus on toodud jaotises 10.4. �Teoreem 10.7 (Wagner). Graaf on tasandiline parajasti siis, kui�ukski tema alamgraaf pole kokkut~ommatav graa�ks K5 v~oi K3;3.T~oestus. Tarvilikkus ()) on j�allegi ilmne | tasandilise graa� k~oikalamgraa�d peavad olema tasandilised, kuid graa�d, millest servadekokkut~ombamise teel on saadav K5 v~oi K3;3 seda ei ole, sest tasan-dilises graa�s serva kokku t~ommates j�a�ab graaf tasandiliseks.Piisavus ((): kui graaf ei ole tasandiline, siis leidub temas vasta-valt Kuratowski teoreemile alamgraaf, mis on hom�oomorfne graa�gaK5 v~oi K3;3, s.t. graaf, mis on saadud graa�st K5 v~oi K3;3 servadepoolitamise teel. See alamgraaf ongi kokkut~ommatav graa�ks K5 v~oiK3;3 | kui me graa�s serva poolitame ja seej�arel �uhe uutest serva-dest kokku t~ombame, siis j~ouame esialgse graa�ga isomorfse graa�ni.N�aiteks joonisel 10.2 on G0=e1 �= G �= G0=e2. �10.4. Kuratowski kriteeriumi piisavusMeil tuleb n�aidata, et k~oik mittetasandilised graa�d sisaldavadalamgraafe, mis on hom�oomorfsed graa�ga K5 v~oi K3;3. Selle n�aita-miseks oletame v�aitevastaselt, et leidub mittetasandilisi graafe, mille�ukski alamgraaf pole hom�oomorfne graa�dega K5 ja K3;3. Olgu G82



F u w vJoonis 10.4. Tipp w eraldab tippe u ja vmingi minimaalse arvu servadega selline graaf. Et graa� tasandili-sus ei s~oltu sellest, kas temas on isoleeritud tippe v~oi ei, siis loemet�aiendavalt, et graaf G ei sisalda isoleeritud tippe.On ilmne, et graaf G on sidus. T~oepoolest, kui G poleks sidus, siistema sidusad komponendid oleksid k~oik v�aiksema servade arvuga kuiG ise. Seega rahuldaksid graa� G k~oik sidusad komponendid teoree-mi v�aidet. Kuna �ukski sidus komponent ei sisalda graa�dega K5 v~oiK3;3 hom�oomorfseid alamgraafe, siis on k~oik sidusad komponendidtasandilised. Kuid sel juhul on ka G ise tasandiline, mis annab meilevastuolu.Analoogiliselt saame, et graaf G ei sisalda l~oiketippe | selliseidtippe v, et Gnv pole sidus. T~oepoolest, olgu H graa� Gnv mingi si-dus komponent, millele on t�aiendavalt (tagasi) lisatud tipp v �uhesk~oigi oma servadega graa� H tippudesse; graa� H servade hulk onsiis graa� G servade hulga alamhulk. Kuna tipp v on �uhendatud katippudega, mis ei kuulu graa� H , siis on graa�s H v�ahem servi kuigraa�s G. Seega peab H olema tasandiline ja me v~oime ta tasandilejoonistada niimoodi, et tipp v j�a�aks l~opmatule tahule. Joonistadessellisel viisil tasandile graa� Gnv k~oik sidusad komponendid, milleleon tagasi lisatud tipp v koos oma servadega selle sidusa komponen-di tippudesse, v~oime saadud joonistel tipu v kujutused �uheksainsakspunktiks lugeda ning sellisel viisil graa� G joonise saada.Olgu n�u�ud e �uks graa� G servadest otstippudega u ja v ning olguF = G � feg. Siis F on tasandiline, sest temas on v�ahem servi kuigraa�sG ning tal ei ole graa�degaK5 v~oiK3;3 hom�oomorfseid graafe.Graa�s F v~oib leiduda l~oiketippe v~oi sildasid. J�argmisena n�aitame,et need l~oiketipud ei saa graa�s F teataval viisil paikneda.Lemma 10.8. Graa�s F ei leidu sellist tippu w, et tipud u ja voleksid graa� Fnw erinevates sidususkomponentides.Lemmas 10.8 v�alistatud olukord on kujutatud joonisel 10.4.T~oestus. Vastuv�aiteliselt oletame, et graa�s F leidub selline tippw, mille eemaldamisel j�a�avad u ja v eraldi sidusatesse komponenti-desse. Olgu Fu graa� Fnw sidus komponent, mis sisaldab tippu u ja83
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Joonis 10.5. Graa�d F 0u ja F 0vF 0uG u w F 0vveJoonis 10.6. Graa� G joonis graa�de F 0u ja F 0v joonistestmillele on tagasi lisatud tipp w. Olgu F 0u saadud graa�st Fu, milleleon lisatud serv tippude u ja w vahel (kui seda serva seal veel ei ole;kui see serv on juba olemas, siis F 0u = Fu). Koosnegu graaf F 0v graa�Fnv k~oikidest �ulej�a�anud sidusatest komponentidest (s.t. k~oigist kom-ponentidest v.a. see, milles on tipp u), millele on tagasi lisatud tipp w.Olgu F 0v saadud graa�s Fv analoogiliselt graa� F 0u konstruktsioonigagraa�st Fu (vaata joonist 10.5).Graa�s F 0u ei ole rohkem servi kui graa�s F . T~oepoolest, graa�sFu on v�ahem servi kui graa�s F (puuduvad v�ahemalt servad tipu v jakomponendi F 0v vahel) ning graa�s F 0u on �ulimalt �uks serv rohkem kuigraa�s Fu. Samuti pole graa�s F 0v rohkem servi kui graa�s F . Seegaon graa�des F 0u ja F 0v v�ahem servi kui graa�s G ning nad rahuldavadteoreemi v�aidet | nad on kas tasandilised v~oi sisaldavad alamgraa�,mis on hom�oomorfne graa�ga K5 v~oi K3;3.Kui nii F 0u kui ka F 0v on tasandilised, siis on nad tasandile joonis-tatavad nii, et serv tippude u ja w vahel ning serv tippude v ja w vaheloleksid l~opmatu tahu naabriteks. Lugedes tippu w kujutava punktigraa�de F 0u ja F 0v joonistel �uheksainsaks punktiks, saame graa� Fjoonise (v~oimalik, et koos t�aiendavate servadega u ja w ning v ja wvahel), kus tipud u ja v on sama tahu | l~opmatu tahu | naabriteks.Seega saame joonisele lisada ka eemaldatud serva e kujutise. Saamegraa� G joonise (vaata joonist 10.6).Kui graaf F 0u ei ole tasandiline (j�argnev arutelu kehtib muutmata84
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Joonis 10.7. K5 v~oi K3;3 graa�s F 0u ) K5 v~oi K3;3 graa�s Gkujul ka graa� F 0v jaoks), siis peab temas sisalduma alamgraaf H ,mis on hom�oomorfne graa�ga K5 v~oi K3;3. Kuna graa�l F sellistalamgraa� ei olnud, siis peab sellesse alamgraa� kuuluma lisatud servtippude u ja w vahel. GraafH , v�alja arvatud serv tippude u ja w vahelon ka graa� G alamgraa�ks. Graa�s G v~oime selle serva asendadateatava lihtahelaga tippude u ja w vahel, mis ei kasuta graa� F 0ukuuluvaid servi ning seega ei l~oiku graa� H tippudega v�aljaspooltippe u ja w. Saame graa� H 0, mis on hom�oomorfne graa�ga H ningseega ka �uhega graa�dest K5 v~oi K3;3. Nimetatud lihtahel koosnebj�argmistest osadest:� ahel tipust w tippu v graa�s F 0v ,� serv e tipust v tippu u(vaata joonist 10.7). Graaf H 0 on graa� G alamgraaf.Me oleme n�aidanud, et graaf F ei sisalda sellist tippu w, nii etgraa�s Fnw oleksid tipud u ja v eraldi sidusates komponentides. �Teeme k~oigepealt veel paar t�ahelepanekut tipu u kohta (sama keh-tib siis muidugi tipu v kohta). Tipp u ei ole graa� F l~oiketipp, sestsiis oleks ta ka graa� G l~oiketipp (Fnu = Gnu, sest tipu u eemal-damisel graa�st G kaob ka serv e). Tipud u ja v ei ole graa�s Fnaabertipud, sest muidu oleks graa�s G kordne serv nende tippudevahel. Tipul u on graa�s F v�ahemalt kaks naabrit | kui tal oleksainult �uks naaber, siis selle naabri eemaldamisel j�a�aksid tipud u ja veraldi sidusatesse komponentidesse. Kuna u ei ole l~oiketipp ja tal onv�ahemalt kaks naabrit, siis tipuga u intsidentsed servad ei ole sillad.Need t�ahelepanekud aitavad meil j�argmist lemmat t~oestada.Lemma 10.9. Graa�s F leidub ts�ukkel, mis l�abib tippe u ja v.T~oestus. Leiame k~oigepealt sellise ts�ukli C graa�s F , mis l�abibtippu u. Olgu u0 tipu u �uks naabertipp. Leiame graa�s F 0 = F�(u; u0)85



u vwu0
C P0 w0PJoonis 10.8. Ts�ukli C l�ahendamine tipule v(graaf F ilma servata tippude u ja u0 vahel) ahela tipust u tippu u0.Sellised ahelad leiduvad, sest (u; u0) ei olnud sillaks graa�s F ja seegaon F 0 sidus. See ahel koos servaga (u; u0) annabki meile graa�s Fts�ukli C, mis l�abib tippu u.Kui ts�ukkel C l�abib ka tippu v, siis olemegi soovitud omadustegats�ukli leidnud. Vastasel juhul olgu ts�ukli C kaugus tipust v de�neeri-tud kui d(v; C) = mint2V (C)nfug d(v; t)ning olgu w 2 V (C) selline tipp, mille korral d(v; w) = d(v; C). S.t.w 6= u on selline tipp ts�uklil C, mis on tipule v v~oimalikult l�ahedal.Olgu P0 ahel tipust w tippu v pikkusega d(v; w). Olgu P mingi aheltipust u tippu v, mis ei l�abi tippu w (vaata joonist 10.8). Selline ahelP leidub vastavalt lemmale 10.8 | kui k~oik ahelad tipust u tippuv l�abiksid tippu w, siis oleksid tipud u ja v graa� Fnw erinevatessidusates komponentides.Olgu w0 ahela P k~oige esimene tipp (alustades tipust u), mis asubahelal P0 (v~oimalik, et w0 = v). Olgu u0 ahela P k~oige viimane tippenne tippu w0, mis asub ts�uklil C (v~oimalik, et u0 = u). T�anu ahela P0ja tippude u0 ja w0 de�nitsioonidele kehtivad n�u�ud j�argmised v�aited.� Ahel P0 ei l~oiku ts�ukliga C mujal kui tipus w, sest selle ahelak~oik teised tipud on tipule v l�ahemal kui tipp w, seega l�ahemalkui ts�ukli C mistahes tipp.� d(v; w0) < d(v; w), sest w0 on tipp ahelal P0 ja w0 6= w (sestahel P ei l�abi tippu w).� Ahela P osa tippude u0 ja w0 vahel ei l~oiku ahelaga P0 (v.a.tipus w0) ja ts�ukliga C (v.a. tipus u).De�neerime n�u�ud ts�ukli C 0 j�argmiselt:� Alustame tipust w ja liigume m�o�oda ts�uklit C l�abi tipu u tippuu0; 86



� liigume tipust u0 m�o�oda ahelat P tippu w0;� liigume tipust w0 m�o�oda ahelat P0 tagasi tippu w;Ka ts�ukkel C 0 l�abib tippu u. Peale selled(v; C 0) = mint2V (C0)nfug d(v; t) 6 d(v; w0) < d(v; w) = d(v; C);seega on ts�ukli C 0 kaugus tipust v v�aiksem kui ts�ukli C kaugus tipustv. V~ottes n�u�ud ts�ukli C 0 ts�ukliks C ja korrates eeltoodud konstrukt-siooni, leiame p�arast l~oplikku arvu kordi (kordade arv pole suuremkui d(v; C) esialgse ts�ukli C jaoks) sellise ts�ukli C, et d(v; C) = 0, s.t.tipp v asub ts�uklil C. �Veendusime, et graa�s F leidub selliseid ts�ukleid, mis l�abivad tip-pe u ja v. Fikseerime n�u�ud sellise ts�ukli C ning samuti graa� F joo-nistamisviisi nii, et ts�ukli C sisse j�a�aks nii palju tahke kui v~oimalik.Kui leidub mitu viisi valida see ts�ukkel C ja joonistamisviis, nii et Csisse j�a�ab sama palju tahke, siis valime neist sellise, mille korral Csisse j�a�ab v~oimalikult palju servi.Graa� F joonis koosneb siis j�argnevatest osadest:� ts�ukli C joonisest;� graa� FnV (C) sidusate komponentide joonistest;� servadest, mis kinnitavad need sidusad komponendid ts�ukli Ck�ulge.Neid sidusaid komponente, mis graa� F joonisel j�a�avad ts�ukli C sisse,nimetame sisemisteks komponentideks. Neid komponente, mis j�a�avadv�aljaspoole ts�uklit C, nimetame v�alimisteks komponentideks (vaatajoonist 10.9).Kui x ja y on mingid kaks tippu ts�uklil C, siis �utleme, et min-gi sisemine komponent K eraldab neid tippe, kui graa� F jooniselts�ukli sees pole v~oimalik t~ommata joont tippude x ja y vahele ilmal~oikamata komponenti K v~oi teda ts�ukli C k�ulge kinnitavaid servi.Analoogiliselt de�neerime, millal v�alimine komponent eraldab tippe xja y ts�uklil C, aga siin �uritame t~ommata joont tippude x ja y kujutistevahele v�aljaspool ts�uklit C. N�aide tippe x ja y eraldavast sisemisestja v�alimisest komponendist on toodud joonisel 10.10.Olles n�u�ud �kseerinud graa� F joonise ja ts�ukli C ning neist l�ahtu-des de�neerinud teatavad m~oisted (sisemine ja v�alimine komponent,tippude eraldamine) t~oestame kaks lemmat komponentide paigutusekohta joonisel. 87
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Joonis 10.9. Sisemised ja v�alimised komponendid graa� F jooniselx C y

Joonis 10.10. Tippe x ja y eraldavad komponendidLemma 10.10. Graa� F joonisel k~oik v�alimised komponendid� on kinnitatud ts�ukli C k�ulge servadega, mis on intsidentsed ts�uk-li C t�apselt kahe erineva tipuga;� eraldavad tippe u ja v.T~oestus. T~oepoolest, kui mingi v�alimine komponent oleks ts�ukliC k�ulge kinnitatud k~oigest �uhes ts�ukli C tipus, siis v~oiksime sellekomponendi viia ts�ukli C sisse nii nagu kujutatud joonisel 10.11. Seeoperatsioon ei v�ahendaks ts�ukli C sisse j�a�avate tahkude arvu, kuidsuurendaks C sisse j�a�avate servade arvu. Seega poleks C valitud nii,88
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Joonis 10.11. �Uhes tipus kinnituva komponendi viimine ts�ukli Csisse

vu CJoonis 10.12. Ts�ukkel �ule v�alimiste komponentideet tema sisse j�a�ab nii palju tahke ja servi kui v~oimalik. Kui aga mingiv�alimine komponent kinnitub ts�ukli C k�ulge enam kui kahes tipus,v~oi ei eralda tippe u ja v, siis on v~oimalik ts�uklit C suurendada (s.t.tema sisse j�a�aks rohkem tahkusid) nii nagu n�aidatud joonisel 10.12.�Mingi v�alise komponendi jaoks nimetame tema ankurtippudeksneid kahte tippu ts�uklil C, mis on intsidentsed seda v�alist komponentits�ukli C k�ulge kinnitavate servadega.Lemma 10.11. Graa� F joonisel leiduvad selline sisemine kom-ponent K� ja v�alimine komponent KÆ, et K� eraldab nii tippe u ja vkui ka komponendi KÆ ankurtippe.Lemma kirjeldatud olukorda on kujutatud joonisel 10.13.T~oestus. Olgu KI mingi selline sisemine komponent, mis eraldabtippe u ja v, kuid mitte �uhegi v�alimise komponendi ankurtippe. Siisgraa� F joonisel saab komponendi KI ts�uklist C v�aljapoole t~osta,nii nagu kujutatud joonisel 10.14. Lemma v�aite mittekehtimine t�a-89
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Joonis 10.13. Illustratsioon lemmale 10.11

vu KICKI
Joonis 10.14. Komponendi KI ts�uklist v�aljaviiminehendaks, et suvalise tippe u ja v eraldava sisemise komponendi jaoksei leiduks v�alimist komponenti, mille ankurtippe see sisemine kom-ponent eraldab. Seega oleks k~oik tippe u ja v eraldavad sisemisedkomponendid ts�uklist C v�alja t~ostetavad. Kui aga ts�ukli C sees tippeu ja v enam mitte miski ei eralda, siis saame joonisele, ts�ukli C sisselisada tippude u ja v vahele serva e kujutise, mille me graa�st G kus-tutasime, et saada graa� F . Seega oleks ka graaf G tasandiline, mison vastuolus meie eeldustega. �J�argnevalt �kseerimegi �uhe sisemise ja v�alimise komponendi, mispaiknevad graa� F joonisel nii nagu kirjeldab lemma 10.11. T�ahista-me teatud tippe ts�uklil C j�argmisel viisil (vaata ka joonist 10.15):� V�alimise komponendi ankurtipud olgu u0 ja v0. Edaspidistel joo-nistel kujutame neid nii, et u0 on ts�ukli C �ulemisel poolel ja v0alumisel.� Nende servade ts�uklil C asuvad otstipud, millega sisemine kom-ponent ts�ukli C k�ulge kinnitub ja t�anu millele ta eraldab tippeu ja v, olgu x ja y (kui selliseid servapaare on mitu, siis valimeneist �uhe v�alja). Joonistel loeme, et x asub ts�ukli C �ulemisel ja90
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Joonis 10.15. Fikseeritud komponendid ja nende ankurtipudy alumisel poolel.� Nende servade ts�uklil C asuvad otstipud, millega sisemine kom-ponent ts�ukli C k�ulge kinnitub ja t�anu millele ta eraldab tippeu0 ja v0, olgu x0 ja y0 (kui selliseid servapaare on mitu, siis vali-me neist �uhe v�alja). Joonistel loeme, et x0 asub ts�ukli C vasakul(tippude u0, v0 suhtes) ja y0 paremal poolel.Need vaadeldavad kaheksa tippu (u, v, u0, v0, x, y, x0, y0) v~oivad ts�uklilC asuda mitmes erinevas j�arjekorras. Samuti v~oivad osa nendest kok-ku langeda. Kuratowski tingimuse piisavuse t~oestuse me l~opetamegisellega, et vaatame k~oikv~oimalikud j�arjekorrad l�abi ning n�aitame, etk~oigil juhtudel peab graa�s G leiduma graa�ga K5 v~oi K3;3 hom�oo-morfne alamgraaf. Graa� G vaatlemine t�ahendab, et lisaks graa� Fservadele v~oime selles alamgraa�s kasutada ka t�aiendavat serva e tip-pude u ja v vahel.Variant 1 Tipud paiknevad ts�uklil C sellises j�arjekorras, et vaadel-dav sisemine komponent eraldab tippe u ja v ka t�anu servadele, miskinnituvad ts�ukli k�ulge tippudes x0 ja y0. Siin on v~oimalikud kaksalamvarianti.Variant 1.1 Tipp x0 asub tippude u ja u0 vahel ning tipp y0 tippudev0 ja v vahel (p~ohim~otteliselt v~oime lugeda, et x = x0 ja y = y0).Sel juhul sisaldab graaf G alamgraa�, mis on hom�oomorfne graa�gaK3;3. See alamgraaf on kujutatud joonisel 10.16.Variant 1.2 Tipp x0 asub tippude u0 ja v vahel ning tipp y0 tippudeu ja v0 vahel (p~ohim~otteliselt v~oime lugeda, et x = y0 ja y = x0).Sarnaselt eelmise juhuga leiame ka siin graa�st G alamgraa�, mis on91
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Joonis 10.16. Variant 1.1: K3;3u0

e y0xu vv0x0yJoonis 10.17. Variant 1.2: K3;3hom�oomorfne graa�ga K3;3. See variant on kujutatud joonisel 10.17.Variant 2 Tipud paiknevad ts�uklil nii, et vaadeldav sisemine kompo-nent ei eralda tippe u ja v t�anu servadele, mis kinnituvad ts�ukli k�ulgetippudes x0 ja y0. Sel juhul peavad tipud x0 ja y0 asuma m~olemadkas ts�ukli �ulemisel v~oi alumisel poolel (siinkohal loeme tippe u ja vkuuluvaks nii �ulemisele kui ka alumisele poolele). �Uldsust kitsenda-mata eeldame, et tipp x0 asub ts�ukli C �ulemisel poolel, s.t. tippudeu (kaasa arvatud) ja u0 (v�alja arvatud) vahel. T~oepoolest, kui see niiei oleks, siis v~oiksime joonisel �ara vahetada �ulemise ja alumise poolening tippe sobivalt �umber nimetada (vahetame �ara t�ahistused u0 jav0 ning t�ahistused x ja y). S~oltuvalt sellest, kas tipp x0 langeb kokkutipuga u v~oi ei, saame j�argmised variandid.Variant 2.1 Tipp x0 ei lange kokku tipuga u. Siis peab tipp y0 asuma92
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Joonis 10.18. Variant 2.1.1.1: K3;3
u x0 u0 vye v0

y0
Joonis 10.19. Variant 2.1.1.2: K3;3tippude u0 (v�alja arvatud) ja v (kaasa arvatud) vahel.Variant 2.1.1 Tipp y0 ei lange kokku tipuga v. Uurime, kummalpool tippu v0 asub tipp y.Variant 2.1.1.1 Kui tipp y asub tippude u ja v0 (v�alja arvatud) va-hel, siis on graa� G graa�ga K3;3 hom�oomorfne alamgraaf kujutatudjoonisel 10.18.Variant 2.1.1.2 Kui tipp y asub tippude v0 (v�alja arvatud) ja v va-hel, siis on graa� G graa�ga K3;3 hom�oomorfne alamgraaf kujutatudjoonisel 10.19.Variant 2.1.1.3 Kui tipp y langeb kokku tipuga v0, siis on graa� Ggraa�gaK3;3 hom�oomorfne alamgraaf kujutatud joonisel 10.20. Selleljoonisel me vaatame kolme tippu ts�uklil C, mille k�ulge meie vaadeldavsisemine komponent servaga kinnitub. Nende servade otstipud sellekomponendi sees peavad omavahel kuidagi �uhendatud olema, muu-93
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Joonis 10.20. Variant 2.1.1.3: K3;3x0 u0 ve y0y
u v0Joonis 10.21. Variant 2.1.2: K3;3hulgas peab leiduma mingi tipp selles komponendis, kust leiduvad�uksteisega mittel~oikuvad ahelad k~oigi kolme tipuni selle komponendi"�a�arel\. Punktiirjoon n�aitab ahelat, mis �uhendab tippe u ja y0.Variant 2.1.2 Tipp y0 langeb kokku tipuga v. Sel juhul on graa� Ggraa�ga K3;3 hom�oomorfne alamgraaf kujutatud joonisel 10.21. Si-semise komponendi sees olev tipp on leitud analoogiliselt variandiga2.1.1.3. Punktiirjoon n�aitab ahelat, mis �uhendab tippe u0 ja y. Jooni-sel on kujutatud tipu y asetsemist tippude u ja v0 vahel, kuid graa�gaK3;3 hom�oomorfse alamgraa� saab graa�s G leida t�apselt samal viisilka juhul, kui tipp y asuks teisel pool tippu v0 v~oi langeks selle tipugakokku (tipp y peab olema allpool tippu v).Variant 2.2 Tipp x0 langeb kokku tipuga u. Sel juhul v~oib y0 asudats�uklil C suvalises kohas, mis j�a�ab tippudest u0 ja v0 paremale. �Uldsustkitsendamata eeldame, et y0 asub tippude u0 (v�alja arvatud) ja v94
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Joonis 10.22. Variant 2.2.2(kaasa arvatud) vahel. Kui tipp y0 asuks tippude v ja v0 vahel, siisvahetame joonisel �ulemise ja alumise poole (seejuures vahetuvad kat�ahised: oma kohad vahetavad u0 ja v0 ning x ja y). Uurime, kas tippy0 langeb kokku tipuga v.Variant 2.2.1 Tipp y0 ei lange kokku tipuga v. Vahetades siin jooni-sel parema ja vasaku poole (seejuures vahetuvad t�ahised u ja v ningx0 ja y0) saame variandi 2.1.2.Variant 2.2.2 Tipp y0 langeb kokku tipuga v. See variant on kuju-tatud joonisel 10.22. Siin tuleb meil vaadata, kummal pool tippe u0ja v0 paiknevad tipud x ja y. Tipu x jaoks on meil kolm v~oimalikkuvarianti | tippude u ja u0 vahel, tippude u0 ja v vahel ning langebkokku tipuga u0. Tipu v jaoks on samamoodi kolm varianti, kokkuseega �uheksa varianti.Enamuse neist variantidest saame �uhekorraga l�abi vaadatud, va-hetades joonisel 10.22 t�ahistusi ja jooniseosasid j�argmiselt:� vahetame t�ahistused u ja u0;� vahetame t�ahistused v ja v0;� vahetame t�ahistused x ja x0;� vahetame t�ahistused y ja y0;� vahetame serva e ahelaga tipust u0 tippu v0 l�abi meie �kseeritudv�alimise komponendi.Me oleme variantidega 1 kuni 2.2.1 l�abi vaadanud k~oik juhud, kus�ulimalt �uks tippudest x0 ja y0 langeb kokku tipuga u v~oi v. T�ahistusi95
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Joonis 10.23. Variant 2.2.2, esimene v~oimalus: K5vahetades saame seega variandis 2.2.2 l�abi vaadatud k~oik juhud, kus�ulimalt �uks tippudest x ja y langeb kokku tipuga u0 v~oi v0. J�a�ab j�arelejuht, kus tipp x langeb kokku tipuga u0 ja tipp y langeb kokku tipugav0. Sel juhul vaatame ahelaid l�abi meie �kseeritud sisemise kompo-nendi tipust x tippu y ning tipust u tippu v. Sisemise komponen-di tasandilisuse t~ottu l~oikuvad need ahelad mingi(te)s tip(p)u(de)s.Nende ahelate l~oikumine saab toimuda kahel erineval v~oimalikul vii-sil. V~oib juhtuda, et neil kahel ahelal on �uksainus �uhine tipp. Sel juhulleidub graa�l G alamgraaf, mis on hom�oomorfne graa�ga K5, ta onkujutatud joonisel 10.23. Kui neil kahel ahelal on enam kui �uks �uhinetipp, siis vaatame esimest ja viimast tippu nende ahelate �uhisosal.Need tipud vastavad tippudele graa� G graa�ga K3;3 hom�oomorfsesalamgraa�s, vaata joonst 10.24.Sellega on tippude u, v, u0, v0, x, y, x0, y0 k~oikv~oimalikud paik-nemised ts�uklil C l�abi vaadatud. N�agime, et k~oigil juhtudel sisaldabgraaf G alamgraa�, mis on hom�oomorfne graa�ga K3;3 v~oi K5.�Ulesanded�Ulesanne 100. Leia, millised j�argmistest graa�dest on tasandilised:1. Kn, Km;n, Kl;m;n;2. Qn;3. Gn (vt. �ulesanne 25); 96



ux0 v0y y0v
u0x

e
Joonis 10.24. Variant 2.2.2, teine v~oimalus: K3;34. G8�8Ratsu (vt. �ulesanne 28);5. Qn;6. L(Kn).�Ulesanne 101. T~oesta, et Peterseni graaf pole tasandiline. Kas te-mas leidub graa�ga K5 hom�oomorfne alamgraaf? Aga graa�ga K3;3hom�oomorfne alamgraaf?�Ulesanne 102. N�aita, et kui tasandilise lihtgraa� k~oigi tippude asteon v�ahemalt 5, siis on sellel graa�l v�ahemalt 12 tippu. Kas leidubtasandiline graaf, mille iga tipu aste on 5?�Ulesanne 103. T~oesta, et kui n tipu ja m servaga tasandilise sidusalihtgraa� igal tahul on t serva, siis m = t(n� 2)=(t� 2).�Ulesanne 104. Kas v~oib v�aita, et hom�oomorfsete graa�de servgraa-�d on hom�oomorfsed?�Ulesanne 105. Kas v~oib v�aita, et kui graaf G on kokkut~ommatavgraa�ks K5, siis tal leidub ka graa�ga K5 hom�oomorfne alamgraaf?�Ulesanne 106. T~oesta, et kui graa�l G on v�ahemalt 11 tippu, siison v�ahemalt �uks graa�dest G ja G mittetasandiline. On v~oimalikn�aidata, et sama v�aide kehtib ka 9-tipuliste graa�de korral.�Ulesanne 107. Leia 8-tipulised graa�d G, mille korral1. nii G kui G on tasandilised,2. nii G kui G on mittetasandilised,3. G on tasandiline, aga G mitte.97



11. Graa� tippude v�arvimine11.1. �Uldiste graa�de v�arvimineOlgu G = (V;E) silmusteta graaf. Graa� G tippude v�arvimisvii-siks k v�arviga nimetatakse funktsiooni 
 graa� tippude hulgast Vhulka K = f1; : : : ; kg. V�arvimisviisi 
 nimetatakse korrektseks, kui eileidu serva, mille m~olemad otstipud oleksid sama v�arvi. Graaf G onv�arvitav k v�arviga siis, kui leidub tippude korrektne v�arvimisviis kv�arviga. V�arvide arvu k minimaalset v�a�artust t�ahistame s�umboliga�(G) ja nimetame graa� G kromaatiliseks arvuks tippude j�argi.On selge, et kui 
 : V �! K on mingi korrektne v�arvimisviis ja� : K �! K on mingi bijektsioon, siis ka � Æ 
 : V �! K on kor-rektne v�arvimisviis. See t�ahendab, et korrektse v�arvimisviisi v�arvi-de permuteerimine ei muuda v�arvimisviisi mittekorrektseks. N�aitekssaab omavahel �ara vahetada kaks v�arvi.Teoreem 11.1. Silmusteta graaf G on v�arvitav �(G)+1 v�arviga.T~oestus toimub induktsiooniga tippude arvu j�argi.On ilmne, et teoreemi v�aide kehtib �uhetipuliste graa�de jaoks.Olgu G mingi graaf ja oletame, et teoreemi v�aide kehtib k~oigi sel-lest graa�st v�aiksema tippude arvuga graa�de jaoks. Olgu v 2 V (G)ja 
 graa� Gnv mingi korrektne v�arvimisviis �(G) + 1 v�arviga. Etdeg(v) < �(G) + 1, siis leidub mingi v�arv i 2 f1; : : : ;�(G) + 1g nii,et tipu v �ukski naabertipp graa�s G pole v�arvitud v�arviga i. Kui met�aiendame v�arvimisviisi 
, v�arvides t�aiendavalt tipu v v�arviga i, siissaame graa� G korrektse v�arvimisviisi �(G) + 1 v�arviga. �Enamasti ~onnestub graa� tippe v�arvida ka �uhe v~orra v�aiksemav�arvide arvuga:Teoreem 11.2 (Brooks,1941). Kui graa�s G on tippude maksi-maalne aste �ulimalt d (kus d > 3) ja G ei sisalda (d+1)-tipulist klikki,siis �(G) 6 d.T~oestus. On selge, et teoreemi v�aide kehtib �uhetipuliste graa�-de korral. Oletame v�aitevastaselt, et teoreemi v�aide �uldiselt ei keh-ti ja G = (V;E) on minimaalse tippude arvuga kontran�aide. Olguv 2 V suvaline tipp graa�s G ning N(v) = fv1; : : : ; v`g tipu v naab-rite hulk, kus muidugi ` 6 d. Et G on minimaalne kontran�aide, siisgraaf H def= Gnv on v�arvitav d v�arviga. Olgu need v�arvid f1; : : : ; dg.Kui m~oni neist v�arvidest i ei esine hulgas f
(v1); : : : ; 
(v`)g, siis v~oik-sime v~otta 
(v) = i ja kogu graaf oleks v�arvitav d v�arviga, mis aga on98



v vj
viJoonis 11.1. Tipud v�arvidega i (must) ja j (valge)v�alistatud G valiku t~ottu. Seega peavad k~oik d v�arvi esinema hulgasf
(v1); : : : ; 
(v`)g, millest j�areldub ` = d, s.t. minimaalne kontran�ai-de G on d-regulaarne graaf. Samuti j�areldub siit, et graa� H iga kor-rektne v�arvimisviis d v�arviga peab kasutama k~oiki v�arve f1; : : : ; dg.Eeldame, et iga i korral 
(vi) = i.OlguHij graa�H alamgraaf, mille indutseerivad v�arvid i ja j, s.t.w 2 V (Hij) parajasti siis, kui 
(w) 2 fi; jg. Kui vi ja vj oleksid graa�Hij erinevates sidusates komponentides, nagu kujutatud joonisel 11.1,siis v~oiksime vahetada omavahel v�arvid i ja j �uhe komponendi piiresilma, et v�arvimisviis muutuks ebakorrektseks (joonisel 11.1 v~oiksimen�aiteks v�arvid vahetada m�argitud neljatipulises komponendis). P�a-rast seda protseduuri oleksid aga tipud vi ja vj sama v�arvi, mis onv~oimatu tehtud eelduse t~ottu. Olgu Cij see sidus komponent, kuhukuuluvad tipud vi ja vj .N�aitame, et sidus komponent Cij on ahel tipust vi tippu vj . Kuitipul vi oleks kaks sama v�arvi naabrit graa�s H , siis oleks tipul vigraa�s H �ulimalt d � 2 eri v�arvi naabrit, seega me v~oiksime muutatipu vi v�arvi, mist~ottu vi saaks olema sama v�arvi kui �uks naabritestfv1; : : : vi�1; vi+1 : : : ; vdg, mis on aga v~oimatu. J�arelikult on tipul viainult �uks naaber, mis on v�arvi j. Olguvi = u0 | u1 | : : :| w | : : :| um�1 | um = vjmingi ahel tipust vi tippu vj graa�s Hij ja w (vi poolt vaadatuna)esimene tipp selles ahelas, mille aste graa�s Hij on suurem kui kaks.Tipul w on graa�s H �ulimalt d�2 eri v�arvi naabrit. Seega me saametipu w v�arvida mingit v�arvi 
 62 fi; jg, misj�arel vi ja vj ei oleksenam ahelaga �uhendatavad. (Sellep�arast tuligi alustada tipust vi jak~oigepealt n�aidata, et tipul vi ei ole graa�s Hij rohkem naabreid kui�uks.) See on aga v~oimatu, nagu eelnevast arutelust selgus. Seega eileidu graa� Hij �uheski ahelas vi  vj kahest suurema astmega tippe,99



vk u CijCikv vj
viJoonis 11.2. Komponendid Cij ja Cikmillest j�areldubki, et Cij on ahel.Vaatame n�u�ud ahelaid Cij ja Cik (kus j 6= k) ning n�aitame, etnende ainus �uhine tipp on vi. Vastuv�aiteliselt oletame, et leidub tippu 2 Cij \ Cik , nii et u 6= vi. Ilmne on, et tipp u on v�arvitud v�ar-viga i. Samuti on ilmne, et u 6= vj ja u 6= vk , sest tippude vj ja vkv�arvid on vastavalt j ja k. Seega on u m~olema ahela sisepunkt ja
(u) = i t~ottu peab tipul u olema parajasti kaks naabrit v�arvi j jakaks naabrit v�arvi k. J�allegi peaks siis tipul u olema graa�s H �uli-malt d�2 eri v�arvi naabrit ja seega me saaksime tipu u v�arvida mingiv�arviga v�aljastpoolt hulka fi; j; kg, mis annab vastuolu, sest kompo-nent Cij (ja ka komponent Cik) laguneb kaheks komponendiks. SeegaCij \ Cik = fvig.Meie eeldusest Kd+1 6,! G j�areldub, et hulgas N(v) leiduvad kakstippu, mis pole servaga �uhendatud. �Uldisust kitsendamata v~oime eel-dada, et need tipud on v1 ja v2. Olgu x tipu v1 naaber, mis on v�arvitudv�arviga 2, s.t. (x; v1) 2 E ja x 2 C12. Komponent C12 ja samuti kom-ponent C13 on kujutatud joonise 11.3 vasakul pool. N�u�ud vahetamealamgraa�s C13 omavahel v�arvid 1 ja 3. Uues tekkinud v�arvimisvii-sis on meil uued ahelad C 0ij , vaata joonise 11.3 paremat poolt, kuson kujutatud C 012 ja C 023. Selge, et x 2 C 023, sest tipul v1 on ju uuesv�arvimisviisis v�arv 3. Ahelas C12 muutis ainult tipp v1 v�arvi, sestC12 \ C13 = fv1g. Seega ka uues v�arvimisviisis x 2 C 012, sest ta on�uhendatud ahela C12 abil tipuga v2. Kuid siis C 012 \ C 023 6= fv2g, misannab vastuolu varasemate t�ahelepanekutega ahelate Cij paiknemisekohta. �11.2. Tasandiliste graa�de v�arvimineTeoreem 11.3. Tasandiline lihtgraaf on v�arvitav kuue v�arviga.100
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v3 v1v2
v3Joonis 11.3. V�arvide vahetamine komponendis C13T~oestus. Selle teoreemi t~oestus on sarnane teoreemi 11.1 t~oestuse-ga. �Uhetipuliste graa�de jaoks on teoreemi v�aide ilmselt kehtiv. Ol-gu G n�u�ud n-tipuline tasandiline lihtgraaf ja kehtigu teoreemi v�aidegraa�de jaoks, millel on �ulimalt n�1 tippu. Olgu v graa�G mingi sel-line tipp, millel on �ulimalt 5 naabertippu; selline tipp leidub vastavaltj�areldusele 10.5. Graa�s Gnv on n� 1 tippu ja vastavalt induktsioonioletusele on ta v�arvitav kuue v�arviga. Graa� G korrektse v�arvimis-viisi kuue v�arviga saame graa� Gnv korrektsest v�arvimisviisist kuuev�arviga siis, kui me lisaks anname tipule v v�arvi, mis erineb k~oigitema naabertippude v�arvist. �Teoreem 11.4. Iga tasandiline lihtgraaf on v�arvitav viie v�arviga.T~oestus. J�allegi on �uhetipuliste graa�de jaoks teoreemi v�aite keh-tivus ilmne. Olgu G tasandiline lihtgraaf, millel on n tippu, ja kehtiguteoreemi v�aide graa�de jaoks, millel on �ulimalt n � 1 tippu. Olgu vgraa� G selline tipp, millel on �ulimalt 5 naabertippu (j�areldus 10.5).Kui tipul v on �ulimalt 4 naabertippu, siis vaatame graa� Gnv.Vastavalt induktsiooni oletusele on ta viie v�arviga v�arvitav; graa� Gkorrektse v�arvimisviisi viie v�arviga saame, kui v�arvime lisaks tipu vv�arviga, mis erineb k~oigi tema naabertippude v�arvidest.Oletame n�u�ud, et tipul v on t�apselt 5 naabertippu. Nende viietipu seas peavad leiduma tipud v0 ja v00, mis ei ole omavahel servaga�uhendatud, vastasel juhul sisaldaks G alamgraa�na graa� K5, misaga j�arelduse 10.4 kohaselt pole tasandiline. Olgu G0 saadud graa�stG servade fv; v0g ja fv; v00g kokkut~ombamisel; olgu w 2 V (G0) tipp,mis asendab graa�s G0 tippe v, v0 ja v00. Graaf G0 on tasandiline graafn� 2 tipuga ning induktsiooni oletuse kohaselt v�arvitav viie v�arviga.101



Olgu 
 selline korrektne v�arvimisviis. Graa�G korrektse v�arvimisviisisaame sel teel, et anname tippudele v0 ja v00 v�arvi 
(w) ning tipulev v�arvi, mis erineb k~oigi tema naabertippude v�arvidest. Selline v�arvleidub, sest kaks naabertippu on v�arvitud sama v�arviga. �Tegelikult kehtib ka v�aide, et iga tasandilise lihtgraa� saab v�ar-vida nelja v�arviga. Vastava h�upoteesi (nn neljav�arviprobleemi) p�us-titas esimesena 1852. aastal Fran
is Guthrie ja seda �uritati tulutultt~oestada rohkem kui sajandi jooksul. Probleemi lahendasid Ameeri-ka matemaatikud Kenneth Appel ja Wolfgang Haken l~oplikult alles1976. aastal, kasutades matemaatika ajaloos esmakordselt t~oestusesolulisel m�a�aral elektronarvuti abi.11.3. Kromaatiline pol�unoomSelle osa l~opetame uurimisega, kui mitmel viisil saab lihtgraa�G tippe korrektselt k v�arviga v�arvida. T�ahistagu PG(k) k~oigi sellistekorrektsete v�arvimisviiside 
 : V (G) �! f1; : : : ; kg arvu. FunktsiooniPG nimetatakse graa� G kromaatiliseks funktsiooniks.M~onede lihtsate graa�de G puhul on PG kergesti leitav. N�aiteksPOn(k) = kn. T~oepoolest, t�uhjas graa�s v~oib iga tipu v�arvida �ukstei-sest s~oltumatult k v�arviga. Samuti PKn(k) =Qn�1i=0 (k� i) | esimesetipu v�arvimiseks on k v~oimalust, teise v�arvimiseks k � 1 v~oimalust,kolmanda v�arvimiseks k� 2 v~oimalust jne. Kui G on n-tipuline puu,siis PG(k) = k � (k � 1)n�1. T~oepoolest, esimese tipu v�arvimiseks onk erinevat v~oimalust ja iga j�argmise (me eeldame, et j�argmisena v�ar-vitav tipp on m~one (ja t�apselt �uhe) juba v�arvitud tipu naabertipp)tipu v�arvimiseks k � 1 v~oimalust.Teoreem 11.5. Kui G on lihtgraaf ja e mingi tema serv, siisPG(k) = PG�e(k)� PG=e(k).T~oestus. Olgu v ja w serva e otstipud graa�s G. Vaatleme graa�G�e v~oimalikke v�arvimisviise. Kui 
 on graa� G�e mingi korrektnev�arvimisviis k v�arviga, siis osutuvad v~oimalikuks kaks varianti.Variant 1. Juhul 
(v) 6= 
(w) on 
 ka graa� G mingi korrektnev�arvimisviis. Seejuures saame me graa� G k~oik v�arvimisviisid k�atte.Seega on graa� G � e korrektsete k v�arviga v�arvimisviiside arv, kustippudel v ja w on erinev v�arv, v~ordne suurusega PG(k).Variant 2. Juhul 
(v) = 
(w) on 
 ka korrektne v�arvimisviisgraa�s, kus tipud v ja w on samastatud, s.t. graa�s G=e. J�allegi, mesaame k~oik v�arvimisviisid k�atte ja nende arv on PG=e(k).102



Kokkuv~otteks oleme n�aidanud, et PG�e(k) = PG(k)+PG=e(k). �J�areldus 11.6. Lihtgraa� kromaatiline funktsioon on pol�unoom.T~oestus toimub induktsiooniga graa� servade arvu j�argi.Kui lihtgraa�s G pole �uhtegi serva, siis on ta mingi graa�dest Onja tema kromaatiliseks funktsiooniks on kn. Kui graa�sG on servi, siisme eeldame, et k~oigi v�aiksema servade arvuga graa�de kromaatilisedfunktsioonid on pol�unoomid, muuhulgas on pol�unoomid ka PG�e jaPG=e. Teoreemi 11.5 j�argi on siis PG v~ordne kahe pol�unoomi vahega,j�arelikult on ta ka ise pol�unoom. �J�arelduse 11.6 t~ottu nimetataksegi graa� kromaatilist funktsioonienamasti tema kromaatiliseks pol�unoomiks.�Ulesanded�Ulesanne 108. Leia �ulesandes 27 toodud graa�de kromaatilised ar-vud tippude j�argi.�Ulesanne 109. Leia malendigraa�de Gn�nX kromaatilised arvud tip-pude j�argi, kui X 2 fKuningas; V anker;Odag (vt �ulesanne 28). N�ai-ta, et �(Gn�nLipp) > n.�Ulesanne 110. N�aita, et vahe �(G)��(G) v~oib olla kuitahes suur.�Ulesanne 111. Graa� G nimetame k-kriitiliseks, kui ta on tiputikorrektselt v�arvitav k v�arviga ja suvalise tipu v�aljaj�atmisel on alles-j�a�av graaf tiputi korrektselt v�arvitav v�ahem kui k v�arviga. Olgu u jav kaks servaga mitte seotud tippu k-kriitilises graa�s G. T~oesta, etleidub graa� G tippude korrektne v�arvimisviis k v�arviga, mille korraltipud u ja v on1. sama v�arvi,2. eri v�arvi.�Ulesanne 112. T~oesta, et kui graa� G tipud on (korrektselt) v�ar-vitud v�ahima v~oimaliku arvu v�arvidega, siis leidub iga kahe erinevav�arvi i ja j korral selline graa� G serv, mille �uks otstipp on v�arvitudv�arviga i ja teine otstipp v�arviga j.�Ulesanne 113. Kas v~oib v�aita, et iga graa� G korral1. �(G) = �0(L(G))? 2. �0(G) = �(L(G))?103



�Ulesanne 114. Leia, milliste n v�a�artuste korral leidub graa� Cn igakorrektse tippude v�arvimisviisi puhul �(Cn) v�arviga kaks sama v�arvitippu, millede omavaheline kaugus on 2.�Ulesanne 115. T~oesta, et iga lihtgraa� G korral on j�argmised v�aitedsamav�a�arsed:1. leidub niisugune korrektne graa� G tippude v�arvimisviis �(G)v�arviga, et iga tipu k~oik naabertipud on v�arvitud sama v�arviga;2. graaf G on kahealuseline.�Ulesanne 116. T~oesta, et kui mingi graa� servgraa� tipud on kor-rektselt v�arvitud, siis pole �ukski tipp seotud rohkem kui kahe samav�arvi tipuga.�Ulesanne 117. T~oesta, et kui graa�s G on n tippu ja m serva, siis�(G) > n2n2 � 2m:Milliste graa�de korral kehtib v~ordus?�Ulesanne 118. Leia graa� K5 � e (t�aisgraaf K5, millest on eemal-datud �uks serv) kromaatiline pol�unoom.�Ulesanne 119. Leia graa�de K1;n kromaatilised pol�unoomid.�Ulesanne 120.1. T~oesta, et graa� K2;n kromaatiline pol�unoom onk(k � 1)n + k(k � 1)(k � 2)n:2. T~oesta, et n-tipulise ts�ukli Cn kromaatiline pol�unoom on(k � 1)n + (�1)n(k � 1):�Ulesanne 121. T~oesta, et j�argmiste graa�de kromaatilised pol�unoo-mid on v~ordsed:
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���Ulesanne 122. Leia graa�Wn (n-tipuline "ratas\ | Cn�1 koos �uhet�aiendava tipuga, mis on �uhendatud k~oigi �ulej�a�anud tippudega) kro-maatiline pol�unoom. 104



�Ulesanne 123. T~oesta, et kui G on mittesidus lihtgraaf, siis on temakromaatiline pol�unoom v~ordne tema sidusate komponentide kromaa-tiliste pol�unoomide korrutisega.�Ulesanne 124. T~oesta, et n-tipulise graa� kromaatilise pol�unoomiaste on n.�Ulesanne 125. T~oesta, et kui G on n tipu, m serva ja t sidususakomponendiga lihtgraaf siis G kromaatilises pol�unoomisankn + an�1kn�1 + : : :+ a1k + a01. an = 1. 2. an�1 = �m.3. at�1 = at�2 = � � � = a0 = 0. 4. an; an�1; : : : ; at 6= 0.5. an; an�1; : : : ; at on vahelduvate m�arkidega.�Ulesanne 126. T~oesta, et kui G on sidus graaf, milles on n tippu,siis iga k korral PG(k) 6 k(k � 1)n�1.�Ulesanne 127. T~oesta, et n-tipuline lihtgraaf G on puu parajastisiis, kui tema kromaatiline pol�unoom on k(k � 1)n�1.�Ulesanne 128. Kas leidub graafe G, kus1. PG(k) = k4 � 3k3 + 3k2?2. PG(k) = k4 � 3k3 + 2k2?3. PG(k) = k5 � 4k4 + 5k3 � 2k2?Kui vastus on jaatav, siis leia k~oik sellised graa�d.
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12. Erd}os-Renyi teoreemSenini oleme vaadanud ainult l~oplikke graafe, s.t. graafe, mille tip-pude ja servade hulgad on l~oplikud. K�aesolevas osas t~oestame me �uhetulemuse l~opmatute graa�de kohta. T�apsemalt �oeldes, me vaatlemelihtgraafe, mille tippude arv on loenduv. Sel juhul v~oime me graa� ti-puhulga samastada naturaalarvude hulgaga N ja graa� servade hulgaN-i kaheelemendiliste alamhulkade hulga mingi osahulgaga.Tulemus, mille me siin t~oestame, on j�argmine:Teoreem 12.1. (Erd}os-Renyi) Leidub t�apselt �uks (isomor�smit�apsuseni) juhuslik loenduva v~oimsusega tipuhulgaga lihtgraaf.Meil tuleks seletada, mida kujutab endast " juhuslik loenduv graaf\.Me m~otleme siin, et graaf on loodud j�argmise stohhastilise protsessit�o�o tulemusena:1. Olgu G graaf tipuhulgaga N ja servahulgaga 
= .2. Iga i; j 2 N jaoks, kus i < j, viska m�unti. Kui tulemuseks onkull, siis lisa serv fi; jg graa� G.3. V�aljasta graaf G.Teoreemi v�aide t�ahendab n�u�ud seda, et kui me jooksutame seda prot-sessi kaks korda ja saame seega loenduvad graa�d G1 ja G2, siis ont~oen�aosus, et need graa�d on isomorfsed, v~ordne �uhega.Kuna meie t~oen�aosusteoreetiline intuitsioon pole l~opmatute hul-kade korral enam nii vabalt kasutatav, siis de�neerime me siinkohal,mida t~oen�aosus endast antud juhul �uldse kujutab. Olgu G k~oigi loen-duvate silmusteta lihtgraa�de hulk. �-algebra hulgal G on mingi Galamhulkade hulk �, mis rahuldab j�argmisi tingimusi:� 
= 2 �;� kui H 2 �, siis ka GnH 2 �;� kui Hi 2 �, kus i 2 N, siis ka S1i=1Hi 2 �.Sellest de�nitsioonist j�areldub muuhulgas, et ka G 2 � ning � onsuletud ka loenduva �uhisosa suhtes. �-algebra elemente nimetatakses�undmusteks.Olgu � mingi �-algebra hulgal G. T~oen�aosus on mingi funktsioonp hulgast � (s.t. p argumentideks on s�undmused) l~oiku [0; 1℄, misrahuldab j�argmisi tingimusi:� p(
= ) = 0; 106



� p(GnH) = 1� p(H);� kui hulgad Hi, kus i 2 N, on omavahel paarikaupa l~oikumatud,siis p(S1i=1Hi) =P1i=1 p(Hi).Muuhulgas j�areldub sellest de�nitsioonist, et kui H1 � H2, siis kehtibv~orratus p(H1) 6 p(H2).Me �kseerime n�u�ud �uhe teatava �-algebra, mida me edaspidi ka-sutame. Olgu Hi;j , kus i; j 2 N ja i < j, j�argmine loenduvate graa�dehulk: Hi;j = fG j G 2 G; fi; jg 2 E(G)g :� olgu �-algebra, mille genereerivad hulgad Hi;j . S.t. k~oik hulgadHi;j on � elemendid ning peale selle on � elementideks veel k~oik needhulgad, mis tuleb talle lisada, et � oleks �-algebra. Alternatiivseltv~oime de�neerida � kui v�ahima �-algebra, mis sisaldab hulki Hi;j .See de�nitsioon on korrektne, kuna� Leidub v�ahemalt �uks �-algebra, mis sisaldab s�undmusi Hi;j |selleks on G k~oigi osahulkade hulk.� On kerge veenduda, et suvalise hulga �-algebrate �uhisosa onj�alle �-algebra.Seega on � k~oigi nende �-algebrate �uhisosa, mis sisaldavad s�undmusiHi;j .Kui me � niimoodi defneerime, siis sisaldab ta muuhulgas ka k~oiki�uheelemendilisi hulki fGg, kus G 2 G. Seega omab eelpoolkirjeldatudstohhastilise protsessi abil graa� v�aljavalimine m~otet | selle prot-sessi tulemus on s�undmus. See stohhastiline protsess de�neerib meileteatava t~oen�aosuse P �-algebral �.Asume n�u�ud t~oestama teoreemi 12.1.T~oestus. Vaatame omadust (12.1), mida mingi graaf G v~oib ra-huldada, aga v~oib ka mitte rahuldada:Suvaliste l~oplike �uhisosata tipuhulkade U; V � V (G)jaoks leidub tipp z 2 V (G)n(U [ V ), mis on �uhenda-tud k~oigi U elementidega ja mitte �uhegi V elemendiga. (12.1)Teoreem j�areldub n�u�ud j�argmisest kahest v�aitest.� V�aide 1. Juhuslik loenduv graaf rahuldab omadust (12.1) t~oe-n�aosusega 1.� V�aide 2.Kui kaks loenduvat graa� rahuldavad omadust (12.1),siis nad on isomorfsed. 107



V�aite 1 t~oestus. Meil tuleb n�aidata, et omaduse (12.1) mittekeh-timise t~oen�aosus on null. Uurime k~oigepealt omaduse (12.1) mitte-kehtimise t~oen�aosust, kui hulgad U ja V on mingil viisil �kseeritud.Kui me �kseerime ka tipu z, siis on omaduse (12.1) mittekehtimiset~oen�aosus 1 � 12jUj+jV j . Tipu z valimiseks on l~opmata palju v~oima-lusi, seega on k~oigi tippude jaoks kokku omaduse (12.1) (�kseeritudhulkadega U ja V ) mittekehtimise t~oen�aosus 0.Erinevaid l~oplike hulkade paare (U; V ) on loenduv arv. Seega,summeerides eelmises l~oigus saadud t~oen�aosused �ule k~oikv~oimalikehulkade paaride (U; V ) saame �ulemise t~okke omaduse (12.1) mitte-kehtimise t~oen�aosusele. See summa on 0. Seega kehtib omadus (12.1)t~oen�aosusega 1.V�aite 2 t~oestus. Olgu � ja � kaks loenduvat graa�, mis rahulda-vad tingimust (12.1). OlguX = V (�) ja Y = V (�), me konstrueerimeisomor�smi � : X �! Y . Me konstrueerime ta etapiviisiliselt, enneiga etapi algust on � de�neeritud hulga X mingil l~oplikul alamhulgal.Enne esimest etappi pole � kuskil de�neeritud.Etapi j�arjekorranumbriga n de�nitsioon s~oltub sellest, kas n onpaaris v~oi paaritu. Kui n on paaritu, siis olgu xn 2 X v�ahim (hulk Xon tegelikult naturaalarvude hulk N) selline tipp, mille korral �(xn) eiole de�neeritud. Olgu U 0 � X k~oigi selliste tippude hulk, mis on �uhen-duses tipuga xn ja mille jaoks � on juba de�neeritud. Olgu V 0 � Xk~oigi selliste tippude hulk, mis ei ole �uhenduses tipuga xn ja millejaoks � on juba de�neeritud. Kuna graaf � rahuldab omadust (12.1),siis leidub tipp yn 2 Y , nii et yn 62 �(U 0)[�(V 0) ning yn on �uhendatudhulga �(U 0) k~oigi elementidega ja ei ole �uhendatud hulga �(V 0) �uhegielemendiga. Paneme veel t�ahele, et yn ei ole funktsiooni � v�a�artuseksm~onel kohal, kus ta juba de�neeritud on, sest � on de�neeritud ainulthulgal U 0 [ V 0. De�neerime �(xn) = yn.Kui n on paaritu, siis olgu yn 2 Y v�ahim selline tipp, mis eiasu juba � muutumispiirkonnas. Olgu U 0 � Y k~oigi selliste tippu-de hulk, mis on �uhenduses tipuga yn ja mis juba asuvad � muutu-mispiirkonnas. Olgu V 0 � Y k~oigi selliste tippude hulk, mis ei ole�uhenduses tipuga yn ja mis juba asuvad � muutumispiirkonnas. Ku-na graaf � rahuldab omadust (12.1), siis leidub tipp xn 2 X , nii etxn 62 ��1(U 0) [ ��1(V 0) ning xn on �uhendatud hulga ��1(U 0) k~oigielementidega ja ei ole �uhendatud hulga ��1(V 0) �uhegi elemendiga.Samuti pole �(xn) veel de�neeritud. Me de�neerime �(xn) = yn.Peale loenduvat arvu etappe oleme me de�neerinud � iga x 2 Xjaoks ning iga y 2 Y kuulub � muutumispiirkonda. Peale selle onilmne, et � on monomor�sm. �108



Indeksabieluprobleem, 54ahel, 13Euleri, 23Hamiltoni, 29kinnine, 14M -laienev, 52M -vahelduv, 52suurendav, 45alamgraaf, 13algoritmFleury, 25Ford-Fulkerson, 47Kruskal, 39algtipp, 11alus, 15aluspuu, 39aste, 12lokaalne, 12Aut, 18automor�sm, 13automor�smir�uhm, 19Cn, 19d, 20d, 14deg, 12��!deg!, 42 ��deg!, 42�, 66diameeter, 20E , 11e, 20Edmonds-Karpi t�aiendus, 48ekstsentrilisus, 20graafbikromaatiline, 15

Euleri, 23Gr�otzs
hi, 27Hamiltoni, 29Hamiltoni-sidus, 37�0-kriitiline, 71juhuslik loenduv, 106k-aluseline, 15kahealuseline, 15kordsete servadega, 10l~oplik, 10l~opmatu, 10Ore-kinnine, 32paaritu, 21Peterseni, 19planaarne, 78pool-Euleri, 23pool-Hamiltoni, 29regulaarne, 12sidus, 14suunamata, 10suunatud, 10tasandiline, 78t�aielik k-aluseline, 15t�aielik kahealuseline, 15haaremiprobleem, 65�, 98�0, 66hom�oomorfne, 81intsidentne, 11intsidentsusfunktsioon, 11isomor�smgraa�de, 13joon, 78Jordani, 78pidev, 78sirgestuv, 78109



Kn, 15kaal, 39kaar, 11kaaslusmaatriks, 12kate, 56kaugus, 14klikk, 72kokku t~ombamine, 81kolmnurk, 21koosk~ola, 52maksimaalne, 52t�aielik, 52kriitiline tipupaar, 49kromaatiline arvservade j�argi, 66tippude j�argi, 98kromaatiline funktsioon, 102kromaatiline pol�unoom, 103ladina ristk�ulik, 64ladina ruut, 64leht, 40lihtahel, 14, 19lihtgraaf, 10lihttee, 14l�abilaskev~oime, 42l�ahe, 42l~oige, 45minimaalne, 45l~oiketipp, 83l~opptipp, 11maatriksbistohhastiline, 63permutatsiooni-, 63malendigraaf, 27mets, 38monomor�sm, 13naabertipp, 12naabrusmaatriks, 12nullgraaf, 15nullvoog, 46

On, 15Oddk, 21odd, 58Ore sulund, 32otspunkt, 78otstipp, 11Pn, 19permanent, 63PG, 102pikkusahela, 14joone, 78poolitamine, 81puu, 38Qn, 26r, 20r, 73raadius, 20Ramsey arvud, 73ratas, 104serv, 11servgraaf, 20sidus komponent, 14�-algebra, 106sild, 24silmus, 10, 11sisend, 42sisendaste, 42skelett, 39suue, 42s~oltumatu hulk, 72tahk, 79tee, 13teoreemBerge, 52Brooks, 98Erd}os-Renyi, 106Erd}os, 76110



Euler, 23Ford-Fulkerson, 45Hall, 54Kuratowski, 82K�onig, 56Ore, 30Ramsey, 74Tutte, 58Vizing, 67Wagner, 82tipp, 11rippuv, 40toes, 39transversaal, 64tsenter, 20ts�ukkel, 14, 19Hamiltoni, 29turniir, 37t�aiendgraaf, 12t�aisgraaf, 15t~ouk, 41valemEuler, 79valents, 12voog, 42k�ullastamata, 45v�aljund, 42v�aljundaste, 42v�arvimisviisservade, 66tippude, 98v�a�artusvoo, 42v~ork, 42Wn, 104�ulemgraaf, 31
111


