A

3.   (4,5 p.) Kui valem on samaselt tõene, siis tõestada seda (kasutades soovi korral ka loengutes saadud samaväärsusi). Kui ei, siis leida interpretatsioon, kus ta on väär.
Iga valemi kohta peab olema antud selge vastus, kas ta on samaselt tõene või mitte. 
Tõestuses peab iga rea kohta olema öeldud, milliste eelmiste ridade põhjal ja kuidas ta on saadud.
Üldisi kommentaare
1. Ülesande teksti viimane rida käib ka tõesuspuu kujul antud tõestuste kohta.
2. Väga paljud püüdsid valemeid enne arutluse algust teisendada. Ei meenu ühtegi juhtu, kus sellest kasu oleks olnud. Enamasti teisendati valemid esialgsetest keerulisemateks. Üsna paljud teisendasid nad arutluse alguses sisuliselt tagasi esialgsele kujule ja alles siis algas lahenduse mõtet omav osa.

A3.1) (xA(x) & (xB(x) ( (x(A(x) & B(x))
Tõestame, et valem on samaselt tõene.
Olgu implikatsiooni eeldus täidetud:
(xA(x) & (xB(x) =t     (1).  


Konjunktsiooni definitsiooni põhjal  siis
(xA(x) = t  
(2)  


ja  

(xB(x) =t
(3).
(3) põhjal peab põhihulgas leiduma element a, nii et
B(a) = t.
(4) põhjal siis ka
A(a) = t.    (5)
Järelikult  
A(a)&B(a)= t    (6)  

ja seega      (x(A(x) & B(x))=t   
(7).

Oleme näidanud, et implikatsiooni vasaku poole tõesusest järeldub parema poole tõesus.

Kommentaare

1. Kui oleksime hakanud konstrueerima kontramudelit, siis oleksime alguses oletanud vastuväiteliselt, et kehtib  (1)   ja lisaks sellele  (x(A(x) & B(x)) = v   (1a).
Edasi oleks kõik toimunud samamoodi, kuni oleksime leidnud, et (7) ja (1a) on vastuolus, mistõttu kontramudel pole võimalik.

2. Kui oleksime (3) asemel esimesena avanud (2): 
„Olgu  a suvaline põhihulga element. Siis (2) põhjal A(a)=t“, siis poleks meil (3) avades olnud alust väita, et B on tõene samal elemendil, ja meil oleks olnud  A(a)=t ja B(b)=t.

3. Mitmed kontrolltööst osavõtjad asendasid selles ja järgmises ülesandes valemi  

(x(A(x) & B(x)) valemiga  (xA(x) & (xB(x), aga konjunktsioon ei distributeeru ju olemasolu kvantoriga.

A3.2)  (x(A(x) & B(x)) ( (xA(x) & (xB(x)
Valem pole samaselt tõene. Näitame, kuidas tekib kontramudel.

Otsime interpretatsiooni, kus  (x(A(x) & B(x)) =t  (1)  

ja (xA(x) & (xB(x)= v  (2)

Siis peab põhihulgas leiduma element a, nii et 

A(a)&B(a)= t    (3), s.t.

A(a) = t  (4)  ja

B(a) = t  (5)
Siit näeme, et implikatsiooni vasaku poole tõesuse korral on alati ka (xB(x)=t ja järelikult on parema poole vääruseks vajalik  (xA(x)= v. Seda võime tõepoolest saavutada, kui lisame kandjasse elemendi b, kus A(b)= v.

Seega on kontramudeliks intepretatsioon, kus  M={a,b}, A(a)=B(a)=t  ja A(b)=v. B(b) tõeväärtus võib olla suvaline. Valemite tõeväärtuste kontrolli jätame lugejale.
Kommentaare

1. Kui valem pole samaselt tõene, nõudis ülesande tekst vastavat interpretatsiooni, mitte tingimusi selle kohta, milline see interpretatsioon peks olema.

A3.3) (x(A(x) ( B(x)) ( ((xA(x) ( (xB(x))
Näitame, et valem on samaselt tõene.

Olgu mingis interpretatsioonis  (x(A(x) ( B(x)) = t (1).

Piisab, kui tõestame, et siis ka (xA(x) ( (xB(x) = t. 
Selleks vaatleme olukorda, kus (xA(x) = t.  (2)

Esialgse valemi samaselt tõesuseks piisab, kui tõestame, et  (xB(x) =t.
Tähistagu  a  interpretatsiooni kandja suvalist elementi. 

Siis  (2) põhjal A(a)=t   (3) ja

(1) põhjal  A(a) ( B(a) =t . (4)

(3) ja (4) annavad B(a)=t.

Seega oleme näidanud, et interpretatsiooni kandja suvalise elemendi a korral B(a)=t, st 

(xB(x) =t, mida oligi tarvis tõestada.

Kommentaare

1. (x(A(x) ( B(x)) tähendab seda, et A ja B tähistavad ühte ja sama põhihulgal defineeritud predikaati. 

2. Üldisuse kvantor ei distributeeru ei ekvivalentsi ega implikatsiooniga, st implikatsiooni kumbagi poolt ei saa teisendada teise poolega sarnasele kujule. 

B
B3.1) (xA(x) ( (xB(x) ( (x(A(x) ( B(x))
Siin peaks olema ilmne, et tuleb otsida kontramudelit. Ei saa ju olla, et ka juhul (xB(x) on tingimata tõene (x(A(x) ( B(x)).

Kui mudelis on selline element a, et B(a)=t, siis vasak pool on tõene. Kui seal on selline element b, et A(b)=B(b)=v, siis parem pool on väär. Seega võime võtta:

M={a,b}, B(a)=t, A(b)=B(b)=v, A(a) võib olla suvaline.

B3.2) (x(A(x) ( B(x)) ( (xA(x) ( (xB(x)
Püüame siin leida kontramudelit. Kontramudelis peab olema 

(x(A(x) ( B(x))=t  (1)    ja 
(xA(x) ( (xB(x)=v, st
(xA(x) =v   (2) ja  
(xB(x)=v     (3)

Võrduse (2) tõttu leidub mudelis element a, nii et A(a)=v.

(1) tõttu kehtib A(a) ( B(a)=t, 

seega peab olema B(a)=t.

Aga siis ka (xB(x)=t, st oleme saanud vastuolu seosega (3).

Järelikult on kontramudel võimatu ja valem on samaselt tõene.
B3.3) (x(A(x) ( B(x)) ( ((xA(x) ( (xB(x))
Siin on samuti kasulik aru saada, et implikatsiooni vasak pool tähendab: A ja B tähistavad ühte ja sama predikaati (mis on tõene samadel kandja elementidel). Siis on selge, et vasakust poolest peab järelduma parem, sest B õn tõene samal elemendil, kus A.
Olgu (x(A(x) ( B(x)) =t (1) 
Näitame, et (xA(x) ( (xB(x)=t. Selleks eeldame, et 

(xA(x)=t  (2) 

ja näitame, et siis ka  (xB(x)= t. (3)

(2) tähendab, et mudeli kandjas leidub element a, nii et A(a)=t.

(1) tõttu kehtib A(a) ( B(a) =t.

Viimasest kahest võrdusest saame B(a) =t.

Järelikult (xB(x)= t, m.o.t.t.

