Integraaliteooria

Swen Laur

13.-19. detsember

1 Mooduga ruum (7,2, o)

Definitsioon 1
Olgu T abstraktne hulk ning olgu Ay hulga T alamhulkade siisteem. Siis hul-
kade ststeemi 2y nimetatakse algebraks parajasti siis, kui

1. T,@EQ[Q,’
2. Aedy = Ae;
3. A,BEQ[Q :>AUBEQ[Q

Definitsioon 2
Algebrat A nimeteatakse sigma-algebraks, kui on tdidetud sigma-adititvsuse
tingimus:
o0
i=1
Definitsioon 3
Olgu meil antud algebra Ay, siis funktsiooni ug : Ay — R nimetatakse
maooduks kui ta vastab jargmistele tingimustele:

1. VA € 2y ,lLo(A) >0;
2. vAl,AQ €Ay : A mAQ =0 = ,LL()(Al UAQ) = ,UO(AI) +,LL0(A2).

Definitsioon 4
Sigma-algebral A mdadratud méotu p nimetatakse sigma-aditiivseks mmaooduks,
kui on tdidetud tingimus:

BVANE, CN: ANA =0 it = u<[’j Ai> = S u(Ay).
=1 =1

Definitsioon 5
Moééduga ruumiks nimetatakse kolmikut (T, 2o, 10).



Algebra omadused:
1. A;Bey = AN B € Ap;
2. A, Bey = A\ B € ;
3. algebra on kinnine 16plike summade ja iihisosade suhtes;

4. kui algebra on sigma-algebra, siis on ta kinnine ka loenduva iihendi ja
ithisosa suhtes.

Mé&odu omadused:
1. AC B, A,B € po(A) < po(B);
2. VA € g po(A) < po(T);
3. VA, B € %o po(AUB) < po(A) + po(B).

Teoreem 1
Hulga T iga alamhulkade stisteemi B korral leidub minimaalne sigma-algebra
A, mis sisaldab B st. kui B sisaldub sigma-algebras M, sits A C M.

Definitsioon 6
Olgu meil hulkade jada A, selline, et A, D A,41. Hulk A on piirvidrtuseks

lim A,, = A parajasti siis, kui (| A, = A. Tdhistatakse ka Ay, = A
n n=1
Definitsioon 7
Olgu meil hulkade jada A, selline, et A, C An41. Hulk A on piirvidrtuseks
lim A,, = A parajasti siis, kui |J A, = A. Tihistatakse ka A, I A

n=1

Teoreem 2
Olgu meil sigma-algebra Uy, siis jairgmised kolm vdidet on samavddrsed:

1. moéot p on sigma-aditiivne;
2. iga iiksteisesse sisestatud hulkade jada (A;)32, C 2 korral, kui A, = 0,
siis p(An) — 0;

3. iga hulkade jada (A;)2, C A puhul, kui A, C Apy1 ning A, 2 A, siis
((An) = p(A).

Jareldus 2.1
Sigma-aditiiune moot on nii tlalt kui alt pidev st. A,, - A, siis toimub koo-
numine u(A,) = u(A).



2  Klassid H(T, 2, po) ja HT(T, Ao, 110)

Definitsioon 1

Olgu meil mooduga ruum (T, Ao, o), siis funktsiooni f : T — R nimetatakse
lihtsaks funktsiooniks parajasti siis, kui leiduvad paarikeupa loikumatud hulgad
Al,AQ, . ,An TLZZ, et

1. Al,AQ,... ,An (S Q[Q,'

i=1

3

3. ey, e, .. ER O f(E) = D0 eixa,(t).
i=1

K2

Definitsioon 2 .

Lihtsa funktsiooni f(t) = 3 cixa, (t) integraaliks nimetatakse reaalarvu
i=1

Iof = [ fduo = iCiNO(Ai)~

Definitsioon 3

Lihtsate funktsioonide f ja g tlemiseks ja alumiseks mdhkijaks nimetatakse
funktsioone sup{f,g} : T — R ning inf{f, g} : T — R, mis on defineeitud
jdrgnevalt

vt e T sup{f,g}(t) = sup {£(t),g(D)}, nf {£,g}(t) = inf {£(£), g(1)}.

Definitsioon 4
Klassiks H(T, o, po) nimetatakse lihtsate funktsioonide hulka ruumil (T, 2o, po)-

Definitsioon 5
Klassiks HY (T, %o, j10) nimetatakse mittenegatiivsete lihtsate funktsioonide
hulka ruumil (T, Ao, o).

Klassi H(T, o, po) struktuurilised omadused:

1. H(T, o, p10) on vektoruum iile R
f?g € H(T79[07,UJ0) = f+g € H(Tvglo,uo)
f € H(T7m07u0)7)‘ ER = )\f € H(T7m07uo);

2. H(T,, po) on voreline
fvg S H(TamOaﬂ(J) = Sup{fvg}uinf{fug} S H(T7m07/1*0);

Integraali omadused klassis H (T, o, po):
L. f,g € H(T, ™o, o) = Io(af + Bg) = alof + Blog;
2. fvg € H(T7m07MO)7Vt erT g(t) < f(t) = I(Jg < IOf



Teoreem 1 (Monotoonse koondumise omadus)

Kui méot po on selline, et iga iksteisesse sisestatud hulkade jada (A,) €
Ao, mille korral leiab aset koondumine A, — 0, puhul toimub koondumine
po(An) = 0 st. méot on pidev hulgal 0. Olgu lihtsate funktsioonide jada (f,) C
H(T, 2y, o), mis igas punktis t € T koondub monotoonselt nulliks, siis toimub
koondumine I f, — 0.



3 Kilass L()(T, Q[(), ,LL())

Definitsioon 1

Funktsioon f : T — R on klassis Lo(T, o, po) parajasti siis, kui leidub funkt-
sioonide jada (fn) C H (T, o, uo) nii, et iga t € T jada (fn(t)) koondub mo-
notoonselt kasvades arvuks f(t).

Maéarkus: Lopmatusse hajuva rea piirvddrtuseks loetakse oo ja defineeritakse
sellega tehted kooskolas piirvidrtustega.

Definitsioon 2
Funktsiooni f klassist Lo(T, o, o) tlemiseks integraaliks nimetatakse piirvidrtust

Tof =limIof,.

Definitsioon 3
Hulka Z C T nimetatakse hiljatavaks hulgaks, kui leidub funktsioon f €
Lo(T, 2, o) nii, et igat € Z korral f(t) = co ja Iyf < oo.

Definitsioon 4
Me ditleme, et omadus O(t) kehtib peaaegu koikjal, kui O(t) kehtib hulgal
T\ Z, kus Z on hiiljatav hulk.

Klassi Lo (T, 20, o) struktuurilised omadused:

1. Lo(T, Ao, pro) on kinnine liitmise ja mittenegatiivse arvuga korrutamise
suhtes

f?g S LO(T7 QlOvluJO) = f+g € LO(Ta 2l()v,UJO)
f Z?’LL()(T, QlOa,uO)v A > 0 = Af € LO(Ta 2l()v,UJO)
0e L(Tummuo);

2. Lo(T, o, po) on voreline
f?g € LO(T7 QlOvluO) = sup {fvg}alnf {fag} € LO(Ta 2[0,#0);

3. HY(T, o, po) € Lo(T, Ao, o).

Integraali omadused klassis Lo(.):
1. f,g € Lo(T, Ao, o), ., >0 = Io(af + Bg) = alof + Blog;
2. f.g € Lo(T, Ao, p0), Vt €T f(t) > g(t) = Iof = Iog;
3. fe HN T, Ao, p0) = Iof = Iof.

Hiiljatud hulkade omadused:

1. AC Z,Z on hilljatav = A on hiljatav;

2. (Z,)%;0on hilljatavad hulgad = |J Z, on hiljatav;
1

n=

3. o(A) =0 = A on hiiljatav.



Teoreem 1
Funktsioon f : T — R on klassis Lo(T, %), po) parajasti siis, kui funkt-

sioon esitub kujul f(t) = Y. hn(t), kus funktsioonid (hy) € HT (T, 2o, o) ja
n=1
n=1

Teoreem 2 (Borel’i printsiip)

Kui funktsioonide jada (fy) € Lo(T, o, p10) ning f(t) =

118

fn(t), siis funkt-

n=1

sioon f € LO(T7 QlOvluO) ja Ef = E I_Ofn
n=1
Teoreem 3 (Lihendusteoreem) -
Olgu funktsioon f € Lo(T, %o, o) ja Iof < oo, siis iga e > 0 leidub funkt-
sioon he € HY(T, Ao, po) nii, et f — he € Lo(T, Ao, o) ning Io(f — he) < €.



4 Klass L(T, %, i)

Definitsioon 1

Funktsioon f : T — R on klassist L(T, 2, uo) parajasti siis, kui leiduvad
funktsioonid f1, f2 € Lo(T, %o, o) nii, et Iof1, Iofa < 0o ning peaaegu koikjal
f@) = f1(t) — f2(t). Sealjuures nimetame funktsiooni f Lebesque’ integraaliks
arvu If = fT fd,uo = IOfl — Iofg.

Klassi L(T, o, po) struktuurilised omadused:

1. L(T, o, o) on vektoruum iile R
f?geL(T7m07M0) = f+g€L(T7mO7MO)
fEL(T,Qlo,/,Lo), AER = )\fEL(T,Q[Q,/,LO),

2. L(T, o, 110) on voreline
f?g € L(Ta 2[0,,&0) = sup {fag}vlnf {fvg} € L(Ta 2[0,,&0);

3. funktsioonid on absoluutselt integreeruvad
f € L(Ta 2l()v,UJO) = |f| € L(Ta 2[0,,&0);

4. H(Ta 2[0,,&0) < L(T7 QLO)MO);
5. {f € LO(T7 Q[O,,U()) |Ef < OO} - L(T7 Q[O,,UO)-

Integraali omadused klassis L(T, o, 10):
L. f,g9 € Lo(T, %o, po), o, € R = I(af + Bg) = ol f + plg;
2. f,g € L(T, Ao, o), f(t) > g(t) peaaegu koikjal = If > Ig;
3. f€L(T, ™o, po) = [Lf] < IIf;
4. f € H(T, ™o, po) = I1f =1Iof;

5. feLO(TanOa,uO)mL(TanOMUJO) = If:I_Of

Teoreem 1 (Lihendusteoreem)

Olgu funktsioon f € L(T,o,po) ning peaaegu koikjal f(t) > 0, siis iga
e > 0 leiduvad funktsioonid f5,f5 € Lo(T, o, o) nii, et Inff < oo, Infs < ¢
ning peaaegu koikjal f(t) = fi(t) — f5(t).

Teoreem 2 (Levi teoreem)
Olgu funktsioonide jada (f,) C L(T, Ao, uo) kusjuures peaaegu koikjal f,,(t) >

0 ning Z If, < oo. Siis funktsioon f(t) = E fn(t) koondub peaaegu kéikjal
n=1

n=1

ja f € L(T, o, o), kusjuures If = > If,.
n=1

Jéreldus 2.1
Olgu funktsiooniks f peaaegu koikjal monotoonselt kasvav funktsioonide ja-
a (fn) C L(T,2, 1o) ja leidugu piirvidrtus imIf, < oo. Siis funktsioon



f € L(T7m07MO) j(l If = hmIfn

Jareldus 2.2
Olgu funktsiooniks f peaaegu koikjal monotoonselt kahanev funktsioonide jada
(fn) C L(T, ™A, o) selline, et leidub piirvidrtus lim I f,, > —oo. Siis funktsioon

f € L(T7m07MO) j(l If = hmIfn

Jareldus 2.3
Olgu funktsioonide jada (f,) C L(T, o, o) selline, et peaaegu koikjal fr,(t) <
o(t), kusjuures p € L(T, Ao, o). Siis funktsioon f = sup f,, on klassis L(T, o, 110)

ja If =I(sup fn) = supfy.

Jareldus 2.4
Olgu funktsioonide jada (f,) C L(T, o, o) selline, et peaaegu koikjal fr,(t) >
Y(t), kusjuures v € L(T, Ao, po). Siis funktsioon f = inf f,, on klassis L(T, 2o, o)

ja If =I(nf f,) <infIf,.

Teoreem 3 (Fatou’ teoreem)
Olgu meil funktsioonide jada (fn) C L(T,%o,po). Kui leidub funktsioon
w € L(T, Ao, o) nii, et peaaegu koikjal fn(t) < o(t) ning imsup I f, > —oo,

stis funktsioon limsup f, € L(T, %o, o) ja imsupIf, < I(limsup f,). Kui

leidub funktsioon 1 € L(T,p, po) nii, et peaaegu koikjal fn(t) > 1(t) ning
liminf I f,, < oo, siis funktsioon liminf f,, € L(T, 2, uo) jaliminf I f,, > I(liminf f,).

Teoreem 4 (Lebesque’i teoreem)
Olgu funktsioonide jada (fn) C L(T, Ao, o) selline, et peaaegu koikjal lei-
dub piirvddrtus f(t) = lim f,(t) ning peaaegu koikjal |fn(t)| < p(t), kusjuures

p € L(T, o, po), siis funktsioon f € L(T, Ay, o) ja If =lmlIf,.

Jareldus 4.1

Olgu funktsioonide jada (f,) C L(T, 2o, o) selline, et sup f,,(t) € L(T, Ao, o).
Siis kui peaaegu koikjal leidub piirvddrtus f(t) = lim f,(t), on funktsioon f €
L(T, %0, po) ja If =limIf,.

Jareldus 4.2
Olgu funktsioonide jada (f,) C L(T, o, o) paeaegu koikjal absoluutselt tokes-
tatud. Siis kui peaaegu koikjal leidub piirvidrtus f(t) = lim f,(t), on funktsioon

f € L(T7m07MO) j(l If = hmIfn



5 Klass MR(T, %, o) ehk Riesz’i mottes mootu-
vad funktsioonid

Definitsioon 1
Funktsioon f : T — R on klassis MR(T, o, o) parajasti siis, kui leidub
funktsioonide jada (fr) C H(T, o, po) nii, et peeaegu kaikjal lim f,,(t) = f(t).

Klassi M R(T, 2, pto) struktuurilised omadused:

1. MR(T, 2, po) on vektoruum iile R f,g € MR(T,Ao,100) = f+g €
MR(Tu 9’[07/1'0)
FinMR(T, o, o), A€ R = Af € MR(T, o, o):

2. MR(T,2, 110) on voreline
f?g € MR(T7 Qlo,/l()) = sup {fag}vlnf {fag} € MR(Ta 2[0,,&0);

3. H(Ta 2l()v,UJO) g MR(Ta 2[0,,&0);
4. LO(T7 QlOvluO) C MR(Ta 2[0,,&0);
5. L(T7 Qlo,/l()) C MR(T7 Qlo,,uo).

Teoreem 1

Olgu funktsioon f on mdédtuv Riesz’i mdttes. Siis on funktsioon integreeruvus
f € L(T, A, uo) samavddrne majorantfunktsiooni ¢ € L(T, Ao, o) leidumisega
nii, et peaaegu koikjal |f(t)] < @(t).

Jéreldus 1.1
Iga tokestatud Riesz’i mottes modtuv funktsioon on integreeruv.

Teoreem 2

Kui Riesz’i méttes modtuvate peaaegu koikjal loplike funktsioonide jada (fy,)
koondub peaaegu koikjal funktsiooniks f, mis peaaegu koikjal on loplik, siis piir-
funktsioon f on méotuv Riesz’i mottes.

Mairkus: Funktsioonide jada loplikkus ja funktsiooni loplikkus pole tegelikult
tarvilikud, muudavad vaid toestuse lihtsamaks.



6 Moodu py jitkamine sigma-aditiivseks kasuta-
des klassi M R(T, 2, o)

Definitsioon 1
Hulk B C T on p-méotuv parajasti siis, kui xp on méotuv Riesz’i mottes
ning (B) = Ixp

Mo6du 4 omadused:

1. iga po modtuv hulk on p moéstuv;

2. iga hiiljatava hulga mo6t on null;

3. saadud uus mootuvate hulkade siisteem 2 on sigma-algebra;
4. moot p on sigma-aditiivne;

5. saadud uus mootuvate hulkade stisteem 20 on minimaalne.

Teoreem 1
Klassid M R(T, o, o) ja MR(T, A, u) on vordsed.

10



7 Klass ML(T,%, 1) ehk Lebesque’i méttes mootu-
vad funktsioonid

Definitsioon 1

Olgu meil sigma-aditiivse moéoduga ruum (T, U, p). Funktsioon f : T — R on
klassis ML(T, 2, 1) parajasti siis, kui iga ¢ € R korral hulk T, = {t | f(t) > ¢}
on [-mootuv.

Mairkus:  Samavddrselt hulga T, moédtuvuse noudmisega voitks nouda ihe
hulga {t | f(t) > c},{t | f(t) < c} voi {t| f(t) < ¢} mbotuvust iga ¢ € R.

Teoreem 1
Sigma-aditiivse mooduga ruumis on mooctuvus Riesz’i ja mootuvus Lebesque’i
mdttes samavddrsed.

Definitsioon 2

Olgu meil sigma-aditiivse mooduga ruum (T, 2, 1). Funktsioon f : T — R on
klassis M (T, 2, u) parajasti siis, kui funktsioon on médtuv Riesz’i voi Lebesque’i
mottes.

11



8 TUhekordne Lebesque’i integraal

Definitsioon 1

Olgu meil 1oik [a,b], siis sigma-adititvseks mooduks p = mes nimetatakse
mooduga ruumi ([a, b, Ao, o) laiendamisel klassi M R([a, b], o, po) abil saadud
mootu u(B) = mes(B) = Ixp. Kus

Ao = {U {oi, Bi} | i, Bi € [a,b], 0 < Biyi # § = {ai, Bi} [ {ej, B} = O,n € N}
i=1
ja n n
1o <U {ou, @']’) = (B — ai).
=1 =1

Téhistus {a, B} tdistab loiku, poolloiku voi vahemikku.

Teoreem 1
Kui hulkade jada (Ay) € Ao ja lim A,, = 0, siis lim po(A4,) = 0.

Jéreldus 1.1
Moét py on jatkatav sigma-adititvseks maooduks.

Jareldus 1.2
Moodule mes vastav sigma-algebra on kujul

A= {U {om, Bu} | i, Bi € [a,b], i < B, i # j = {au, Bi} () {ay. 85} = @}

n=1

kus {«, B} tdistab loiku, poolloiku véi vahemikku.

Definitsioon 2

Olgu tokestatud funktsioon f € M([a,b], A, mes) kusjuures m < f(t) > M.
Integraalsummaks nimetatakse alajaotuse m = yo < y1 < ... <y, = M abil
tehtud summat

o= grmes({t | ye1 < f(t) < yi}) +yames({t | f(£) = ya)),
k=1

kus Ui € [yk—1,yk) ja A = JNAxX Yp, = Ye—1. Kui protsessis A — 0 integraal-
=1l..n

summad koonduvad olenemata alajaotusest ja punktide yi valikust, siis nime-
tatakse funktsiooni Lebesque’i mdttes integreeruvaks ja piirvidrtust nimetatakse
Lebesque’ integraaliks ja tdhistatakse

(z)dx = lim o.
la,b] A—0t

Definitsioon 3
Olgu funktsioon f € M ([a,b], A, mes) dlalt tokestamata, siis kui eksisteerib

12



prrvddrtus N}im f[a . fu(@)dx, kus far(x) = inf {M, f(x)}, nimetatakse funkt-

stooni integreeruvaks Lebesque mottes.

Definitsioon 4
Olgu funktsioon f tokestamata, siis kui funktsioonid fT = sup{0, f} ja
f= = sup{0,—f} on integreeruvad Lebesque’i mdttes, siis nimetatakse f in-

tegreeruvaks ja defineeritakse f[a p f (@)da = f[a p J T (@)da — f[a o/ (@)da.

Teoreem 2
Iga funktsiooni f € L([a,b],A, mes) leidub Lebesque’i integraal ja integraali
vddrtus on f[a b flx)de =1If.

Teoreem 3
Funktsioonid klassist Cla,b] on klassis L([a, b, 2, mes).

Jareldus 3.1
Pidevad funktsioonid on integreeruvad Lebesque’t mottes, kusjuures kehtib

vordus [, f(z)dz = (R) f:f(:v)d:v

13



9 Koonduvus moodu jargi ja selle vahekord teis-
te koonduvustega

Definitsioon 1

Olgu funktsioonide jada (f,) C M(T, 2, 1) ja f € M(T,2, n). Funktsioonide
jada (fn) koondub moodu p jirgi funktsiooniks f parajasti siis, kui iga 6 > 0
piirvidrtus lim p({t | |fn(t) — f(¢)] > 6}) = 0.

Miarkus: Moodu jargi koonduvusest ei pruugi jirelduda koonduvus peaaegu
koikjal.

Teoreem 1 (Lebesque’i teoreem)

Kui médtuvate peaaegu koikjal loplike funktsioonide jada (fy) koondub pea-
aegu koikjal peaegu koikjal loplikuks funktsiooniks f, siis koondub funktsioonide
jada (fn) méodu jirgi funktsiooniks f.

Mairkus: Selle teoreemi toestuses on piirfunktsiooni f loplikus vajalik. Al-
ternatiivselt voib absoluutvddrtuse asemel tuua sisse mone R {—o0, 00} defi-
neeritud kauguse.

Jéreldus 1.1
Uhtlasest koonduvusest jareldub moodu jargi koonduvus.

Teoreem 2
Keskmisest koonduvusest jareldub moodu jargi koonduvus.

Teoreem 3 (Riesz’i teoreem)

Kui modtuvate peaaegu koikjal loplike funktsioonide jada (f,) koondub méddu
jirgi peaaegqu koikjal loplikuks funktsiooniks f, siis leidub osajada (fn,), mis
koondub peaaegu koikjal funktsiooniks f.

Teoreem 4 (Jegorovi teoreem)

Kui médtuvate funktsioonide jada (f,) koondub peaaegu kdikjal funktsioo-
niks f, siis iga € > 0 korral leidub mootuv hulk Ac nii, et u(Ae) > p(T) — € ja
hulgal Ae koondub funktsioonide jada (f,) thtlaselt funktsiooniks f.

Jéreldus 4.1

Kui médtuvate funktsioonide jada (fr) koondub peaaegu koikjal funktsiooniks
f, siis iga modtuva hulga A ning iga € > 0 leidub méotuv hulk A. C A nii, et
w(Az) > p(A) — e ja hulgal A koondub funktsioonide jada (fy) ihtlaselt funkt-

siooniks f.

Téestus

Jegorovi teoreemist on selge, et iga ¢ > 0 leidub hulk B. nii, et pu(B:) >
w(T) — ¢ ja funktsioonide jada (f,) koondub iihtlaselt funktsiooniks f hulgal
B.. Niiiid on lihtne veenduda, et hulgal A. = A[) B, toimub samuti iihtlane
koondumine ja teisalt pu(Ae) > pu(A) — (T \ Be) > p(A) —e.
O
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Jareldus 4.2

Kui médtuvate funktsioonide jada (fy,) koondub médtuval hulgal A funktsioo-
niks f, siis iga € > 0 leidub mootuv hulk A, C A nii, et u(Az) > p(A) — € ja
hulgal Ae koondub funktsioonide jada (f,) thtlaselt funktsiooniks f.

Toestus
Defineerin funktsioonid

gnu)—{g"(“’ L g@_{g“% o

Veendun, et funktsioonid g, ja g on modtuvad. Et f on mdooétuv, siis leiduvad
lihtsad funktsioonid (h,) C H(T,2, ) nii, et peaaegu kaikjal hy,(t) koondub
f(t). Defineerides niiiid lihtsad funktsioonid

I (t) = {g”(t)’ i;j

on selge, et peaaegu kdikjal funktsioonid I,, koonduvad g. Analoogsel on voimalik
néidata, et funktsioonid g, on mddtuvad. Niitid konstruktsiooni tottu funktsioo-
nide jada (g,) koondub kaikjal funktsiooniks g. Eelmist jareldust dra kasutades
leidub iga € > 0 korral méotuv hulk A, C A nii, et p(As) > p(A) — € ja funkt-
sioonide jada (g,) koondub iihtlaselt funktsiooniks g hulgal A.. Arvestades, et
hulgal A, kehtivad vordused f(t) = g(t) ja fn(t) = gn(t), ongi jireldus toesta-
tud.

O
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10 Laigus [a, b] mbotuvate ja pidevate funktsioo-
nide vahekord

Lemma 1
Iga lahtine hulk G C R on avaldatav kujul

G= [j ana 671
n=1

Lemma 2
Iga kinnine tokestatud hulk FF C R on avaldatav kujul

F= [j [an; Bn].
n=1

Lemma 3
Iga reaalarvude hulk A C R on esitatav kujul

A= U {anvﬂn}'

n=1

Lemma 4

Olgu funktsioon f € M([a,b], A, mes) , siis iga € > 0 leidub mddtuv hulk A.
nii, et mes(Az) > mes([a,b]) — € ja leidub loigul [a,b] pidevate funktsioonide
jada gn, mis hulgal Ac koondub funktsiooniks f.

Téestus

Et funktsioon on klassist f € M ([a, b], 2, mes), siis peab ta olema ka klassist
M ([a, b], Ao, mesg). Seega leiduvad funktsioonid h,, € H([a, b], Ao, mesp) nii, et
koikjal viljaarvatud hilljataval hulgal B toimub koondumine h,, — f. Niiiid
hakkan funktsioone h,, lihendama pidevate funktsioonidega.

On ilmne, et iga hulga [a, ], (e, B, [a, B) v6i (o, B) korral saab pidevate
funktsioonidega

1 tela+i 8-1]
0 té (a,p)

Ck(t) - (t_a)n te (a,Oé‘i‘%)
B-tin te(@-18)

ldhendada funktsiooni x4 5). Kusjuures ligates véilja punktide o ja (3 kuita-
hes viikesed iimbrused koondub saadud hulgal funktsioonide jada (cx) iihtlaselt
funktsiooniks x{a,3}. Seega arvestades, et funktsioon h € H([a,b], 2o, meso)
koosneb 16likust arvust analoogsete funktsioonide lineaarkombinatsioonidest,
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siis iga € > 0 leidub mddtuv hulk C. nii, et mes(C.) > mes([a,b]) — ¢ ja
leidub funktsioonide jada (c;) C Cla, b], mis koonduvad iihtlaselt funktsiooniks
h hulgal C..

Olgu niitid meil suvaline € > 0, siis eelneva pohjal iga n € N leidub mostuv
hulk D, ja funktsioonide jada (d})72, € Cla, b] nii, et mes(D,,) > mes([a,b]) —
5= ja hulgal D,, koondub funktsioonide jada (d}}) iihtlaselt funktsiooniks h,.

Niiiid on lihtne veenduda, et hulgal D = [ D,, toimub iihtlane koondumine
n=1
iga n € N. Niitid ténu iihtlasele koondumisele saab valida pidevad funktsioonid

gn = di mii, et iga t € D |gn(t) — ha(t)| < +. Et hulga most

mes(D) = mes([a,b]) — mes([a, b] \ ﬂ D,,) = mes( — mes( U a,b)\ Dy,)
>mes([a, b]) — Z 2% = mes([a, b]) —
n=1

Et punktide hulga B, kus ei toimu koondumist h,, — f moot on null, siis hulga
Ae = D\ B moot rahuldab vorratust mes(A.) > mes([a,b]) — € ja iga t € A
korral

() = gn()] < |f(8) = hn(D)] + [gn(t) — hn(t)] < % + 1) = hn(t)] = o(1),

siis funktsioonide jada (g,) koondub hulgal A. funktsiooniks f.
O

Lemma 5

Kui hulk A C [a,b] on mddtuv, siis iga € > 0 leidub lahtine hulk G. C A nii,
et mes(Ge) > mes(A) —e.

Madrkus: Seega iga mootuva hulga A moot avaldub lahtiste(kinniste) hul-
kade G kaudu jargmiselt

mes(A) = Csllél?él mes(G).

Téestus
Lemma 3 jargi saab esitada hulga A kujul

A= U {an, Bn},

n=1

kus hulgad {a,,8,} on omavahel paarikaupa loikumatud. Olgu e > 0, siis
iga intervalli {a,, By}, mille mddt u({an, Bn}) > =, sisse saab panna 16igu

on
[Yns On] = [0tn + 57, Bn — gagr). Vastasel juhul jitan 16igu lihtsalt dra. Saadud
kinnise hulga A = | [yn, dn] moSt on konstruktsiooni tdttu mitte viiksem kui
nel
mes(A) — e.
(|
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Teoreem 1 (Luzini teoreem)

Funktsioon f : [a,b] — R on mdodtuv parajasti siis, kui iga € > 0 leidub
mootuv hulk Ae nii, et mes(A:) > mes([a,b]) — € ja funktsioon f on hulgal A,
pidev.

Téestus
Tarvilikus

Et funktsioon f on mootuv, siis vastavalt lemmale 4 leidub iga € > 0 korral
mootuv hulk B, nii, et mes(B:) > mes([a,b]) — € ja leidub pidevate funkt-
sioonide jada (gn) C Cla,b], mis koonduvad hulgal B, funktsiooniks f. Niiiid
kasutades 16igus 9 saadud jéareldust 4.2 saab leida m&otuva hulga A, nii, et
mes(A:) > mes(B:) — e > mes([a,b]) — 2¢ ning funktsioonide jada (g,) koon-
dub iihtlaselt funktsiooniks f. Et iihtlane koonduvus parandab pidevuse, siis f
on pidev hulgal A..
Piisavus

Kasutades eeldust ja lemmat 5 voib iildsust kitsendamata eeldada, et iga
€ > 0 on f pidev kinnisel hulgal. Vastaku véirtustele ¢ = % hulgad T7,. Uldsust
kitsendamata voime eeldada, et T;, C T}, 1, sest kui f on pidev kinnistel hulkadel
A ja B, siis f on pidev ka kinnisel hulgal A|J B. Defineerin niiiid funktsioonid

onld) = {g(m i Z ? |

mis on ténu f iithtlasele pidevusele hulgal T,, méotuvad. On selge, et kui ¢t € T,,,,
siis n > ng t € Tp,. Siit g, (t) = f(t) ja seega gn(t) — f(t). Seega kui t € T =

oo
U T, siis gn(t) — f(t). Arvestades niiiid méddu pidevust toimub koondumine
n=1

pgaaegu koikjal, sest

mes(T) = mes(im T,,) = lim mes(T},)

ja konstruktsiooni jérgi on viimane piirviirtus mes([a,d]). Niiiid on tédidetud
16igus 5 toodud teoreemi 2 eeldused ja seega on f modtuv.
O

Lemma 1

Kui funktsioon [ on igas loigu [a, ] punktis mittepidev, siis leidub alamloik
[0,0] C [, 0] ja gg > 0 nii, et iga t € [P, ] ning iga 6 > 0 korral leidub
ts: |t — t§| <0 ja |f(t) — f(t§)| > €p.

Midrkus: Seda lemmat liheb vaja jirgmise teoreemi toestamiseks.

Toestus

Oletan vastuviiiteliselt, et iga €9 > 0 ja iga alamldigu [¢, @] korral leidub
t € [p,¢] ja d > 0 nii, et kui |t —ts] < § siis |f(t) — f(ts5)] < e. Téhistan
dy = 8 — «. Konstrueerime siis iiksteisesse sisestatud 1dikude jada [ay,, 5] nii,
et 16igupikkus oleks hédbuv suurus. Selleks votan [aq, 61] = [«, §]. Niiiid kasuta-
des eeldust peab 16igu [aq, 1] alamldigus [al—l—%, B1— %] leiduma punkt to, mille
korral leidub 85 > 0 nii, et kui [to — ¢| < 82, siis [ f(t) — f(t2)| < 3. Niiiid valin
punktid g, B2 € [al—i—%‘l, 51—%] nii, et to—an < g, fo—ta < O ja tihistan dy =
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B2 — 2. Konstruktsiooni tottu iga ¢ € a2, B2] korral | f(t) — f(t2)| < 4. Analoog-

selt konstrueerin 16igu [as, 3], kus leidub punkt ¢35 nii, et iga t € [ag, 33] korral

|f(t) — f(t3)] < % jne. Konstruktsiooni t6ttu asuvad 16igud iiksteise sees ja 1igu-
o0

pikkuste jada on hddbuv. Seega leidub tg = () [an, Os]- Néitan, et selles punktis
n=1

on funktsioon f pidev. Olgu € > 0, siis € > 2. Niiid ¢y € [an, 8,), kusjuures

konstruktsiooni tottu pole ¢ 16igu otspunkt sest a,, < ant1 < to < Bnt1 < Bn-

Seega leidub punkti to timbrus B(tg,d) C [am, Bn]. Seega kui |tg — t| < 4§, siis

|f(to) = f@O)] < |f(to) = f(ta)] + | f(tn) — f(t)] < 2 < e. Seega on vastuolu

saadud ja lemma toestatud.

Teoreem 2
Kui funktsioon f on integreeruv loigul [a,b] Riemanni maottes, siis tema kat-
kevuspunktide hulk K on nullmédduga hulk.

Jéreldus 2.1
Kui funktsioon f on integreeruv loigul [a,b] Riemanni maottes, siis tema kat-
kevuspunktide hulk on dlimalt loenduv.

Teoreem 3

Kui funktsioonil f on loigus [a,b] katkevuspunktide hulk K nullméoduga, siis
funktsioon on médtuv loigul [a,b].
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11 Riemann-Stiljesi ja Lebesque-Stiltjesi integ-
raalid

Definitsioon 1

Funktsiooni f : [a,b] — R on tokestatud muuduga funktsioon parajasti siis,
kui iga loigu [a,b] alajaotuse a = tg < t1 < ... < tp_1 < tn, = b jirgmised
summad on tokestatud

o =S 1F(t) = F(tiy)
k=1

ja tdaismuuduks nimetatakse suurust

VY f = sup {Z () - f(tkm}.
k=1

Tokestatud muuduga funktsioonide omadused:

1. tokestatud muuduga funktsioonide ruum on vektoruum iile R, kusjuures
iga a, 4 € R korral Vg (af +Bg) = a Vg f + BV, g;

2. kahe tokestatud muuduga funktsiooni korrutis on tokestatud;
3. kui |g(¢)| > a, siis funktsioon é on ka tokestatud muuduga funktsioon;

4. iga tokestatud muuduga funktsioon f on esitatav kahe monotoonselt kas-
vava funktsiooni vahena.

Definitsioon 2

Olgu funktsioon g loigus [a,b] tokestatud muuduga funktsioon ja f : [a,b] — R
suvaline funktsioon. Riemann-Stiltjesi summadeks nimetatakse loigu [a,b] ala-
jaotuse a =tg < t1 < ... < tp_1 <t, =b abil defineeritud summasid

o= Z f(Tk) [g(tk) - g(tk_l)] , kus 1, € [tk—latk]-
k=1

n

C . R L .
Kui leiab aset koondumine o ———— a € R, siis deldakse, et funktsioon
maxj At —01

on integreeruv loigus [a,b] méddu dg jirgi Riemanni mdottes ja tihistatakse

b
/ F()dg(t) = a.

Definitsioon 3

Olgu funktsioon g ldigus [a,b] tokestatud muuduga funktsioon, mis esitub ka-
he monotoonselt kasvava funktsiooni g, ja go vahena. Oeldakse, et funktsioon
f on integreeruv loigus [a,b] méodu dg jirgi Lebesque’s mottes kui f kuulub
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klassidesse L([a,b],2A, pu1) ja L([a,b], A, p2), kus moodud py ja pe on saadud

maootude 119 ({a, B}) = 91(8) — gi(a) ja p3({ex, B}) = g2(B) — ga(e) jitkamisel
sigma-aditiivseteks mootudeks. Integraali f[a b f(®)dg(t) all moeldakse suurust

., {(Ods0) = Ifdin = Ifdpo.

Teoreem 1
Kui funktsioon g on loigus [a,b] pidevalt diferentseeruv, siis f: f(®)dg(t) =

L Ft)g ()t
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