1 Pohimoisted

Definitsioon 1

Ringiks nimetatakse algebralist struktuuri (R;+,-), millel on defineeritud
kaks binaarset tehet liitmine(+) ja korrutamine(-) nii, et liitmise suhtes on
(R;+) abelirihm ja korrutamise suhtes on (R;-) poolriihm ning lisaks sellele
on tdidetud distributitvsuse aktsioomid:

a-(b+c)=a-b+a-c

(b+c)-a=b-at+c-b

Definitsioon 2
Integriteetkonnaks nimetatakse nullitequriteta ihikelemendiga kommutatiiv-
set ringi.

Definitsioon 3
Kaldkorpuseks nimetatakse iihikelemendiga ringi, mille igal nullelemendist
erineval elemendil leidub péordelement.

Definitsioon 4
Korpuseks nimetatakse kommutatiivset kaldkorpust.

Definitsioon 5

Integriteetkonna(korpuse) R karakteristikaks char R nimetatakse ihikelemendi
poolt moodutstatud aditiivse tsiklilise rihma (1) = {nl | n € N} elementide ar-
vu, kui see on loplik, voi 0 vastasel juhul.

Teoreem 1

Lopliku integriteetkonna karakteristika on algarv.
Téestus

Et integriteetkond R on 16plik, siis peab char R € N. Olgu karakteristika
char R = n, oletan n = nins. Siis arvestades, karakteristika on vorrandi nl = 0
véhim naturaalarvuline lahend, saan 0 = (n1n2)1 = (n11)(n2l). Niiiid et nulli-
tegurid puuduvad, siis n11 = 0 v6i nol = 0, millest n | ny voi n | ne. Et ng #0
ja ng # 0, siis jarelikult n1 = n voi ne = n. Seega sain, et iga arvu n tegur on
kas arv n voi 1, siit karakteristika on algarv. [
Teoreem 2

Iga loplik integriteetkond, milles on vihemalt 2 elementi on korpus.
Toestus

Olgu R integriteetkond, et integriteetkond on kommutatiivne, siis néitan,
et iga a € R* on vorrandil ax = 1 tépselt iiks lahend. Vaatlen funktsiooni
L: R — R, kus L(z) = ax. Néitan L on injektsioon. Olgu L(z1) = L(z2), siis

axy = ary = a(x) — x2) =0=90 2 — 25 =0 = 27 = 29.

Seega on L injektsioon, millest | L(R) |=| R | ja seega, arvestades R 1oplikust
ja seda L(R) C R, on selge L on siirjektsioon. Siit 3!b : ab = 1 ja seega on R
korpus.[J



Teoreem 3

Kui R on integriteetkond, siis leidub selline korpus K, mille alamkorpus K’
on isomorfne integriteetkonnaga R.
Toestus

Vaatlen hulka 2 := R x R*. Defineerin liitmise ja korrutamise
(a1,b1) + (a2, b2) := (a1bs + azbi, b1b2)

(a1,b1)(az,b2) == (araz, b1bs)

Ilmneb, et selliselt defineeritud struktuur on integriteetkond. Toon sisse ekviva-

lentsi klassid(murrud) lugedes (a,b) ~ (c,d) = ad = cb ja tdhistades ¢ paari
(a,b) ekvivalentsi klassi. Defineerin tiikeldusel {2/~ esindajate abil tehted:

a ¢ ad+ch
a7 Tbd
ac_ac
bd bd
Ilmneb, et need tehted on korrektsed ja saadud struktuur on korpus, kus
0
0=-
1
1
1=-
1
_a_za
b b
an —1
G) =3
K' = {% |ae R}

O
Definitsioon 6

Korpust, mis saadi eelmises toestuses nimetatakse integriteetkonna R jaga-
tiskorpuseks.



2 Poliinoomid iile 16plike korpuste

Definitsioon 1
Poliinoomi p(x) ¢ K iile korpuse K mnimetatakse taandumatuks, kui iga
poliinoom, mis jagab polinoomi p(x) on kas korpuse K pdératav element voi

jagub p(x).

Definitsioon 2
Ringi R alamhulka I nimetatakse ideaaliks, kui on tdidetud jdrgmised tingi-
mused:
VielVreR irel, riel

Va,bel a—bel

Definitsioon 3
Kommutatiivses ringis nimetatakse peaideaaliks hulka (a) := {ar | r € R}.

Definitsioon 4
Triviaalseteks ideaalideks kommutatiivses tihikelemendiga ringis nimetatakse

(0) ja (1) = R.

Definitsioon 5
Kommutatitvset ringi, mille iga ideaal on peaideaal, nimetatakse peaideaali-
ringiks.

Definitsioon 6
Ideaali I nimetatakse maksimaalseks ringis R, kui iga ideaal J # R ja I C J
on vordne ideaaliga I.

Definitsioon 7
Mittetriviaalset ideaali I nimetatakse algideaaliks ringis R, kui iga ab € I
vihemalt ks tequritest on ideaalis I.

Teoreem 1

Poliinoomide ring K |x] iile korpuse K on peaideaaliring.
Toestus

Olgu meil suvaline ideaal I. Siis on voimalik leida ideaalis vihima astmega
poliinoom(neid voib olla mitu) p(z). Néitan, et kui f(z) € I, siis p(x) | f(x).
Olgu poliinoomide jifigiga jagamisel saadud tulemus f(z) = q(z)p(z)+r(z), kus
deg r(z) < deg p(z) voir(z) = 0. Et f(z),p(x) € I,siisr(z) = f(z)—q(x)p(x) €
I. Seega poliinoomi p(z) astme minimaalsusest peab r(x) = 0 ja siit p(z) | f(z).
Seega iga ideaal on poliinoomide ringis peaideaal.[]



Teoreem 2
Poliinoomide ringis K|[z] ile korpuse K on jirgmised kolm viidet ekvivalent-
sed:

1. poliinoom p(x) on taandumatu ile korpuse K ;
2. ideaal (p(x)) on mittetrivaaalne ja maksimaalne;

3. ideaal (p(x)) on algideaal;

Toestus

1=2

Olgu p(x) taandumatu ja olgu (p(z)) C I, siis et poliinoomide ring on pea-
ideaaliring, siis I = (g(z)). Et p(z) € (¢(x)), siis ¢(z) | p(x). Niiiid p(z) taandu-
matusest:

L gq(z) =1= (g9(x)) = R;
2. q(z) = p(x) = (9(2)) = (p(2)).

Seega (p(z)) on maksimaalne. Et p(z) on taandumatu, siis p(z) ¢ K ja seega
on ideaal (p(z)) mittetriviaalne.
2=3

Olgu p(x) maksimaalne ideaal ja f(x)g(z) € (p(z)). Kui f(x) ¢ (p(z)), siis
olgu J ideaal, mis sisaldab p(x) ja f(z). Niiiid konstruktsioonist v&ib votta J =
{i(z) + f(x)r(z) | i(z) € (p(x)), r(z) € K[z]}. Et (p(x)) on maksimaalne ideaal
ja (p(z)) # J, siis J = K[z] = (1). Seega leiduvad poliilnoomid i(x) € (p(x)) ja
r(z) nii, et i(z) + f(x)r(zx) =1, siit

g(x) = i(x)g(z) + f()g(z)r(z) € (p(x)).

Seega sain f(x) ¢ (p(x)), siis g(x) € (p(x)), millest (p(z)) on algideaal, sest
(p(x)) on mittetriviaalne.
3=1

Olgu (p(x)) algideaal, siis poliinoom p(z) ¢ K, sest muidu oleks tegu triviaal-
sete ideaalidega. Kui p(z) = f(x)g(z), siis iildsust kitsendamata voib eeldada
F(z) € (p(x), millest p(z) | f{z). Bt f(z) # 0, siis f(z) = ap(z) ja g(z) = .
Seega p(z) on taandumatu.r]



3 Loplikud korpused ja nende lihtlaiendid

Definitsioon 1
Korpuse K laiendiks nimetatakse korpust L, mille alamkorpust L' on iso-

morfne korpusega K. Laiendit nimetatakse loplikuks, kui leidub loplik arv kor-
k
puse L elemente a1, as, ... ,a nii, et L = {Z Aiai | N € L’}. Siis nimetatakse
i=1
L maootmeks dle K suurust [L: K| = k.

Definitsioon 2
Korpuse K loplikku laiendit L nimetatakse lihtlaiendiks, kui L = {f(c) | f €
K[z]}, kus ¢ on korpuse L fikseeritud element.

Teoreem 1
Jaagiklassi ringid Z,, on korpused parajasti siis, kui p on algarv.

Teoreem 2 (Bezout’ teoreem)
Kui a on polinoomi f(x) juur (kald)korpuses K, siis tegur x — a jagab
poliinoomi f(x).

Teoreem 3 (Kroneckeri teoreem)

Kui poliinoom p(x) on taandumatu ile korpuse K, siis faktorring K[z]/(p(z))
on korpus.
Toestus

On lihtne veenduda, et tehted

(a(z) + 1)+ (b(z) + 1) = (a(x) + b(x)) + T

(a(z) + D)(b(x) + 1) = (a(z)b(x)) + I,

kus I = (p(x)) on korrektsed. Seega on tegu kommutatiivse ringiga, kus nullele-
mendiks on 0+ I ja iihikelemendiks 1+ I. Niitan, et iga f(x)+ I # 0+ I leidub
poordelement. Et f(x) + I # 0+ I, siis p(x) 1 f(x). Niitid p(z) taandumatusest
on selge SUT(f(x),p(x)) = 1 ja siit omakorda leiduvad poliinoomid u(zx) ja
v(x), nii et u(z)f(z) + v(z)p(xz) = 1. Vaatlen sama vordust faktorringis

1+ 1 = (u(@)f(z) +v(@)p(x) + I = uw(@)f(z) + T = (u(z) + D)(f(z) + 1),
Seega v(z) + I on f(x) + I poordelement.[

Definitsioon 3

Poliinoomi f(x) dle korpuse K lahutuskorpuseks nimetatakse minimaalset
(kald)korpust L, milles f(x) lahutub esimese astme teguriteks ja mille alamkor-
pus L' on isomorfne korpusega K.

Madrkus: Hiljem selgub, et iga korpuse K korral on lahutuskorpus alati kor-
pus, seega on nimetus lahutuskorpus digustatud.

Jareldus 3.1
Iga poliinoom iile lopliku korpuse K omab loplikku lahutuskorpust L, mis on
korpuse K lihtlaiend.



Toestus
Niitan esmalt, et taandumatu poliinoom p(z) omab korpuses K|x]/(p(x))

k .
juurt z. Olgu p(z) = > a;a’, siis
i=0

k

k k
p(:v—l—[)=Zai(:v+l)i22ai(:vi+l)=Zaixi+I=p(x)+I:O+I.
i=0 i=0 i=0

Seega on = + I todesti juur. Niitid vaadeldes iildist juhtu, kui korpuses K on
poliinoomi f(z) juured aq,as,... ,ak, siis poliinoom on kujul

f(@) = (z —a)(z —az) - (2 — ax) f1(2)

Niiiid kui f1(x) ¢ K, siis leidub taandumatu poliinoom p(z), mis jagab fi(z).
Niiiid vottes korpuse Ly := KJz]/(p(z)), siis voib poliinoomi fi(z) vaadelda
korpuses L; ja leida koik juured by, bs,. .. , b, siis omab poliitnoom kuju

fi(@) = (z = b1)(x —b2) -+ (x = by) fo().

Kui fa(z) ¢ Ly, siis leidub taandumatu tegur p;(x) ja voib vaadelda korpust
Ly := Lq[z]/(p1(z)) ja jdlle on x poliinoomi fo(x) juureks. Analoogselt voib
edasi jitkata, protsess on 16plik, sest poliinoomil f(x) on iilimalt deg f(z) juurt
ja iga korpuse laienduse korral leitakse véihemalt iiks juur. On ilmne, et viimases
laienduses sisaldub korpus K isomorfismi tépsuseni. [J

Definitsioon 4
Korpuse K laiendit L nimetatakse algebraliseks, kui leidub poliinoom f(x),
nii et L on isomorfne korpusega K[xz]/(f(x)).

Jareldus 3.2
Iga korpuse K lihtlaiend L on algebraline.

Toestus
Olgu korpus L lihtlaiend iile elemendi c. Lihtlaiendi 16plikusest tulenevalt on
elemendi ¢ multiplikatiivne rithm tsiikliline. Seega on elemendid ¢°, ¢, c?, ... ,c*

rithma moodustajad. On selge, et leidub mitetriviaalne lineaarkombinatsioon

k+1 ‘
> Xt =0, \ € K.
=1

Niiiid vaatlen vdhima c astmega lineaarkombinatsiooni, mille kdrgeima ast-

l .
me tegur on 1 ja mille summa > a;¢' = 0. Olgu sellele vastav poliilnoom
i=1

l
f(x) = Y a;x*. Niitan niiiid, et selliseid poliinoome on vaid 1. Olgu meil veel
i=1
itks poliitnoom g(z), siis teostades jafigiga jagamise saan g(x) = q(z) f (z) +r(x),
kus deg r(z) < deg f(x) voi r(xz) = 0. Et f(c) = 0 ja g(c) = 0, siis r(c) =
glc) — q(e)f(¢) = 0, millest r(z) = 0 arvestades f(r) minimaalsust. Seega



f(x) | g(z). Seega kui f(c) = g(c) = 0 ja deg f(x) = deg g(x) ja pealiik-
mete kordajad on vordsed, siis f(z) = g(x). Vaatlen niiiid siirjektiivse homo-
morfismi ¢ : Kz] — L, kus ¢(g(x)) = g(c). Néitan niiiid Ker ¢ = (f(z)).
On ilmne (f(x)) C Ker ¢ teisalt iilaltoodu pdhjal on ilmne, et ka vastupidine
Ker ¢ C (f(z)) kehtib. Seega Ker ¢ = (f(x)). Niiiid homomorfismi teoremist
L= Klz]/(f(2)).00

Definitsioon 5

Korpuse K lihtlaiendi K|c] unitaarseks e. normeeritud polimoomiks nimeta-
takse minimaalse astmega polimnoomi f(x) mille pealiikme kordaja on 1 ja mille
Juureks on element c.

Mdrkus: Vahel rddgitakse ka kopruse K laiendi elemendi o unitaarsest
poliinoomist, see on minimaalse astmega poliinoom f(x), mille juureks on « ja
mille pealitkme kordaja on 1. Analoogselt jirelduse 3.2 téestusega saab ndidata,
et see poliinoom f(x) on taandumatu ja jagab kéiki teisi polinoome g(x), mille
Juureks o on, ja seega on unitaarne polinoom theselt mddratud.

Jéreldus 3.3

Suvalise korpuse K Iopliku laiendi L elemendi o poolt moodustatud ring
Kla] ={f(c)| f(x) € K[x]} on korpuse K lihtlaiendiks(korpuseks).
Toestus

Vaatleme siirjektiivset homomorfismi ¢ : K[x] — K[a], kus ¢(f(2)) = f(a),
siis kujutise tuumaks Ker ¢ on unitaarse poliinoomi p(x) peaideaal, sest kui
fla) =0 < p(z) | f(z). Siit homomorfirmi teoreemist K[a] = K[z]/(p(x)). Et
ring Klz]/(p(z)) on p(x) taandumatuse tdttu korpus, siis on KJ«] korpuse K
lihtlaiend.[d

Jéreldus 3.4

Kui korpuse K kahe lihtlaiendi K|c| ja K[c] unitaarsed polimoomid on vord-

sed, siis K[c] =2 K|[d']
Toestus
Et unitaarsed poliinoomid on vordsed, siis K|c] & Klz]/(f(z)) = K[].0

Mirkus: Vastupidine jdreldus kui K|c] = K], siis unitaarsed poliinoomid
on vordsed pole dige.

Vaatleme niiteks korpuse Zs algebralisi lihtlaiendeid Zs[a] ja Z2[3], kus uni-
taarsed poliinoomid on vastavalt 3 + 22 +1 ja 23+ + 1. On lihtne veenduda et
molemad poliinoomid on taandumatud ja seega on tegu toesti lihtlaienditega.
Teisalt on korpused isomorfsed, sest leidub isomorfism ¢ : Zs[5] — Zs[a], mis
on defineeritud ¢(0) = 0, ¢(1) =1, ¢(8) = a+1 ning iilejiinud osa kujutusest
on defineeritud kooskdlas korrutamise ja liitmisega.

T o(x) T o()

0 0 33 B +a’+a+l

1 1 3 +1 a4+ o + o

I6] a+1 3+ 8 a® + a?

B+1 a B+ B+1 ad+a?+1 O
32 a?+1 B3+ 2 ad +a

g% +1 a? B2+ B2+ 1 a+a+1

6%+ a? +a B3+ 32+ ad+1

BE+B4+1 |2 +a+1 | B+ +8+1 a8




Teoreem 4 (Lagrange’ teoreem)

Igas loplikus rihma G elemendi g korral ¢!l = 1
Toestus

Toestan jéargmise lemma.
Lemma 1

Iga lopliku rihma G elemendi g jark jagab rihma jarku.
Téestus

Et k G on loplik. Téhistan elemendi g poolt moodustatud tsiiklilist rithma
H = (g). Siis ord(g) =| H|. Niiiid vaatlen hulki aH := {ah | h € H}. Niitan, et
hulgad aH on ekvivalentsi klassid. Olgu a H NbH # 0, siis leidub ¢ € aHNbH #.
Seega ah; = ¢, millest arvestades H on alamriihm, siis leidub hfl € H, saan
a = chl_l. Siit omakorda cH C aH ja aH C cH. Analoogselt saab niidata
cH = bH. Seega sain aH = bH. Et iga rithma G element g € gH, siis on tegu
ekvivalentsiklassidega. Seega leiduvad elemendid a1, as, ... ,ag, nii et

k k
G=HaH=ordG) => |aH|
1=1

=1

Arvestades nitiid |a; H |=| H |, sest leidub g; ', siis ord(g) | ord(G).00
Et iga rithma G elemendi g jirk jagab |G|, siis

1G]
1G]

g4 = (QOTd(!?)) i) _ jeae =1,
]

Teoreem 5

Iga loplik kaldkorpus sisaldab p™ elementi.
Téestus

Olgu meil kaldkorpus K, vaatleme iihikelemendi aditiivset tsiiklilist rithma
H = (1). Eelnevast on teada, et H on p elemendiline alamkorpus, mis on iso-
morfne Z,. Niiiid, et korpus on 16plik, siis leidub 16plik moodustajate siisteem

k
{a1,az2,... ,ar} nii, et iga k € K korral k = > A\a;, kus A\; € H. Niiiid on
i=1
voimalik leida minimaalne moodustajate siisteem eq, es, ... ,e,. Siis vaadeldes
K, kui vektorruumi iile H on eq, es, ... , e, vektoruumi baasiks. Seega K = H"

ja siit | K |=p™.0

Teoreem 6 (Poliinoomi lahutuskorpuste iihesus)

Iga poliinoomil iile korpuse K on isomorfismi tdpsuseni tiks lahutuskorpus.
Téestus

Toestan selle induktsiooniga iile poliinoomi astme eeldamata lauhtuskorpus-
telt kommutatiivsust.
Baas

Kui olgu poliinoom f(x) astmega 1 iile korpuse K, siis on poliilnoomi juur
korpuses K ja arvestades lahutuskorpuse minimaalsust on lahutuskorpus L = K.
Induktsiooni samm

Olgu kéigi poliilnoomide, mille aste on viiksem kui n lahutuskorpused iso-
morfismi tidpsuseni samad. Vaatlen, niitid poliinoomi f(z), mille aste on n.



Siis molemas lahutuskorpuses L ja L’ omab poliinoomi taandumatu tegur p(z)
vihemalt iihte juur, vastavalt a ja a’ Niiiid korpuse K kommmutatiivsed liht-
laiendid Kla] ja Kla’] on isomorfsed, sest unitaarsed poliinoomid on vordsed.
Niiiid v6ib poliinoomi f(z) vaadelda iile korpuse K; 2 Klal, siis on poliinoomil
antud korpuses vihemalt iiks juur c ja seega Bezout’ teoreemi kohaselt on
f(z) = (z — ¢)fi(x). Et korpusi L ja L’ vdib isomorfismi tidpsuseni vaadelda
korpuse K laienditena, kusjuures molemad on vorrandi fq(z) = 0 lahutuskor-
puseks, siis induktsiooni eeldusest(K; on kommutatiivne) on f;(z) lahutuskor-
pused L ja L' iile korpuse K isomorfsed. [J

Jareldus 6.1

Poliinoomi f(z) ile korpuse K lahutuskorpus on kommutatiivne.
Téestus

Jéarelduses 3.1 konstrueeritud lahutuskorpus on konstruktsiooni tottu kom-
mutatiivne, et koik teised lahutuskorpused on sellega isomorfsed, siis on lahu-
tuskorpus kommutatiivne. [

Teoreem 7 (Korpuste iihesuse teoreem)

Iga algarvu p ja naturaalarvu n korral leidub isomorfismi tipsuseni tiks kor-
pus, milles on p" elementi.
Toestus

Vaatlen vorrandi f(z) = 22" —2 = 0 (iile korpuse Z,) lahutuskorpust L. Ol-
gu S :={zeL|a?" —x =0}, siis |S|=p", sest f/(z) =p P’  —1=—-1#0
ja seega pole vorrandil kordseid juuri. Niitan, et S on alamkorpus. Kui a,b € S,

n p” 3 . n . n n
siis (a+b)P" = Y (7)a'b?" " = aP" 4+ b7, sest kui k # 0 v6i k # p", siis
i=0
P | (p;:)- Siit (@ +b)P" — (a+b) = (a®" —a)+ (B*" —b) =0, seega a + b € S.

n

Et (—a)?" — (—a) = a — (=1)P"a?" = a — a?", sest kui p = 2, siis —a = a,

ja kui p > 2, siis p” on paaritu ja (—1)?" = —1, seega sain —a € S. Niiiid
0= (a?" —a)®" —b) = ((ab)?" —ab) —b(a?" —a) —a(b?" —b) = ab?" — ab, seega
ab € S. Nitiid 0 = " —a,siis 0 =007 "' =a"'—a?" = —((a™")?" —a™1),

seega ka a~! € S. Seega olen niidanud, et S on lahutuskorpuse L alamkorpus.
Niitid lahutuskorpuse minimaalsusest L = S ja seega on lahutuskorpuses p™
liiget. Niiiid néitan andud korpuse ithesust. Olgu meil korpus L', milles on p"
elementi, siis iga nullist erineva elemendi multiplikatiivne jirk jagab p™ — 1 ja
seega on iga element vorrandi 2P —z = 0 lahendiks, et ka 0 on vorrandi lahend,
siis on L/ 2" — z = 0 lahutuskorpus ja siit teoreemi 6 jirgi on korpused L ja
L'isomorfsed.[]
Mairkus: Korpust p” elemendilist korpust tihistatakse IFpq.

Jareldus 7.1
Iga loplik kaldkorpus on korpus.

Téestus

Olgu meil 16plik p™ elemendiline kaldkorpus K, siis et K* on rithm, on
Lagrange teoreemist selge, et iga g € K* korral g?" ~' — 1 = 0. Et nullelemendi
korral on vorrand z?" — z = 0 triviaalselt tdidetud, siis on koik korpuse K ele-
mendid vorrandi 27" — 2 = 0 lahendid iile korpuse (1) = Z,. Et kaldkorpuses on
tapselt p™ elementi, siis on korpus minimaalne kaldkorpus, mis sisaldab vorrandi
2" — 2 = 0 juuri. Seega on kaldkorpus K antud vérrandi lahutuskorpuseks. Et



korpus Z, on kommutatiivne, siis korpuste iihesuse teoreemist on kaldkorpus
K isomorfne vérrandi lahutuskorpusega L, mis on kommutatiivne ja seega on
kaldkorpus K kommutatiivne.[]

Jareldus 7.2

Taandumatu k astme poliinoomi p(x) ile korpuse Z, lahutuskorpus L = T .
Téestus

Vaatleme poliinoomi p(z) lahutuskorpuses kahte poliinoomi juurt « ja .
Siis on elementide « ja @ unitaarseks poliinoomiks Ap(z), A € Zj, sest p(a) =
p(B) = 0 ja p(x) on taandumatu. Seega on lahutuskorpuse elementide poolt
moodustatud lihtlaiendid K[a] ja K[3] isomorfsed korpusega [« , sest korpuses
Zplx]/(p(z)) on p* elementi. Siit iga vorrandi p(x) juur on korpuses F,« ja la-
hutuskorpuse minimaalsusest L = F k. [J
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4 Lopliku korpuse multiplikatiivne riithm ja pri-
mitiivsed poliinoomid

Teoreem 1
Kui kommutatiivses rihmas G on elemendid jirkudega n ja n, siis rihmas
G leidub element jirguga k = VUK (m,n).
Téestus

Vaatlen, esmalt juhtu, kus SUT(m,n) = 1. Olgu elemendid a ja b, nii et
ord(a) = m ja ord(b) = n. Siis (ab)™" = a™"p™" = 1. Teisalt 1 = (ab)! = a'b!,
millest a' = b~!. Seega a! = b~! € (b), siis ord(a') | ord(b) ja teisalt ord(a') |
ord(a). Siit arvestades SUT(m,n) = 1 on ord(a') = 1, millest a' = 1. Siit
(ab)! = 1, siis @ = 1, millest m | [ ja analoogselt toestades n | [. Siit on selge
ord(ab) = mn.

Vaatlen iildist juhtu, kus SUT(m,n) = k. Olgu elemendid a ja b, nii et
ord(a) = m ja ord(b) = n. Niiiid vaatlen elementi a*, siis ord(a*) = 2t = m.
Siit on selge, et SUT(m1,n) = 1 ja seega leidub element, mille jirk on myn =
VUT(m,n). O

Teoreem 2

Lopliku korpuse K multiplikatiivne rihm on tsikliline.
Toestus

Eelneva teoreemi pohjal leidub rithma K* element a, mille jarku jagavad
koik teised elemendid st. leidub maksimaalse jirguga element. Olgu meil mul-
tiplikatiivses rithmas n elementi ja olgu a jark m. Siis on vérrandil z* — 1 =0
kopruses K tépselt n lahendit, sest iga g € K* korral ord(g) | m = ¢™ = 1. Siit
on selge m > n, teisalt m < n ja siit m = n. Uhesonaga a on korpuse tsiiklilise
rithma moodustaja.[]

Jareldus 2.1

Korpus Fpx on korpuse Fyn alamkorpus parajasti siis, kui k | n.
Toestus

Et korpus F,x oleks korpuse Fj» alamkorpus on tarvilik, et pF—1|p" -1,

sest alamkorpuse moodustaja jark peab jagama korpuse moodustaja jarku. Kuid
see tingimus on ka piisav. Olgu korpuse moodustaja a ja v(p*F —1) = p™ — 1, siis
elemendi 3 = oV jirk on p*F — 1, sest 1 = a?"~1 = (a¥)?" 1 ning viiksem jirk
kui p* — 1 liheks « jirguga vastuollu. Niiiid tsiiklilises rithma (3) iga element on
vorrandi #?° —2 = 0 lahend, sest ﬁpk — o =V = B. Et vorrandi 2 —x=0
lahendid on kinnised ka liitmise ja lahutamise suhtes(osa 3 teoreemi 7 toestus),
siis hulk (3) J{0} on poliinoomi z?" — z = 0 lahutuskorpus ja seega isomorfne

k.
Niitan p* — 1 | p" — 1 on tarvilik ja piisav k | n. Piisavus on ilmne, sest
pr—1= " —1= " - 1)1+ p*+p?* + -+ pl=Yk). Tarvilikkuse tGestan
induktsiooniga n jargi. Kui » = 1 on véide triviaalne. Kui véide on 6ige juhul
n < ng, siis p" — 1 = v(p® — 1) jareldub p™ = vp* + (1 — v). Siit omakorda
pF | v — 1, millest v = pFv; + 1. Siit saan p™ =% — 1 = v (p¥ — 1) ja siit ind.
eeldusest k | ng — k ja seega k | ng.O
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Jareldus 2.2

Taandumatu k astme poliinoom p(x) jagab poliinooms x?" — & parajasti siis,
Toestus

Et taandumatu poliinoomi p(z) lahutuskorpus L = F, siis p(z) | 27" —
pajajasti siis, kui F,r C Fyn. Siit eelneva pohjal Fx C Fpn parajasti siis, kui
k|nO

Definitsioon 1
Lopliku korpuse primititvseks elemendiks nimetatakse tsiklilise riihma moo-
dustajaid.

Teoreem 3
Kui f on korpuses Z, n astme taandumatu poliinoom ja o on poliinoomsi
n—1

. .. .. . . 2
Jjuureks lahutuskorpuses, siis poliinoomi juurteks veel on o, aP ... aoP
Téestus

Olgu poliinoom kujul f(z) = 3 a;2?, siis
i=0

Ozf(:v)pl:(iaio/)pl: 3y ( P )Ha

- 11,19, .
=0 i1 4ot i, =pl 15925

Et p | (11 iy ), kui ei leidu i; = p'(siis on multinoomkordaja 1). Seda arves-
tades:

O—Za aJ Za]ap ap)
Seega arvestades niiiid ord(a) | p™ — 1, siis pole motet lasta [ suuremaks kui
n— 1.0

Definitsioon 2
Taandumatut polimnoomi ile Z, nimetatakse primititvseks, kui iks tema juur-
test on primitiivne.

Teoreem 4

Primititvse poliinoomsi file Z,, koik juured on primitiivsed.
Téestus

Olgu primitiivse poliinoomi f(x) astmega n primitiivseks juureks a.Siis eel-
neva teoreemi 3 pohjal on seda ka o, af’ ... ,o”""" . Et « on primitiivne, siis
on iilatoodud juured omavahel erinevad. Seega on koik juured kujul of' . Et
tstikliline rithm (o) = Zpn _1, siis loomulik isomorfism on a <= 1 ja siit a?' o pl.
Et SUT(p',p" — 1) = 1, siis on p' rithma Zyn—1 moodustaja ning seega on
néidatud, et primitiivse vorrandi iga juur on primitiivne.l]

Definitsioon 3
n astme tsiiklotoomseks poliinoomiks nimetatakse poliinoomi Qn(z) = (z —

a1)(® —ag) - (T — ay(m), kus a; on primitiivne vorrandi " — 1 =0 juur.

Teoreem 5
Tsiiklotoomsel n astme potinoomil on jargmised omadused:
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1. Q, = I[I (z—a%), kus o on primitiivne n astme ihejuur;
1<d<n,d1ln

Lt —-1= HQd,'
d|n

IS

3. Qu = [1" — 1) (4);

d|n

4. tsiiklotoomset poliinoomi voib vaadelda kui poliinoomi iile iga korpuse Zy;

Qpr =142 2" 4 4P s p e P

o

Teoreem 6

Taandumaty n astme polinoom f(z) tle Z, on primitiivne parajasti siis, kui
polinoom f(x) jagab tsiklotoomset polinoomi Qpn_1(z).
Toestus

Tarvilikkus

Olgu f(x) n astme primitiivne poliinoom, siis poliilnoomi juure a jéirk on
p" — 1, seega o ~1 = 1, siit koik a astmed on juurteks vorrandile " —1 =0
ja seega on « primitiivne p” — 1 ithejuur. Teoreemist 4 on selge, et ka vorrandi
iilejddnud juurte jark on p™ — 1 ja seega on nad primitiivsed iithejuured. Seega
vastavalt tsiiklotoomse poliinoomi definitsioonile f(z) | Qpn—1(x) vorrandi f(z)
lahutuskorpuses. Et mélemad poliinoomid on ka poliinoomid iile Z,,, siis toimub
jagumine ka selles korpuses.
Piisavus

Jagagu n astme poliinoom f(x) tsitklotoomset poliinoomi Qpn—1(z), siis iga
poliinoomi f(x) lahutuskorpus on (alam)korpuseks tsiiklotoomse poliinoomi la-
hutuskorpusele. Poliinoomi f(x) juur a on vorrandi 2P" =1 — 1 = 0 primitiivne
juur ja seega juure jirk on p™ — 1. Siit on selge, et « on poliilnoomi f(x) lahutus-
korpuse primitiivne element, sest f(z) lahutuskorpuses on elemente iilimalt p™.
Néitan veel, et f(z) on on taandumatu poliinoom. Olgu f(z) taandumatu tegur
g(x), mille juureks on §. Siis, juure primitiivsusest ja teoreemist kolm saan, et
poliinoomi g(x) erinevateks juurteks on 3, 5?7, ﬁp2, e ,B”nil. Siit deg g(x) = n,
seega on f(x) taandumatu ja primitiivne.[]

Mairkus: On olemas taandumatuid poliinoome, mille juured pole primitiiv-
sed.

Vaatleme niiteks poliinoomi z* 4+ 2% 4+ 22 + = + 1 iile korpuse Z,. Siis
tsiiklotoomne poliinoom @15 on kujul

(z - V(@ —1)

@ —1)=°—1) =¥ "+t vt a1 = (2t ) (2 23 1)

Q15 =
Poliinoom z* + 2% + 22 + z + 1 on taandumatu, sest ta ei jagu taandumatute
poliinoomidega z, x—1 ja z2+2z+1. Niiiid on selge, et poliinoom z* 423 +x2+2+1
ei jaga tsiiklotoomset poliinoomi ja seega pole poliinoom primitiivne. Néaiteks
primitiivse poliinoomi 2* + x + 1 lahutuskorpuses Zs[a] on poliinoomi juurteks
a3,a%,a”, a'?, mis pole tdesti korpuse primitiivsed elemendid, sest nende jirk
on 5.0J
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