
FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Naturaaldeduktsioon (ND(→∧∨))

• Tuletusreeglid
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Naturaaldeduktsioon (ND(→∧∨))

• Näide:

ϕ(2)

(ϕ→ψ) ∧ (ϕ→ρ)(1)

ϕ→ψ
∧E

ψ
→E

ϕ(2)

(ϕ→ψ) ∧ (ϕ→ρ)(1)

ϕ→ρ ∧E

ρ →E

ψ ∧ ρ
∧I

ϕ→ψ ∧ ρ(2)
→I

(ϕ→ψ) ∧ (ϕ→ρ)→ ϕ→ψ ∧ ρ(1)
→I

VARMO VENE 2



FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Naturaaldeduktsioon (ND(→∧∨))

• Normaalkujud

ϕ(1)

ϕ→ ϕ(1)
→I

ϕ→ ϕ(2)

ψ→ ϕ→ ϕ(3)
→I

(ϕ→ ϕ)→ψ→ ϕ→ ϕ(2)
→I

ψ→ ϕ→ ϕ
→E

ϕ(1)
→I

ϕ→ ϕ(1)
→I

ψ→ ϕ→ ϕ(2)
→I

• Teoreem: Iga tõestatava valemi korral leidub normaalkujuline

tõestus.
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Naturaaldeduktsioon (ND(→∧∨))

• Normaliseerimisreeglid:

.... Σ

ϕ1

.... Π

ϕ2

ϕ1 ∧ ϕ2

ϕ1 −→

.... Σ

ϕ1

.... Θ

ϕ1

ϕ1 ∨ ϕ2

ϕ1.... Σ

γ

ϕ2.... Π

γ

γ −→

.... Θ

ϕ1.... Σ

γ

.... Σ

ψ

ψ
.... Π

ϕ

ψ→ ϕ

ϕ −→

.... Σ

ψ
.... Π

ϕ
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Curry-Howard isomorfism

• Teoreem:

(i) kui Γ ` M : ϕ, siis |Γ| `ND(→) ϕ, kus |Γ| = {ϕ | (x : ϕ) ∈ Γ};

(ii) kui Γ `ND(→) ϕ, siis leidub term M selline et ∆ ` M : ϕ, kus

∆ = {xϕ : ϕ | ϕ ∈ Γ}.

• Curry-Howard vastavus

λ → ND(→)

tüüp valem

tüübimuutuja lausemuutuja

term tõestus

termimuutuja eeldus

tüübikonstruktor loogiline konnektiiv

asustatavus tõestatavus

reduktsioon normaliseerimine
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Paarid ja summad (λ(→×+))

• Tüüpimisreeglid:

Γ ` M : σ Γ ` N : τ

Γ ` (M, N) : σ × τ

Γ ` M : σ × τ

Γ ` fst M : σ

Γ ` M : σ × τ

Γ ` snd M : τ

Γ ` M : σ
Γ ` inl M : σ + τ

Γ ` M : τ
Γ ` inr M : σ + τ

Γ ` L : σ + τ Γ, {x : σ} ` M : ρ Γ, {y : τ} ` N : ρ

Γ ` case(L; x.M; y.N) : ρ
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Paarid ja variandid (λ(→×+))

• Reduktsioonireeglid:

fst (M, N) −→ M

snd (M, N) −→ N

case(inl L; x.M; y.N) −→ M[L/x]

case(inr L; x.M; y.N) −→ N[L/y]

• Kehtib Curry-Howardi isomorfism λ(→×+) ja ND(→∧∨) vahel.
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Polümorfne λ-arvutus (F)

• Tüübid: τ := α | (τ → τ) | (∀α. τ)

• Termid: M := x | (λx:τ.M) | (M M) | (Λα.M) | (M τ)

• Tüüpimisreeglid:

Γ 
 M : σ

Γ 
 (Λα.M) : ∀α.σ
(α 6∈FV(Γ))

Γ 
 M : ∀α.σ

Γ 
 M τ : σ[τ/α]

• β-reduktsioon:

(λx:τ.M) N −→β M[N/x]

(Λα.M) τ −→β M[τ/α]
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Polümorfne λ-arvutus (F)

• Näited:

` Λα.λx∀α.α→α.x(α→α)(xα) : ∀α.(∀α.α→α)→α→α

` Λα.λ f α→α.λxα. f ( f x) : ∀α.(α→α)→ (α→α)

• Teoreem: Süsteemi F on rangelt normaliseeruv.

• Kehtib Curry-Howardi isomorfism süsteemi F ja teist järku

intuitsionistliku predikaatarvutuse {∀,→}-fragmendi vahel.

• Järeldus: Tüübi asustatavuse probleem süsteemis F ei ole

lahenduv.
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Polümorfne λ-arvutus (F)

• Absurd: ⊥≡ ∀α.α

• Konjunktsioon: σ × τ ≡ ∀α.((σ→τ→α)→α)

(P, Q) ≡ Λα.λzσ→τ→α.zPQ

fst(Mσ×τ) ≡ M σ (λxσ.λyτ .x)

snd(Mσ×τ) ≡ M τ (λxσ.λyτ .x)

• Disjunktsioon: σ + τ ≡ ∀α.((σ→α)→ (τ→α)→α)

inl(Mσ) ≡ Λα.λuσ→α.λvτ→α.uM

inr(Mτ) ≡ Λα.λuσ→α.λvτ→α.vM

case(Lσ+τ; xσ.Mρ; yτ .Nρ) ≡ L ρ (λxσ.M) (λyτ .N)
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FUNKTSIONAALNE PROGRAMMEERIMINE

Polümorfne λ-arvutus (F)

• Churchi numbrid: ω ≡ ∀α.(α→α)→α→α

n ≡ Λα.λ f α→αxα. f nx

succ ≡ λnω.Λα.λ f α→αxα. f (nα f x)

• NB! Leidub rangelt normaliseeruvaid terme, mis ei ole

süsteemis F tüübitavad: (λzy.y(zI)(zK))(λx.xx)

• Teoreem: Süsteemis F defineeritavate funktsioonide klass

langeb kokku teist järku Peano aritmeetikas tõestatavalt

rekursiivsete funktsioonide klassiga.

• Teoreem: Polümorfse λ-arvutuse tüübituletamine ja

tüübikontroll on ekvivalentsed ja mittelahenduvad probleemid.
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