Lambda-arvutus



Lambda-arvutus

A-termide suntaks

E =V muutuja
|  (B1 BE2) aplikatsioon
| (AV. E) abstraktsioon

Naiteid A-termidest

(e z) ((a. (Af- (£ 2))) YAz 2))
(Az. ) (Ae. ((add g) 1))

Sulgudest hoidumine

E, By, ... E,
AV.E, By ... B,
AV LV B

((...(By Bs)...)E,)
(\V. (B B ... By))
(AWVi. (\Wa. (.. (WVp. E)...))




Lambda-arvutus

Vabad ja seotud muutujad

Muutuja z on vaba A-termis F (so. z € FV(E)), kui ta ei asu
stimboli Az mdjupiirkonnas. Vastasel korral on z seotud.

FV(z) = {z}
FV(E, E;) = FV(E,) U FV(E2)
FV(\z. B) — FV(E) — {z}

A-termi E nimetatakse kinniseks kui FV(E) =0

Naide

(Az. y z) (Ay. z y)

! I

vaba vaba
seotud seotud




Teooria A\

Aksioomid
M=M (Az. M) N = M[N/z] (B)
Tuletusreeglid
M=N M=N_
M=N
Ax. M =Xz. N (€)
NB!

Relatsiooni = nimetatakse konversiooniks.




Teooria A\

B - konversioon
Vastab funktsiooni valjakutse vaartustamisele!

Naited
(Az. fz) E = fE
(Az y.add z y) 3 = Ady.add 3 y
(Ay. add 3 y) 4 add 3 4
(

Tl

Az y. add z y)(square y) Ay. add (square y) y




Teooria A\

Pisipunktiteoreem

VFeA 3XeN.FX=X

Toestus
Olgu W = Az. F(zz) ja X = WW. Siis

X=WW = (\z. F(zz))W = F(WW) = FX

Naited
term tema piisipunkt

Azy. Ty (Azy. (zz)y) (Azy. (z2)y)
Az. T (Az. zz) (A\z. z )




Teooria A\

a-kongruents

Term M on a-kongruentne termiga N (t&histame M =, N),
kui M ja N on identsed muutujate iimbernimetamise tapsuseni.

Naited
AT. T =a ANY. Y
Az. fz =4 Az. [z
Az. (Ay.y)z =4 M. (MY y)y
Ay addzy %, Ayy.addyy
Konventsioon

Koik seotud muutujad on vabadest muutujatest erinevad.




Teooria A\

Substitutsioon

Muutuja & substitutsiooniks termiga E nimetatakse muutuja z
koigi vabade esinemiste asendamist termiga F selliselt, et koik
termi F vabad muutujad on ka parast asendamist vabad.

Substitutsiooni definitsioon

E E[E'/z]
z E'
Y Yy

E1 Eg El[El/(E] EQ[E//:E]
Ay. By | M\y. Er[E'/z]




Substitutsioon

Substitutsiooni definitsioon a’la Church

E E[E]z]

z E'

Y Y

E1E2 El [EI/IE] EQ[E//ZB]
AZ. El AT. E]_

M. By (y ¢ FV(E) | My. Bo[E'/a]
Ay. By (y € FV(E")) | Xz. Br[z/y|[E' /7]
z on uus muutuja




Substitutsioon

Substitutsiooni lemma
Kui z ja y on erinevad muutujad ning =z ¢ FV(L), siis

M[N/z|[L/y] = M[L/y][N[L/y]/z]

Substitutsiooni omadusi

M=M= M[N/z]=M'[N/z
N=N' = M[N/z] = M[N'/z]

Ilmutatud viidatavus (Leibniz)

Olgu C['] mingi kontekst, siis

M=N = C[M]=C|N]




Ekstensionaalsus

Teooria A + ext
Mz=Nz

= z ¢ FV(MN) (ext)
Teooria A + 7
Xz. Mz=M z¢FV(M) (n)

Naited
M. (My.y)z = Ay y
Az. add z = add
A.addzz # addz
Lemma

Teooriad A + ext ja A + 7 on ekvivalentsed.




Reduktsioon

Moisted
@ Reduktsioon on ainult vasakult paremale rakendatav

konversioon; paremalt vasakule — ekspansioon.

@ Alamtermi, millele saab rakendada reduktsioonireeglit nim.
reedeksiks.

o Ilma iihtegi reedeksita term on normaalkujul.

Naide
n-reedeks

(Az. (Az. z) (Az. ) 2) 1

B-reedeks
B-reedeks




Reduktsioon

Moisted
@ Relatsioon R C A? on kooskdlaline kui iga termi M, N € A
ja iiheaugulise konteksti C/[:] korral:

(M,N)e R = (C[M],C[N])€eR

@ Relatsiooni R C A? nimatatakse vorduseks (kongruentsiks)
kui ta on kooskélaline ekvivalentsusrelatsioon.

@ Relatsiooni R C A? nimetatakse reduktsiooniks kui ta on
kooskolaline, refleksiivne ja transitiivne.




Reduktsioon

Uhesammuline R-reduktsioon
(M,N)€R
M —z N
M — R N
Ax. M — g Az. N

M—)RN
MZ s NZ
M—)RN
ZM —gr ZN

R-reduktsioon

M%RN
M =N M=rM

M—rN N—p3xL

M —pgrlL

R-konversioon
M —pgrN N=xpM

M=gN N=plL

M=p N M=rN

M=pL




Reduktsioon

Vaide
Relatsioonid — g, =g ja =g on kooskodlalised.

Lemma

N =N — M[N/z] =g M[N'/z]

NB!

Ei kehti — g korral! Naiteks kui M =z z, N = (Ay.y)z ja
N' = 2z, siis

N —g N/, aga (Ay.y)z((Ay.y)z) /—p 22




Reduktsioon

Moisted
@ Termi M nimetatakse R-reedeksisks kui AN.(M, N) € R.
Termi N nimetatakse termi M R-kontraktumiks.

@ Term M on R-normaalkujul kui ta sisalda tihtegi
R-reedeksit.

@ Termi N nimetatakse termi M R-normaalkujuks kui N on
R-normaalkujul ja M = N.




Reduktsioon

Vaide
M —grN< M=C[|P],N =C|[Q] ja (P,Q) € R.

Jareldus
Olgu M R-normaalkujul, siis M =—=gr N — M = N.

NB!

Sellest et VN[M —r N — M = N] ei jareldu, et term M
oleks R-normaalkujul.




Church-Rosseri teoreem

Moisted
o Binaarne relatsioon > on rombi omadusega (> = ¢) kui

VM, M, Mg[MDMl/\MDMz — ElMg[Ml I>M3/\M2I>M3]]

@ Relatsioon R on Church-Rosser (CR) kui =g = ¢

Church-Rosseri teoreem

CR(R)AM =g N = 3Z[M —>r ZAN =5 7]

Jareldused
@ Kui N on termi M R-normaalkuju, siis M —-g N.

o Igal termil saab olla iilimalt iiks normaalkuju.




Church-Rosseri teoreem

Lemma
>EO = >*FE §, kus >* on > transitiivne sulund

Hiidreduktsioon (grand reduction)

M —= M N — N’
M= M MN —; M'N'
M—N M=—{ M N=—N'

Az. M =1 Az. N (Az.M)N —1 M'[N'/z]




Church-Rosseri teoreem

Lemma
o M = M',N =1 N' = M[N/z] =1 M'[N'/x];
e \e.M — 1 N — N =Xz.M' kus M —; M';
@ M N —1 L jareldub:
-~ kas L= M'N', kus M — M' ja N —; N/;
- v0i M = Xz.P, L = P'[N'/z], kus P =1 P’ ja
N —, N'.

Lemma
:>1 ‘: <>

Teoreem
—>p on = transitiivne sulund




Church-Rosseri teoreem

Moisted
@ Binaarne relatsioon > on norgalt rombi omadusega kui iga
M, M; ja M> korral

M>M AMD> M — E|M3[M1I>ZM3/\M2I>*:M3]

kus >* on relatsiooni > refleksiivne ja transitiivne sulund.

@ Relatsioon R on ndrgalt Church-Rosser (WCR) kui — g
on norgalt rombi omadusega.

@ Relatsioon R on tugevalt normaliseeruv (SN) kui iihegi
termi M korral ei leidu 16pmatut reduktsioonijada.

Newmanni lemma

SN A WCR = CR




Reduktsioonistrateegiad

Reduktsioonijarjekorrad
@ Normaalkuju saavutamine soltub reduktsiooni jarjekorrast!

@ Normaaljarjekord — alati redutseeritakse koige valimine
vasakpoolne reedeks

(Az.y)((Az.(zz))(Az.(22))) —p Y

@ Aplikatiivne jarjekord — alati redutseeritakse koige
sisemine vasakpoolne reedeks




Standardiseerimisteoreem

Margendatud A-termid
@ A4 on margendatud A-termide hulk:
— 2% € Ay, kus a € A ja £ on muutyja;
- (Az. M) €Ay, kusa € Aja M € Ay;
— (MN)* € Ag,kusa € Aja M,N € Ay.
@ Margenduseks nimetatakse funktsiooni mis
(mdrgendamata) termi iga alamtermiga seob mérgendi.

o Margendust nimetatakse algmargenduseks kui erinevad
alamtermid seotakse erinevate margenditega.

Naide

(Az.(z'2%)%)* (4°2°)")°




Standardiseerimisteoreem

Margendatud B-reegel
((\z.M)®N)® = M[N/z]

Margendatud substitutsioon

z*|N/z] = N

y*[N/z] = v
(MyMp)*[N/z] = (Ml[N/w]Mz[N/w])
(Ay.M)*[N/z] = (Ay.-M[N/z])®

Naide

(Az.(2'2%)%)* (1°2°)")° —p ((¥°2°)" (4°2°)")°




Standardiseerimisteoreem

Reedeksi jaagid
e Olgu M — N, 7 termi M margendus, J termi N
margendus ning A redutseeritava reedeksi margend
(M —A N):
— alamtermi T' € Sub(N) nimetatakse alamtermi
S € Sub(M) jarglaseks kui Z(S) = J(T');
— reedeksi jarglast nimetatakse selle reedeksi jaagiks;
— redutseeritud reedeksil ei ole iihtegi jaaki.

Naide
(Azy.(Azw.zz)y) M N
—p (Ay.(Azw.Mz)y)N
—p (Azw.M2)N
—s5 \w.MN




Standardiseerimisteoreem

Peanormaalkujud
@ Term M € A on peanormaalkujul (HNF) kui

M=Azy...zp.xM... M, n,m=>=0

o Kui M =Azy...z,.(Az.My) My ... M), kus n > 0 ja
m > 1, siis alamtermi (Az.Mp)M; nimetatakse
peareedeksiks

@ Term M € A on ndrgal peanormaalkujul (WHNF') kui

| zM,.. M, n>0
M_{ Az. M




Standardiseerimisteoreem

Standardreduktsioon
Standardreduktsiooniks nimatatakse reduktsioonijada

Mo —)AO M]_ —>A1 M2 —)A2 a6

kus iga kahe reedeksi A; ja A; (¢ > j) korral A; ei ole
reedeksist A; vasakul asuvate reedeksite jaagiks.

NB!

Normaaljarjekorras reduktsioon on standardreduktsioon!




Standardiseerimisteoreem

Lemma

M = N = 3Z[M = Z =; N|

Standardiseerimisteoreem

M—N=M—7; N




Konstantidega lambda-arvutus

Konstantidega A-arvutus

E =V muutuja
| C konstant
| (B BE2) aplikatsioon
|  (AV. E) abstraktsioon

Iga konstandiga seotakse mingi arv d-reduktsiooni reegleid.

Naide
Naturaalarvud (0, 1,2,...) ja liitmine (+)

0 +10 —s 1
1 +11 —5 2

NB!
d-reeglite lisamine v6ib kokkuvoolavuse dra rikkuda!




De Bruijn’i A-arvutus

De Bruijn’i A-termid

Muutujad on asendatud siduva A kaugusega

E = N muutuja
| (1 B2) aplikatsioon
| (AE) abstraktsioon
Naited
AT. T « Al
AT Y. T Y < AA21
Ay.zy(Ay. zyy) < AA21(A311)
Az.z (Ay. 2y y) < AL(A211)




De Bruijn’i A-arvutus

B-konversioon

(AM) N = M[N/1]

Substitutsiooni definitsioon

m[N/n]

(M1 Mz)[N/n]
(A M)[N/n]
Sh’l’ﬁn,z(])

shift,, ;(N1 Na)
Sh'llftnﬂ(A N)

m

m—1

Shzftn,l(N)

(M1[N/n]) (M2[N/n])
AMM[N/n + 1))

J

j+n—-1

shaft,, ;(N1) shift,, ;(N>)
A shift, ;1 ()

fm<n
ifm>n
fm=n

ifj <4
ifj >4




Kombinaatorloogika

Vaide
Olgu M(Z) mingi A-term mis sisaldab vabu muutujaid Z. Siis
leidub term F selline, et F 2 = M(Z).

Kombinaatortermide stintaks

E = 1| K|S | (EBE)
Reduktsioonireeglid
Iz —
Kzy — =«
Sfgz — fz(gz)

NB!

Identsuskombinaator on teistest defineeritav: SKK =1




Kombinaatorloogika

Teooria CL

o Aksioomid
P=P KPQ=P SPQR=PR(QR)

o Tuletusreeglid

P=Q P=Q
Q=2 PR =QR
P=Q Q=R P=Q
P=R RP = RQ




Kombinaatorloogika ja A-arvutus

CL= A
I = )z
K = Ay =z
S = Mgz fz(g2z)
Abstraktsioon
[z] z =1
|y = Ky
= Ke

S ([z] £1) ([z] B»)




Kombinaatorloogika ja A-arvutus

A= CL
Naide

N [ T T T T
O




Kombinaatorloogika ja A-arvutus

Lemma
CLFP=Q = AF P =Qx

NB!
Vastupidine ei kehti!! (Naiteks: SK # KI)

Curry aksioomid




Optimiseerimised

NB!

Kombinaatortermi suurus on eksponentsiaalne esialgse termi
argumentide arvust!

Kombinaatorid B ja C

B = S(KS)K
C = S(BS(BKS))(KK)
Reduktsioonireeglid

Bfgz — f(g92)
Cfgez — fazxg




Optimiseerimised

Optimiseerimisreeglid

S(Kp)(Kg) = K(pg)
S(Kp)lI =p
S(Kp)q = Bpg
Sp»(Kyg) = Cpg
Naide
Cl(Azy. yz)] = [z] (ST (K z))
= [z](CIxz)
= S ([z)(CI) ([z]z))
= S(S(KC)(KI)I
= S(K(CI)I
= CI




Optimiseerimised

NB!

Optimiseeritud kombinaatortermi suurus on esialgse termi ruut!
C[rz1.p q] = Spia

Cl[Az2z1.p ] = S(BSp2)g

C[Azszozipg] = S(BS(B(BS)ps))gs
ClAzszszozipg] = S(BS(B(BS) (B (B (BS))ps))) ¢

4




Optimiseerimised

Turneri kombinaatorid

S'cfgz — c(fz)(9z)
B'cfgez — cf(gz)
Ccfge — c(fa)g
B*cfgz — c(f(g92))
Optimiseerimisreeglid

S(Kp)(Kgqg) = K(pg)
S(Kpl =p
S(Kp)(Bgr) = B*pgr
S(Kp g = Bpg
SBpg (Kr) = C'pgr
Sp(Kyg) = Cpg
SBpgr = S'pqr




Andmete esitamine A-arvutuses

Baaskombinaatorid
I = Mz.z
K = My «z
S = Mgz fz(g9z)
“Astendamine”
E'ER = E
E"E' = E(B(...(F E")...)
———
n tiikki
NB!

E"E E) = E""'E' = E (E"E)




TOevaartused

Spetsifikatsioon
not true = false
not false = true
Definitsioon
true = Azy. z (= K)
false = JAzy.y
not = Mt t false true
Naide
not true (At. t false true) true

true false true

(Az. Ay. z) false true
(Ay. false) true

false

Lo ]m




Tingimuslause

Spetsifikatsioon

cond true By B, = E;
cond false F; F, Es

Definitsioon
cond = Mzy. tzy
Naide
cond false E; B2 = (M zy.tzy)false By Es

— false E, B
= (Azy.y) By By
— B




Paarid ja ennikud

Paarid
fst = Ap. p true
snd = MAp. p false
(B, B2) = Af. [ B By
Ennikud
(B1,...,E) = (B, (...(Bpo1,En)...)
N = fst B
E I 2 = fst (snd E)
E I 1 = fst (snd" 'E)

snd®” ! E




Standardnumbrid
I_O_I
I—n_|_ 1 al
succ

pred
iszero

Naturaalarvud

AZ. T (=
(false,™n™)

An. (false, n)

An. n false (=
An. n true (=

snd)
fst)

Liitmine (?!)

add =

Az y. cond(iszero z) y (add(pred z)(succ y))




Naturaalarvud

Church’i numbrid

n = Mz ffz

succ = M. Afz.nf(fz)

iszero = An.n (Az. false) true

add = mn Afz.mf(nfz)

Naide
add21 = (Mmn Afzmf(nfz)21l

= M z.2f(Lfaz)
= Az f(f(Lfz))
= X277 (o)

Korrutamine ja astendamine

mul = Mmn Afz.m(nf)z
exp = mn. Afz.nmfz




Naturaalarvud

Uhe lahutamine — abifunktsiooni spetsifikatsioon

prefn f (true,z) = (false,z)
prefn f (false, z) = (false, f z)
(prefn f)* (false,z) = (false, f" z)
(prefn f)" (true,z) = (false, f™ ! z)

Uhe lahutamine — definitsioon

prefn = M\fp.(false, (cond (fstp) (sndp) (f (sndp))))
pred = An.Afz.snd(n(prefn f)(true,z))
Naide
predn fz = snd (n (prefn f) (true,z))

snd ((prefn f)" (true,z))
snd (false, f* ! z)
— fn—l T




Listid

Definitsioon
nil = Az.z2 (= I
cons = Az y. (false,(z,v))
null = Az.z true (= fst)
hd = Xz fst (snd 2))
tl = Az.snd (snd 2))
Naide
null nil fst (A\z. z)

(Ap. p true) (Az.

— true




Piisipunktid

Pisipunktiteoreem

VF.3X. X =F X

Moisted
@ Termi M nimetatakse piisipunkti kombinaatoriks kui

VF.MF=F(MF)
o Curry “paradoksaalne” kombinaator
Y = Af.(Az.f(z2)) (Az.f(z z))
o “Tugev” piisipunkti kombinaator

© = (Azy. y(zzy)) (Azy. y(zzY))




Piisipunktid

Lemma
Olgu G = My f.f(yf) (=8I)

M on piisipunkti kombinaator <— M =GM

Toestus
(<) Kui M = GM, siis:

VE. M F GMF

(Myf fyf)) M F
F(M F)

(=) Kui M on piisipunkti kombinaator, siis:

Af-F(M)
AFMf
M

GM




Pisipunktid

Lemma
Koik alljargneva jada elemendid on piisipunkti kombinaatorid

YO =Y
Y™t = Y"G
TOestus
vl = weE
= G(Y"G)
= gyt
NB!

Y!— ©




Rekursioon

Lemma

Olgu C = C(f, Z), siis
e JF.YN. FN = C(F,N)
e 3F.VYN. FN = C(F,N)

Toestus
Vétame F = O(AfZ.C(f, T))

Standardnumbrite liitmine

add = Mz y. cond (iszero z) y (add(pred z)(succ y))
add = Y (Af z y. cond (iszero z) y (f (pred z)(succ y)))

o’




Mitmekohalised funktsioonid

"Currymine”

curry,, = Az ... Zp. f(21,-..,2Zn)
n

uncurry, = Afp. f(@l1) ... (pin)

NB!

curry,(uncurry, N)=N uncurry,(curry,, M) =M

Uldistatud \-abstraktsioon
AVi,..., V). E = uncurry, (A\Vy ... V,. E)

Uldistatud S-konversioon

AVi,.... Vo). E)(Br,...,B,) —p E[By...E,/Vi...V,]




Rekursioon

Vastastikune rekursioon

i = FAfi...fa
fo = Ffi...fn
fn = Fpfi...fn
Definitsioon
f = Y?(L)\(fl,,fn) (Flfl---fn, 500y anlfn))
fi = fil
f2 = [fl2
fn = fIn




Arvutatavus

Church’i tees
Koik arvutatavad funktsioonid on esitatavad A-arvutuses!

Lihtrekursiivsed funktsioonid

(i) 0
(ii)) S(z)=z+1
(iii) Ui(z1,za,...,Tn) = 2;

(iv) f(z1,...,2n) = g(h1(z1,.. ., Zn), ..., Ar(Z1, ..., Zn))
(v) f(0,za,...,2,) = g(z2,...,2Zn)
f(S(z1), 22, ...,2) = h(f(z1,2Z2,..-,Tn), T2, ..., Zp)

Osaliselt rekursiivsed funktsioonid
(Vl) f(m17"':mn) :min { y | g(y,w2,---,$n) :$1 }




Arvutatavus

Minimiseerimine
minz f (z1,...,2,) = cond(eq(f(z,z2,...,Zn) 1)

T

(min (succz) f (z1,...,2Zn)))
Definitsioon

min = Y (Amzf(z1,...,2n).
cond (eq (f(z,z2,...,2Zn)) 1)
z

(m(succ z) f (z1,...,2,)))
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