Tuubid



Lihtsalt tutubitud A-arvutus

Titbid
Olgu U (loenduv) tiiiibimuutujate hulk; lihtsate tiiiipide hulk IT
on defineeritud jargneva grammatikaga:

I:=U | (I > 1)

Tiiibimuutujaid tdhistame a, 3, ... € U, tiilipe o, 7, ... € II.

Kontekstid
Muutujast ja tiilibist koosnevate paaride jada

P={z1:7, ..., Tp:Ta}

Kontekstide hulka tahistame C' ning kontektsi I' doomenit
dom(T') = {z1, ..., Zn}.




Lihtsalt tiiibitud A-arvutus a la Curry

Tiilpimine
THiiiipimisrelatsioon - C C x A x IT on defineeritud jargmiste
tuletusreeglitega:

Tz:oF-M:7T
z:7kx: 7 'FXe.M:0—T

''-M:0c—-71 I'EN:o
I'-MN: 1

kus z ¢ dom(T").




Lihtsalt titibitud A-arvutus a la Curry

Definitsioon

Lihtsalt tiitibitud A-arvutus a la Curry (A— & la Curry) on
kolmik (A, II, ).

Naiteid
FXx.z:0—o0

FdXzyz:0 >7—>0
Fdzyzzz(yz): (o —>7—p) = (0—=T)—0—p




Lihtsalt tiiibitud A-arvutus a la Curry

Naide
'Fy:p—o T'kF2z:p
'Fz:o—71 'Fyz:o
M'Fz(yz): 7
ok Xzz(yz) :p—> T
DyEXxyza(yz):(p—o) > p—>T
Flzyz.z(yz):(c—>17)—>(p—>0o) = p—oT

kus
' = {zioc—71}
Iy = {zioc—T, yp—o}
I' = {zioc—T, y:p—o, z:p}




Lihtsalt titibitud A-arvutus a la Curry

Moodustamislemma

'Fz:o = z:0€l
'rMN:o = FIr[’'FM:7T—0 ATEFN:T]
'FXzeM:0 = 3Ir,pTz:7TEFM:p AN o=T7— p]

Subjektreduktsioon
Kuil'"FM:0jaM—=— N,siisI'F N : 0.

Teoreem
Relatsioon = on Church-Rosser.




Lihtsalt tutubitud A-arvutus a la Church

Pseudotermid
Pseudotermide hulk A on defineeritud grammatikaga:

AH =V ’ ()\VIH.AH) ‘ (AHAH)

THilipimine
Tiiiipimisrelatsioon IF C C' x A x II

z:ol-M: T
e:tlhz:T TFXz:oM:0—>T

'tM:0—-71 T'IFN:o
''F-MN : 71




Lihtsalt tutubitud A-arvutus a la Church

Definitsioon

Lihtsalt tiiibitud A-arvutus a la Church ( A— a la Church) on
kolmik (Am, T, IF).

Naiteid

FAXz:0.z:0 >0

FAXz:0. Ady:T.2:0>T— 0

FXe:0>T—op Ay:0—>T. Az:0 z22(y=2)
(o—=1T—op) = (0—=T)—>0—p




Lihtsalt tutubitud A-arvutus a la Church

Moodustamislemma

FlFz:0o = z:0€l
I'FMN:o = T TFM: 750 ATIFN:T]
PEXerM:0o = Fplz:7IFM:p A o=1T— p

Subjektreduktsioon
Kuil'FM:0jaM—=— N,siisI'"lFN : 0.

Teoreem
Relatsioon = on Curch-Rosser.

Tiitipide unikaalsus
o Kuil'bM:cjal'lF M :7,siisoc=T.
o Kuil'mM:o0jal'FN:7jaM =N,silisc=r.




Church vs. Curry

Definitsioon
Tiiiipide kustutamise funktsioon |- |: Ag — A
z| = =z
|[MN| = |M]||N|
|Az:o. M| = Az.|M|
Teoreem

Olgu M, N € An
e kui M — N, siis |[M| — |N|;
okuil' M :o,siisI'F |M|: 0.




Church vs. Curry

Teoreem
Olgu M,N € A
@ kui M — N, siis iga M’ € Ay mille korral |[M'| = M
leidub N’ € Ap nii et |[N'| = N ja M' — N/;
@ kui I' - M:0, siis leidub M'e Ap nii et |M'| = M ja
'k M':o.




Valjendusvoimsus

Definitsioon

Olgu N = (o — a) — (a — a). Funktsioon f : N™ — N on
A —-defineeritav kui leidub F € Aniiet-FF: N —- ... > N
(m+ 1korda) ja Fny...nm = f(n1,...,nm).

Teoreem
A —-defineeritavad funktsioonid on tapselt laiendatud
poliinoomid.




Valjendusvoimsus

Laiendatud polinoomid
(1) projektsioomid: U™ (ny,...,nm) =n; (1 <1 < m);
(2) konstantfunktsioonid: k(n) = k;
(3) margifunktsioon: sg(0) =0 ja sg(m + 1) = 1;
(4) lstmane:
(f+9)(n1,...,nK,m1,...,my)
= f(n1,...,nk) + g(m1,...,my);

(5) korrutamine:

(f-9)(n1,...,nk,m1,...,my)

= f(ni,...,ne) - g(m,...,m).




Lahenduvus

Definitsioon

Termi M nimetatakse (A —) tiilibitavaks parajasti siis, kui
leiduvad I' ja 7 mille korral I' - M : 7.

Lemma

A— tiilibitavate termide klass on lahenduv (so. leidub algoritm,
mis tuvastab kas antud term on tiiiibitav).

v




Lahenduvus

Norgalt normaliseeruvuse teoreem
Iga A— tililibitav term omab nii 8- kui ka #n-normaalkuju.

Tugevalt normaliseeruvuse teoreem

Iga A — tiilibitavast termist 1dhtuv G- (87-) reduktsioonijada on
16plik.

v

Teoreem

A— tiiiibitavate termide §- (87n-) vorduse kontrollimiseks
leidub otsustusprotseduur (so. algoritm, mis saades 2 tiiiibitud
termi P ja @, tuvastab kas P = Q).




Naturaaldeduktsioon (ND(— AV))

Tuletusreeglid
7
A 130 7
77—t g °F
Y1 2 01 A @2 o1 A g
o1 A gz " pr E gy R
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: : 91V 9 ’Y ’)’
Y1 P2 ik : VE

[
Y1V Q2 Vi V1V Q2




Naturaaldeduktsioon (ND(— AV))

Naide
A (1)
o @2Vl o) Alpoa)”
P A ) =P NE
_>
L Y LA
oY Ap®

(p—=Y)A(p—=p)—p—9 A p® -




Naturaaldeduktsioon (ND(— AV))

Normaalkujud
=@
(p(l) —l 1‘[}%"0_)%0(3) —| (p(l) —
=W (p—=p) =92 p—p® p—
—E —(2) —l
Yop—p Yop—p
Teoreem

Iga toestatava valemi korral leidub normaalkujuline tdestus.




Naturaaldeduktsioon (ND(— AV))

Normaliseerimisreeglid
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Curry-Howard isomorfism

Teoreem

(i) KuiT' = M : g, siis |T'| Fypy @, kus
Pl ={¢|(z:9) €T}

(ii) Kui T' Fypy o, siis leidub term M selline et A = M : o,
kus A ={z,:p|p €T}

Curry-Howard vastavus

A— ND(—)

tiiip valem
tlilibimuutuja lausemuutuja

term toestus
termimuutuja eeldus
titbikonstruktor | loogiline konnektiiv
asustatavus toestatavus
reduktsioon normaliseerimine




Paarid ja summad (A\(— x+))

Tilpimisreeglid

''rM:0 TTEN:7T 'EM:oxT I'EFM:oxT

''F(M,N):oxT 'Ffst M:o 'Fsnd M:71

I'tM:o I'-M: T

I'Finl M :0+71 'tinr M : 0o+ 71

'L:o+71 DH{z:o}r-M:p T{y:7}FN:p

't case(Lyjz.M;y.N):p




Paarid ja variandid (A(— x+))

Reduktsioonireeglid
fst (M, N) — M
snd (M, N) — N
case(inl L;z.M;y.N) — M][L/z]
case(inr L;z.M;y.N) — N[L/y]

NB!
Kehtib Curry-Howardi isomorfism A(— x+) ja ND(— AV) vahel.




Poliimorfne A-arvutus (F)

Tuubid

T =a | (tr—71) | Va. 1)

Termid
M=z | QM) | (M M) | (AaM) | (MT1)

Tiilipimisreeglid

'FM:o I'F M :Va.o

(agEV(D))

'k (Aa.M) : Voa.o ClFMT:o[t/al

B-reduktsioon

(Az:T.M)N —p5 M[N/z]
(Aa.M)T —pg Mir/a]




Poliimorfne A-arvutus (F)
Naited

F AaAz"%°% p(a—a)(za) : Va.(Va.a—a)—a—a
FAaAfe Az f(fz) : Va.(a—a)— (a—a)

Teoreem
Siisteem F' on rangelt normaliseeruv.

NB!

Kehtib Curry-Howardi isomorfism stisteemi F ja teist jarku
intuitsionistliku predikaatarvutuse {V,—}-fragmendi vahel.

Jareldus
Tiiilibi asustatavuse probleem siisteemis F ei ole lahenduv.




(7]

Poliimorfne A-arvutus (F)

Absurd: 1=Va.a

Konjunktsioon: o x71=Va.((c—>T—=a)—a)
(P,Q) = Aa Xz 2PQ
fst(M°*") = Mo (Az?.2y".2)
snd(M°*") = M1 (Az?.2y".y)
Disjunktsioon: o+ 7 =Va.((c—a)—(T—a)—a)
inl(M9) = Ao du T uM
inr(MT) = Ao du A" M
case(L°T7;z°.MP,y".NP) = Lp(Mz°.M)(Ay".N)
Churchi numbrid: w =Va.(a—a)—a—a

n
succ

Aadfeg>. fre
An¥Y Aarfez*. f(nafz)




Poliimorfne A-arvutus (F)

NB!

Leidub rangelt normaliseeruvaid terme, mis ei ole siisteemis F
titbitavad
(Azy.y(2I)(2K))(Az.zz)

Teoreem

Stisteemis F defineeritavate funktsioonide klass langeb kokku
teist jarku Peano aritmeetikas toestatavalt rekursiivsete
funktsioonide klassiga.

Teoreem

Poliimorfse A-arvutuse tiiiibituletamine ja tiiiibikontroll on
ekvivalentsed ja mittelahenduvad probleemid.




Tuubi tuletamine

Naide

F Azyz.z(yz) : 10

Vorrandid:

Lahend:




Tuubi tuletamine

Naide

{z:7} F Ayz.z(yz) :
F Azyz.z(yz) : 10

Vorrandid:

To = T1— T2

Lahend:




Tuubi tuletamine

Naide
{z:m,y:ms} F Az.z(yz) : T
{z:71} F Ayz.z(yz) :
F Azyz.z(yz) : 10
Vorrandid:
To =T1— T2 To = T3 — T4

Lahend:




Tuubi tuletamine

Naide
{z:11,y:73, 2.5} F z(yz) : 76
{z:m,y:ms} F Az.z(yz) : T
{z:71} F Ayz.z(yz) :
F Azyz.z(yz) : 10
Vorrandid:
To =T1— T2 To = T3 — T4 Te = Ts5 — Té

Lahend:




Tuubi tuletamine

Naide

'tz:m—71p 'Fyz:m
{z:11,y:73, 2.5} F z(yz) : 76
{z:n,y:ms} F Az.z(yz) : Ta
{z:71} F Ayz.z(yz) :

F Azyz.z(yz) : 10

Vorrandid:

To = T1— T2 To = T3 — T4 Ta = Ty — T
L =T7—Té6

Lahend:




Tuubi tuletamine

Naide
PFy:m3—71 T'kEz:Tg
'tz :m—716 'Fyz:m
{z:11,y:73, 2.5} F z(yz) : 76
{z:m,y:ms} F Az.z(yz) : Ta
{z:71} F Ayz.z(yz) :
F Azyz.z(yz) : 10
Vorrandid:
To=T1—To Ty = T3—Ty Ty = T5— T
L= Tr—Ts T3 = Tg — Ty T5 = Tg

Lahend:




Tuubi tuletamine

Naide
PFy:m3—71 T'kEz:Tg
'Fz:1mm—14 'Fyz:m
{z:11,y:7m3, 275} F 2(yz) : 76
{z:m,y:ms} F Az.z(yz) i Ta
{z:m} F Ayz.z(yz) : o
FAzyz.z(yz) : To
Vorrandid:
To=T1—T2 Ty =T3—T4 Ty =Ts—Ts
TL=Tr—Te T3 = Tg =Ty Ts = T3

Lahend: 70 = (T7 = 76) = (T8 = T7) > T8 = Tg




Tuubi tuletamine

Tahistused
e 5,5',... (tuiibi)substitutsioonid.
o 7> 17— 3IS[T = S(1)];
o I'> T« 3S[I" D S(I)].

Definitsioon

Paar (I, 7) on termi M printsipiaalne paar parajasti siis, kui
(i) T'F M : T,

) MM =T>I" AN T>7.

Kui M on kinnine term (I' = @), siis 7 on printsipiaalne tiiiip.

v

Teoreem

Kui term M on tiiiibitav, siis leidub talle printsipiaalne paar.
See paar on unikaalne (tiilibi)muutujate imbernimetamise
tapsuseni.




Tuubi tuletamine

Algoritm

o Sisend: algkontekst I' ja term M

o Valjund: tiiip 7, ja vorrandite slisteem Fjy

— kui M =z jaz ¢ dom(T"), siis 7y = o ja Eyr = 0;

kui M =z ja ¢ € dom(T'), siis 7 = I'(z) ja Em = 0;
— kui M = PQ, siis 7y = a ja

Ey =EpUEgU{Tp = 19— a};
— kui M = Az.P, siis Ty = o, —7Tp ja By = Ep

o Lopuks leitakse saadud vorrandisiisteemi lahendav koige
uldisem unifikaator U; kui seda ei leidu siis pole term
tiitibitav, vastasel korral on termi tiitip U(7a).




Tluubi tuletamine
Naide

(y:ay, 0) (z:a;, 0)
(z:ag, 0) (yz:0, {oy =a,—F})
(z(yz) : v {ay =a: =6, az =F—217})
(Az.z(yz) 1 a,—7, {ay =a, =B, az =F—7})
(Ayz.z(yz) :ay— o, =y, {ay =0, =, a; =F—7})

(Azyz.z(yz) : az—ay—a, =, {oy =0, =0, a, =F—7})

Mittetutiibitava termi naide
(z:az 0) (z:o0g 0)
(zz : B, {0z = az—[(})

(Az.zz :a;— B, {az = a;—F})




Hindley-Milner’i tiiibisiisteem

o Tutibid: T =a | (T—>71)
o Tiutbiskeemid: o = T | Va. o
o Twtpimasreeglid:

'rM:0 T,{zi0}-N:T
'Fletz=Min N:T

Nez:okz:o

'-M:mq »>1 I'EN:7y

z:mkEM:7
I'EAXz.M .1 — 719 I'FMN : 1
' M:o I'-M:Va.o
(g FV(T) ' M:o[t/al

I'-M :Va.o

® Reduktsioon: let z =M in N — N[M/z]




Hindley-Milner’i tiiibisiisteem

Let-seotud vs. A-seotud muutujad

I' = {3:Int, True:Bool, (,):VaB.a—B—a x [}

't let id = Az.z in (2d 3, id True) : Int X Bool

't/ (Aid.(2d 3, 2d True)) (Az.z) : Int X Bool

Modifitseeritud tiitipimisreeglid

P,z:al—:z::T(UM)

'CM:nn D{zVan}-N:7
'letz=Min N :1p

(agEV(I)




Hindley-Milner’i tiiibisiisteem

Naide

= T'Frwd:I1—-1 TIF3:I IMFid:B—B IYFT:B
I'{z:a}Fz:a I'Fid3:I I'F4dT:B
'FXz.z:a—a I {idVa.a—a}t (:d3, ¢dT): I xB

T'Flet id = Az.z in (id3, idT): I x B

Vaga komplitseeritud tiiiibiga term

let pair = Azyz.2Ty in
let 1 = A\y.parr yy in
let o = Ay.z1(z1 y) in
let 3 = Ay.z2(z2y) in
let z4 = A\y.z3(z3y) in
let z5 = Ay.z4(z4y) in
z5(Ay.y)
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