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Denotatsioonsemantika (1)

 Meld huvitab ainult programmi taitmise
efekt, st. assotsiatsioon alg- ja |0ppoleku
vahdl.

* Defineeritakse semantiline funktsioon iga
stintaktilise kategooriajaoks, st. iga
stintaktiline konstruktsioon seotakse
matemaatilise objektiga (funktsioon, mis
Kirjeldab konstruktsiooni taitmise efekti).
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Denotatsioonsemantika (1)

o Semantilised funktsioonid on denotatsi oon-
semantikas kompositsioonilised, st
— Iga stintaktilise kategooria baaselemendi jaoks
on semantiline klausel

— Iga komponeeritud stintaktilise kategooria
elemendi jaoks vastab kompositsiooni-
elementide vahetute klauslite kompositsioon.
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Otsestiill semantika

o Avaldise Statmise efekt tahendab oleku
muutmist.

e Defineerime semantilise funktsiooni
S - Stm - (State G State)
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W hile keele denotatsioonsemantika

Sas|z = a]s = s[z—A|a]s]

Sys[skip] = id

Sas[S1 7 S2] = SaslS2] o Sas[S1]

Sgs[if b then S, else S5 = cond(B[b], Sas[S1], Sas[S2])

Sys[while b do S] = FIX F
where F' g = cond(B[b], g o Sas[S], id)
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S;iS,
Sas[ 51 : Sa]s
= (Sas[52] 0 Sas[51])s
[ 5" if there exists s’ such that Sy[51]s = ¢’
and Sgs[[S2]s' = s”
= ¢ undef if SgS1]s = undef
or if there exists s’ such that Sg|S1]s = §'

but SdEESg]]S'r = undef
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if then else (1)

Sas[if b then Sy else S5] = cond(B[b], Sas[S1], Sas[S2])

cond: (State — T) x (State — State) x (State — State)
— (State — State)

cond(p, g1, g2) s
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if then dlse (2)

Sys[if b then S, else S5 s
= cond(B[b], SaslS1], Sas[S2]) s

(s if B[b]s = tt and Sgs[51]s = &
or if B[b]s = ff and Sy S2]s

undef if B[b]s = tt and S4[S1]s = undef
or if B[b]s = ff and S4s]S2]s = undef

S.f

= 9

.
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while do

* while b do Svoib esitada avaldisega
If bthen (S, whileb do S) else skip
e Saame
Sys|while b do S| = cond(B[b], Sgs[while b do S] o SgsS5], id)

Sas[while b do S| must be a fized point of the functional F defined by

F g = cond(B[b], g o Sas]S], id)

e St. Sgysfwhile b do S| = F (Sgs[while b do S])
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Naide: while—- (X =

gs ifsx#0

S ifsx=0

(Fmﬁ—{

undef ifsx#0

5 fsx=0

5 ifsx=10

undef itsx#£0
fsx=10
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g2 s = undef for all s
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while do (2)

o Kahjuks sdllisest while do definitsioonist e
pIISa, sest
— Leldub funktsionaale, millel on enam kui Uks
oUS punkt

— Leidub funktsionaale, millel pole tldse
pUs punkti
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Naited funktsionaalidest

 Eelmises naites oleval funktsionaalil on iga
funktsioon g’'s=s, kui sx = 0.

o Nateksjargmisal funktsionaalil puudub
pus punkt

F 1 t]‘ — )
g2 oOtherwise

Kristo Heero Denotatsioonsemantika 12



Noudmised pusipunktile (1)

o Kehtestame noudmised pusipunktile ja
naitame, et nelle tingimustel e vastavaid
pusipunkte on tlimalt Uks.

o Janaitame, et koik While keele avaldistest
parinevad funktsionaalid omavad neile
tingimustel e vastavat pusipunkti.
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Noudmised pusipunktile (2)

* Vaatame avaldise while b do Staitmist olekus s,.

e On kolm voimalust:
A: termineerub
B: lokaalses |[opmatus tstklis (S'is on tstikkel)
C. globaal ses |opmatus tstklis

e Uurime, mida saab 6eldafunktsionaali F jaselle
pusipunkti kohtaigal antud voimalusel.
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A

o while lause termineerumine tahendab, et
eksisteerivad olekud s, ..., S,,, €t

tt if i<n

Bb S5 =
[2] {ﬂ' if i=n

and

Sas|S] si = 8141 fori<n

e Nateksavadis:
while0<xdox:=x-1,kusx=0
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A

* Olgu g, funktsionaali F suvaline pusipunkt,
st F 9o = 0o |
e Kuii<n,siis gosi = (F go)s
= cond(Bb], go o Sas| 5], id) s
go (SastS] s1)
= 00 Sit1
e Kuii=n,sdlis go sn = (F go) su
= cond(B[b], g5 © Sa:[ S, id) sy
id s,
= 5p
* Seegagy =S
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B

* while b do S olekus s, 1okaalne [0pmatu tsukkel
tahendab, et eksisteerivad olekud s, ..., S, €t

B|b]s; = tt for i<n

and

siy1  for 1<n

‘S{iﬁ[[S]] S = {

undef for i=n

e Nateksavadis:

while 0<x do (if x=0 then (while true do skip)

else x 1= x—1)
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B

* Analoogselt eelmise naitega saame, et
— kuri<n,sisgy s =9y S
— kui 1 =n, slis
dosn = (F go) sn
cond(B[b], go © Sas[[ 5], id) sy

(90 © Sas[S]) s

= undef

e Seegag, S, = undef
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C

» while b do S olekus s, globaalne [opmatu
tsiikkel tahendab, et eksisteerivad olekud

, ... Nil, et
>1 B|b]si = tt for all i

and
Sas[ S]si = sixq for all i

e Nateksavadis
while = (x = 0) do skip
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C

* Analoogselt eelmise naitega saame
JoS =0yS.q,10ai = 0Kkorra.

e Seega saame
0o S = 9o S 1gal korral.

» Antud situatsioonis me & saa maaratag, s,
vaartust. Eksisteerib palju F pusi punkte.
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C

e lgafunktsioon g s=s, kul sx =0 on antud
Juhul pusipunktiks, kuna avaldisel

while = (x = 0) do skip
on funktsionaal F’:

gs ifsx#0

5 fsx=0

(FMHzg
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C

 Midame pariselt tahame:
undef if s x # 0
S0 ifspx=0
o Seegamele edistatud pusipunkt on:
{ undef ifsx+#0
Jo 8 =

5 Tsx=0

‘S{iﬁ[While _'(J"C:Uj do Ekip}]ﬁﬂ — {

» Omadus, mis eristab g, monest teisest F
pusipunktist g on see, et Ukskoik millal

0o S=S giskag s=-s, kuid mitte vastupidi.
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PUsi punktl teooria

 Pllame anda formaal se tingimuse soovitud
pusipunkti FIX F eksisteerimiseks.
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Osaliste funktsioonide jar|estus

e Defineerimejarjestuse C osalistel
funktsioonidel: State G State.

 Utleme, et g,C g,, kui funktsioon

g . State G State jagab omatulemus osalise
funktsiooniga g,: State & State, st kui

g,S=S5,9Isg,s=s Igavditudsjas
korral.
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Naited

g1 s = s for all s
¢ .
S ifsx>0
G2 § = % )
i undef otherwise
i -
3 fsx=0
g3 5 = 1§ _
\ undef otherwise
7 -
S ifsx <0
ga 8 = < :
undef otherwise
.
g1 C g

g2 L g1, g2 L go,

g4 L g1, g4 L g4.

<a

s

Hasse diagramm
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Alternatiivne esitus

. Utleme, et g,C g,, siisjaainult siis, kui
graph(g,) [ graph(g,), kus

graph(g) ={ <x, y> O XXY |gx =y jax U X}
st. igag X =y korral <x, y> L1 graph(g) ja

g X = undef korral x I X, enk siis

-0y O Y @ <x, y> 0 graph(g)
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Jrjestatud hulk (1)

. Jérjestatud hulgaks nimetame paari (D,E ), kus D
on hulk ja &on relatsioon hulgal D nii, et

-d g g (refleksiivne)

-4, E_d; ja d,C _dsjereldubd,C ds (transitiivie)

- d C Dd2 ja d,c Dd1 jareldubd, =d, (antisimmeetriline)
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Jrjestatud hulk (2)

» Relatsiooni = nimetatakse jarjestuseks
hulgal D.
» L asemel voime kirjutadalihtsalt & .

o Kui kehtibd E d igad D, siis nimetame
d hulga D vahimaks elemendiks.
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Jrjestatud hulk (3)

Fakt: Kui jarjestatud hulgal (D, &) on vahim
element d, siisd on unikaalne.

Ja seda vahimat e ementi tahistame lihtsalt [
(bottom).
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Naide (1)
e Olgu S mittetthi hulk jaP (S) ={K |K I S},
siis (P (S), L) on jarjestatud hulk, sest

— [ onrefleksiivhe: K U K

— [0 ontrangitiivne:

kul K, O K, jaK, K, sisK; Ky
— [ on antisimmeetriline:

Kul K, O K, jaK, 0K, siskK; =K,
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Naide (2)

e Juhul kut S={a, b, ¢}, slissaame jargmise
diagrammi:

{a,b.c}
,-f*"""f‘qu
T Ry
. apl
"‘m.jjl‘h} - lejl,c.} o {b,c}
NG T
‘i-iﬂ} H‘“-"" {b} ;-;. {c}
= T
, P
M’x. f‘"@

o Kuguures (P (S), 1) on kavahim element: [
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Lemma:

(State G State, £) on jarjestatud hulk, kus
osaline funktsioon

[1s=undef L] skorral
on State G State vahim element.
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Noudmis FIX F-le.

« FIX FonF pusipunkt, st. F(FIXF) =FIX F

 FIX Fonvahim F pusipunkt, st. kul
Fg=g,9IsFIX FC g.

* Analoogiliselt varem toestatule , kui F omab
vahimat pusipunki g,, SIiS see on unikaal ne.

 Nuud on vaaved veenduda, et mell
esineda voivad funktsionaalid omaksid
tOepoolest vahimat pusi punkii.
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Taielikult jarjestatud hulgad

e Olgujarjestatud hulk (D,&)jaY OD. Siis
elementi d U D, mille korral

Od'O0Y,d Eo

nimetatakse Y tlemisekstokkeks.

o Y Ulemist toket d nimetatakse Ulemiseksrajaks
sisjaanult siis, kui d” on'Y Ulemine toke ning
jardldubd & d.

e KulY eksisteerib Uleminetoke, Siis see on
unikaalne.
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 Kul'Y eksisteerib Ulemineraja, siis seda
tahistame LY.

o AlamhulkaY nimetatakse ahelaks, kui
[1d,, d, LY korral kentib d,=d, voI d,Ed,.

e Naited:

— (P({a b, c}), ), sisalamhulk Y, = {0, {&a}, {4 c}} on ahel.
{ab,c} ja{a, c} on Y, ulemised tokked ja{a c} onvahim.

— Alamhulk {, {a}, {c}, {a, c}} agaei oleahel. Kuid on olemas
siiski tUleminerga{a, c}.

— Alamhulk T on ahdl jaigaP ({4, b, c}) element on Ulemine toke,
kuguures tlemiseks rgjaks on [.
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35



Nade

Olgu g, : State & State defineeritud jargmiselt:

undef ifsx>n
gn 3 =4 sx=—1] fO<sxand sx <n
5 fsx<0

lImneb , et g,C g,,, kul n< m, sest g, on enamatel
olekutel defineerimata.

Olgu Y, ={g,|n> 0}
SlisY,on ahel, kunag,C g,,igan<m.
Y, vahim Ulemine toke on osaline funktsioon:

slx=—1] ifO0< sx
g 5=
8 ifsx=<0
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o Jarjestatud hulka (D,& ) nimetatakse
taielike ahelatega jarjestatud hulgaks
(chain complete partially ordered set -
ccpo), kui igaahelaY jaoksleidub L Y

ning nimetatakse taielikuks voreks, kui

LIY eksisteeribigaD alamhulgaY korral.

Kristo Heero Denotatsioonsemantika
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Fakt:

Kul (D, C) on ccpo, siisleidub vahim element
[1, mison antud jargmiselt: [ = L.

Lemma

(State G State, =) on ccpo. AhelaY Ulemineraja
on antud jargmiselt:

graph(

Y)=0U{graph(g) [g L Y}

st. (| |Y)s=s disjaanultsiis,kuigs=s
mone g LI Y jaoks.

Kristo Heero
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M onotoonsed funktsioonid

* Olgu(D,E)ja(D’, £") ccpo'djatacelik
funktsoonf: D - D". Sisfunktsiooni f
nimetame monotoonseks, kul
d, € d, jaedub fd,C" fd, igad,jad,
valiku korra
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Naiteld

e Olguccpo'd(P({a b, c}), 0) ja(P ({d, e}), O)
sisfunktsoonf, : P ({a b,c}) - P({d, e})
Kirjeldatud tabelina on monotoonne;

X

{abc} {ab} {ac} {be} {a} {b} {c} 0
{d.e} {d} {de} {de} {d} {d} {e} @

i X

» Funktsioon f, kirjeldatud tabelina el ole

monotoonne:
X {a.b,c} {ab} {ac} {be} {a} {b} {c} @

fa x\ (dy {4} {4} fe} {d) fe} fe} {e}

Kristo Heero Denotatsioonsemantika

40



Nziteid harjutamiseks

e Olgu (P (N), 0J) ccpo jajargmised funktsioonid
P (N) - P (N). Millised neist on monotoonsed:

o 1 X=N"X
o fo X =X U {27} (State — State) — (State —» State)
o f3 X =XnN{7, 9 13}

[ F[] =1
o fu X ={neX|nisaprime }
n tg=m ,
e s X={2%n|nelX} e Fiyg= ] where g, # g4
g2 otherwise
gs ifsx#0
-fFIg‘].‘;:{J ”
‘ ' 8 ifsx=0
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M onotoonsete funktsioonide omadused

Fakt:
Olgu (D,E), (D", E") ja(D",E™) ccpo'd
(taielike ahelategajarjestatud hulgad) ja
olgu f:D - D jaf": D" - D”
monotoonsed funktsioonid.
Sisf °f:D - D onkamonotoonne.

Kristo Heero Denotatsioonsemantika
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Lemma
Olgu (D,E), (D",E") ccpo’'d (taielike
ahelategajarjestatud hulgad) jaf: D - D’
monotoonne funktsioon. Kui Y on ahel
hulgas D, siis{f d |d I Y} on ahel hulgas
D". Javeelgl enam, kehtib

ffd|doyy © fUY)

Kristo Heero Denotatsioonsemantika 43



« Uldisdlt me e saa loota, et monotoonne
funktsioon sailitab Ulemise ragja

Fd|dOYY = f(

e Nateks

Y)

(PN U {a}), C) f: P(NU {a}) » P(N U {a})
X if X is finite

JxX= |
X U {a} if X is infinite

YV ={{0.1,---n} | n=0 }
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 Me Utleme, et funktsoonf: D — D", mison
defineeritud ccpo’'del (D,C ), (D",E7), on
pidev, kul ta on monotoonne ja kehtib
{fd|dOY} =1(UY)
kOigl mittetuhjade ahelate Y korral.

e Kui | {fd|dOY} = f(LUY) kehtib tihja
ahelakorral, st. L1=1 [, siisfunktsiooni f
nimetatakse agar aks (strict).
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Nade

e Vaatalk 40 essimest funktsiooni. See on
rangelt pidev.

Kristo Heero Denotatsioonsemantika
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Lemma:

Olgu(D,E),(D",E")ja(D"",E"") ccpo’d
jaolguf:D - D" jaf': D" - D" pidevad
funktsioonid. Slis f"° f: D - D" onka
pidev.

Kui antud funktsioonid on ranged, siis ka
nende kompositsioon on range.
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Teoreem:
Olguf: D - D pidev funktsioon ccpo’l
(D, C) vahimaelemendiga [l. Siis

FIXf = {f"O|n=0}
defineerib D elemendi ja see element on f
vahim pusi punkt.

Kristo Heero Denotatsioonsemantika
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Otsestiill semantika eks stents

e Peame veenduma, et

Syslwhile b do S| = FIX F
where F g = cond(B[b], g o S4]5]. id)

toepoolest defineerib funktsiooni.

o Selleks peame naitama, et F on pidev.
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 Panemetahele et Fg=F, (F,g), kus
Fy g = cond(B[b], g. id)
Fy g= go Sgi|S]

« Kuna pidevate funktsioonide kompositsioon
on pidev, siismell on vajanaidata, et F, ja
F, on pidevad.
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Lemma4.43.
Olgu g, : State G State, p: State — T Ja
F g=cond(p, g, gy), SlisF on pidev.

Lemma 4.45:
Olgug,: State G Stateja Fg=9g° g,
siisF on pidev.
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Vade:

While keele semantilised vorrandid (vt.
daidi 5) defineerivad taieliku funktsiooni

S Stm - (State — State)

Kristo Heero Denotatsioonsemantika
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Nade

« Vaatame faktoriaali lause denotatsioon-semantikat.
Sily = 1; while —(x=1) do (y:=y»x; x:=x—1]]
» Rakendame seda olekule s,, millesx = 3.

Sgsly := 1; while —(x=1) do (y:=y=x; x:=x—1]] 350
= (FIX F) sy|y>1]
Kus ) _
r g (Sily:= y*x; x:=x—1] 5) if B[-(x=1)] s = tt
5 =
!/ 5 if B[-(x=1)] s =ff

ehk

F g (s[y=(s y)x(s x)][x=(s x)—-1]) ifsx#1
8 =
! 3 ifsx=1
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Semantiline ekvivaents

» Utleme, et laused S1 ja S2 on semantiliselt
ekvivalentsed, kui

'Silr:lfg-]] — "Eihil'g'i]]

Kristo Heero Denotatsioonsemantika
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Struktuurse- ja denotatsioonsemantika
samavaarsus

 Teoreem: While keele igalause S korral kehtib
'-—I:;"::'-‘-IZHIS]] — 'Sclr:lrg]

o Molemad semantilised funktsioonid kohal S on
State G State.

o Jarjestatud hulga elemendid d1 ja d2 on vordsed,
kui d1C d2 jad2=d1.
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o Seegateoreemi toestamiseks piisab kahe
jargmise lemma toestami sest:

Lemma 4.56:
While keele igalause S korral kehtib

'Srt]rilg]] L Sﬁlﬁlg:

—

Lemmad4.57.

While keele igalause S korral kehtib
Silrilg]] E Sr{]rﬂlg]]
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L alendame While kedlt - Proc

o Toome sisse plokkstruktuuri |okaal sete
muutujate ja protseduuride deklaratsioonid
o Abstraktne suntaks:
S == z:=ua|skip|S;; 52| if bthen S, else 5
| while hdo S | begin Dy Dp S end | call p
Dy == wvarz:=a;Dy|¢

Dp == procpis S;:Dp e
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Skoopimine

o Staatiline (call p taitmine sisemise blokis
modifitseerib globaal set muutujat x)

e Dunaamiline (call p taitmine sisemises
blokis modifitseerib |okaal set muutujat x)
begin var x := 7; proc p 18 x := 0
begin var x := b; call p end

and
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 |ga muutujaga seostame unikaal se aadressl
(location) jalga aadressiga seostame
vaartuse.

o Seegasenise State asemel, kus muutuja
seotl vahetult temavaartusega, kasutame
Stor e (vaartuste kogum), kus muutuja
aadressid on seotud vaartustega ja Env,,
(muutuja keskkond), kus muutuja on seotud
unikaal se aadressiga.
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o Aadresside domeen
Loc=Z

o Operatsioon jargmise aadressl saamiseks
new:Loc - LocC

o Vaartuste kogum, kus next erimark, milles
hoitakse jargmist vaba aadress.
Store=Loc U {next} - Z
e Muutuja keskkond

Env,, =Va - Loc
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e Seegasenine olek s=sto ° env,,, seega
defineerime funktsiooni:
lookup env,, sto = sto ° env,,

lookup: Env,, —» Store — State

 Nuud saame kirja panna uue semantilise
funktsiooni S’

S 4. Stm - Envy, - (Store G Store)

Kristo Heero Denotatsioonsemantika

61



While keelelaused S . —ga.

lzi=a]envy sto = sio|l=.A]a] (lookup enwvy, sio)]
where | = envy
wlskip]envy = id
w5191 3 S2]envy = (Sl S2]envy) o (Sl S1]envy)
“.]if b then S, else Sa]envy =
cond(B[b]o(lookup envy), Sy lS1]envy, Sl Sa]envy)
' Jwhile b do S]envy = FIX F
where F g = cond(B[b]o(lookup envy ), g o (S [S]envy ), id)

Kristo Heero Denotatsioonsemantika 62



Muutuja keskkonna uuendamine

* Muutuja keskkonda uuendatakse iga kord,
kui sisenetakse blokki, mis sisaldab
lokaal seld muutujaid.

* Muutuja deklaratsiooni stintaktilise
kategooria jaoks votame selleks otstarbeks
kasutusel e semantilise funktsiooni:

D} : Decy — Envy x Store — Envy x Store
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Dy IDv] votab argumentideks paari, mis
koosneb hetke muutuja keskkonna ja
vaartuste kogumi ning tagastab molemad
uuendatuna.

D) var = :== a; Dy](envy, sto) =
DY Dy ] envy [z=i], sto|lisv][nexti—=new {])

where [ = s{o next and v = AJa](lookup envy, sio)

[H IL]] — l‘.l
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« Kuni pole protseduure veel kasutusse
vOetud, voime laiendada semantilist
funktsiooni S’

S'.Ibegin Dy S end|enwvy sto = §.|S]envi, sto’
where DY [ Dy ](envy, sto) = (envl,, sto)
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Protseduuri keskkond

o Ontaelik funktsioon, mis seob iga
protseduuri tema taidetava keha efektiga:

Envp = Pname — (Store « Store)

e Protseduuri keskkonna uuendamiseks
kasutame semantilist funktsiooni
protseduuri deklaratsioonil:

Di.: Decp — Envy — Envp — Enve

Kristo Heero Denotatsioonsemantika

66



Mitterekursiivsete protseduride DY

Dilproc p is S; Delenvy envp = D [Dr]envy (enve[p—g])
where g = Sg|S]envy envp

Di Je]envy = id
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Semantiline funktsioon keeles Proc

Sy Stm — Envy;, — Enve — (Store «— Store)

Kristo Heero

Saslz:=a]envy envp sto = sto[l—A[a](lookup envy sio)]
where | = envy x
Saslskip]envy enve = id
Sas[S1 ; Sa]envy enve = (Sgs|S2]envy enve) o (Su|Si]envy enve)
Sis|if b then S; else Sa]envy envp =
cond(B[b]o(lookup enwy), Sis|S1]envy envp,
Sas[Sa] envy, envp)
Sislwhile b do S]envy envp = FIX F
where F' g = cond(B[b]o(lookup enwy ),
g o (Sus| S]envy envp), id)
Syslbegin Dy Dp S end]envy envp sto = Sy S]envy, envp sio’
where DY [ Dy [(envy, sto) = (envy,, sto’)
and DY [Dplenvi, envp = envp
Sas[call plenvy envp = envp p
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Rekursiivsed protseduurid

Di.lproc p is S; Delenvy enve = D |Dr]envy (envp|p—=FIX F])
where F' g = Sgs|S]envy {ﬁn-!,p[pHg]]

DiJe]envy = id
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