1 Sissejuhatus

1.1 Programmianaltiis

Programmianaliiis annab staatilised kompileerimis-aegsed tehnikad mille abil
saab ennustada turvalisi ning arvutatavaid l&henemisi véartustele voi kaitumistele
mis vOivad esile kerkida diinaamiliselt programmi k&imise ajal. Peamiseks
eesmargiks on véimaldada kompilaatoritel genereerida koodi mis valdiks liigset
arvutamist - olemasolevate tulemuste taaskasutamine, korduvate arvutuste
valjaviimine tsiiklitest, ning arvutuste valtimine mille tulemust hiljem vaja ei
l&he.

Ligikaudsed vastused.
read(x); (if x>0 then y:=1 else (y:=2;S)); z:=y
Intuitiivselt: vadrtused saavad olla 1 voi 2

1.2 While keel

Lihtne, imperatiivne keel mis koosneb lausest.

Syntactic categories

a € AExp aritmeetilised avaldised
b € BExp tBevaartus avaldised

S e Stmt laused

X,y € Var muutujad
n € Num numbrid
¢ € Lab margendid (labels)

op, € Op, aritmeetilised operaatorid
op, € Op,, tdevaartusoperaatorid
op; € Op, suhteoperaatorid(relational)

Keele stintaks on Kirjeldatud abstraktse stintaksiga:

a = X|n|la;op; &

b ::= true| false|notb|b; op, by | @, 0p; @

S = [x:=a]’|[skip]’ | Sy S, |if[b] then S, else S, | while [b]’ do S



1.3 Reaching Definitions Analysis
[y := X]%; [z:= 1]% whilely > 113 do ([z:= z=y]*; [y:=y-1]°); [y:=0]°

t RDentry(f) I:'\)Dexit([)

1] (x2).(%1.7),(z,?) (x,2),(y,1).(z,?)

2| (x,2),(y,1),(z,?) (x.2),(v,1).(z.2)

3 | (x2),(y:1).(y.5),(z,2).(z,4) | (x,7),(y,1).(y.5).(z.2).(z,4)
4

5

6

(%,2),(y:1),(¥,5).(z.2),(z.4) | (x,2),(y,1).(¥.5).(z,4)
(x,2),(y,1).(y.,5).(z.4) (x,2),(y,5),(z.4)

(%,2),(.1),(,5).(z.2),(z,4) | (x,7),(y.6).(z.2).(z,4)
Taisinformatsioon programmi kohta paarides RD = (RDentry, RDexit)




1.4 Andmevooanallis

Andmevooanalisis voetakse programmi kui graafi. Tipud on elementaarblokid
ning kaared kirjeldavad vdimalikke viise kuidas kontroll v8ib liikuda Ghest
blokist teise.

1.4.1 Equational Approach
[y := X]% [z:= 1]% while[y > 1]° do ([z:= zx y]*% [y :=y - 1]°); [y:=0]°

I: tipu véljundinformatsiooni vastavusse panek sama tipu sisendinformatsiooniga

RDexit(l) = (RDentry(l) \ {(y’ f)lf € I—ab}) U {(y’ 1)}
RDexit(Z) = (RDentry(Z) \ {(Z, f)lf € Lab}) U {(Z, 2)}
RDexit(3) = RDentry(?’)

RDexit(4) = (RDentry(4) \ {(z O)I€ € Lab}) U {(z 4)}
RDexit(S) = (RDentry(S) \ {(y, f)lf € I—ab}) ) {(y, 5)}
RDeyit(6) = (RDentry(6) \ {(Y, O)I€ € Lab}) U {(y, 6)}

I1: tipu sisendinformatsiooni vas-
tavusse panek nende tippude valjundinformatsiooniga kust leidub kaar antud tippu

RDentry(z) = RDexit(l)
RDentry(3) = RDexit(z) U RDexit(5)
RDentry(4) = RDexit(3)
RDentry(5) = RDexit(4)
RDentry(6) = RDexit(?’)

RDeniry(1) = {(%.?). (¥, ?). (2 ?)}



1.4.2 The Constraint Based Approach

"Equational Approach*i alternatiiv. Idee seisneb kaasaarvamiste (inclusions or
inequations or constraints) valjavotmises
[y := x]%; [z:=1]% whilely > 1] do ([z:= z+y]% [y :==y - 1P°); [y = 0]°

RDexit(l) =2 RDentry(:l-) \ {(y, f)lf € I—ab}
RDexit(]') 2 {(y’ 1)}

RDexit(z) 2 RDentry(z) \ {(Z, f)lf € Lab}
RDeit(2) 2 {(z 2}

RDexit(3) =2 I:eDentry(s)

RDexit(4) =2 RDentry(4) \ {(Z» f)lf € I—ab}
RDexit(“’) 2 {(Z, 4)}

RDexit(5) 2 RDentry(s) \ {(y’ f)lf € Lab}
RDexit(5) 2 {(y’ 5)}

RDeyit(6) 2 RDentry(6) \ {(Y, £)I£ € Lab}
RDexit(6) 2 {(y’ 6)}

ja constraintid mis véljendavad veelgi otsesemalt programmi t66d
RDentry(Z) 2 RDexit(l)
RDentry(3) 2 RDexit(z)
RDentry(3) =2 RDexit(S)
RDentry(5) 2 RDexit(4)
RDentry(6) 2 RDexit(‘?’)

Uldiselt on meil constraint RDenry(€) 2 RDeyit(€) kui on voimalik liikuda
elementaarblokist £/— > ¢.



1.5 Teisendused (Transformations)

Uks pdhilistest programmi analiiiisi eesmarkidest on programmi
transformeerimine selliselt, et me saavutaksime parema perfomance. Reaching
definitions kasutamine transformatsioonis - Constant Folding.

1. Asendada muutuja mdnes avaldises konstandiga kui on teada, et see tdesti
kunagi ei muutu

2. Avaldiste lihtsustamine osalise véljaarvutamise teel: alamavaldised mis ei
sisalda muutujaid saab arvutada.

RDFS > &

[ass;] RD r [x:= a]’ > [x:= a[y — n]]

it { y € FV(a) A (Y, ? ¢ RDeniry(€)A , ,
¥(z€') € RDery(£) : (z=y) = [..]"Isly := n]“)

[ass;] RD + [x:=a]’»> [x:= n]’

ifFV(a) =0 Aa¢ NumA aevaluateston

RD»—Sl>S'1
RDF S1;S,>S;; S,
RD!—SZ>S'2
RD + S1;S,>S1; S,
RDFS;»>S,
RD rif[b]‘ then S, elseS; » if[b] then S| else S,
RDFS,>S,
RD rif[b]‘ then S, else S, » if[b]’ then S; else S,
RD+S»S

h
[whl RD + while[b] do S > whilg[b]¢ do S’
Edukad teisendused vdivad olla kallid kui peale transformeerimist on vaja

Reaching Definitions imber arvutada

[sed]

[seds]

[ifa]

[if2]

lahendus: kui RD on lahendus S; jaoks ja RD + S; > Sj, 1 siis RD on lahendus ka
Si;1 Jaoks - transformeerimisel muudeti ainult selliseid asju mida Reaching
Definitions analiiis ei jalginud.



2 Andmevoo anallls

2.1 Intraprocedural Analysis

init : Stmt — Lab

init([x :=a]’) = ¢

init([skip]‘) = ¢

Inlt(Sl, Sz) = Inlt(Sl)

init(i f[b] then S, else S,) = ¢
init(while[b] do S) = ¢

final : Stmt — P(Lab)

final([x := a]‘) = {¢}

final ([skip]‘) = {¢}

final(Sy; S,) = final(Sy)

final(i f[b]’ then S; else S,) = final(Sy) U final(S,)
final (while[b]‘ do S) = {¢}

blocks : Stmt — P(Blocks)

blocks([x := a]‘) = {[x := a]}

blocks([skip]‘) = {[skip]}

blocks(S;; S,) = blocks(S1) U blocks(S;)

blocks(i f[b]¢ then S; else S,) = {[b]‘} U blocks(S1) U blocks(S,)
blocks(while[b]‘ do S) = {[b]‘} U blocks(S)

label's : Stmt — P(Lab) labels(S) = {£|[B]’ € blocks(S)}



\Voog ja pddratud voog

flow : Stmt — P(Lab x Lab)

flow([x := a]) = 0

flow([skip]‘) = 0

flow(S1; Sy) = flow(S1) U flow(S,) U {(¢, init(Sy))I€ € final(S,)}
flow(while[b]’ then S; else S,) =

flow(Sy) U flow(S,) U {(¢, init(S1)), (¢, init(S2))}

flow(while[b]’ do S) = flow(S) U {(¢, init(S))} U {(¢’, O)|t’ € final(S)}

flowR : Stmt — P(Lab x Lab)
on defineeritud kui flowR(S) = {(¢, £)|(¢’, ) € flow(S)}

Néaiteprogramm
[z:= 1]*; while[x > 0]?do([z := z* V]3; [x := x = 1]

labels(S) = {init(S)} U {€|(¢, ') € Tlow(S)} U {€'|(¢,¢) € Tlow(S)}
Isoleeritud sisendpunktid V¢ € Lab : (¢, init(S.)) ¢ flow(S.)

Isoleeritud valjundpunktid Y¢; € final(S.)V¢, € Lab : (£1,¢2) ¢ flow(S,)



2.1.1 Kattesaadavate avaldiste anallils (Available Expressions)

Iga programmipunkti kohta millised avaldised kindlalt on juba vélja arvutatud,
mida hiljem ei muudeta Ghelgi véimalikul teel mis viivad antud
porgrammipunkti. Analiisi tulemusena saadud informatsiooni saab kasutada
uleliigsete arvutuste valtimiseks.

[x:=a+Db]; [y:=axb]% whilely >a+b]®do([a:=a+1]* [x:=a+Db]°);
a+b on iga kord kattesaadav kui taitmine jouab tsiikli testini (label 3)

killae([x := &]) = {& € AEXp,Ix € FV(a)}
il ae([skip]‘) = 0
killae([b]‘) = 0

genae([x = a]’) = {& € AExp(a)lx ¢ FV(&)}
genae([skip]‘) = 0
genae([b]') = AExp(b)

Andmevoovordused

AEayn(£) = 0 kui € =init(S.)
AT U AEet(0)I(£, €) € flow(S,) muudel juhtudel

AEexit(g) = (AEentry(f) \ ki”AE(B[)) N genAE(Bf) kus B ¢ bl OCkS(S*)
Avaldis loetakse kéttesaadavaks kui teda teel ei tapeta.

[z := x + y]*; while[true]” do [skip]*”
AEentry(f) =0

AEemry(f,) = AEet(€) N ABexit(€”)
AEentry([”) = AEeXlt(f’)

AEg,it(€) = AEentry(f) U {X+Yy}
AEqit(€") = AEery(£)

AEqit(£") = AEenry(”)

Peale lihtustamist saame AEeny (") = {X + Y} N AEenry(£’)

Ndide
[x:=a+ b]* [y := axb]? while[y > a+ b]* do ([a:= a+ 1]% [x:= a+ b]®)



2.1.2 Reaching Definitions Analysis

Oigem oleks nimetada "Reaching assignments".

Iga programmipunkti kohta, millised omistamised v@ivad olla teostatud ja mitte
ulekirjutatud kui joutakse antud punkti médda mdnda teed. Peamine rakendus on
seoste (direct links) tekitamiseks blokkide vahel kus luuakse vaartusi ning kus
neid kasutatakse.

Néaide
[X:=5]% [y := 1]% while[x > 1] do ([y := x * y]* [x := x = 1]°)

killeo([x := a]%) = {(x,?)} U {(x,£)|B" isan assignment to xin S,}
killro ([skip]‘) = 0
killro([0]*) = 0

genro([x := a]‘) = {(x, £)}
genrp([skip]‘) = 0
genro([b]’) = 0

Andmevoovordused
RD iy (£) = {(x,?)Ix € FV(S,)} kui ¢ =init(S,)

etyA™ 71 U RDexit(€)I(€, €) € flow(S,) muudel juhtudel
RDegyit(£) = (RDentry(£) \ Killro(B)) U gengrp(BY) kus B € blocks(S.)

[z:= x+ y]; while[true]” do [skip]””

RDentry(£) = {(x,?), (¥, ?), (2. ?)}
RDentry(f/) = RDexit(f) U RDexit(f/,)
RDentry(f//) = RDexit(f/)

RDexit(f) = (RDentry(f) \ {(Za 9)}) U {(X’ f)}
RDexit(fl) = (RDentry(g/)
RDexit(fu) = (RDentry(fﬁ)

Peale lihtsustamist saame RDeniry(£”) = {(X, ?), (¥, ?), (z £)} U RDenery(£")



2.1.3 Very Busy Expression Analysis

Avaldis on "very busy"kui margendist valjudes, tikskdik millist teed valides
antud mérgendist seda avaldist kasutatakse enne kui ménda muutujat mis sellesse
avaldisse kuulub muudetakse. Analtdsi tulemusel saadud informatsiooni saab
kasutada optimiseerimiseks - moned avaldised bloki seest saab vélja arvutada
ning neid véartuseid hiljem kasutada.

if[a>Db]'then([x:=b-a)%[y:=a-b]®) dse([y:=b-a]*[x:=a-Db]®

killyg([x := &]) = {& € AExXp,Ix € FV(a)}
killyg([skip]*) = 0
killyg([b]*) = 0

genve([x := a]) = AExp(a)
genve([skip]‘) = 0
genve([b]) = AExp(b)

Andmevoovordused
VB (£) = 0 kui £ =init(S,)
ST N VBery(O)I(E, €) € flowR(S,) muudel juhtudel

VBary(£) = (VBoxt(€) \ killys(BY)) U genye(BY) kus B € blocks(S,)
(while[x > 1]¢ do [skip]?); [x := x+ 1]¥’

VBentry(f) = VBexit(f)

VBentry(g’) = VBexit(g’)

VBentry(gﬂ) ={x+1}

VBexit(f) = VBentry(fl) N VBentry(f//)

VBexit(f/) = VBentry(f)

VBegit(¢") = 0

| jaoks saame V Beyit(€) = VBeyit(€) N {X + 1}
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2.1.4 Live Variables analysis

Muutuja on elus mérgendist valjumisel kui leidub tee sellest margendist muutuja
kasutamiseni kus seda muutujat ei defineerita imber. Anallilis maarabki iga
programmi punkti kohta millised muutujad vdivad olla elus selle punkti
valjundis. Tegu on tagurpidi analiitisiga. Analulsi saab kasutada "Surnud koodi
ellimineerimiseks kui muutuja ei ole bloki 18pus elus ja selle bloki sisuks on
omistamine v0ib selle bloki ellimineerida.

[x:=2]% [y := 4% [x := 1% (if[y > X]*then[z := yI°elsefz = y = y]°); [x := 2

illLv([x := a]‘) = {x}
killoy ([skip]‘) = 0
killy([b]°) = 0

genuv([x := a]’) = FV(a)
genuy([skip]’) = 0
gen.y([b]°) = FV(b)

Andmevoovordused
Vo (£) = 0 kui ¢ € final(S,)
et B U{Lventry(fl)l(fl’f) € flOWR(S*)} muudel jUhtUdd

LVentry(€) = (LVexit(€) \ KillLy(B)) U genpy(BY) kus B’ € blocks(S.)
(while[x > 1]°do[skip]?); [x := x+ 1]¥’

I—Ventry(f) = I—Vexit(f) U {x}

I—Ventry(fl) = LVexit(fl)

LVentry(£”) = {X}

I—Vexit(f) = I—Ventry(g/) U I—Verltry(fn)

I—Vexit(f,) = LVentry(f,)

LVeit(£7) =0

| jaoks saame LVeit(€) = LVeit(€) U {X}

11



2.1.5 Tuletatud andmevoo informatsioon (Derived Data Flow Information)

Sageli lingitakse margend, kus luuakse vaartusi, teiste mérgendite, mis neid
vadrtuseid kasutavad, kilge.

Linke, mis iga muutuja kasutamise kohta seovad kdik omistamised mis jouavad
selle kasutamiseni nimetatakse Use-Definition chains vdi ud-chains.

Linke, mis iga omistamise kohta seovad kdik kasutused kutsutakse
Definition-Use chains ehk du-chains.

definition clear path: ¢4, ..., £, muutuja x jaoks kui kski label ei omista x’ile uut
vaartust ja kui ¢, kasutab x.

clear(x,¢,¢) = 3y, ..., bn :
(=)A= A(>0)A
(Vi € {1,...n =1} : (€1, €is1) € FlOW(S,))A
(Vi €{1,..,n=1} : =def(x, ;) A use(X, £pn)

use(x, £) = (AB : [B]’ € blocks(S.,) A x € geny([B]Y))

def(x,£) = (3B : [B]‘ € blocks(S,) A x € kill v([B]%))

Defineerime funktsioonid

ud(x, ') = {€|def(x, &) A 3" : (¢, ¢”) € flow(S,) A clear(x, ¢, )}
U{?|clear (X, init(S.), ¢')}

du(x, £) = {¢'1def(x, &) A" : (€,£") € flow(S,) A clear(x, £, ')} kui £ #?
T (e clear(x, init(S,), €)} kui £ =?

12



Naide:
[X:=0]% [x:=3]% (if[z = X]°then[z := 0]*elsefz:= X]°); [y := X|; [x ==y + 7]’

ud(x, €) | x y z

1 0 0 0

2 0 0 0

3 {2} | 0 {7}

4 0 0 0

5 {2} | 0 0

6 {2} | 0 0

7 0 {6} | {4,5}
du(x, €) | x y z

1 0 0 0

2 {356} | 0 0

3 0 0 0

4 0 0 {7}
5 0 0 {7}
6 0 {7} |0

7 0 0 0

? 0 0 {3}

ud- ja du-ahelaid saab kasutada "Surnud koodi ellimineerimiseks"ja "Koodi
tdstmiseks"(bloki tdstmine ettepoole)
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2.2 Theoretical Properties

Eesmark on néidata, et "Live Variables" analiilis on korrektne

2.2.1 Struktuurne operatsioonsemantika

o € State = Var - Z
Uleminekud kujul (S, o) — o’ ja(S,o) — (S, 0")

Lemma

() kui(S,o) — o’ dis final(S) = {init(S)}

(i) kui(S,0) — (S’,0”’) sis final(S) 2 final(S")

(iil) kui(S,0) — (S’,0”’) sis flow(S) 2 flow(S’)

(iv) kui(S,o) — (S, 0”) siisblocks(S) 2 blocks(S’) ja kui S on koosk®dlalise
maérgistusega siis seda on ka S’

Toestused

[i, ass] ([x := a]’, o) = o[x — Ala]o]
ja me saame

final([x := a]%) = (¢} = {init([x := a]‘)}

["a Seq] <811 SZa O-> - <S/11 829 0-,> sest <819 0-> - <S;|_5 O-,>
ja me saame
final(Sy; Sz) = final(S;) = final(S;; Sy)

[iii, seq] (S1; Sz, o) — (S}; Sz, 07) sest (Sy, o) — (S}, o)

ja me saame

flow(S1; Sy) = flow(S1) U flow(Sy) U {(¢, Init(Sy))I€ € final(Sy)}
2 flow(S;) U flow(S,) U {(¢, init(Sy))I¢ € final(S1)}
2 flow(S;) U flow(S,) U {(¢, init(Sy))I¢ € final(S))}
= flow(S}; S»)
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2.2.2 '"Live Variables'" analtiUsi korrektsus

vOrduste susteem kooskdlalise mérgistusega programmil S, viitame edaspidi kui
LV=(S.). Seda annab muuta ning saada kitsenduste stisteem LV<(S,) kujul
LVout(0) 3{ 0 kui ¢ e final(S,)

=1 UL Venny(O)I(E')) € flowR(S,)} muudel juhtudel
LVenury(€) 2 (LVexit(£) \ killoy(B)) U genv(BY) kusB’ € blocks(S.)

liV€entry, liVeEexit : Lab, — P(Var,)

Me Utleme, et live on LV=(S) lahendiks ja kirjutame

live E LV=(S)

kui funktsioonid rahuldavad vérdusi; Sama moodi Kirjutame
live E LV<(S)

kui live on LV<(S) lahendiks.

Lemma 2.15

Olgu S. kooskdlalise mérgistusega programm. Kui live £ LV=(S.,) siis ka
live £ LVS(S)

Toestus

Kui live E LV=(S) siis selgelt ka live E LV<(S) sest 2 sisaldab ka =.

Lemma 2.16

Kui live E LV<(S;) (S1 on kooskdlalise margistusega) ja flow(S;) 2 flow(S,) ja
blocks(S;) 2 blocks(S,) siis live | LVE(S;) (S, on kooskdlalise margistusega)
Tdestus

Kui S; on kooskdlalise margistusega ja blocks(S;) 2 blocks(S,) siis samuti ka
S, on kooskdlalise mérgistusega. Kui live | LV<(S;) siis live rahuldab ka k&ik
kitsendused LV<(S,) ja seetdttu live E LVS(S,)

Jareldus 2.17
Kui live E LV<(S) (S on kooskdlalise margistusega) ja kui (S, oy — (S’, o) siis
samuti ka live E LV<(S’)
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Lemma 2.18
Kui live E LVES(S) (S on koosk®dlalise margistusega) siis iga paari
(¢, ) € flow((S) on meil liveet(£) 2 liVeeniry(£’)

Votame V (kdigi live muutujate hulk) ja defineerime korrektsuse suhte (relation):
g1~y 02 kuivxeV: O'l(X) = O-Z(X)

See suhe véljendab seda, et kdigil praktilistel eesméarkidel on kaks seisundit o1 ja
o vOrdsed : loevad ainult live muutujad.

Naide [x:=y+ 2]’ jaVi =1{y,Z} jaV, = {x} Siis o1 ~y, 0> tdhendab

a1(y) = o2(y) A 01(2) = 02(2) ja o1 ~v, 02 tdhendab o1(X) = o2(X)

Votame, et ([x ;= y + 7', 01) — o ja{[x 1=y + 2, 02) — 0. NUld o1 ~y, 02
kindlustab et o, ~v, o, Kui V on live muutujate hulk peale [x :=y + Z]° siis V4
on live muutujate hulk enne [x := y + 7]

N(¢) = liVeenry(£)
X(£) = livee(£)

Lemma 2.20
Oletame, et live = LV=(S) (S on kooskdlalise margistusega) siis o1 ~x) 02 -st
jareldub (implies) o1 ~ny o2 iga paari (¢,¢’) € flow(S) kohta.
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Pohieesmark. Naitab. et semantiliselt korrektne liveness informatsioon on
séilitatud igal sammul: (i) juhul kui programm koheselt ei termineeru ja (ii) juhul
kui programm koheselt termineerub

Teoreem 2.21

Kui live E LVE(S) (S on kooskdlalise margistusega) siis

(I) kUI(S, o) — <S',O'/1> jaO'l ~N(init(S)) 02 siisleidub Se”iFIGO'IZ et (S, o) —
(S, 0) jao; ~NGnit) o, /

(II) kUI(S, o) > o jaO']_ ~N(init(S)) 02 siisleidub Se”ineO'2 et (S, 05) —

0',2 J'aO'll ~X(init(S)) 0',2

Toestus

[ass] ([x := a]’, o1) — o1[x — A[a]lo4] ja kitsenduste siisteemi vormis saame
N(€) = liveetry(€) = (liveeat(€) \ {x}) U FV(a) = (X(6) \ {x}) U FV(a)

seega o1 ~n( 02 jareldub Afajlo, = Alallo,

sest a vaadrtus on mojutatud ainult temas leiduvatest muutujatest. Seega vottes
o, = oa[x > Ala]lo2] on meil o (X) = o,(X) ja seega o} ~x( o, hagu ndutud.
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2.3 Monotoonsed raamistikud

Hoolimata programmianalliiside erinevustest on seal piisavalt palju sarnasusi
selleks, et pidada téendoliseks, et neil on thine alusraamistik.

Koik neli klassikalist analtitsi tegelevad vordustega kooskdlalise méargistusega
programmil S, ja on kujul

Analysis,(£) = ¢ kuiteE
YIS =Y | analysis.(0)I(¢, €) € F} muudel juntudel
Analysis,(¢) = f,(Analysis,(¢))

*| Jon ) voi |

* F on kas flow(S,) vai flow?(S,)

* E on {init(S.)} voi final(S.)

* ¢ kirjeldab init vai final analliisi informatiooni

* f, on teisendusfunktsioon seotud B’ € blocks(S,)

Available Expressions : paripidine analiis, suurim lahendus
Reaching Definitions : paripidine analiils, véhim lahendus
Very Busy Expressions : tagurpidi analiiis, suurim lahendus
Live Variables: tagurpidi analtius, vahim lahendus

* "Péripidiste analttside"korral F on flow(S.) ja Analysis, arvestab
sisendtingimusi ning Analysis, arvestab valjundtingimusi. VVorduste stisteem
eeldab, et S, omab isoleeritud sisendpunkte

* "Tagurpidi analGtside"korral F on flowR(S,) ja Analysis, arvestab
valjundtingimusi ning Analysis, arvestab sisendtingimusi. VOrduste slisteem
eeldab, et S, omab isoleeritud valjundpunkte

* Kui | ] on (N nduame me suurimat hulka mis lahendab vdrdused ja me saame
madrata tingimused mis on rahuldatud kdigil teedel mis jéuavad (v6i lahkuvad)
mérgendi sisendisse (vOi valjundist). Neid anallilise nimetatakse must analyses
* Kui || on [ J nbuame me vahimat hulka mis lahendab vBrdused ja me saame
madrata tingimused mis on rahuldatud véhemalt (ihel teel mis jouab (voi lahkub)
margendi sisendisse (vOi valjundist). Neid analliiise nimetatakse may analyses
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2.3.1 Basic Definitions

Tingimuste ruumid (Property spaces) Oluline koostisosa raamistikus on
"tingimuste ruum®, L - esitab nii andmevoo informatsiooni kui on ka kasutusel
kombinatsiooni operaatorina, | | : P(L) — L mis kombineerib informatsiooni
programmi erinevatelt teedelt.

LI - Lx L — Londefineeritud kui I, L1, = | J{l1, 15} ja | | 0 jaoks Kkirjutame L

Teisendusfunktsioonid (Transfer functions) Teine oluline raamistiku
koostisosa - teisendusfunktsioonid, f, : L — L kusl € Lab,

Need funktsioonid peavad olema monotoonsed ehk | C I” jareldub f,(l) C f.(I)
Selleks, et kontrollida teisendusfunktioone me nduame, et hulk # sisaldaks
monotoonseid funktsioone Ule L ning taidaks jargmisi tingimusi:

* ¢ sisaldab kdik teisendusfunktsioonid f,

* & sisaldab identsusfunktsiooni id ja

* ¢ on kinnine funktsioonide kompositiooni suhtes

Kokkuvottes: Monotoonne Raamistik koosneb:

* téielikust vorest, L, mis rahuldab Kasvava Ahela Tingimust (Ascending Chain
Condition) ja me kirjutame | | vdhima Glemise tokke (least upper bound)
operaatori jaoks

* monotoonsete funktsioonide hulgast # hulgast L hulka L mis sisaldab
identsusfunktsiooni ja mis on kinnine funktsioonide kompositsiooni suhtes.

Nouame ka, et kdik funktsioonid f € ¥ peavad olema distributiivsed:
floulz) = f(l) b f(l2)
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Nouded (Instances) Andmevoovdrdustest on ndha, et ainult monotoonsest
raamistikust ei piisa analtdsi Kirjeldamiseks. Selleks defineerime me ndude, et
analliis monotoonsest raamistikust koosneb:

* taielikust vorest, L

* funktsioonide ruumist, ¥

* [Gplikust (finite) voost, F, mis tavaliselt on flow(S,) vdi flow?(S,)

* |6plikust hulgast &&rmuslikest (extremal) mérgenditest, E mis tavaliselt on
{init(S.)} voi final(S.)

* darmuslikust vaartusest ¢ € L markimaks dd&rmuslikke margendeid

* ja kujutisest f. margendite hulgast(F’ist ja E’st) teisendusfunktsioonideks F’is

Analysis,(£) = | [{Analysis,(&)I(¢',¢) € F} L&
t kuiteE

1 kuift¢E
Analysis,(¢) = f,(Analysis.(¢))

t _
Kus: =

Kitsendused

Analysis,(¢) 3 |[{Analysis.(&)I(¢', ¢) € FYu £
¢t kuiteE

L kuit¢E
Analysis,(¢) 2 f,(Analysis,(£))

(-
Kusz =
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Available Expressions | Reaching Definitions | Very Busy Expressions | Live Variables

L P(AEXp,) P(Var, x Lab?) P(AEXp,) P(Var,)
C 2 c 2 c
L N U N U
1 AEXp, 0 AEXp, 0
L 1] {(x,?)|x € FV(S.)} 0 1]
E {init(S,)} {init(S.)} final(S,) final(S,)
F flow(S.,) flow(S.) flowR(S,) flowR(S,)
F {f:L—-LALIg: f1)=(0\1L)Ulg}
f, f.(1) = (1'\ kill([B]9)) U gen([B]‘) kus [B]‘ € blocks(S,)

Lemma 2.25

Kaoik neli andmevooanaliiisi on monotoonsed raamistikud.

Toestus

Tdestuseks, et analiiiisid on Monotoonsed Raamistikud, peame kinnitama, et
%1l on vajalikud tingimused: eeldame, et | T I” Siis (I \ 1) € (1" \ lx) ja seet6ttu
I\ 1) Ulg) E((I"'\ ) Ulg) jajarelikult f(I) £ f(1”) nagu ndutud.

See arvutus on 6ige hoolimata sellest kas C on C voi 2

Identideedi funktioon on F’is: on saadi kui vGeti |y ja |, vordseks 0’ga.
Funktsioonid F’is on kinnised kompositsiooni suhtes: Oletame, et
fy=(U\l)ulgjaf'@)=(\1)u I'g

Arvutame
(fo () =((\T)UIY\ ) Ulg
=\ (LUl U g\ T Uly)

Niisiis (f o f/)(1) = 1\ 1) UIS kus Ty = I Ul jaly = (15 \ 1) U lg
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Naide

[X:=a+Db]'; [y:=axb]% whilely>a+b]*do([a:=a+1]% [x:=a+Db]®)
Taielik huvipakkuv vore (P(fa+ b,a = b,a+ 1}),2)
milles vahim element on {a+ b,a* b,a + 1}

Voog : {(1,2),(2,3),(3,4),(4,5), (5, 3)}

Aarmuslikud méargendid: {1}

Aarmuslik vaartus: 0

Ja teisendusfunktsioon, mis on seotud mérgentidega:
fAE(Y) = YU {a+b}

f2E(Y) = YU {axb)

f2E(Y) = Yuf{a+b}

fAE(Y) =Y\ {a+baxba+1}

f2E(Y) = Yufa+b)

kusYcl{a+baxba+1}
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2.4 Vorduste lahendamine (Equation Solving)

Kuidas seda raamistikku nliud kasutada? Kaks lahenemist: esiteks iteratiivne
algoritm ja teiseks analtitis mis levitab analtlsi informatsiooni médda
programmi teid (path).

2.4.1 Maksimaalse Pusipunkti lahendus (Maximal Fixed Point, MFP)

Uldine iteratiivne algoritm mis arvutab vahima lahenduse andmevoo vordustele.

INPUT: An instance of a Monotone Framework: (L, 7 ,F,E,,f.)
OUTPUT: MFP,, MFP,
METHOD:
Setp 1: Initialisation (of W and Analysis)
W:=nil;
forall (¢, €’) in F do

W:=cons((¢, £*), W);
forall £inFor E do

if £ € E then Analysis[{]:=t

else Analysis[{]:=1,;

Setp 2: Iteration (updating W and Analysis)
while W # nil do
¢:=fst(head(W)); ¢”:=snd(head(W));
W:=tail(W);
if f,(Analysis[£]) Z Analysis[£’] then
Analysis[¢’]:=Analysis[£’] U fi(Analysis[{]);
for all £” with (¢,£”) in F do
W:=cons((¢’,£”),W);

Step 3: Presenting the result (MFP, and MFP,)
forall l'in For E do
MFP,(¢):=Analysis[{];
MFP,(¢):=f,(Analysis[{]);
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[x:= a+b]% [y:= axb]? whilely > a+b]®do ([a:=a+1]% [x:= a+b]%);
W =((2,3),(3.4),(4,5),(5,3))
U = {a+b,a*b,a+1}

Analysis[{]
wW I=1] 1=2 =3 =4 I=5
1 1(@2wW) | 0 U U U U
2 [ (23)wW)| 0 | {a+b} U U U
3 1(B4HW)| 0 | {at+tb} | {a+tb,a*b} U U
4 |1 (45,W)| 0 | {a+tb} | {a+b,a*b} | {a+b,a*b} | U
51((53)WwW)| 0 | {at+b} | {a+b,a*b} | {a+b,a*b} | 0
6 | (34HW)| 0 | {a+b} | {a+b} |{a+ba*b} | 0
7 1(@@5WwW)| 0 | {a+b} | {a+b} {a+b} 0
8 |(23),.)| 0 |{a+tb} | {a+b} {a+b} 0
9 |(34),.)| 0 |{at+b} | {a+b} {a+b} 0
10 | ((4,5),..) | 0 |{a+tb} | {a+b} {a+b} 0
11| ((53) 0 |{a+b} | {a+b} {a+b} 0
12 0 0 | {a+b} | {a+b} {a+b} 0
Lahendus
I AEentry(l) AEexit(l)
1 0 {a+b}
2 | {a+b} | {a+b, a*b}
2| {a+b} {a+b}
2| {a+b} 0
2 0 {a+b}
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2.4.2 Meet Over all Paths (MOP) solution

Teed (Paths)

Olgu meil monotoonse raamistiku instants (L, ,F,E,, f.). Kasutame notatsiooni
7= [£1, ..., €n] mérgendite reale kus n > 0. Defineerime kaks teed: Tee kus ei ole
ole sees margentit ¢:

path,(£) = {[{1,....¢n-1]IN=1AVIi<N: (6, tii) eFALL=1AE € E}

ja tee kus on mérgend | sees:

path,(¢) = {[{1, ... &lIN = LAYIi<n: (6,61 €EFAL =1 AL € E}

Tee /= [£1, ..., €] Jaoks defineerime teisendusfunktsiooni
fp=1f,0..0f,0id

MOP,(¢) = |J{f)IZ € path,(¢))
MOP,(¢) = |J{f)IZ € path.(¢))
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MOP vs MFP

MFP lahendus ldheneb turvaliselt MOP lahendusele (MFP 2 MOP)

Juhtudel (N, —, T) vdi (N, <, T) on MFP lahendus alamhulk MOP lahendusele
Juhtudel (U, —, ]) vobi (U, <, ) on MFP lahendus tlemhulk MOP lahendusele

Lemma 2.32

Olgu MFP ja MOP lahendused monotoonse raamistiku instantsile
(L,F,F E,¢ f.),siis

MFP, 2 MOP, and MFP, 2 MOP,

Toestus
V¢ : MOP,(¢) C f,(MOP,(¢))
V¢ MFP,(¢) C f,(MFP,(£))

N{id peame nditama, et V¢ : MOP,(¢) C MFP,(¢)
Paneme téhele, et MFP, on v&him pusipunkt funktsioonile mis on defineeritud
kui

F(A)(O) = (LT (AENIC, ) € FY) Ui

Piirame teede pikkus;[ mida kasutagi MOP, arvutamiseks, igan > 0:
MOPZ(€) = LI fAIC € path(€), I€] < n}

Nuid MOP,(¢) = | |, MOPY(¢) ja selles, et tdestada MFP, 1 MOP, piisab kui
tOestada
v¥n: MFP, 2 MOP?

Juht MFP, 2 MOP? on triviaalne.

MFP,(¢) = F(MFP,)(¢)

(LUt fe(MFPL(E)I(€, €) € F}) Lidl

(LItf (MOP(E)I(L'. £) € Fl) i

(u{ff/(u{fz(tmie path. (¢'). 16l < n)I(¢', ) € F1) Lo

3 (U e (FAIE € patho(€), 16] < (¢, €) € FY) Lt
= (LI fAVIC € pathy(6),1 <18 < ) L&

= MOPQ*l(f)

I
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2.5 Interprocedural Analysis

Andmevoo analiitisid olid intraprotseduraalsed - tegelesid lihtsa keelega kus ei
olnud funktsioone ega protseduure. Interprotseduraalne analitis arvestab ka
funktsioone ning protseduure.

Laiendame While keelt lisades top-level deklaratsioonid nii et protseduuridel
oleks call-by-value ja call-by-result parameetrid.

Suntaks
Programm P, on kujul
begin D..S.end

kus D, on protseduuride deklaratsioonid kujul
D ::= proc p(val X, resy) is’™ S end’* |D D

Lausete stintaks on kujul:
S :=...|[call p(a 2]

Néaide
begin proc fib(val z,u, res v) is?
if[z<3]? then [v:=u+1]3
else ([call fib(z-1,u,v)]2;[call fib(z-2,v,v)]$)
end?;
[call fib(x,0,y)1%,;
end
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Voograafikud lausetele
init([call p(a, 2)],%) = ¢
final([call p(a. 2)]f) = {4}
blocks([call p(a. 217) = ([call p(a 21¢)
labels([call p(a, 2)]5) = {te. £}
flow([call p(a, 2)];%) = {(£c; tn). (bx: &)}
kui D,-s leidub proc p(val x, res y) is» S end‘

Voograafikud programmidele

Olgu meil programm P, kujul

begin D. S. end

Iga protseduuri (proc p(val X, res y) is’ S end®) jaoks:

init(p) = ¢,

final(p) = {¢x)

blocks(p) = {is™, end’*} U blocks(S)

label S(p) = {£n, £x) U label(S)

flow(p) = {(£n, INit(S))} U Flow(S) U {(Z, L)1 € final(S))

ja terve programmi P, jaoks
init, = init(S,)

final, = final(S.)
blocks, = | J{blocks(p)|proc p(val x,resy) is™ S end’xisin D,}

Ublocks(S.,)

labels, = | J{labels(p)|proc p(val x,resy)is™ S end*isinD,}
Ulabel (S.)

flow, = (J{flow(p)|proc p(val x,resy) is" S end’*isin D,}
Uflow(s,)

Protseduurisiseste voogude jaoks defineerime
inter — flow, = {(¢, €n, {x, £;)|P. Sisaldab call p(a, z)]ﬁf
ja proc p(val x,resy) is" S end’x}

Paripidiste analliuside jaoks F=flow, ja E={init.}, IF=inter-flow,
Tagurpidi analtitiside jaoks F=flowR ja E=final,, IF=inter-flow?
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Naiteprogrammi
begin proc fib(val z,u, res v) is?
if[z<3]? then [v:=u+1]3
else ([call fib(z-1,u,v)]g;[call fib(z-2,v,v)]5)
ends;
[call fib(x,0,y)13,:
end

jaoks saame

flow, =

{(1,2),(2,3),(3,8),(2,4).(4;1),(8:5),(5.6),(6; 1), (8; 7). (7,8),(9; 1), (8; 10)}
inter — flow, = {(9,1,8,10),(4,1,8,5),(6,1,8,7)}

ning init, = 9 ja final, = 10
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2.5.1 Struktuurne operatsioonisemantika

Keel peab lubama "local data"protseduurides - vaja vahet teha (ihe muutuja
esinemistel erinevates kohtades - 16plik hulk asukohti (aadreseid)
& € Loc - locations

Keskkond p seab muutujad kdesolevas skoobis vastavusse nende asukohaga ning
ladu ¢ (store) méérab nende asukohtade vaartused.

p € Env = Var, — Loc - evironments

¢ € Store = Loc —yj, Z - stores

Varem margiti o € State = Var, — Z konstrueeritakse niiid o = ¢ o p
(o = ¢(p(X))). Nduame, et see oleks téielik funktsioon (mitte osaline) ehk
ran(p) € dom(s) kus

ran(p) = {o(X)|x € Var.}

dom(s) = {£|¢ on defineeritud &€ —is}

Teisendused
p . (S,¢) = (S, ¢")
prH.AS¢)—=¢

p . (X:=2a¢) = ¢s[p(x) = Alal(s o p)I’
kui ¢ o p on taielik

Protseduuride valjakutsete jaoks:
p . ([call pa.2)];:.¢) -
(bind p.[x - &1,y - L] inSthenz:=y, ¢[&1 - Alall(s o p), &2 - VD)
kus &1, &, ¢ dom(p),ve Z
ja proc p(val x, res y) isf, S end’ on defineeritud D.-is

bind konstruktsiooni on meil vaja selleks, et kindlustada staatilised skoobi
reeglid ja semantika:
P (S ¢y = (S.¢)
o k. (bindp’inSthenz:=y,¢) — (bindp’inS’ thenz:=vy,¢’)
P H(S¢) =4
p' k. (bindp’inSthenz:=y,¢) = ¢'[p(2) — ¢ (' (¥))]
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2.5.2 Intraprocedural vs Interprocedural Analysis

Iga protseduuri kutse jaoks on meil kaks teisendusfunktsiooni : f,_ ja f,
Iga protseduuri definitsiooni jaoks on meil kaks teisendusfunktsiooni f,_ ja f;,

Saame vorduste stisteemi

A, = f(A(0))

A, =A@, €) € For(¢';€) € F} U LIE
Kus (¢ :{ L kui.fEE

E 1 kuit¢E

Valid paths

Defineerime MOP lahenduse Gimber arvestades ainult korrektseid teid: MVP
(Meet over all Valid Paths). V6ttes programmi P, - "begin D, S, end Utleme, et
tee on taelik (Complete Path) alustades ¢; kuni ¢, programmis P, kui selles on
protseduuride sisendid ja véljundid vastavuses (protseduur naaseb punkti kust ta
valja kutsuti).

CPy,.c, — €1 (igakord kui ¢4 = ¢5)

Cpfl,fs - fl,Csz,@ (Iga (fl,fz) € F)

CPy¢ — €c,CPy, (., CPy (102 (¢, Cns £x, €r) € | F)
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Naide 2.35
begin proc fib(val z,u, res v) is?
if[z<3]? then [v:=u+1]3
else ([call fib(z-1,u,v)]g;[call fib(z-2,v,v)]5)
ends;
[call fib(x,0,y)13,:
end

CPg10 — 9,CPy18,CP1010
CP110 — 10

CPLg — 1, CPz,g

CPZg — 2, CP3’8

sz,g — 2, CP4’8

CP3,8 — 3, Cpg’g

CPg,g — 8

CP4’8 d 4, CP]_,g, CP5’8
CP578 — 5, CP6’8

CPG’g d 6, CPl’g, CP7’8
CP7’8 - 7, CPg’g

Lihtne kontrollida, et tee [9,1,2,4,1,2,3,8,5,6,1,2,3,8,7,8,10] on Valid Path mis on
genereeritud CPg 0 poolt, samas kui tee [9,1,2,4,1,2,3,8,10] ei ole Valid Path
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Tee on "valid path"kui see algab ekstreemsest mérgendist ja kdik protseduuride
valjumised langevad kokku sisenemistega. Kuid on voimalik, et osadesse
protseduuridesse on sisenetud, ent mitte véljutud.

VP. — VP, (kui ¢, € E jal, € Lab,)

VPfl,é’z - (kUl 0 = 52)

VP€1,€3 - fl» Vsz,fs (kUI (51» 52) € F)

VPs.r— €c,CPy o, VP ¢ (KUi (€c, €n, Ex, €r) € | F)

VP — Ce, VP, ¢ (kUi (Ec, bn, x, &) € | F)

vpath,(€) = {[{1,...,¢n-1]IN = 1 A €y = | A [£4, ..., €3] On valid path}
vpath,(l) = {[£1, ... En]IN = 1 A 6y = | A [£4, ..., £,] on valid path}

Defineerime MVP lahenduse
MVP, () = LI{FA)IZ € vpath.(£))
MVP,(£) = LI{FA)IZ € vpath.(£))

33



2.5.3 Kontekst

Selleks, et valtida liigseid vigaseid teid - kodeerida valitud teede info andmevoo
informatsioonile juurde.

0 € A - konteksti informatsioon

Intraprotseduraalne fragment

Kui meil on monotoonse raamistiku instants (L, F, F, E, ¢, f.) siis nttud
konstrueerime me "ilustatud monotoonse raamistku*(embellished Monotone
Framework) instantsi, mis arvestab ka konteksti:

(LF.FETT)

*L=A—>L; _
* teisendusfunktsionid hulgas # on monotoonsed; _
* kBik teisendusfunktsioonid f, on antud kui f,(1)(6) = f,(1(5))

Ignoreerides protseduure, saame uue kujuga andmevoovordused:
Ad(0) = fe(A(€)) (kbik margendid va protseduuride kutsed)
A(0) = LA, £) € For (¢; ) € F} L& (kdik margendid)

Interprotseduraalne fragment Protseduuri "proc p(val x, res y)is™ S
qu"i'jaoks on meil kaks teisendusfunktsiooni:

fr,fr, i1 (A>L)—>(A—>L)

Votame neid kahte kui id funktsioone.

Protseduuride kutsete (¢, €, {x, £) € | F jaoks defineerime kaks
teisendusfunktsiooni. Keskendume ainult péripidisele analtiisile kus P, sisaldab
[call p(a, )] ning samuti ka proc p(val x,resy) is™ S end’

%:(A—>L)—>(A—>L)
ja seda kasutame vorduses:

2, iA=L x(A—-1) - (@A-L)
ja seda kasutame vorduses:

All) = fgzc’[r(Ao({’C),Ao({’r)) i9a (€, €n, €x, £r) € | F jaoks.
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2.5.4 Call Strings as Context

Peame valima hulga A (konteksti informatsioon) ja méérama ekstreemse vaartuse
7. Samuti peame maarama kaks teisendusfunktsiooni. Kaks véimalust:

Call strings of unbounded length (piiramatu pikkusega) Esimese
vdimalusena lihtsalt kodeerime valitud tee. PGhiline huvi seisneb protseduuride
kutsetes, seega salvestame voo kujul (¢¢; £,). Formaalselt
A = Lab" i 5 A

¢ kuié=
€)=\ | muudel juhtude
kus A on tuhi jarjestus markimaks asjaolu, et kui programm alustab taitmist siis
ei ole pooleliolevaid protseduuride kutseid.

F/’\rotseduuri kutse (¢, tn, £x, £;) € | F jaoks defineerime teisendusfunktsiooni
t2()([s. €1) = £1(1(5)) kus [, €] téhistab teed mis saadi ¢ lisamisel 6-le

- fL1(6)  kui & =[5, ]
1 " — [C s LC.
f () { 1 muudel juhtudel

[l_eiineerime teisendusfunktsiooni ka protseduurist naasemise jaoks:
i2,0.100) = 12, (1(6). 1'([8. D)

Naide Fibonacci programmi juures pakuvad meile huvi sellised call stringid
A,[91.19,4],[9,6].[9,4,4],[9.4,6],[9,6,4],[9,6,6]....
vastavalt sellele kui pooleli on 0,1,2,3,... protseduuri kutset.
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Call strings of bounded length (piiratud pikkusega) limselgelt vdivad call
string ahelad saavutada suvalise pikkuse, sest protseduuride kutsed vdivad olla
rekursiivsed. Piirame &ra, salvestades ainult k viimast kutset:

A = Lab=¥

¢ kuis=A
€)=\ | muudel juhtude
Juhul kui k=0 on meil A = {A} ehk meil ei ole konteksti informatsiooni.

Néaide
begin proc fib(val z,u, res v) is?
if[z<3]? then [v:=u+1]3
else ([call fib(z-1,u,v)]g;[call fib(z-2,v,v)]5)
ends;
[call fib(x,0,y)13,:
end

kui k=1, siis saame me huvipakkuvad call string’id sellised:
A, [9].[41. 6]
kui k=2, siis saame

A, [9],[9,4],[9, 6], [4, 4], [4, 6], [6,4].[6, 6]

Defineerime nttd teisendusfunktsioonid:
fr(D(@) = LTI = T4, L}
2, (.7) = 12, (1(6).7(16. 1)
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