Denotatsoonsemantika

Filosoofia

e Programmi denotatsioonsemantika on matemaatiline funktsioon,
mis igale algolekule seab vastavusse mingi info.

— Kui see info on sammsammuline vahetulemuste jada, kas see
on siis denotatsioonsemantika vdi struktuurne operatsiooniline
semantika?

e Keele denotatsioonsemantika on kompositsiooniline.

— Kas ta on kompositsiooniline ka siis, kui ta on esitatud tuletus-
susteemi abil, kust see vélja ei paista?
St kas kompositsioonilisus on tema sisemine omadus vi esi-
tuse omadus?




Definitsioon

Meie filosoofiaga ei tegele.

Keele denotatsioonsemantika on loomuliku semantika abstrakt-
susastmega semantiline funktsioon, mis kujutab endast homomorfis-
mi suntaktilisest algebrast semantilisse algebrasse. Suntaktilise algeb-
ra sorte nimetatakse siintaktilisteks kategooriateks, semantilise
algebra sorte semantilisteks kategooriateks.

— St defineeritakse lihtsalt semantiline funktsioon otse.

— Homomorfismi tingimus tdhendab kompositsioonilisust.
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Spetsifikatsioon




1 Spetsifikatsioon

1.1  Siintaks

Suntaks

1 Spetsifikatsioon

1.1  Siintaks

Suntaktilised kategooriad

Num
Var
Proc
AExp
BExp
Stmt
Decl

naturaalarvkonstandid
taisarvmuutujad
protseduurinimed
taisarvavaldised
tdevaartusavaldised

laused

protseduuride deklaratsioonid




1 Spetsifikatsioon
1.1 Siintaks

Abstraktne suntaks: Num, Var, Proc, AExp, BExp

Num, Var, AExp, BExp — sama nagu varem.

Proc ei oma mingit struktuuri.
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1.1 Sintaks

Abstraktne suntaks: Stmt

Stmt — Var : = AExp
| if BExp then Stmt el se Stmt
| while BExp do Stmt

| call Proc(AExp, ..., AExp)
| Stmt ; Stmt
| €

VS e Stmt(S;e=S5=¢;09)




1 Spetsifikatsioon
1.1 Siintaks

Abstraktne stintaks: Decl

Decl — proc Proc( Var, ..., Var) is Stmt
| Decl ; Decl
| e

VD € Decl (D ;e =D =¢; D)
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Abstraktne suintaks, algebraliselt

Suntaktilised konstruktsioonid kujutavad endast algebralisi operat-

sioone stintaktilisel algebral.

€ Var x AExp

— Stmt

if _then _ else _ € BExp x Stmt x Stmt — Stmt

while _do _
cal |

—_) —

g

proc _is _
R

g

€ BExp x Stmt

€ Proc x AExp*

€ Stmt x Stmt

el

€ Proc x Var* x Stmt
€ Decl x Decl

el

— Stmt
— Stmt
— Stmt
— Stmt
— Decl
— Decl
— Decl

Tehted, millega moodustatakse avaldisi, on siit puudu, need saab sar-

naselt spetsifitseerida.
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1.2 Semantika

Semantika
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1.2 Semantika
Abitutbid
State = Var — 1+ 7Z muutujate vaartustus
Act = State — 1+ State efekt

Env = Proc — 1+ (Z* — Act) protseduuride keskkond
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1.2 Semantika

Semantiline algebra: sordid

Num =N

AExp = State —» 1 4+ Z
BExp = State - 1+ T
Var

Proc

Stmt

Decl

Semantilised kategooriad Num, AExp, BExp on varasemast juba tut-
tavad.

— Arvkonstantide, arvavaldiste ja tbevaartusavaldiste semantika oli
ka varem esitatud denotatiivselt.

— Erinevus on, et nlud saab avaldise vaartus ka puududa, kuna
muutuja voib olekus olla véartustamata.
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1.2 Semantika

Semantiline algebra: tehted

assign € Var X AExp — Stmt
cond € BExp x Stmt x Stmt — Stmt
while € BExp x Stmt — Stmt
call € Proc x AExp* — Stmt
(5) € Stmt x Stmt — Stmt
empty € 1 — Stmt
proc € Proc x Var® x Stmt — Decl
(;) € Decl x Decl — Decl
empty € 1 — Decl

Siia kuuluvad ka tehted, millega véartustatakse avaldisi, kuid need on
juba varasemast tuttavad.
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1.2 Semantika

Semantika

N € Num — Num

A € AExp — AExp

B € BExp — BExp

V € Var — Var

P € Proc — Proc

S € Stmt — Stmt

C € Decl — Decl lUhike keskkonnamuutus
D € Decl — Decl pikk keskkonnamuutus
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1.2 Semantika

Homomorfism

S(X 1= E) = assign(V(X), A(E))

S(if E then T; el se T,) = cond(B(E),S(T1),S(T3))
Swhile E do T) = while(B(E), S(T))

S(call P(E,, ..., E;)) =cal(P(P),(A(E),...,AE,)))
ST ; Ty) =S8(T1); S(Tr)

S(e) = empty

Cproc P(X;, ..., X,) is 9)

= pI‘OC(P(P), (V(Xl)a s ’V(Xn))a S(S))
C(C1; Ca) =C(Ch) ; C(Cr)
C(e) = empty
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1.2 Semantika

Nimede duaalne loomus

7 € Var — State > 1 + Z muutuja R-vaartus
<l7 € Var — 1+ 7Z — State muutuja L-vaértus
P € Proc — Env — 1 + (Z* — Act)  protseduurinime R-véartus
P € Proc > 1+ (Z* — Act) — Env  protseduurinime L-véartus
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1.2 Semantika

Sortide definitsioonid

Var = (1 + Z — State) x (State - 1 + Z)

Proc = (1 + (Z* — Act) — Env) x (Env — 1+ (Z* — Act))
Stmt = Env — Act

Decl = Env — Env
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1.2 Semantika

Arvkonstantide semantika

Arvkonstantide semantika on sama mis varem.
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Muutujate semantika

e R-vaartus:

e | -vaartus:
V(X) = M. (X = o),

kus

v kuiZ=X
X = o) =27 { L lejadnud juhtudel}

Koguvéartuses sisalduvad mélemad:
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1.2 Semantika

Protseduurinimede semantika

e R-vaartus:

e L-vaartus:
<_
P(P)=v.(P— v).
Koguvéartuses sisalduvad mélemad:
<_

P(P) = (P(P), B(P)).
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1.2 Semantika

Avaldiste semantika

Muutujate korral

Ulejaanud aritmeetiliste ja tdevairtusavaldiste semantika avaldub sa-
muti kui varem.

— Olekus méaaramata véartusega muutujaid sisaldavate avaldiste
véértuseks selles olekus on L.
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1.2 Semantika

Lausete semantika

Putiame semantilise funktsiooni defineerida nii, et vastaks loomulikule
semantikale:

VS € StmtVe € EnvVs € (Var — 7Z) (8(S)(e)(s) = Sns(S)(s))
Erinevuseks on voimalike taitmisaegsete vigade arvestamine.

Defineerime abifunktsiooni jargmiselt:

wrap € (1+ 7Z)* — State — 1 + State,

wrap = Avi; -, Un)- As. {L ilejaanud juhtudel} :
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1.2 Semantika

Lausete semantika: omistamine, esmane vaatlus

Loomuliku semantika reegel:

(X 1= E|s)—s[X— AF)(9)]

Vastav tileminekufunktsioon:

S(X = E)(e)(s) = s[X — A(F)(9)]
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1.2 Semantika

Lausete semantika: omistamine, definitsioon
Defineerime
assign((/,r), e) = Xe. As. wrap(e(s))(s[((e(s))]),

kus

f[g](m)={ffx) ki g(z) # L }

(z) Ulejadédnud juhtudel
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1.2 Semantika

Lausete semantika: omistamine, korrektsus

Kui A(E)(s) # L, siis
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tingimuslause, esmane vaatlus
Loomuliku semantika reeglid:
(T |s) = s, B(E)(s)=tt
(if £ then T, else Ty |s) — ¢

(T | sy = ', B(E)(s) =1t
(if Ethen T; else Ty |s) — ¢

Vastav tleminekufunktsioon:

S(if E then T) el se Ty)(e)(s)

_ {S(Tl)(e)(s) kui B(E)(s) = m}
S(Ty)(e)(s) ilejaanud juhtudel
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tingimuslause, definitsioon
Defineerime

COIld(e, t, t2)

= Ae. As. wrap(e(s)) { a(e)(s) kui e(s) = st } .

ty(e)(s) Ulejddnud juhtudel
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tingimuslause, korrektsus

Kui B(E)(s) # L, siis

) (
B S(Ty)(e)(s) kui B(E)(s) = tt
= wrap(B(E)(s)) {S(TQ)(G)(S) lejaanud juhtudel}

_ {S(Tl)(e)(s) kui B(E)(s) = m}
S(Ty)(e)(s) ulejaanud juhtudel
=S8(if E then T) el se Ty)(e)(s).
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tsukkel, abitahistused

e lga f, 5 € State — 1 + State korral olgu
f ;g € State — 1 + State,

g = s JOU() Kuif(s) # L
fi8=As. {L ulejaanudjuhtudel}'

e lga f € State — 1 + State jan € N korral olgu

f"=f;...; f € State — 1 + State.
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tsukkel, esmane vaatlus
Loomuliku semantika reeglid:
(T|sy—s, (while E do T|s)—s" B(E)(s)=tt
(While E do T |s)—s"

B(E)(s) = ft
(While F do T|s)—s

Vastav tleminekufunktsioon:

Swhile E do T)(e)(s)
. { (S(T)(e) ; SWhile E do T)(e))(s) kuiB(E)(s)= m}
s tlejaanud juhtudel

See pole korrektne definitsioon. . .




1 Spetsifikatsioon 32
1.2 Semantika

Lausete semantika: tsukkel, otsene variant
Vaatlusest nahtub, et

Swhile E do T)(e)(s)
(S(T)(€)"(s)  kuiz Vi < n ((S(T)(e))'(s) # L),
Vi <n (B(E)((S(T)(e))'(s)) = tt),
B(E)((S(T)(e))"(s)) = fi

1, kui sellist » el leidu

Definitsioon selle jargi:
while(e, t)
(¢(e))"(s) kui: Vi <n((t(e))'(s) # L),

= Xe. \s. W<n@W@D@D 61),

e((t(e))"(s))

1, kui sellist » el leidu
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tstiikkel, otsene variant, korrektsus

Olgu S(whil e E do T)(e)(s) # L.

SiisSwhile E do T)(e)(s) = (S(T)(e))"(s) mingi n € N kor-
ral, kusjuures

Vi<n((S(T)(e)'(s) # L)
A Vi <n (B(E)((S(T)(e))'(s)) = tt)
A B(E)((S(T)(e))"(s)) = T,

Tdestame induktsiooniga n jargi, et loomulikus semantikas
(While E do T |s)— (S(T)(e))™(s).

Kui n = 0, siis saame B(E)(s) = ff, seega loomulikus semantikas
(while E do T|s)—s=(S(T)(e))"s).
Olgu n > 0 ja kehtigu tdestatav vaide véaiksemate arvude jaoks.

Téhistame t = S(T')(e)(s) # L. Siis

Vi<n—1((8(T)(e)'(t) # L
AN Yi<n—1(BE)(S(T

1 e))'(t)) = tt)
A B(E)((S(T)(e))" (1))

.

|| N N’

Induktsiooni eeldusest loomulikus semantikas

(while E do T |t) = (S(T)(e)"(t) = (S(T)(e))" ().

Algsest tingimusest saame B(E)(s) = tt, mistdttu saame tuletada

(T|s)—:>t, (while E do T\t>—>( (T)(e))"(5)
WwhiTe E do Ts) = (S(T)(e)(s).
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tstiikkel, otsene variant, korrektsus

Olgu loomulikus semantikas (whi |l e E do T |s) — .

Loeme puu tuvekorguseks lause whi | e E do T kordumiste arvu
selles; olgu tlvekorgus n + 1 (vahemalt korra see lause esineb).

Nditame induktsiooniga n jérgi, et S(whil e E do T)(e)(s) méa-
ratuseks vajalik tingimus kehtib n jaoks ning s = (S(T')(e))"(s).
Kuin = 0, siis B(E)(s) = ff ja s’ = s. Seega vajalik tingimus kehtib
0 jaoks ja s’ = (S(T)(e))°(s).

Olgu n > 0 ja kehtigu véide vdiksemate arvude korral. Siis loomulikus
semantikas on olemas tuletus

(T'|s)y —=t, (while F do T|t)— s, B(E)(s)=tt -
(While EF do T|s)—s

Ulemine parempoolne tuletuspuu on tiivekdrgusega n, seega indukt-
siooni eeldusest kehtib

Vi <n—1((S(T)(e))(t
A Vi<n—1(B(E)

ning s' = (S(T)(e))"~" () = (S(T)(e))"(s)-
Konjunktsioon teisendub kujule

Vi<n(i>0 = (S(T)(e))(s) |
AVi<n(i>0 = B(E)(ST)(e))(s)) = tt)
A B(E)((S(T)(e))"(s)) = ff.

Lisaks muidugi (S(T)(e))%(s) = s # L ja B(E)((S(T)(e))°(s)) =
B(E)(s) = tt, seega vajalik tingimus kehtib.

Seega iga tlivekdrguse n + 1 korral

Swhile E do T)(e)(s) = (S(T)(e))"(s).
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1.2 Semantika

Lausete semantika: tstikkel, variant pusipunktiga

Kui nii saaks, oleks see tlevaatlikum:

S(while E do T)(e)
= fix(\g. As.
(S(T)(e) ;9)(s) kui B(E)(s) = tt
wrap(B(E)(s)) { s / U:Jeljaénud juhtudel})
Definitsioon selle jargi:
while(e, t)
= Jde. .
fix(\g. As. wrap(e(s)) { (¢(e) ;4)(s) kui e(s) =t })

s ulejaanud juhtudel
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Lausete semantika: tstikkel, variant pusipunktiga

PBhjendus: kui B(E)(s) # L, siis

Swhile E do T)(e)(s)
= wrap(B(E)(s))

(S(T)(e) ; Swhil e E do T)(e))(s) kui B(E)(s) = tt

—~~

— Oy { ()01 ()

VA

ulejaanud juhtudel

S(T)(e) ; S(while E do T)(e))(s) kui B(E)(s) = tt

ulejdénud juhtudel

kui B(E)(s) = tt })

ulejaanud juhtudel

(S(while E do T)(e))

()
= fix(A\g. As. {iS(T)(e) 4)(s

) kui B(E)(s) = tt })(S)

ulejaanud juhtudel
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1.2 Semantika

Lausete semantika: protseduurikutse, esmane vaatlus
definitsiooniga

Soov:
S(call P(E:, ..., E,))e)s)
= e(P)(A(E1)(s),- -, A(En)(5))(5)-
Defineerime
call((p, 9), (er - - -, e,))
= Xe. As. wrap(ei(s),. .., en(5))(q(e)(e(s), ..., en(5))(s))-
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1.2 Semantika

Lausete semantika: protseduurikutse, korrektsus

Kui Vi (A(E;)(s) # L), siis
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Lausete semantika: kompositsioon

Loomuliku semantika reegel:

(T |s) =&, (Th|s)—s"

<T1 ,TQ ‘ 8> — S”
Vastav iileminekufunktsioon:
S(Th; Ty)(e) = S(Th)(e) ; S(Tz)(e).
Defineerime

t ; b= Ae. tl(e) ; t2(e)

1 Spetsifikatsioon
1.2 Semantika
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Lausete semantika: thik
Loomuliku semantika reegel:
(e|s) —s

Vastav tleminekufunktsioon:
S(e)(e)(s) = s.
Defineerime

empty() = Ae. As. s.
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1.2 Semantika

Deklaratsioonide Uhekordse labimise semantika: Uk-
sikprotseduur

Soov:

C(proc P(Xy, ..., X,) is S)(e)
=e[P— ANv,...,0p). As.
S(S)(e)(slUizy (Xi = vi) DU, (Xi = s(X0))]]-

Defineerime

pI‘OC((p, 9)1 (([1’ 1‘1), Tt (415 rn))a t)
= Ae.e[p(A(vy, .-, vn). As. ¢(e) (s[Uiy 4(va) DU, G(7(s))])]-
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1.2 Semantika

Deklaratsioonide tihekordse labimise semantika: prot-
seduur

Korrektsus:
proc(P(P), V(X1),..., V(X,)), 8(S))
= proc(
(P (P), P(P))
(V(x), V(x1),..., (V(x.), V(X))
5(5))
= de. e[ P(P)A(vr, ..., 00). As.

Uiz (M. (Xi = ) (As. 5(X5))(s))])]
= de.e[P — A(vy,. .., Un)- AS.
S(9)(e) (slUizy (Xi = vi) DU (Xi = 5(X0))]]
=S8(proc P(X;, ..., X,) is 9)
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Deklaratsioonide thekordse labimise semantika: muud

C(Cl 3 02) = C(Cl) 3 C(CQ)
C(e) =id
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Deklaratsioonide iteratiivsemantika

Oleks hea, kui tohiks kirjutada
D(D) = fix(Ag.g ; C(D)).

Pdhjendus:
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PuUsipunktiteooria

2
21

Plisipunktiteooria
P6himdisted ja lemmad
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Pohimdisted ja lemmad
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2.1  P6himdisted ja lemmad

Ulemtdke, Glemraja
Olgu (D; <) jarjestatud hulk.
OlguY C Djaz € D.

e Kuiigay € Y korral y < z, siis 0eldakse, et z on Y iilemtoke.

e Kui z onY kdigi ulemtbkete hulga vahim element, siis 0eldakse, et
zonY ilemraja.
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2.1  P6himdisted ja lemmad

Ulemraja tihesus
Olgu (D; <) jérjestatud hulk.
OlguY C D.

e Y Ulemraja on tlimalt Ghene.

Toestus.

Ta on teatava jarjestatud hulga vahim element.
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Ulemraja kriteerium
Olgu (D; <) jérjestatud hulk.
OlguY C Djaz € D.

e 2z onY Ulemraja parajasti siis, kui

Vde D (z<d < WYyeY (y<d)).

Toestus.

Ve D(z<d <= VyeY (y<d)
< Vde D
(r<d = VyeY (y<d)
ANNVMyeY (y<d) = z<d))
<= VdeD(z<d = YyeY (y<d))
AVde D (VyeY (y<d) = z<d)

— Konjunktsiooni vasak argument:

VdeD(z<d = VyeY (y<d)
= WeY(y<2)
<= zonY llemtoke

— Konjunktsiooni parem argument:

Vie D(VyeY(y<d = z<d)
<= zonseoses < hulga Y iga ulemtdkkega
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Suurim element ja Glemraja
Olgu (D; <) jérjestatud hulk.
OlguY C D.

Olgu z € Y hulga Y suurim element.
e Siis z on Y ulemraja.

Toestus.

- Olgud € D.
+ Uhelt poolt
z<d
= WeY(y<z) A z<d
= VyeY(y<z A z<d)
= WYy eY (y<d).
x Teiselt poolt

VWeY (y<d) = z<d.

Kokkuvottes z < d <= Vy €Y (y < d).

Ulemraja kriteeriumi pdhjal z on Y tilemraja.
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Monotoonsus
Olgu (Dy; <) ja (Do; <) jérjestatud hulgad.
Olgu f : Dy — Ds.

e Kuiigaz,y € Dy korralz <y = f(z) < f(y), siis 6eldakse, et

f on monotoonne, ja kirjutatakse f : (D1; <) — (Dq; X).

2 Plisipunktiteooria
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Identsuse monotoonsus

Identsus on monotoonne.

Toestus.

Olgu (D; <) jérjestatud hulk.

- lgady,ds € D korral
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Monotoonsuse sailimine komponeerimisel

Monotoonsete funktsioonide kompositsioon on monotoonne.

Toestus.
Olgu (Dy; <), (Dg; =), (D3; <) jérjestatud hulgad.
Olgu f : (Dy; <) = (Dg; %) jag : (Da; X) — (Ds; Q).

- lgady,ds € D, korral
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2.1  P6himdisted ja lemmad

Ahel
Olgu (D; <) jérjestatud hulk.
OlguC C D.

e Kuiigaz,y € C korral x < y vbi y < xz, siis 0eldakse, et C' on
ahel.
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2.1  P6himdisted ja lemmad

Ahela homomorfne kujutis

Ahela kujutis monotoonse funktsiooniga on ahel.

Toestus.

Olgu (Dy; <) ja (Do; <) jérjestatud hulgad.
Olgu C C D ahel.

Olgu f : (Dy; <) = (Dq; X).

- Olguz,y € f(C), kus f(C) ={f(c) | ¢ € C} on C kujutis.
Siis leiduvad ¢y, ¢co € C, niietz = f(c1) jay = f(ca).
Kuna C on ahel, siis ¢; < ¢p V0i ¢y < ¢y.

Vastavalt f(c1) < f(c) VOi f(cz) X f(c1).
Seeonsamamisz < y VOiy < x.
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Taielikud jarjestatud hulgad

2 Plisipunktiteooria
2.2 Téielikud jérjestatud hulgad
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Taielik jarjestatud hulk
Olgu (D; <) jarjestatud hulk.
Olgu iga ahela C C D llemraja\/ C € D.

e Utleme, et siisteem (D; <, \/) on téielik jarjestatud hulk.




2 Plisipunktiteooria
2.2 Téielikud jérjestatud hulgad

58

Vahima elemendi olemasolu

Igas taielikus jarjestatud hulgas leidub vahim element.

Toestus.
Olgu (D; <, V) téielik jarjestatud hulk.
& C D on ahel.
Ulemraja kriteeriumi pdhjal
z=\ o
< VdeD(z<d < Vce I (c<d))

< Vde D (z<d)
<= 7z on jarjestatud hulga (D; <) vahim element
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2.2 Téielikud jérjestatud hulgad

Ulemraja kujutis kui ahela kujutise tlemtoke
Olgu (Dy; <, V) ja (D9; =, Y) tdielikud jérjestatud hulgad.
Olgu f : (D1; <) — (Dg; <).

Olgu C C D, ahel.

e Siis
Y{f(e)|[ceC}t=F(VO).

Toestus.

\/ C on C tlemtoke.

— Olguy € {f(c) | ¢ € C} suvaline.
Mingi ¢ € C korral y = f(c).
Saame ¢ < \/ C.

Seegay = f(c) X f(VO).

Kokkuvattes f(\/ C) on {f(c) | c € C} ulemtdke.
Seega Y {f(c) | c€ C} 2 f(VO).
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2.2 Téielikud jérjestatud hulgad

Pidevus, agarus

Olgu (Dq; <, V) ja (D9; =, Y) tdielikud jérjestatud hulgad.

Olgu f : D]_ — DQ.

e Kui f on monotoonne ja iga mittetuhja ahela C' C D; korral
Y {f(c) | ce C} = f(\/ C),siis Geldakse, et f on pidev.

e Olgu 1, hulga D; vahim element ja L, hulga D5 véhim element.
Kui f(L;) = Lo, siis 6eldakse, et f on agar.
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2.2 Téielikud jérjestatud hulgad

Monotoonsuse ndue pole vajalik

Olgu (Dq; <, V) ja (D9; =, Y) tdielikud jérjestatud hulgad.
Olgu f:Dy— D,.

e Funktsioon f on pidev parajasti siis, kui iga mittetiihja ahela C' C
D, korral f(\/ C) onhulga {f(c) | c € C'} tlemrajaks.

Toestus.

— Tarvilikkus on triviaalne: kui f on pidev, siis toodud tingimus
kehtib otse definitsiooni pdhjal.

— Piisavuseks piisab ndidata, et tingimust rahuldav f on mono-
toonne.

* Olgu dl, dy € D;.

- Eeldame, et d; < ds.
Siis {d;, d>} on ahel D;-s,
mille suurim element on d,,
JarellkUIt V {dl, dg} = d».
Teoreemi eelduse jérgi on f(d2) = f(\/ {d1, d2}) hul-
ga {f(d1), f(do)} Ulemraja, seega Uhtlasi tlemtdke.
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Pidevus ja agarus on sugulased
Olgu (Dq; <, V) ja (D9; =, Y) tdielikud jérjestatud hulgad.
Olgu f:Dy— D,.

e Funktsioon f on agar parajasti siis, kui tlihja ahela @ korral f(\/ @)
on hulga {f(c) | c € @} Ulemrajaks.

Toestus.
{f(c)|cea}=0g;
olgul, =V@jaly,=Y®;

varasema pdhjal L, on D, vahim element ja L, on D, véhim element.

Seega
f onagar
<~ f(J_l) == J_Q
—= f(Vo)=Yo

= f(Vo)=Y{f()|cea}.
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Identsuse pidevus ja agarus

Identsus on nii pidev kui agar.

Toestus.
Olgu (D; <, V) téielik jarjestatud hulk.
Olgu C C D ahel.
Siis
id(VC)=\VVC=V{c|ceC}=\{idc|ceC}.
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Konstantse funktsiooni pidevus

Konstantne funktsioon on pidev.

Toestus.

Olgu (D; <; V) téielik jarjestatud hulk.

Olgu a € D fikseeritud element.

Olgu C C D ahel.

Siis (M. a)(V C) = q;

samas {(A\d.a)(c) | ce C} ={a|ce C} ={a}.

aon {a} Ulemraja.
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2.2 Téielikud jérjestatud hulgad

Pidevuse ja agaruse sdilimine komponeerimisel

Pidevate funktsioonide kompositsioon on pidev;

agarate funktsioonide kompositsioon on agar.

Toestus.
Olgu (D1; <, V), (D23 X,Y), (D3; <, V) téielikud jarjestatud hulgad.
OIgUfZDl —>D2jag:D2—>D3.

Olgu X omadus taielike jérjestatud hulkade ahelatel.

— Eeldame, et f ja g kujutavad ahelad omadusega X’ ahelaiks oma-
dusega X’ ning séilitavad omadusega X ahelate Glemrajad.

*x Olgu C' C D, ahel omadusega X'.
Saame

(f;9(VC)
=9(f(VC))
=9(Y{f(a)|a € C})
=V{g®) | be{f(a) | a€C}}
=V{g(f(a) | a e C}
=V{(f;9)]aecC}.

Seega f ; g séilitab omaduse X’ ning omadusega X ahelate tilemrajad.

— Votame omaduseks X mittetiihjuse.
Mittetlihja ahela kujutis pideva funktsiooniga on mittetiihi ahel.
Pidev funktsioon sdilitab ka mittetiihjade ahelate tlemrajad.

— Votame omaduseks X tihjuse.
Agar funktsioon sailitab tihjuse ning tlihja ahela Glemraja.

Kokkuvdttes pidevate vOi agarate funktsioonide kompositsioon on vas-
tavalt pidev v0i agar.
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Kleene pusipunktiteoreem
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2.3 Kleene plsipunktiteoreem

Lemma 1l
Olgu (D; <, V) téielik jarjestatud hulk.
Olgu f : D — D monotoonne funktsioon.

Olgu L =\/ @ hulga D véhim element.
e Hulk {f™(L) | n € N} on ahel.

Toestus.

— Olgui € N.
Et L on vahim element, siis 1 < f*(_L) ehk fO(L) < fO+¢(L).

Monotoonsuse téttu iga n € N korral (f*(L) < f*H (1) =
f”+1(J_) < fn+1+i(_]_)).

Induktsiooniga saame Vn € N (f™(L) < f*(L1)).
Seegaigan,i € N korral f*(L) < fm*¢(L1).

- Olguz,y € {f*(L) | n e N}
Mingite m,n € N korral z = f™(L) jay = f"(L).
Kehtib m < nvdin < m.
Vastavalt n = m + i vBi m = n + i mingi ¢ € N korral.
Eelnevast vastavalt f™ (L) < f™(L) vdi f*(L) < f™(L).
Seega vastavalt z < y voi y < .
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Lemma 2
Olgu (D; <, V) téielik jarjestatud hulk.
Olgu f : D — D monotoonne funktsioon.

Olgu L =\/ @ hulga D véhim element.

o Siis \V/{f**'(L) [n € N} = V{f"(L) [ n € N}.

Toestus.

Kuna  V{f"(L) |lneN\{0}} U {L}) on hulga
{f"(L) |neN\{0}} U {L} ulemtdke, siis whtlasi ka hulga
{f™(L) | n € N\ {0}} Glemtdke, jarelikult

V(L) e NA{0}} <VHE(L) [ne NA{0}}U{L}).

Kuna \/{f"(L) |neN\{0}} on hulga {f"(L)|neN\{0}}
ulemtdke ja L < \/{f™(L) | n € N\ {0}}, siis on ta Uhtlasi ka hulga
{f"(L) | neN\{0}}U{L} tlemtdke, jarelikult

VAL [ne NA{0}U{L}) S V{f(L) [n e N\{0}}.

Kokkuvottes

V(L) [ne N\{0}} = V{/(L) [n e N\{0}}U{L}).
Seega

VA (L) IneN}
= V{/* (L) |ne N\{0}}
=V{/m(L) [ne N\{0}}u{l})
= VA{f*(L) [neN}.
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Lemma 3
Olgu (D; <, V) téielik jarjestatud hulk.
Olgu f : D — D monotoonne funktsioon.

Olgu L =\/ @ hulga D véhim element.
e lgaz € Dkorral f(z) <z = \V{f"(Ll)|neN}<uz.

Toestus.
1 <wehk fO(L) <.
Igan € N korral kui f*(z) < z, siis f**(L) < f(L) < .

InduktsioonigaVn € N (f"(L) < z).
Jarelikult \/ {f™(L) | n € N} <.
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Kleene pusipunktiteoreem

Olgu (D; <, V) téielik jarjestatud hulk.
Olgu f : D — D pidev funktsioon.
Olgu L =\/ @ hulga D véhim element.

e Element

fix f = \/ {f"(L) | n € N}

on funktsiooni f vahim plsipunkt.

Toestus.
Lemmast 2 saame \/ {f"**(L) |n € N} =V {f*(L) | n € N}.
Seega
fix f) = f(V{f(L) | neN})
= V{f'(L) IneN}

= V(L) |neN}
= fix f.

ehk fix f on f pusipunkt.

— Olgu z funktsiooni f pusipunkt.
Siis f(z) < z.
Lemmast 3 saame fix f < z.

Kokkuvdttes fix f on f vahim pusipunkt.
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Semantika pusipunktide kaudu
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3.1  Konkreetsed jarjestatud hulgad

Konkreetsed jarjestatud hulgad
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Jarjestusseosed: uldised konstruktsioonid

Olgu (D; <) suvaline jarjestatud hulk.

e Defineerime seose < hulgal 1 + D = DU{_L}, kandes jérjestuse D
siia Ule ja interpreteerides elementi | vahimana:

a<b<+= a<bVa=_L1.

e Defineerime seose C suvalisel funktsioonihulgal A — D, kandes
seose < komponenthaaval funktsioonidele Gle:

fEg & Vac A(f(a) < g(a)).
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Jarjestusseosed: kontroll L lisamise korral

Seos =< hulgal D U {_L} on jérjestusseos, kusjuures L on vahim ele-
ment.

Toestus.

— Kuiz € D,siisz < z,sestz < z.
Lisaks | < 1 definitsiooni pdhjal.

- Olguz,y,z€e DU{L}, niietz <yjay < z.

x Kuiz,y,z € D,siisz <y <z kustz < z.

x Kui z,y, z pole kbik D-s, siis igal juhul z = | ja definit-
sioonist z < z.

Seega igal juhul z < z.
- Olguz,ye DU{ L}, niietz <yjay < x.

x Kuiz,y € D,siisz <y <z kustz =y.
x Kui z,y pole kdik D-s, siis ainsa vOimalusenaz =y = L.

Seega igal juhul z = .

Seega < on jérjestus.

lgaz € DU 1 korral 1. < z, seega L. on vahim element.
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Jarjestusseosed: kontroll funktsioonidel

Seos C hulgal A — D on jarjestusseos, kusjuures Aa. L on véhim
element.

Toestus.

- lga f € A — D korral kehtib f(a) < f(a) igaa € A jaoks,
jarelikult f C f.

- lgaf,g,h € A— DKkorral kui f C gjag C h,siis f(a) < g(a)
jag(a) < h(a),seegaka f(a) < h(a),igaa € A jaoks, jarelikult
fEh.

- lgaf,g € A— Dkorralkui f C gjag C f,siis f(a) < g(a) ja
g(a) < f(a), seegaka f(a) = g(a), iga a € A jaoks, jarelikult
funktsioonide ekstensionaalsusest f = g.

Seega C on jérjestus.

lga f € A — D korral kehtib (Aa. L)(a) = L < f(a)igaa € A
korral, andes \a. L. C f, seega Aa. L. on vahim element.
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Funktsioonihulkade tlemrajad

Olgu (D; <) jérjestatud hulk.

Olgu FF C A — D mingi hulga A korral.

Olgu g € A — D selline, etigaa € A korral g(a) on {f(a) | f € F}
ulemraja.

e Siis g on F llemraja jérjestatud hulgas (A — D;C).

Toestus.

- lgah € A — D korral saame

gt
Va € A(g(a) < h(a))
Va € A(Vy € {f(a) |
Va € AVfeF(f(a)
Ve F(Nae A(f(
VfeF(fCh).

11111+

Ulemraja kriteeriumi pdhjal g on F iilemraja.
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Konkreetsed jarjestatud hulgad

Kanname diskreetse jarjestusseose = hulgal State jark-jargult tle hul-
kadele State U { L}, Act, Env ja Env — Env.

¢ Nii saadud jérjestust hulgal State U { L} tahistame <.

e Nii saadud jérjestust hulgal Act = State — State U {_L} t&histame
C.
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Olekuahelad

Olgu C C State U {_L} ahel jérjestatud hulgas (State U { L} ; <).
e Siis C sisaldab ulimalt 2 elementi.

Toestus.

- Olguz,y e C,x #y.
Uldisust kitsendamata z < v.
Siisz =1,y # L.
x Olgu veel z € C.
Siisy < zVv0i z < y.
- Kuiy < z,slisy # L tottu y = 2.
- Kuiz <y,siisz=_1Vvliz=uy.

Igal juhul niisiis z = 1L vdi z = y.

Kokkuvdttes C ei sisalda peale z, y Uhtegi muud elementi.

Jarelikult C koosneb tlimalt 2 elemendist.
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Funktsiooniahelad

Olgu ¢ C State — State U {_L} ahel jérjestatud hulgas (State —
State U {L};C).

Olgu s € State.
e Siis {f(s) | f € ¢} on ahel jarjestatud hulgas (State U {1} ; <).
Toestus.

- Olguz,y € {f(s) | f € c}.
Mingite £, g € Cc korral z = £(s) jay = g(s).
Kuna ¢ on ahel, siis f C g v0i g C f.
Seega f(s) < g(s) Vi g(s) < f(s),
ehk samavaarselt z < y voi y < .
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Olekuahelate tlemrajad: leidumine

Jarjestatud hulga (State U {_L}; <) igal ahelal leidub Glemraja.

Toestus.
Olgu C C State U {_L} ahel.

Teame, et C on sisaldab tlimalt 2 elementi.

— Kui C on 0-elemendiline, siis vahim element L on tema tlem-
raja.
Kui C on 1-elemendiline, siis tema ainus element on temas suu-
rim, jérelikult tema Glemraja.

Kui C on 2-elemendiline, olgu C = {z, y}, siis kuna ta on ahel,
siisz < y vdiy < z, st C Uks elementidest on tema suurim
element, tema on uhtlasi C' tGlemraja.
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Olekuahelate Ulemrajad: tahistus

Igaahela C' C State U { L} Ulemraja tdhistame \/ C.

e Siis (State U {L};<,\/) on tdielik jérjestatud hulk.
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3.1  Konkreetsed jarjestatud hulgad

Funktsiooniahelate Glemrajad: leidumine

Olgu ¢ C State — State U {_L} ahel jérjestatud hulgas (State —
State U{L};C).

e Siis As. \/ {f(s) | f € ¢} on ¢ ulemraja.

Toestus.

Jareldub otseselt lausest funktsioonihulkade Glemrajade kohta.
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3.1  Konkreetsed jérjestatud hulgad

Funktsiooniahelate Glemrajad: tahistus

Iga ahela ¢ C State — State U {_L} Ulemraja tahistame | | C.

e (State — State U {L};C,| |) on taielik jarjestatud hulk.

e Igaahela ¢ C State — State U { L} ja s € State korral

o)) =V{f(s) | fect.
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3.2 Tslikli semantika

Tsukli semantika
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3.2 Tsiikli semantika

Tsuklile vastav semantiline tehe
Votame aluseks ja uurime definitsiooni

while(e, ¢)
= )e.

fix(Ag. As. wrap(e(s)) { it(e) 1g)(s)  kui e(s) = tt })

ulejdénud juhtudel

Et see oleks plsipunktiteooria pohjal korrektne definitsioon, peaks iga
e € State — 1 4+ T, t € Act, e € Env korral teisendus

Ag. As. wrap(e(s)) { (t(e) ;4)(s) kuie(s) =tt }

s ulejaanud juhtudel

hulgal Act = State — State U {_L} olema pidev funktsioon.
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Pohilemma

Olgu a, 6 € State — State U {_L}.
Olgu p predikaat olekutel, mis rahuldab tingimust

Vs € State (p(s) = a(s) # L).

e Funktsioon

M. As. {«9(”(5)) kui p(s) }

b(s) ulejaénud juhtudel

on pidev.

Toestus.

Olgu ¢ C State — State U {_L} mittetuhi ahel.

a(s)) kuip(s
(Ag-As. {% ) U:Je:jgéntdjuhtudel})(l—l €)
_ . [ UONa(s) kuip(s) }
"] 6(s) ulejadnud juhtudel
_ s d VAela(s) | c€ch kuip(s) }
V{6(s)|cec} ulejddnud juhtudel

e
b(s) ulejaénud juhtudel

Eelneva pdhjal on see funktsioon parajasti hulga

{AS' {2((138)) E:Jeljga(lild juhtudel} c€ C}

ulemraja.

a(s))  kuip(s) } |ce C}-
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3.2 Tsiikli semantika

Vaatlus 1: kompositsioon

Olgu e € State —» T U {L}, ¢t € Act = State — State U { L},
e € Env.

e Vottes a = t(e), 6 = As. L, p(s) = (a(s) # L), saame

(a(s)) kuip(s)
Ag. As. {(Z(s) u|ej§anudjuhtude|}

B gla(s)) kuia(s)# L
= M. As. {J_ ulejaénud juhtudel

=XN.a;g
= M. t(e) ; g

Jarelikult \g. ¢(e) ; g on pidev.
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3.2 Tsiikli semantika

Vaatlus 2: hargnemine

Olgu e € State — T U {L}.

e Vottes a = 6 = id jap(s) = (e(s) = tt), Ssaame

M. As. {«9(”(5)) kui p(s) }

b(s) ulejaénud juhtudel

_ g(s)  kuie(s) =tt
= A As. {s tlejaanud juhtudel [

Jarelikult

Ag.As.{ﬂ(S) kui e(s) = tt }

s ulejaanud juhtudel

on pidev.
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3.2 Tsiikli semantika

Vaatlus 3: veapuunismahis

Olgu e € State —» T U {L}.

e Vottes a =1id, 6 = As. L, p(s) = (e(s) # L), saame

M. As. {«9(”(5)) kui p(s) }

b(s) ulejaénud juhtudel

- g(s) kuie(s) # L
= A\g. As. {J_ ulejaanud juhtudel

= M\g. As. wrap(e(s))(g(s))-

Jarelikult Ag. As. wrap(e(s))(g(s)) on pidev.
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3.2 Tsiikli semantika

Definitsiooni korrektsus

Semantiline tehe while on pusipunkti abil korrektselt defineeritud.

Toestus.
Olgu e € State — T U {L}, t € State — State U {L}, e € Env.

Komponeerime kolm funktsiooni, mille pidevuse tbestasime:

()\g.t(e);ﬂ{);() ” }
e [10) W=t Y

S ulejdé&nud juhtudel

(Ag- As. wrap(e(s)) (5(s)))

= \g. As. wrap e(s)

(t(e (s) kuie(s)=tt

s tlejaanud juhtudel (%))
)

B e);g4) kuie(s)=tt
= Ag. As. wrap(e(s { Ulejaanud juhtudel |

Seega funktsioon, mille pusipunkti while(e, ¢)(e) nGuab, on pidev.
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3.2 Tsiikli semantika

Tahistus

lgae € State » TU{L}, t € State — StateU{_L}, e € Env Korral
tahistagu

W(e, t,e)
_ (t(e) ;4)(s) Kkuie(s) # L
= Ag- As. wrap(e(s)) { s ilejadnud juhtudel [ -
Siis
while(e, t)(e)(s) = fix(W(e, t,€))(s).
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3.2 Tslikli semantika

Pusipunkti avaldamine iteratsiooni kaudu

Kleene teoreemi pdhjal saame
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3.2 Tsiikli semantika

Normaalselt IG6petav iteratsioon

Olgu e € State —» T U {L}, t € State — State U {L}, e € Env,
s € State.

e Kui mingi n € N Kkorral kehtib

Vi <n ((¢(€)'(s) # 1)
A vZ <n(e((te))’ (s)) tt)
A e((¢(e))"(s)) =

siis (W(e, t,€))" T (As. L)(s) = (t(e))™(s).
Toestus.
Kuin = 0, saame

(W(e, t,€)) (As. L)(s)
= W(e, t,e)(As. L)(s)

_ (t(e) ; (As. L))(s) kuie(s) = tt
= wraplels )){ llejaanud juhtudel}
_ {(t( s); (As. L))(s) kuie(s) = ot }
s ulejadanud juhtudel
= (t(e))°(s)

Kehtigu vaide n — 1 korral ja eeldus n korral. Kuna eeldus kehtib n — 1
jaoks, kui s rolli votta ¢(e)(s), siis n jaoks saame

ulejdénud juhtudel

{ (t(e) ; (W(e, t,e))"(As. L))(s) kuie(s) = tt }
{ (t(e) ; (W(e, t,e))"(As. L))(s) kuie(s) = tt }

s ulejaénud juhtudel

1 | | |
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Veaga IOpetav voi Idpmatu iteratsioon

Olgu e € State —» T U {L}, t € State — State U {L}, e € Env,
s € State.

o Kui
Vi < n((t(e))'(s) # L)
A Vi < n(e((t(e))'(s)) = tt)
A e((t(e))"(s)) = ff,

ei kehti tihegi n € N Korral, siis (W (e, t,e))™(As. L)(s) = L iga
n € N Korral.

Toestus.

Eeldusest jareldub e(s) # ftf, muidu kehtiks tingimus n = 0 korral.

Juhul n = 0 muidugi
(W(e, t,e))°(Xs. L)(s) = (As. L)(s) = L.

Kehtigu vdide n korral. Kui eeldus ei kehtiks ¢(e)(s) korral s rollis,
peaks kindlasti olema kas s = (t(e))°(s) = L, mis on vfimatu, vdi
e(s) = e((t(e))°(s)) # tt, st e(s) = L. Sellega arvestades saame

(W(e, t,€))" T (As. L)(s)
= W(e, t,e)((W(e, t,e))"(As. L))(s)
)

= wrap(e(s)
{ (t(e) ; (W(e, t,e))"(As. L))(s) Kuie(s)=tt }
s ulejdénud juhtudel
L Kuie(s) = L
N { (t(e) ; (W(e, t,e))"(As. L))(s) Ulejdénud juhtudel
1 Kuie(s) = L
=<q 1 kui t(e)(s) = L
(W(e, t,e))"(As. L)(t(e)(s)) Ulejddnud juhtudel
= 1.
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Definitsioonide samavaarsus

Olgu e € State —» T U {L}, t € State — State U {L}, e € Env,
s € State.
e Siis

while(e, () (s)

(¢(e))™(s) kui:Vi<n((e(e))(s) # L),
_ Vi < n(e((t(e))i(s)) = tt),
e((t(e))"(s)) = £
1, kui sellist » ei leidu

St while definitsioon plsipunktiga annab sama tulemuse kui varemesi-
tatud otsene definitsioon.

Toestus.

— Kui mingi n € N korral kehtib

Vi < n ((¢(e))'(s) # 1)
A Vz < n (e((t(e))’ (8)) i)
A e((t(e))"(s)) =

siis normaalselt 16petava iteratsiooni vaatluse pohjal
(W(e, t,e))" 1 (As. L)(s) = (¢(e))"(s) € State.

Kunaigat € State on hulgas StateU{_L} maksimaalne element
(st temast ei leidu suuremat), siis

while(e, t)(e)(s)

) ()
= VA{(W(e t,€))"(As. L)(s) [ n € N}
= (W(e, t,€))" (As. L)(s)
(

t(e))"(s)-

— Vastasel korral saame veaga IGpetava voi I6pmatu iteratsiooni
vaatlusest

while(e, t)(e)(s)
= VA{(W(e, t,e))"(As. L)(s) [ n € N}
- V{L}
=1
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Rekursiooni semantika
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Jarjestus

Hulga Env — Env saab eelpoolkirjeldatud viisil teha téielikuks jar-
jestatud hulgaks.

Vastavat jarjestusseost ja ahelate lemrajaoperatsiooni tdhistame vas-
tavalt C ja | |.
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Mida vaja 1

Et fix oleks korrektselt defineeritud, peaks \g. g ; D(D) olema pidev
iga D € Decl korral.

St, iga ahela ¢ C Env — Env korral peaks

(M-g;DWD))(Uc)=]c;D(D)

olema hulga
{(Ag.:DD))(c) [ c€ct={c;DD) | cec}

ulemraja.
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Mida vaja 2
Piisab ndidata, et iga e € Env korral
(Lc; DD))(e) =DD)((LU)e)) =D(D)(UA{e(e) | c € c})

on hulga

{(c;D(D))(e) | c € c}
= {D(D)(c(e)) | c € C}
{D(D)(d) [d e {c(e) | c€cl}

ulemraja.

Selleks piisab néidata, et D(D) oniga D € Decl korral pidev.




