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1 Programmeerimiskeel PCF

Vaatleme lihtsat funktsionaalset programmeerimiskeelt, mis on PCF-i variatsioon.

1.1 Siintaks

Stintaktilised kategooriad on Expr, Pattern, Var ja Type.
Avaldised:

Expr ::= Const|Var|(Expr, Expr) |(Expr ? Expr : Expr)|(Expr Expr)|(APattern. Expr)|Y Expr

Naidised:
Pattern ::= Var : Type | (Pattern, Pattern)
Muutujad:
Var
Tiiiibid:

Type ::= int | bool | (Type->Type) | (TypexType)



Konstandid:
Const := Num |+ |- |*|/|=]<=]|!

Arvkonstandid (iiks konstant iga mittenegatiivse taisarvu jaoks):

Num :=0]1]|2]...

1.2 Staatiline semantika
Tiitibikontekst I' € Context on osaline funktsioon, mis seab monedele muutujatele vastavusse
tiidibi:

Context = Var — Type

Muutuja staatiline semantika:

Ty : Var — (Type — Context — Context) x (Context — Type)

Ty[z] = (Tyn[z], Tve[=])
Tyn : Var — Type — Context — Context



Tun[z]r T =Tz — 7]
Tyr : Var — Context — Type
Tiiiibi staatiliseks semantikaks on see tiiiip ise:
Ir : Type — Type
Ir[r) =7
Niidiste staatiline semantika:

Tn : Pattern — (Context — Context) x Type

Ix[pl = (Innlpl, Inrlpl)

Tnn : Pattern — Context — Context

TNN[[I . 7']] = TVN[[I‘]]T



Inn[(p1,p2)] = Tnn[p2] © Tnn[pil
Int : Pattern — Type
Intle: 7] =71
Int[(p1,p2)] = Inr[p]*Tnr[p2])

Avaldiste staatiline semantika — tiiiibireeglid (kehtivad iga tiiiibikonteksti T" korral ning iga
n € Num;z € Var;e, ey, es € Expr;T, 1,19 € Type korral):

'k ax: Typ[z]T

I'tn:int

(f S {+7 =K, /})
(9 € {=<=})

' f: (Ant->(int->int))

'k g: (int->(int->bool))

I'E!: (bool->bool)

>



I'kFe:mm They:m
' (er,e9) @ (T1%72)
I'Feg:bool I'key:7m T'heg:T
I'ECe1 2 eyt e3):7T
I'ke :(m->m) T'kFey:mn
' (e ex) i1y
Innp]T Fe:r
C'E (\p.e) : (Inr[p]->7)
I'e: (r->1)
'EYe:7

Teoreem 1 Igal avaldisel on “ilimalt ks titip igas kontekstis.

TOESTUS. Induktsiooniga avaldise struktuuri jérgi. Iga avaldise konstruktsiooni jaoks peale
muutuja on tépselt iiks tiiiibireegel, mis annab sellele avaldisele tiiiibi. Muutuja korral on reegel
rakendatav siis, kui tiiiibikontekst annab antud muutujale tiiiibi. Seega on iga avaldise konst-
ruktsiooni jaoks rakendatav iilimalt {iks tiiiibireegel.
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Vaatleme suvalist avaldist. Kui see avaldis on muutuja, siis annab tiiiibikontekst sellele iilimalt
ithe tiiiibi, muul juhul on see konstrueeritud iihe konkreetse kontruktsiooniga, millele vastab
iilimalt iiks tiiiibireegel. Induktsiooni eelduse pohjal on selle avaldise igal alamavaldisel iilimalt
iiks tiilip. Seega kehtib reegli eeldus {ilimalt iihe seal esinevate tiitibimuutujate véartustuse korral.
Kuna iga reegli jarelduses esinev muutuja esineb ka sama reegli eelduses (v.a muutuja reegli
korral), siis on vaadeldava avaldise tiiiip iitheselt méératud.

O

Teoreem 2 Antud staatiline semantika on kompositsiooniline.

Olgu 7 : FExpr — Context — T'ype osaline funktsioon, mis seab igale avaldisele e vastavusse
osalise funktsiooni 7 [e] nii, et
Tle]ll =71 The:T

Tiiiipidele annab semantika funktsioon D, mis seab igale tiilibile vastavusse tema vairtuste
hulga:
D[[int]] =7,

D[bool] =B,
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D[ri->7] ={f : D[] — D[r] | f on pidev}
D[[Tl*TQ]] = D[[Tl]] X D[[TQ]]
SiinZ, =ZU{lz}, B, =BU{Llgp} ja B = {tt, ff}. Koigi véadrtuste hulk

Value = U D]

T€Type
Seega D : Type — P(Value).
Defineerime 1, € D[r] iga 7 € Type jaoks:
Lint =1z
1poo1 = 1

J—Tl*TQ = (J—Tl ,J_TQ)
J—Tl—>7'2 Tr = J—7'2
Hulkadel D[], kus 7 € T'ype saab standardsel viisil defineerida jérjestuse, mille suhtes need

on téielikud jarjestatud hulgad, ning L, on hulga D[r] véhim element.
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1.3 Naide
Néidisprogramm (faktoriaali arvutamine; siin on méned sulud &dra jaetud, lugedes funktsiooni

rakendamise vasakassotsiatiivseks):

T(Af: (int->int) . (An:int.((=n 0) 271 : (* n (f (- n 1))))))

Néitame, et sellel programmil (avaldisel) on olemas tiilip tithjas kontekstis.

n:intkF (=n 0):bool F1:int f: (int->int),n:intkF (* n (f (- n 1))) :int
f:(@nt->int),n:intF ((=n0) 271 : (*xn (f (- n 1)))) :int
f:(int->int) F (n:int. ((=n 0) 21 : (¢ n (f (- n 1))))) : (int->int)
F (\f:(Ant->int) . (An:int.((=n 0) 71 : (*x n (f (- n 1)))))) : ((int->int)->(int->int))
FYOf: (dnt->int) . (An:int.((=n 0) 71 : (x n (f (- n 1)))))) : (int->int)

1.4 Denotatsiooniline semantika
Keskkond u € Env on osaline funktsioon, mis annab monedele muutujatele vaértuse:

Env = Var — Value



Muutujate diinaamiline semantika:
Syn : Var — Value — Env — Env
Syn[z]a € = €[z — a]
Sve : Var — Env — Value
Svelrle=€x
Naidiste diinaamiline semantika:

Sy : Pattern — Value — Env — Env

Sn|[p] € P[Znr[p]] — Env — Env
Sn[z : T]a = Syn[z]a
Sn[(p1,p2) (a1, az) = Sn[pa]az o Sny[pi]as

Avaldise semantika annab funktsioon

F : Expr — Context x Env — T'ype x Value,
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Flel(, ) = (T[e]l', S[e] (T, €)),

kus
S : Expr — Context x Env — Value
Taisarvkonstandid:
S[oJlu=0€Z
S[iJlu=1€Z

Ulejésnud konstandid:

S[+]u, S[-]u, S[*]w,S[/Ju e Z, — Z, — Z,

) n1 4+ no, kui ny, No €7
Slt]uny e = {J_, Kuing = L voing = L

S[-Tu n1 ny — ny —ng, kuing,ng €7
A B kuiny = L voing = L
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_ ning, kul ni, N2 - Z
SlJu nz—{J_, kui ny = L voing = L

S[/uni ny = { ULL_;J’ kui ny,ny € Z ja ny # 0

4, kuin; =1, nyo=_1L voing =0
S[[=]]U,S[[<=HUEZL—>ZL—>]BL
tt, kuing,ne € Zjan, =ny
S[[=]]un1n2:{ff, kui ny,ne € Z ja ny # no
1, kuin;=_Lvoiny=_L1
tt, kuing,ns € Zjan, <ny
S[<=]u ny ny = {ff, kui ny,ng € Z ja ny > ngy
1, kuiny=_1Lvoing =L
SII!]]UGBL%BL
tt, kuib=fFf
S[[!]]ub:{ff, kui b = tt
1, kuib= 1L
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Muutujad:
S[z](T,e) = Sygp[x]e

Paarid:
S[(er,ex) Ju = (Ser]u, S[e2]u)

Tingimusavaldis:

Slel](T,e), kui S[b]u = tt
S[h ? e; : e)](T,€) =< Sle2](I's€), kui S[b]u = ff
—LD[['Z'[[el]]F]]a kui S[[b]]u =1

Funktsiooni rakendamine:

S[Cer e Ju = (S[er]u)(S[ez]u)

Lambda-avaldis:
S[\p.e)](T,¢) € D[Tnr[p]] — Value

S[p.e)](T,e) a = S[e](Tnn[p]T, Sn[p]a ¢€)
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Piisipunktioperaator:
S[Ye](T'ye) € D[o]

o

S[rel(T,e) = | |(S[el(T, e)* (L),
kus )
o= g(T[e]T)

g : Type — Type
g(r=>7) =7
Utleme, et keskkond e iihildub titiibikontekstiga I", kui
Arg e =Arg I’

ning iga x € Arg e korral
ex € D[l 7]

Tahistagu Envp tiitibikontekstiga I' ithilduvate keskkondade hulka. Siis Envy saab standardsel
viisil muuta téielikuks jérjestatud hulgaks.
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Lemma 1 Kehtivad jargmised tilemraja omadused:
1. (L; i) (a) = L; fi(a)
2. U;(ai, b)) = (L; @i, Ld; b3)

Kehtivad jdrgmised pidevuse omadused:

1. Kui f ja g on pidevad funktsioonid, siis funktsioon A ay,as).(f a1, g az) on pidev.

2. Kui f on pidev ja iga a korral f(a) on pidev, siis funktsioon X a,b).(f a b) on pidev.
3. Kui g on pidev, siis funktsioon \f.(g o f) on pidev.

4. Kui f on pidev, siis funktsioon Ag.(g o f) on pidev.

5. Funktsioon A\f.Ag.(g o f) on pidev.

6. Funktsioon \(f,g).(go f) on pidev.

7. Funktsioon \f.(f a) on pidev.
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8. Funktsioon A\a.(a,a) on pidev.
9. Funktsioon Af.Aa.(f a) on pidev.
10. Funktsioon A\(f,a).(f a) on pidev.

Lemma 2 Iga x € Var, 7 € Type, a € D[r], I' € Context ja € € Envr korral

o Syn[z]a € € Envy, y[2)- T

o Syn[z]a € Envyr — Envy, o] © on pidev,

o Syn[z] € D[r] — (Envyr — Envy, \[a1- 1) on pidev.

o Kuix € Arg T, siis Sygp[z] € Envy — D[Tyg[z]T] on pidev funktsioon.
Lemma 3 Iga p € Pattern, a € D[Inr[p]], T € Context ja € € Envy korral

o Sy[pla € € Envy pr
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o Sy[pla € Envp — Envyy,  ppr on pidev,
e Sn[p] € D[Znr[p]] — (Envr — EDVTNN[[p]]p) on pidev.

Teoreem 3 Kui T [e]T" on mddratud, siis

e on iga kontekstiga I' thilduva keskkonna € korral ka S[e](T',€) (ja seega ka Fle](T',¢€))
mdadratud ning S[e](I', €) € D[T [e]I],

o funktsioon \e.S[e](T',€) € Envy — D[T [e]I'] on pidev.

TOESTUS. Toestame teoreemi viite induktsiooniga avaldise e struktuuri jargi.
(I

Jareldus 1 Kui 7 [e]ly on mddratud (avaldisel on tiip tihjas kontekstis), siis ka S[e](To, €o)
on madratud ning S[e](To, €0) € D[T [e]To] (To on tihi kontekst, ey tihi keskkond).

Seega igale avaldisele, millel on tiiiip tiihjas kontekstis, seatakse vastavusse védrtus, mis kuulub
selle tiilibi véaartuste hulka.
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Teoreem 4 Avaldiste semantika F on kompositsiooniline.

TOESTUS.

Thitipide semantika D on kompositsiooniline.

Naidiste semantika on kompositsiooniline.

Avaldise e tiitip 7 [e]] on defineeritud alamavaldiste ja -néidiste tiiiipide kaudu (tiiibireeglid
on kompositsioonilised).

Avaldise e diinaamiline semantika S[e] on defineeritud avaldises esinevate naidiste seman-
tika, alamavaldiste diinaamilise semantika ja alamavaldiste tiiiipide kaudu.
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1.5 Struktuurne operatsiooniline semantika

Olgu Var = Varg U Vary, Varo N Vary = (0, kus Var; on 1opmatu hulk. Olgu Exzpr’ selliste
avaldiste hulk, kus néidistes ei esine iihtegi muutujat hulgast Var; ja vabad muutujad on koik
hulgas Varg ning millele on lisatud Z ja B elemendid. Me anname struktuurse operatsioonilise
semantika ainult hulgas Expr’ olevate avaldiste jaoks.

Olgu Env' = Var, — Expr'.

Olgu ¢ : Env' — Var; selline funktsioon, et ¢(e) & Arg e.

1.5.1 Naidiste semantika
Konfiguratsioonid on kujul (p, e1, €, €5) voi (€, e3), kus p € Pattern, e1,es € Expr’ ning € € Env'.
(z: 7, e1,€ e2) = (e[to(€) — e, ealx/P(e)])
(p2, €2, €, €3) = (P, €3, €', €5)
<(p17p2)7 (617 62)7 €, 63> = <(p1apl2)’ (61’ 6/2)7 6,7 €é>

(P2, €2, €, €3) = (€, €3)
<(p17p2)7 (617 62), €, 63) = <p1a €1, 6,7 €é>
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(e,€) = (¢, €)
<(p17p2>7 €, €, €3> = <<p17p2)7 6/7 6/7 €3>

(e € {(e1,e2) | €1,e0 € Expr})

1.5.2 Avaldiste semantika
Konfiguratsioonid on kujul (e, €) ning e, kus e € Expr’ ja ¢ € Env'.

(n,e)y =n (neZ)

(b,e) = b (beB)

((\p.e),e) = (\p.e)

<f7€>jf (f€{+7_7*7/7=7<=7!})
((fed,eg=(f e (fel{+-,*/=<=}
(0,€) = (0,¢)

(1,e) = (1,¢)

20



(((+ ny) na),e) = (ng+ng,e)  (n1,n9 € Z)
(((= n1) n2),€) = (ng —na,e)  (n1,ne € Z)
<((* nl) n2),€> = (n1n2,6> (nl,ng € Z)

ni

(C(/ ny) ng),e>:><{—J ,e> (ny,ne € Z,ny # 0)

N2
(((= n1) ng),e) =
(((= n1) no),e) = (ff;e) (n1,ne € Z,ny # na)
(((<= ny) na),e) = (tt,e) (n1,ne € Z,ny < ny)
(((<= ny) ng),e) =
{e1,€) = (€], €)

(tt,e) (n1,n2 € Z,ny = ny)

(ff;e)  (ny1,ne € Z,ny > ny)

[ e en, e = (((F &) ey o € thmm /=)

21



(en,€) = (eh,€)

<((f 61) 62),€>:><((f 61) 6,2),€/> (f€{+,—,*,/’=7<=})

(e,e) = (¢, ¢€)

(1 e),e) = (1 €),¢€)
((1 tt),e) = (ff,€)
((V fF),€) = (tt,¢€)

(€ z,e) = (¢, €)

(x,€) = (z,€[x — €])

(€ x,e) = ¢
(1,€) = (¢, €)




(b, €) = V', €)
(7€t ex),e) = (U Ter : ea),€)

((tt 7 e1 @ ea), ) = (eq,€)
(ff 7e1 : e9),€) = (eg,€)
<617 = <617 >
(Cey e2),€) = ((e] ex),¢€)
= <p 627€>€1>
= (((\p'.€e)) €b),¢€)

8y

\/\/

<p7 €2,€, €1

(((\p.e1) e9),¢€

\/\/

<pa 6276761> <€ e1>
((\p.€e1) e2),e) = (e}, €)
(Te,e) = ((e Te),e€)

1.5.3 Naited
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Avaldis:
o ((Mf:int—>int.((Ax:int.(f (f (f x)))) 3)) (Ax:int.((x x) x)))
Keskkond:
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Avaldis:
o ((A\x:int. (a0 (a0 (a0 x)))) 3)
Keskkond:

e 20— (Ax:int. ((*x x) x))
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Avaldis:

e (a0 (a0 (a0 al)))
Keskkond:

e a0 — (Ax:int.((* x) x))

e al+— 3
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Avaldis:

o ((Ax:int.((* x) x)) (a0 (a0 al)))
Keskkond:

e a0 — (Ax:int. ((* x) x))

e al+— 3
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Avaldis:
o ((* a2) a2)

Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3

e a2 — (a0 (a0 al))
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Avaldis:
o ((* a2) a2)

Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3

o a2 — ((Ax:int.((* x) x)) (a0 al))
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Avaldis:
o ((* a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 ((x a3) ald)

e a3 — (a0 al)
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Avaldis:
o ((x a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 ((x a3) ald)

e a3+— ((Mx:int.((*x x) x)) al)
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Avaldis:
o ((x a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int.((* x) %))
e al — 3
e a2 ((x a3) ald)
e a3 — ((x ad) ad)

e a4 +— al



Avaldis:
o ((x a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int.((* x) %))
e al — 3
e a2 ((x a3) ald)
e a3 — ((x ad) ad)

e ad+— 3



Avaldis:
o ((* a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int.((* x) %))
e al — 3
e a2 ((x a3) ald)
e a3 — ((x 3) ad)

e ad+— 3



Avaldis:
o ((* a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int.((* x) %))
e al — 3
e a2 ((x a3) ald)
e a3 — ((x 3) 3)

e ad+— 3



Avaldis:
o ((x a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 ((x a3) ald)
e a3— 9

e ad+— 3



Avaldis:
o ((x a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 ((x 9) a3)
e a3— 9

e ad+— 3



Avaldis:
o ((* a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 ((x 9) 9)
e a3— 9

e ad+— 3



Avaldis:
o ((x a2) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 +— 81
e a3— 9

e ad+— 3



Avaldis:
o ((x 81) a2)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 +— 81
e a3— 9

e ad+— 3



Avaldis:
o ((x 81) 81)
Keskkond:
e a0 — (Ax:int. ((* x) x))
e al—3
e a2 +— 81
e a3— 9

e ad+— 3



Avaldis:
e 6561
Keskkond:
e a0 — (Ax:int.((* x) x))
e al — 3
e a2 +— 81
e a3 — 9

e ad+— 3



1.6 Loomulik semantika
1.6.1 Naiidiste semantika
Konfiguratsioonid on kujul (p, ey, €, e2) voi (€, es), kus p € Pattern, e;,es € Expr’ ning ¢ € Env'.

(@7 €1, € e9) = (e[o(€) = en], ealr/Y(e)])

<p2,€2,€,€3> - <€/7 €f3> <p17€17€,7€§,> - <€H7 e:/g,>

((Pbpz), (61762)76, €3> - <€":€g>

1.6.2 Avaldiste semantika

Konfiguratsioonid on kujul (e, €), kus e € Expr’ ja ¢ € Env’.
(n,e) > n (neZ)

(b,e) — b (beB)
((A\p.e),e) — (Ap.e)
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<f76>_>f (f€{+7_’*7/’=7<=7!})
<(f e)7€>_> (f e) (f€{+7_7*7/7=7<=})

(0,€) — 0

(1,e) — 1

(e1,€) = ny (e, > — Ny

(((+ €e1) ex),€) — ny+ng

(n1,ne € Z)

(e1,€) = ny ez, €) — ng

(€2,
<((_ 61) 62),€> — N1 — Ny
(€2,

(ny,ng € Z)

(e1,€) = ny ez, €) — ny

(((x e1) e), >_>nm2 (n1,ny € Z)

<€1, €> — N1 <€2, €> — N9y

(nl,ng € Z,n2 7é O)
(((/ e1) en),e) — V—J

n2
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(e1,€) = ny  (e2,€) — no

<((= 61) 62)7€> — tt (n17n2 € Z7n1 = nz)

<61’ €> — <627 6) — Ny

(((= e1) ex),e) —ff (n1,ne € Z,ny # ny)

<617 6> - n]_ <62’ €> — n2

(((<= e1) e9),€) — tt (n1,m2 € Z,ny < ny)

(e1,€) =1 (e2,€) = mo
(((<= €1) e9),€) — fF
(e, €) — tt
<(! 6),6>—>ff
(e,e)—>ﬁ'
<(! 6),€>—>tt

(1122 € Ty > 1)

<x,€> — e
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(e1,€) — €] (e, €) — €
<<61762)76> - (ellaeIQ)
(byey — tt (e1,€) — €]
(b7e : ey),€e) =€)
(byey = (eq,€) — €,
(b7e : ey),€e) — €,

<€1,€1> — (Ap.e3) <p, 62,61,€3> - (627€§>

(637 €2) — €4

((e1 €2),€1) — ea
<(€1 T€1)7€> — €2

(Tei,e) — ey

Teoreem 5 Antud loomulik semantika on tihene.

TOESTUS. Induktsiooniga iile tuletuspuu struktuuri.
(I
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Seega indutseerib loomulik semantika semantilise funktsiooni

Sps : Expr’ — (Vary — Expr') — Expr’

/

Spslele = {e ) kui (e, €) — ¢

médramata muul juhul
Teoreem 6 Kui T [e]I" on mddratud, € € Env' N Envy, siis
o S.sle]e on madratud
o kui T[e]l" € {int,bool}, siis S[e](T, €) = Sys[e]e.

o S[e](Tye) = So[Snsle]el(Ts¢), kus So on S laiendus hulgale Expr’ (Z ja B elementide

korral identsus).

TOESTUS. Induktsiooniga iile avaldise struktuuri.
O
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