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Teemad

Ettekandes kasitletavad teemad:
* Taielik vore
* Funktsioonide omadusi
* Ahelad
* Pusipunktid
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Taielkvére L = (L,C) = (L, C, | |,[], L, T)

Definitsioon:

* Osaliselt jarjestatud hulk (L, C)
o Koikidel hulga L alamhulkadel eksisteerib alamraja.
o Koikidel hulga L alamhulkadel eksisteerib tlemraja.

* Vahim elementon L =| |0 =[]|L
® Suurimelementon T =[]0 =|]|L
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Vore naide

Kui L = (P(S), C) hulga S puhul, siis:
* LoncC
*VvVY eP(S) ||]Y=UYning[]lY =NY
* Ll =0jaT=>=5

Kui L = (P(S), 2) hulga S puhul, siis:
* Jdon 2
*VvVY eP(S) | |]Y=NYning[]lY =Y
* T=0jalL=S

Seega (P(95),<) ja (P(S), 2) on taielikud vored.
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Vére naide jatk. S = {1, 2, 3}

Diagrammil liigub joon "llesse poole” juhul kui mone [, ja i,

{1,2,3}

(1,2} {2,3}
% <

1} 13}

puhul kehtib I; C 5.
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Lemma A.2

Osalise jarjestusega hulga L = (L, C) puhul on jargmised véited
samavaarsed:

° (¢) L on taielik vore.

* (i) Koikidel hulga L alamhulkadel on tlemine raja.

* (i47) KOikidel hulga L alamhulkadel on alumine raja.
Toestus

® (i) = (¢7) on ilmne.

° (i) = (¢4z) on ilmne.
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Lemma A.2 jatk 1

Naitamaks, et (ii) = (¢) fikseerime Y C L ning defineerime

(MY =|HleL|VIleY : ICIl}

* Avaldise parema poole hulgas on hulga Y alumised tokked.

* Avaldise parema poole vaartuseks on suurim hulga Y
alumine toke.
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Lemma A.2 jatk 2

Naitamaks, et (¢ii) = (i) fikseerime Y C L ning defineerime

L|]Y=[HleL|VIeY :I'Cl}

* Avaldise parema poole hulgas on hulga Y tlemised tokked.

* Avaldise parema poole vaartuseks on vahim hulga Y
tlemine toke.
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Funktsioonide omadusi

Olgu funktsioon f : L1 — Lo osaliselt jarjestatud hulkade
11 = (Ll, El) ja Loy = (LQ, ;2) vahel.

* Monotoonsus — Kui VI,lI" € Ly : I Ty ' = f(1) Ty f(I')
* Aditiivsus — Kui Viy,1ls € Ly : f(ll LI lz) — f(ll) LI f(lz)
* Multiplikatiivsus — Kui Vi, 1y € Ly : f(ll [ lg) — f(ll) [ f(lz)
* Tais aditiivsus — KuiigaY C L :
FLLY)=L1L{f{") | €Y} kui| |, Y eksisteerib.

* Tais multiplikatiivsus — Kuiiga Y C L7 :
FTLY)=TL{f)| U eY}kui[],Y eksisteerib.

|
Programmeerimiskeelte semantika — p. 9



Funktsioonide omadusi jatkub

° Afinne —KuiigaY C Ly : f(| |, Y) = L{f() | € Y} kui
3, YijaY #0.

°* Range — Kui f(11) = 1o

Markus: Funktsioon taielikel voredel on taiesti aditiivne siis ja
ainult siis kui ta on afiinne ja range.
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Isomorfism

°* (L1,C4)ja (L9, E) on osaliselt jarjestatud hulgad.

* 1d; on identsus funktsioon ule hulga L;,i =1, 2

* |somorfism on monotoonne funktsioon © : ;1 — Lo
e 30 1.1y - L

* Qo l=idyja® o0 =id;
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Ahelad - sissejuhatus

Definitsioon: Alamhulk Y C L, kus L on osaliselt jarjestatud hulk
L = (L,C), on ahel kui:

Vii,lo €Y : (ll L l2) V (ll _ l2)

Seega ahel on hulga L alamhulk (vOib ka tthihulk olla), mis on
taielikult jarjestatud.

Me Utleme, et ahel on 16plik ahel, kui tegemist on hulga L I0opliku
alamhulgaga.
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Ahelad - reduktiivhe, ekstensiivne

Hulga L elementide jada (I,,), = (I»)nen ON reduktiivne kui:
n<m=1,LC1l,

Hulga L elementide jada (I,,),, = (I,)nen ON ekstensiivne kui:
n<m=1, Jl,

Me Utleme, et ahel ({,,),, stabiliseerub siis ja ainult siis kui:
dng € N :Vne N :n>ng=1, =1,

* jada (I,), puhul me tahistame | |{/,, | n € N} kui | |, 1,
* jada (I,,), puhul me tahistame [1{l,, | n € N} kui[],, 1,
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PUsipunktid

Fikseerime monotoonse funktsiooni f : L — L taisvorel
L=(LC|][]L,T).

* Funktsiooni f pusipunkt on element/ € L nii, et f(l) =1 ja
me kirjutame:

Fix(f) ={l| f(l) =1}
naitamaks funktsiooni pusipunkte.

Kuna L on taisvore siis 3[ | Fiz(f) ning me kirjutame

Lfp(f) =[1Fiz(f)

Samamoodi ka 3| | Fiiz(f) ning me kirjutame

gfp(f) =L Fiz(f)
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Reduktiivsed ja ekstensiivsed funktsioonid

* Funktsioon f on reduktiivne kohal | siis ja ainult siis kui
f(l) C [ ja kirjutame:

Red(f) = |f(1) E 1}

Me Utleme, et f on ekstensiivne kui Red(f) = L.

* Funktsioon f on ekstensiivne kohal | siis ja ainult siis kul
f(1) 31 ja kirjutame:

Ext(f) = {f(1) 2 1}

Me Utleme, et f on ekstensiivne kui Ext(f) = L.
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Tarski pusipunkti teoreem

Lontaisvore L = (L, C,| |,[], L, T).

Kui f : L — L on monotoonne funktsioon siis kehtivad.:

* Ifp(f) =[1Red(f) € Fiz(f)
* gfp(f) =l Ext(f) € Fix(f)

Toestus (i):
* Defineerime [y = [ | Red(f)
°* Lemmaa— f(lg) C Iy
°* Lemmab— f(lp) Dl
° Lemmac—|[|Red(f) =1fp(f)
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Lemma a — f(ly) C I

Kuna:
* Vie€ Red(f)Ilp T
* f on monotoonne funktsioon.

Me saame:
Vi€ Red(f) f(lo) E f(I) E1

Seega:
f(lo) E lo
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Lemma b — [y C f(l())

Kuna.:
* f(f(lo)) E f(lo)
* f(lo) € Red(f)

Seega [y definitsiooni pohjal saame:

lo T f(lo)
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Lemma c— Iy = [fp(f)

Eelmiste lemmade;:
* f(lp) Cly
* f(lp) dlg

pohjal saame, et [y € Fix(f).

* Fiz(f) C Red(f)

Seega Lfp(f) = lo.
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Aitah

Kusimusi?
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