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Definitsioon 1. Naturaalarvudeks nimetame mittenegatiivseid tédisarve. Natu-
raalarvude hulka {0,1,2,...} tdhistame siimboliga N.

Definitsioon 2. Tihestik (alfabeet) on suvaline mittetiihi 16plik hulk. Tdhestiku ele-
mente nimetatakse simboliteks.

Definitsioon 3. String (sona) tédhestikus ¥ on 16plik siimbolite jada, kus iga siimbol
kuulub hulka .

Definitsioon 4. Tiihi string on string, mis ei sisalda iihtegi stimbolit (tdhistus €).
Definitsioon 5. Tdhestiku X koikide stringide hulka tdhistatakse >*.
Definitsioon 6. Tihestiku Y koikide mittetiihjade stringide hulka tiahistatakse X+.

Definitsioon 7. Kui L C ¥* siis L on keel (ehk formaalne keel) tahestikus 3.
Kuna keeled on hulgad, siis on defineeritud kahe keele iithend, iihisosa ja hulgateoreeti-
line vahe (kasutame tahistusi Ly U Lo, L1 N Ly, Ly — Lo = {w € Ly | w & Ly}).

Definitsioon 8. Olgu L C ¥*. Siis keelt ¥* — L nimetatakse keele L tdiendiks (com-
plement) téhestiku 3 suhtes. Kui on selge, millist tdhestikku vaadeldakse, siis 6eldakse
lihtsalt, et X* — L on keele L taiend.

Definitsioon 9. Kui = ja y on stringid tdhestikus ¥, siis stringi zy (mis on saadud
antud stringide jarjest kirjutamisel) nimetatakse stringide = ja y konkatenatsiooniks (ko-
rrutiseks). Monikord on stringide x ja y konkatenatsiooni tahistuseks z - y.

Definitsioon 10. Kui x on string ja n € N, siis " tdhistab stringi g-z-... z.
—

n korda
See'uures ZEO =€ ma"rki = loetakse ,,V(N)I‘dUb deﬁnitsiooni p6 |jal“ .
]

Definitsioon 11. Stringi w pikkus |w| on siimbolite arv stringis w.
Definitsioon 12. Stimboli a esinemiste arvu stringis w tahistatakse |w|,.

Definitsioon 13. Kui Ly, Ly C ¥* siis Ly - Lo = {zy | x € Ly, y € Lo}. Keelt Ly - Ly
nimetatakse keelte Ly ja Lo konkatenatsiooniks.



Definitsioon 14. Olgu L C ¥*. Siis

L = {e},
L"=L-...-L, kuin > 0.
—_—

n korda

Definitsioon 15. Keele L iteratsiooniks (Kleene’i katteks, Kleene closure, Kleene star,

star operation) nimetatkse keelt L* = |J L".
neN

Definitsioon 16. Stringi w peegelpildiks (reversal) (tahistus w") nimetatakse stringi,
mis on saadud stringist w siimbolite jarjekorra vastupidiseks muutmise teel.

Definitsioon 17. Kui L C ¥*, siis L* = {w" | w € L}.

Definitsioon 18. String x on stringi y prefiks (téhistame x C y), kui leidub string u,
mille korral y = zu.

Definitsioon 19. String = on stringi y sufiks (tdhistame x J y), kui leidub string u,
mille korral y = ux.

Definitsioon 20. Generatiivne grammatika (0-tiipi grammatika ehk lihtsalt gram-
matika, generative grammar, rewrite grammar) on nelik G = (N, %, P, S), kus N ja X
on I6plikud hulgad, NNY =2, P C (NUX)" x (NUZX)* P on loplik ja S € N. Siin
> on terminalide tihestik, N on mitteterminalide tdhestik, mille elemente nimetatakse
ka muutujateks (nonterminal, variable), S on lihtesimbol (ehk stardisiimbol). Stringi-
paare (a, ) € P nimetatakse tuletusreegliteks (produktsioonireegliteks, produktsioonideks)
ja kirjutatkse kujul a — .

Definitsioon 21. Olgu antud grammatika G. Kirjutame ¢ = 1 (voi lihtsalt ¢ = ),
G

kui leiduvad stringid «, 3, n, 6 tdhestikus N U X, mille korral ¢ = naf, ¢v = npo ja
(o — () € P. Kui ¢ = 1, siis eldakse, et string 1) on otseselt tuletatud sonast ¢.
G

Definitsioon 22. Kui wy = w; = ... = wy, kus n > 0, siis kirjutatakse wy = w, ja
deldakse, et string w, on tuletatav stringist wy. Teisiti deldes seos = on hulgal (N U X)*
defineeritud seose = refleksiivne transitiivne kate.

Seejuures stringide jada wy, wy,. . ., w, nimetatakse stringi w,, tuletuseks (ehk derivat-
siooniks, derivation) stringist wy grammatikas G. Arvu n nimetatakse selle tuletuse
pikkuseks. (ehk sammude arvuks).

Definitsioon 23. Grammatika G poolt genereeritav keel on
LG)s{weX | S=wh
G

Definitsioon 24. Grammatikad G, ja Gy on ekvivalentsed, kui L(G;) = L(G3).

Definitsioon 25. Kontekstitundlik grammatika (1-titpi grammatika, kontekstist
soltuv grammatika, context-sensitive grammar, phrase-structure grammar) on grammati-
ka, mille iga tuletusreegel on kujul €A — {a, kus A€ N, { € (NUX)*, (€ (NUX),
ae(NUD)T.



Definitsioon 26. Kontekstivaba grammatika (2-titipi grammatika, context-free gram-
mar) on grammatika, mille iga tuletusreegel on kujul A — a, kus A € N, a € (N U X)*.

Definitsioon 27. Lineaarne grammatika (linear grammar) on grammatika, mille iga
tuletusreegel on kujul A — u voi A — uBv, kus A€ N, u € ¥*, ve ¥X* Be N.

Definitsioon 28. Paremlineaarne grammatika (3-titpi grammatika, right-linear
grammar) on grammatika, mille iga tuletusreegel on kujul A — w véi A — uB, kus
AeN,ue¥*, Be N.

Definitsioon 29. Tuletusreeglit kujul o — ¢ nimetatakse e-tuletusreegliks.

Lemma 30. Iga paremlineaarne grammatika on lineaarne. Iga lineaarne grammatika
on kontekstivaba. Iga e-tuletusreegliteta kontekstivaba grammatika on kontekstitundlik.

Definitsioon 31. O-tiilipi, 1-tiilipi, 2-tiilipi ja 3-tiilipi grammatikad moodustavad
Chomsky hierarhia (Chomsky hierarchy).

Definitsioon 32. Keelt nimetatakse 0-tiipi keeleks (kontekstitundlikuks, kontek-
stivabaks, lineaarseks, paremlineaarseks), kui seda keelt saab genereerida O-tiilipi (vas-
tavalt kontekstitundliku, kontekstivaba, lineaarse, paremlineaarse) grammatikaga.

Teoreem 33. Kontekstitundlike keelte klass on kinnine tihendi, tihisosa ja tdiendi
suhtes.

Definitsioon 34. Loplik automaat (finite automaton, finite-state machine) on viisik
M = (Q,%,A,I,F), kus ¥ on loplik sisendtihestik, @@ ja A on loplikud hulgad,
ACQExYXxQ, I CQ,F CQ. Hulga @ elemente nimetatakse olekuteks (state),
hulga I elemente nimetatakse algolekuteks(lihteolekuteks, initial state), hulga F' elemente
nimetatakse loppolekuteks (final state, accepting state). Kui (p,z,q) € A, siis kolmikut
(p, x,q) nimetatakse dleminekuks (transition) olekust p olekusse ¢ ja string x on selle
tilemineku mdargend (label).

Definitsioon 35. Lopliku automaadi (@, 3, A, I, F') konfiguratsiooniks nimetatakse
jarjestatud paari (¢, w), kus q € @ ja w € X*.

Definitsioon 36. Lopliku automaadi M = (@, >, A, I, F') konfiguratsioonide hulgal
defineerime binaarse seose F (ehk lihtsalt ) jargnevalt. Kui (p,x,q) € A ja w € ¥*, siis
M

(p, zw) F (g, w). Seost - nimetatakse automaadi tédtaktiks voi sammuks (step). Binaarne
seos I~ on seose I refleksiivne transitiivne kate.

Definitsioon 37. Loplik automaat M = (Q, X, A I, F) aktsepteerib (accepts, recog-
nizes) stringi w € X* parajasti siis, kui leiduvad olekud p € I ja ¢ € F, mille korral
(p,w) F (q,¢).

Definitsioon 38. Lopliku automaadi M poolt aktsepteeritav keel L(M) koosneb selle
automaadi poolt aktsepteeritavatest stringidest.

Definitsioon 39. Loplikud automaadid M; ja Ms on ekvivalentsed, kui



Lemma 40. Iga lopliku automaadi jaoks leidub ekvivalentne tihe algolekuga loplik
automaat, kus iga ilemineku mdrgendi pikkus on 1.

Teoreem 41. Keel on paremlineaarne parajasti siis, kui leidub loplik automaat, mis
seda keelt aktsepteerib.

Definitsioon 42. Loplik automaat (Q, X, A, I, F) on determineeritud (deterministlik,
deterministic), kui

1) hulgas I on tépselt iiks element;
2) iga iilemineku (p, z,q) € A jaoks kehtib vordus |z| = 1;

3) iga stimboli a € ¥ ja iga oleku p € @ jaoks leidub tépselt iiks olek ¢ € @, mille
korral (p,a,q) € A.

Teoreem 43. Iga lopliku automaadi jaoks leidub ekvivalentne determineeritud loplik
automaat.

Teoreem 44. Loplike automaatide poolt aktsepteeritavate keelte klass on kinnine iter-
atstoont, konkatenatsiooni ja iihendi suhtes.

Teoreem 45. Loplike automaatide poolt aktsepteeritavate keelte klass on kinnine
taiendi ja tihisosa suhtes.

Lemma 46 (pumpamislemma, kasvatamise lemma, pumping lemma). Olgu L lopliku
automaadi poolt aktsepteeritav keel tihestikus Y. Suis leidub selline positiione tdisarv p,
et iga stringi w € L korral, kui |w| > p, siis leiduvad sellised stringid x,y,z € ¥*, et
ryz =w, y # ¢, lzy| < pjaxy'z € Ligai >0 korral.

Definitsioon 47. Regulaaravaldis (regular expression) iile téhestiku ¥ defineeritakse
rekursiivselt: 0 on regulaaravaldis; 1 on regulaaravaldis; kui a € X, siis a on regulaaravald-
is; kui e ja f on regulaaravaldised, siis ka (e+f), (e-f) ja e* on regulaaravaldised.

Koige tugevamalt seob tehe *, jargneb korrutamine, koige norgemalt seob liitmine.
Tavaliselt kirjutatakse e-f asemel lihtsalt ef.

Definitsioon 48. Iga regulaaravaldis e esitab (denotes, represents) teatud keele
(téahistus L(e)), mis defineeritakse rekursiivselt:

~

(a) = {a} kui a € ¥,
L(0) =
L(l) = {5}
L(e+[) = L(e) U L(f),

Lle-f) = L(e) - L(]),
L(e") = L(e)".

Tavaliselt kirjutatakse L(e) asemel lihtsalt e.

Jf

Definitsioon 49. Keel on regulaarne, kui leidub seda keelt esitav regulaaravaldis.



Definitsioon 50. Kui e on regulaaravaldis, siis e™ = e*e.
Teoreem 51 (Kleene'i teoreem). Keel on requlaarne parajasti siis, kui leidub loplik

automaat, mis seda keelt aktsepteerib.

Definitsioon 52. Tuletust kontekstivabas grammatikas nimetatakse vasaktuletuseks
(leftmost derivation), kui tuletuse igal sammul asendatakse vasakpolseim mitteterminal
(see tdhendab, et iga samm on esitatav kujul uA0 = uf0, kus (A — () € P, u € ¥* ja
0 e (NUX)").

Definitsioon 53. Kontekstivaba grammatika on mitmene (ambiguous), kui leidub
string, millel on vahemalt kaks vasaktuletust. Vastasel korral on kontekstivaba grammati-
ka thene (unambiguous).

Definitsioon 54. Dyck’i keel iile 2n siimboli on kontekstivaba grammatika

S — e,
S — alelS,

S — a,Sb,S
poolt genereeritav keel tahestikus {aq, by, as, bo, ..., apn, by}
Teoreem 55. String w tdhestikus {a,b} on grammatikas

S — e,
S — aSbS

tuletatav parajasti siis, kui |w|, = |wl|p, ja Ve T w (|z]s = |z|p)-

Definitsioon 56. Lukasiewicz’ keel iile n + 1 siimboli on kontekstivaba grammatika

S — Qo,
S — alS,
S — axSS,
S — a,S"
poolt genereeritav keel tahestikus {ag, aq,...,a,}.
Teoreem 57. String w tihestikus {ag, ay ..., a,} kuulub Lukasiewicz’i keelde tile n+ 1
stimboli parajasti siis, kui Y (i—1)|wl|,, = —1 ja V& Cw (>-(i—1)|x|e, = 0). (Siin x Cw

=0 =0

tihendab, et © C w ja x # w.)

Teoreem 58. Kui keel L on kontekstivaba, siis leidub e-tuletusreegilteta kontekstivaba
grammatika, mis genereerib keele L — {e}.



Definitsioon 59. Kontekstivaba grammatika (N, 3, P,S) on Chomsky normaalkujul
(grammar in Chomsky normal form), kui iga tuletusreegel on iihel jargmistest kujudest:
S—¢e, A—a, A—BC, kus Ae N,Be N—-{S},CeN—-{S},aeX.

Teoreem 60. Iga kontekstivaba grammatika jaoks leidub ekvivalentne kontekstivaba
grammatika Chomsky normaalkujul.

Lemma 61 (pumpamislemma, kasvatamise lemma, pumping lemma). Olgu L kon-
tekstivaba keel tihestikus 3. Siis leidub selline posititune tdisarv p, et iga stringi w € L
jaoks, kui |w| = p, siis leiduvad sellised stringid u,v,z,y,z € ¥*, et uwvryz = w, vy # ¢,
lvry| < p ja w'zy'z € L igai > 0 korral.

Teoreem 62. Kui |X| = 1 ja keel L C ¥* on kontekstivaba, siis L on requlaarne keel.

Teoreem 63. Kontekstivabade keelte klass on kinnine iihend:i, konkatenatsiooni ja
iteratsiooni suhtes.

Teoreem 64. Leiduvad kontekstivabad keeled Ly ja Lo, mille korral Ly N Ly ei ole
kontekstivaba.

Teoreem 65. Leidub kontekstivaba keel L C Y*, mulle korral X* — L ei ole kontek-
stivaba.

Teoreem 66. Kui keel Ly on kontekstivaba ja keel Ly on regqulaarne, siis keel L1 N Loy
on kontekstivaba.

Definitsioon 67. Magasinmdiluga automaat (magasiniga automaat, pinuautomaat,
pushdown automaton) on kuuik M = (Q, X, T',A I, F), kus @, ¥, A ja I on loplikud
hulgad, I € @, F C Q ja

AC(QxXxT™)x(QxTM).

Hulga @) elemente nimetatakse olekuteks, hulga I elemente nimetatakse algolekuteks, hul-
ga F' elemente nimetatakse loppolekuteks, Y on sisendtihestik, I' on magasinitdhestik
(stack alphabet) ja A on dleminekute hulk (transition relation).

Definitsioon 68. Magasinméluga automaadi (Q,X, A, I, F) konfiguratsiooniks
nimetatakse kolmikut (g, w, ), kus ¢ € Q, w € ¥*, a € T'™.

Definitsioon 69. Magasinméluga automaadi M = (Q,%, ;A I, F) konfigu-
ratsioonide hulgal defineerime binaarse seose F (ehk lihtsalt F) jérgnevalt. Kui
M

{{p,2,8),{q,7)) € A, w € ¥* ja a € ", siis (p, zw, fa) F (g, w,ya). Binaarne seos I~ on

M
seose F refleksiivne transitiivne kate.

Definitsioon 70. Magasinméluga automaat M = (Q, X, T, A, I, F') aktsepteerib strin-
gi w € ¥* parajasti siis, kui leiduvad olekud p € I ja ¢ € F, mille korral {p,w, ) I {q, ¢, €).

Definitsioon 71. Magasinméluga automaadi M poolt aktsepteeritav keel L(M) koos-
neb selle automaadi poolt aktsepteeritavatest stringidest.



Teoreem 72. Kui keel on kontekstivaba, siis leidub seda keelt aktsepteeriv magas-
immdaluga automaat.

Teoreem 73. Iga magasinmdluga automaadi jaoks leidub sama keelt genereeriv kon-

tekstivaba grammatika.

Definitsioon 74. Magasinmiluga automaadi itileminekuid ((p1,z1,51), (¢1,71)) ja
((p2, 2, Ba2), (g2, 72)) nimetatakse konfliktseteks, kui

1) p1 = pa;
2) 1 C xe VOI X9 C 7y

3) 1 C P2 voi By C .

Definitsioon 75. Magasinméluga automaat on determineeritud (deterministic), kui
algolekuid on tépselt iiks ja koik iileminekud on omavahel mittekonfliktsed.

Definitsioon 76. Keel L tiahestikus > on determineeritud kontekstivaba keel, kui lei-
dub determineeritud magasinméluga automaat, mis aktsepteerib keele L - {$} téhestikus
YU {8}, kus $ on uus siimbol, mis ei kuulu tahestikku 3. Stimbolit $ nimetatakse stringi
lopu markeriks.

Teoreem 77. Iga requlaarne keel on determineeritud kontekstivaba keel.

Teoreem 78. Iga determineeritud kontekstivaba keele jaoks leidub seda keelt genereeriv
tihene kontekstivaba grammatika.

Teoreem 79. Iga determineeritud kontekstivaba keele tdiend on determineeritud kon-
tekstivaba keel.

Teoreem 80. Leiduvad determineeritud kontekstivabad keeled Ly ja Lo, mille korral
L1 N Ly et ole determineeritud kontekstivaba keel.

Teoreem 81. Leiduvad determineeritud kontekstivabad keeled Ly ja Lo, mille korral
L, U Ly ei ole determineeritud kontekstivaba keel.
Teoreem 82. Keel on rekursitvselt loenduv parajasti siis, kui leidub seda keelt

genereeriv 0-titipi grammatika.

Definitsioon 83. Posti vastavuse siisteem tahestikus > on stringide korteezide paar
((x1, -, 20), (Y1, - - -, Yn)), kus iga ¢ korral x; € X* ja y; € 3*.

Mirkus 84. Posti vastavuse siisteemi ((z1, ..., 2,), (Y1, - - -, Yn)) kujutatakse tavaliselt
nii:
b ]
PR b b
Definitsioon 85. Posti vastavuse siisteemi ((z1,...,2,), (Y1,...,Yn)) lahendus
(match) on mittetiihi indeksite jada (i1, ..., i), mille korral

(siin iga j korral kehtib 1 < i; < n).



Teoreem 86. Vaatleme Posti vastavuse siisteeme tihestikus 3, kus |X| = 2. Pole ole-
mas algoritmi, mis iga sellise Posti vastavuse stisteemi kohta teeks kindlaks, kas stisteemil
lahendus on.

Teoreem 87. On olemas algoritm, mis iga kontekstitundliku grammatika ja iga strin-
g1 kohta teeb kindlaks, kas antud string kuulub antud grammatika poolt genereeritavasse
keelde.

Teoreem 88. On olemas algoritm, mis iga kontekstivaba grammatika ja iga strin-
g1 kohta teeb kindlaks, kas antud string kuulub antud grammatika poolt genereeritavasse

keelde.

Teoreem 89. On olemas algoritm, mis iga kontekstivaba grammatika G kohta teeb
kindlaks, kas L(G) # @.

Teoreem 90. On olemas algoritm, mis iga kontekstivaba grammatika G kohta teeb
kindlaks, kas keel L(G) on lopmatu.

Teoreem 91. On olemas algoritm, mis suvaliste paremlineaarsete grammatikate G
ja Gy kohta teeb kindlaks, kas L(G1) C L(Gs).

Teoreem 92. On olemas algoritm, mis suvaliste paremlineaarsete grammatikate G,
ja G kohta teeb kindlaks, kas L(G1) = L(Gs). Seega paremlineaarsete grammatikate
ekvivalentsiprobleem on algoritmaliselt lahenduv.

Teoreem 93. Iteratsioonita requlaaravaldiste mittevordsuse probleem on NP-tdielik.

Teoreem 94. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste
tdhestikus Y toimivate kontekstivabade grammatikate Gy ja Go kohta teeks kindlaks, kas
L(Gh) N L(Gs) = 2.

Teoreem 95. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste tihestikus %
toimivate kontekstivabade grammatikate Gi ja Gy kohta teeks kindlaks, kas keel
L(G1) N L(G2) on lopmatu.

Teoreem 96. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas G on tihene.

Teoreem 97. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus >
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas L(G) = ¥*.

Teoreem 98. Olgu |X| > 2. Tihestikus ¥ toimivate kontekstivabade grammatikate
ekvivalentsiprobleem pole algoritmiliselt lahenduv.

Teoreem 99. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste
tdhestikus Y toimivate kontekstivabade grammatikate Gy ja Go kohta teeks kindlaks, kas
L(G1) C L(Go).

Teoreem 100. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas ¥* — L(G) on lopmatu.

Teoreem 101. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus X
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas keel L(G) on regulaarne.
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Teoreem 102. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvaliste tihestikus %
toimivate kontekstivabade grammatikate Gi ja Gs kohta teeks kindlaks, kas keel
L(Gy) N L(Gs) on kontekstivaba.

Teoreem 103. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstivaba grammatika G kohta teeks kindlaks, kas keel ¥* — L(G) on kontek-
stivaba.

Teoreem 104. Olgu |X| > 2. Siis pole olemas algoritmi, mis suvalise tihestikus %
toimiva kontekstitundliku grammatika G kohta teeks kindlaks, kas keel L(G) on kontek-
stivaba.



