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4 SISUKORD

EessOna

Tegemist on Tartu Ulikooli 2020. a. kevadsemestri kursuse “Diskreetne matemaatika I”
loengukonspektiga. Lisaks sellele konspektile on kasulik tutvuda ka muude 6ppematerjali-
dega. Isedranis kasulik on lugeda opikuid [9], [10] ja [13].

Kursus (nagu ka loengukonspekt) koosneb kahest poolest: sissejuhatusest matemaa-
tilisse loogikasse ja graafiteooria elementidest. Kuna suur osa kursuse kuulajatest on in-
formaatika eriala iiliopilased, siis on oluline osa selles kursuses algoritmidel. Samas on
tegemist siiski matemaatika kursusega ja selle tottu on enamus véiteid esitatud koos
toestusega. Lugejalt eeldatakse matemaatika pohiméistete (hulk, alamhulk, kujutus, bi-
naarne seos, ekvivalentsiseos jt.) tundmist.

Konspekti tekstist voib leida moned mérkused, mille tekst on muust tekstist vaiksem.
Nende mérkuste lugemine ei ole muust materjalist aru saamiseks hidavajalik. Need maér-
kused on moeldud eelkdige neile, kes soovivad materjaliga siigavamalt tutvuda.

Konspekti lopust voib leida nimekirja allikatest, mida on selle teksti koostamisel ka-
sutatud.

Soovin ténada Reimo Palmi, Ago-Erik Rieti ja Uno Hamarikku arvukate asjalike
markuste eest, mis on aidanud konspekti kvaliteeti parandada. Ka mitmed iilidpilased
on konspektist vigu leidnud ja parandusettepanekuid teinud, ténud neilegi.
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Lausearvutuse pohimoistete kordamine. Toesuspuud.

Indiviidid, predikaadid ja kvantorid. Predikaatarvutuse valemid.
Predikaatarvutuse valemi toevaértus. Valemite omadused.
Predikaatarvutuse valemite samavaérsus. Predikaatloogika pohisamavaérsused.
Predikaatloogika pohisamavééarsuste toestamine. Valemi prefikskuju.
Aksiomaatilise teooria iildskeem. Sekventsiaalne lausearvutus.
Sekventsiaalse lausearvutuse korrektsus ja téielikkus. Peano aksioomid.
Naturaalarvude omaduste toestamine.

Graafi moiste. Tipu aste. Tipuastmete teoreem. Ahelad ja tsiiklid.
Graafi sidusus. Graafide isomorfism.

Euleri ja Hamiltoni graafid.

Puud.

Toespuud. Kruskali ja Primi algoritm.

Suunatud graafid.

Lithima tee leidmise iilesanne. Floydi-Warshalli algoritm.

Dijkstra algoritm.
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Peatiikk 1

Matemaatiline loogika

Kursuse esimeses pooles tutvume monede teemadega matemaatilisest loogikast. Kordame
iile lausearvutuse pohimoisted, teeme sissejuhatuse predikaatloogikasse ning tutvume ak-
siomaatilise teooria ideega, muuhulgas vaatleme sekventsiaalset lausearvutust ja néitame,
kuidas saab aksiomaatiliselt konstrueerida naturaalarvud (nn. Peano aksiomaatika).

Loogika uurimisega tegeleti juba Vanas-Kreekas (Aristotelesﬂ). Matemaatilisest loo-
gikast kui matemaatika iihest harust saab radkida alates 19. sajandi keskpaigast, kui
George Booleﬂ kirjutas teosed “Loogika matemaatiline analiiiis” (1847) ja “Motlemise
reeglid” (1854). Ta andis lausearvutusele siisteemse, matemaatilise kuju. Sarnaseid ideid
arendas Augustus de Morganﬂ oma teoses “Formaalloogika” (1847). Muuhulgas vottis ta
1838. aastal kasutusele moiste matemaatiline induktsioon. Kdige olulisemaks 19. sajandi
loogikaraamatuks v&ib pidada Gottlob Fregd?] 1879. aastal avaldatud saksakeelset teost
“Begriffschrift” (voiks tolkida: “Moistete téhistamine” voi isegi “Valemkeel”), kus ta 161
esimest jarku predikaatarvutuse, kiill pisut kohmakal kujul. 1888. aastal avaldas Giusep-
pe PeancE] naturaalarvude aritmeetika aksioomid, mida ténadeval tunnemegi Peano ak-
sioomidena. 20. sajandi algul oli suur mdju nii loogika kui kogu matemaatika arengule Da-
vid Hilbertiﬂ toodel. Viga olulised olid ka Kurt Gédeli[] tulemused (Godeli mittetéielikkuse
teoreemid) ja Gerhard Gentzeniﬁ t60d sekventsiaalse lause- ja predikaatarvutuse vallas.
Loogika ajaloo kohta on voimalik pikemalt lugeda eestikeelsest raamatust [13].

! Aristoteles (384-322 e.m.a.) — vanakreeka filosoof

2George Boole (1815-1864) — inglise matemaatik

3 Augustus de Morgan (1806-1871) — inglise matemaatik

4Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) — saksa matemaatik ja filosoof
>Giuseppe Peano (1858-1932) — itaalia matemaatik

6David Hilbert (1862-1943) — saksa matemaatik

"Kurt Friedrich Godel (1906-1978) — austria-ameerika loogik, matemaatik ja filosoof
8Gerhard Karl Erich Gentzen (1909-1945) — saksa matemaatik

7



8 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

1.1 Lausearvutus

1.1.1 Pohimoistete meeldetuletamine

Lausearvutuse pohimoistetega on lugeja tutvunud kursuses “Matemaatiline maailmapilt”.
Selles paragrahvis tuletame koik olulisemad moisted liithidalt meelde.

Lausearvutuse uurimisobjektideks on laused, millele saab vastavusse seada toevéaartuse
(“toene” voi “vadr”), mida antud kursuse jooksul téhistame siimbolitega 1 ja 0 (levinud
on ka t#histus t ja v). Eeldatakse, et vaadeldavad laused rahuldavad jargmisi tingimusi.

Vilistatud kolmanda seadus. Iga lause on kas toene voi véar.

Mittevasturisikivuse seadus. Ukski lause ei saa olla korraga tdene ja viir.

Keerulisemad laused jagatakse lihtlauseteks ja neid iihendavateks grammatilisteks
seosteks. Lihtlausete tahistamiseks kasutatakse suuri ladina téhti A, B, C' jne., mida nime-
tatakse lausemuutujateks. Grammatilistele seostele vastavad lausearvutuse tehted.

Liitlausete kohta tehakse veel jargmised eeldused.

e Liitlauseid voib moodustada suvalistest komponentlausetest, eeldamata nendevahe-
list sisulist seost.

e Liitlause toevaartus soltub ainult komponentlausete toevairtustest, mitte sisust.

Téhtsamad lausearvutuse tehted on &dra toodud jargmises tabelis.

tehte nimi tahis grammatiline seos
eitus - el
konjunktsioon &, A ja
disjunktsioon Y voi (mittevélistav)
implikatsioon | =, —, D kui ..., siis ...
ekvivalents | <, <>, ~ | ... parajasti siis, kui ...

Mairkus 1.1 Lausearvutuse tehteid mérgitakse erinevates allikates erinevate siimbolite-
ga. Matemaatilise maailmapildi kursuses kasutati tdhiseid —, A, V, =, <. Raamatus [9] on
kasutusel komplekt —, &, VvV, —, <». Kéesolevas kursuses me eelistame siimboleid —, &, V, =
&

Lausearvutuse valemid on teatud formaalsed avaldised, mis moodustatakse lausemuu-
tujatest, tehtemérkidest —, &, V, =, < ja sulgudest, mis aitavad kindlaks méarata tehete
jarjekorda. Tépne definitsioon on jargmine.

Definitsioon 1.2 Lausearvutuse valemid on parajasti need avaldised, mida saab
koostada jargmiste reeglite abil.

1. Iga lausemuutuja on lausearvutuse valem.
2. Kui F on lausearvutuse valem, siis ka =F on lausearvutuse valem.

3. Kui F ja G on lausearvutuse valemid, siis ka (F&G), (FV G), (F = G) ja (F < G)

on lausearvutuse valemid.
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Valemi konstrueerimise viimasel sammul kasutatud tehet nimetatakse selle valemi pea-
tehteks.

Moénikord on otstarbekas lubada valemites ka konstante 1 ja 0. Sellisel juhul asenda-
takse valemi definitsioonis tingimus 1 tingimusega

1" . Iga lausemuutuja on lausearvutuse valem ning téeviiartused 1 ja 0 on lausearvutuse
valemid.

Et vahendada sulgude arvu valemi kirjapanekus, tehakse jargmised kokkulepped.

1) Tehete prioriteet kdrgeimast madalaimani on —, &, V, =, <.

2) Kui mitme liikme konjunktsioonis voi disjunktsioonis sooritatakse tehteid vasakult
paremale, siis voib tehete jarjekorda tépsustavatest sulgudest loobuda.

3) Valemi vilimised sulud voib édra jétta.

Naiide 1.3 Valem
AN-BA(C=-A)< BVA

on moodustatud valemitest AA—=BA (C = —A) ja BV A tehte < abil. Seega selle valemi
peatehe on <.

Lausearvutuse valemeid téahistame harilikult tdhtedega F, G ja H. Kui tahame réhu-
tada, et valem F on koostatud kasutades néiteks lausemuutujaid X, Y, Z, siis kirjutame
F(X,Y, 7).

Kui lausemuutuja X on toene, siis kirjutame X = 1. Kui lausemuutuja X on véér, siis
kirjutame X = 0. Kui meil on vaatluse all mingi 16plik hulk lausemuutujaid ja me omista-
me igale muutujale kindla toevadrtuse, siis sellist toevéaartuste komplekti nimetatakse nen-
de muutujate vadrtustuseks. (Formaalselt voib Gelda, et lausemuutujate X, Xo, ..., X,
véadrtustus on hulga {0, 1}" element, s.t. n-elemendiline jarjend nullidest ja iihtedest.) Kui
lausemuutujaid on n tiikki, siis nende vadrtustusi on sama palju, kui on hulgas {0,1}"
elemente, s.t. 2" tiikki.

Valemi toevadrtuse leidmiseks muutujate véadrtustuse korral kasutame jérgnevat defi-
nitsiooni.

Definitsioon 1.4 Olgu fikseeritud lausearvutuse valemis F leiduvate lausemuutujate
mingi vadrtustus. Kui F on lausemuutuja, siis valemi F toevaiartuseks loetakse selle-
le muutujale antud téevadrtus. Kui F sisaldab vdhemalt {ihte lausearvutuse tehet, siis
valemi F toevairtus leitakse jargmiste reeglite abil.

1. Kui F = =@, siis F = 1 parajasti siis, kui G = 0.
2. Kui F =G &H, siis F = 1 parajasti siis, kui G =1 ja H = 1.

3. Kui F =GV H, siis F =1 parajasti siis, kui G =1 voi H = 1.
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4. Kui F =G = H, siis F = 1 parajasti siis, kui G =0 voi H = 1.
5. Kui F =G & H, siis F = 1 parajastisiis, kuiG=1jaH=1v0i G =0 jaH = 0.

Definitsioonis |1.4] antud reeglid voib esitada tabeli kujul jargmiselt:

G H|G&H |GVH|G=>H|GSH |G
1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1

Naiide 1.5 Leiame valemi

F(A,B)= A= A&B

toevadrtuse védrtustusel A = 1, B = 0. Definitsiooni punkti 2 pohjal on A&B =
0. Sama definitsiooni punkti 4 pohjal on A = A&B = 0, s.t. valem F on véir sellel
vaartustusel. P6himotteliselt voiks selle arutluskéigu siimbolkujul kirja panna jargmiselt:

F(1,0)= 1=1&0 = 1=0 = 0,

s.t. voiksime lausemuutujate asemele kirjutada nende toevairtused ja sooritada toevaar-
tuste vahel vajalikud tehted vastavalt eelnevale tabelile.

Mairkus 1.6 Mainime, et lausearvutuse valemi téevédrtuse leidmine on viga sarnane sellega,
kuidas leitakse algebralise avaldise véddrtus muutujate mingite konkreetsete vadrtuste korral.
Naiteks kui meil on avaldis

f(l',y) :x—i-a?y,
siis tema vadrtus x = 2,y = 5 korral on reaalarv

f(2,5)=2+2-5=2+10=12.

Selle vidrtuse saame asendades avaldisse muutujate asemele nende viartused ja sooritades teh-
ted.

Kui kirjutame lausearvutuse valemi muutujate koikvoimalikud vadrtustused iiksteise
alla ja arvutame iga védrtustuse korral vélja valemi toevadrtuse, siis saame tabeli, mida
kutsutakse antud valemi toevaartustabeliks. Néiteks valemi

F = (A= B&C)V~(AV~(BV())

toevaartustabel on

ABC| (A= (B&C)V ~(AV (B VvV C)
1 1 1 1 1 10 1 0 1
11 0 0 0 00 10 1
1 0 1 0 0 0 0 10 1
1 0 0 0 0 0 0 11 0
0 1 1 1 1 11 0 0 1
01 0 1 0 11 0 0 1
0 0 1 1 0 11 00 1
000 1 0 10 11 0
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Sellest tabelist ndeme néiteks, et valemi F toevadrtus véédrtustusel (1,0,1) on 0.
Iga n muutujat sisaldav lausearvutuse valem F (X7, ..., X, ) méddrab éra ithe kujutuse

f( Xy, ... X)) {L,0}" — {1,0},

mis igale muutujate vaartustusele (aq,...,q,) € {1,0}" seab vastavusse valemi toevair-
tuse sellel vadartustusel. Kujutusi

{1,0}" — {1,0}
nimetatakse n-kohalisteks Boole’i funktsioonideks.

Niide 1.7 Valem F(X,Y) = X&Y maédrab dra Boole’i funktsiooni

Arvutamisel voiksime pohimotteliselt kirjutada néiteks, et f(1,0) = 1&0 = 0.

Mérkus 1.8 Formaalselt voib lausemuutujate Xy, ..., X, vadrtustust (aq,...,q,) vaadelda
kui kujutust
a:{X,..., X} = {1,0},

mis igale lausemuutujale X; seab vastavusse tema toeviirtuse o; € {1,0}. (Nii on vé#rtustusi
késitletud néiteks raamatus [6].) Sellisel juhul voiksime X; = 0 asemel kirjutada a(X;) = 0
ja X; = 1 asemel a(X;) = 1. Samuti saaksime valemi toeviiirtuse vidrtustusel o defineerida
jargmisel viisil.

a) Kui F = =@, siis a(F) = ~(a(9)).

b) Kui F =G @ H, kus & € {&,V,=, &}, siis o(F) = a(9) & a(H).

Sellises késitluses on valemi F poolt dra médratud Boole’i funktsioon f defineeritud vordusega
flag,...,an) = a(F).

Lausearvutuse valemitel voib olla mitmesuguseid omadusi. Neist olulisemad on jérg-
mised.

Definitsioon 1.9 Oeldakse, et lausearvutuse valem on
e samaselt téene, kui ta on igal véadrtustusel toene,
e samaselt vaar, kui ta on igal vaartustusel vadr,

e kehtestatav, kui ta on viahemalt iihel vaartustusel toene.

Naiide 1.10 Valem AV—A on samaselt toene. Valem A&—A on aga samaselt vaar. Valem
AV B ei ole samaselt toene ega samaselt vaar, kuid on kehtestatav, sest ta on tGene néiteks
vadartustusel (0,1).
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Kehtivad jargmised teoreemid.

Teoreem 1.11 ([7, lause 3.13]) Valem F on samaselt téene parajasti siis, kui tema
ertus ~F on samaselt vddr.

Teoreem 1.12 ([7, lause 3.14]) Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus
—F ei ole samaselt toene.

Definitsioon 1.13 Valemeid F ja G nimetatakse samavéaarseteks, kui nende toevaartu-
sed on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate vaartustusel. Kui valemid F ja G
on samavadrsed, siis kirjutatakse F = G.

Valemite F ja G samavéiarsuse kontrollimiseks saab kasutada toevaartustabeleid. Ta-
belites tuleb anda vairtustusi koigile muutujatele, mis esinevad vihemalt iihes neist ka-
hest valemist. Kui valemite toevéiartused on samad iga vaartustuse korral, siis F ja G on
samavadarsed, vastasel korral mitte.

Niide 1.14 Valemid F = A ja G = A&(B V —B) on samavéérsed, sest nende toe-
véadrtused on vordsed muutujate A ja B mistahes vidrtustuse (o, 3) korral.

Juhime téhelepanu, et samavéérsus ei ole lausearvutuse tehe ja F = G ei ole lausear-
vutuse valem. Kui vaatleme koigi lausearvutuse valemite hulka, milles esinevad lausemuu-
tujad kuuluvad hulka {X7, X5, X3, ...}, siis samavédrsuse seos = on binaarne seos sellel
hulgal. On voimalik ndidata, et see seos on ekvivalentsiseos (s.t. refleksiivne, siimmeetriline
ja transitiivne).

Teoreem 1.15 ([7, teoreem 4.12]) Valemid F ja G on samavddirsed parajasti siis, kui
valem F < G on samaselt toene.

Tuletame meelde lausearvutuse pohisamavadrsused:

LS1. F&F = F LS2. FVF=F

LS3. F&G = G&F LS4. FVG=GV F

LS5. (F&G)&H = F&(G&H) LS6. (FVG)VH=FV(GVH)
LS7. F&(FVG)=F LS8. FV F&G = F

LS9. F&(GVH) = F&GV F&H LS10. FVG&H = (FVG)&(FVH)
LS11. ~(F&G) = ~F V -G LS12. ~(F VG) = - F&—-G

LS13. F = G = —~(F&—G) LS14. F = G=-FVG

LS15. F&G = =(F = —=G) LS16. FVG=-F =G

LS17. F& G=F&GV -F&-G LSI8. F& G = (F=0)&(G=F)
LS19. F&T = F LS20. FVT =T

LS21. F&V =V LS22. Fvyv=F

LS23. ~—F = F,
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kus 7 on suvaline samaselt toene valem ja ) on suvaline samaselt vaar valem.

Pohisamavédrsuste abil on voimalik lausearvutuse valemeid teisendada, kusjuures
eesmérgiks voib olla valemi viimine lihtsamale kujule (néiteks saadavas valemis voib olla
vihem tehtemérke) voi mingile soovitud standardsele kujule (néiteks téielikule disjunk-
tiivsele normaalkujule).

On teada, et iga lausearvutuse valemi jaoks leidub temaga samavéirne valem, mis
sisaldab ainult kahte tehet. Seega pohimotteliselt lausearvutusega tegelemisel ei olegi tin-
gimata viit tehet vaja.

Teoreem 1.16 ([7, lause 4.21]) Iga lausearvutuse valemi jaoks leidub temaga sama-
vddrne valem, mis sisaldab ainult jdrgmaist tehteid:

a) & ja —;
b) Vv ja —;
c) = ja .

Definitsioon 1.17 Oeldakse, et valemitest F, ..., F, jireldub valem G, kui igal neis
valemeis esinevate muutujate vaartustusel, millel Fi,...,F, on toesed, on ka G toene.
Sellisel juhul kirjutatakse

Fi. Fu =G

Teoreem 1.18 ([7, teoreem 4.7]) Valemitest Fi, Fa, ..., F, jareldub valem G parajasti
siis, kui valem F1&F& ... &F, = G on samaselt toene.

Seega kontrollimaks, kas Fi, ..., F, &= G, voime vilja arvutada valemi
Fi1&F& ... &F, = G toevaartustabeli.

Naide 1.19 Valemitest A = B ja B = (' jareldub valem A = C, s.t. voime kirjutada

A=B,B=CEA=C.

Naide 1.20 Lihtne on veenduda, et mistahes valemite F ja G korral

F&G = F,
FlEFVG,
F&F = G.

Teoreem 1.21 ([7, teoreem 4.11]) Valemid F ja G on samavddrsed parajasti siis, kui
valemist F jareldub valem G ja valemist G jareldub valem F.

Stimbolites:
F =G parajasti siis, kui Fl=Gjag g F.



14 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

1.1.2 To6esuspuud

Kui meil on vaja uurida, kas antud valemi puhul leidub muutujate vaartustus, millel see
valem on toene voi védr, siis alati on seda voimalik teha toevadrtustabeli abil. Teatud
juhtudel vo6ib siiski kiiremini lahenduseni jouda valemi struktuuri uurides. Naiteks valemi

~A& (B=C)& A

puhul on ilma toevairtustabelitagi selge, et see on samaselt vaar.

Valemite siistemaatiliseks analiiiisimiseks voib kasutada jargmist skeemi, mida nime-
tatakse toesuspuuks. Oletame néiteks, et me tahame kindlaks teha, kas valem F on
kehtestatav. Paneme kirja rea F = 1 ja hakkame uurima, millistel juhtudel selline asi on
voimalik. Selleks leiame valemis iiles peatehte ja osavalemid, mida see peatehe seob. Siis
leiame need osavalemite toevéartused, mille korral F on toene. Kui selliseid toevaartuste
komplekte on iiks, siis kirjutame need {iksteise alla. Kui neid on mitu, siis tekib meil puule
kaks allapoole hargnevat haru. Edasi jidtkame harude analiiiisimist sama skeemi alusel,
kuni jouame vélja lausemuutujateni. Kui puu mingis harus tekib vastuolu (s.t. selles harus
esineb mingi valem toese ja vddrana), siis iitleme, et see haru on vastuoluline ehk suletud
ja kirjutame selle alla méargi x. Vastasel korral iitleme, et haru on avatud.

Lausearvutuse tehete analiiiisimisel kasutame jargmisi elementaarsamme.

e Eitus:
—|f:1 _\JT":O
F=0 F=1
e Konjunktsioon ja disjunktsioon:

F&G=1 F&G=0 Fvg=1 FVvgGg=0
| /N \ |
F=1 F=0 G=0 F=1 §G=1 F=0
| |
G=1 G=0

e Implikatsioon ja ekvivalents:

F=G=1 F=0G= Feg=1 FeGg=0
/N | /N / N\
F=0 ¢g=1 F=1 F=1 F=0 F=1 F=0
| | | | |
Gg=0 G=1 G=0 G=0 ¢G=1
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Niiteks esimene konjunktsiooniga seotud skeem iitleb seda, et valem F&G saab toene
olla ainult siis, kui F on toene ja G on toene.

Teine ekvivalentsiga seotud skeem iitleb aga seda, et valem F < G saab olla vaéir
tépselt kahel juhul: kui F on toene ja G on vaar voi kui F on véir ja G on toene.

Naiide 1.22 Teha kindlaks, kas valem
(A= B)V~(B=A)

saab olla mingil vadrtustusel véar.
Toesuspuu koostamist alustame sellest, et paneme kirja tingimuse

(A= B)V~(B=A)=0.

Vaadeldava valemi peatehe on disjunktsioon. Osavalemite =(A = B) ja =(B = A)
disjunktsioon saab olla véar ainult siis, kui moélemad osavalemid on véarad. Kirjuta-
me vastavad tingimused iiksteise alla. Niitid vordus —(A = B) = 0 kehtib ainult siis, kui
A = B = 1. Lisame vastava rea tdesuspuusse. Sellega oleme kogu vorduses (A = B) =0
sisalduva info dra kasutanud ja mérgime vastava rea ldbivaadatuks kirjutades rea 16ppu
néiteks linnukese. Jargmine analiilisimata rida on (B = A) = 0. See annab meile tingi-
muse B = A = 1. Mérgime ka rea =(B = A) = 0 ldbivaadatuks.

Vordus A = B = 1 kehtib parajasti siis kui A = 0 voi B = 1. See tekitab meil puus
hargnemise (s.t. peame vaatama labi nii juhu A = 0 kui ka juhu B = 1). Molemas harus
tuleb veel arvestada ka tingimust B = A = 1, mis kehtib parajasti siis, kui B = 0 voi
A = 1. Kui oleme vastavad hargnemised kirja pannud, siis saame puu

(A= B)V=(B=A) =0

(A= B)=0v
—|<B:>A):0\/

A= B=1V
B=A=1/V
A=0 B=1

Selles puus on koik tehteid sisaldavad osavalemid ldbi vaadatud ja igas harus oleme
joudnud lausemuutujateni. Kaks keskmist haru on suletud (ehk vastuolulised), sest ei
A ega B saa olla korraga toene ja viir. Vastava haru suletust mérgime ristiga. Ulejasnud
kaks haru annavad meile aga koikvoimalikud véartustused, mille korral esialgne valem
on vidr. Need vadrtustused on A = 0,B =0 ja A = 1, B = 1. Seega vastus esialgsele
kiisimusele on “jah, leidub véartustusi, millel esialgne valem on véér”.

Uhtlasi néeme ka, et esialgne valem on kehtestatav, kuid mitte samaselt toene, sest
tema toevadrtus neljast muutujate vadrtustusest kahe korral peab olema toene.



16 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

Maérgime veel, et lihtne on kontrollida, kas toesti esialgse valemi tdevadrtus véadrtustu-
sel (0,0) on 0. Selleks voime lihtsalt arvutada

-(0=0V-(0=0)=-1v-1=0Vv0=0.
Naiide 1.23 Teha kindlaks, kas valem
ﬁ(A&B) = -AV-B

on samaselt toene. Alustame sellest, et kirjutame toesuspuu algusse rea —(A & B) =
—AV —-B = 0. (Valem on samaselt tdene, kui ei onnestu leida sellist védrtustust, mille
korral tema toevédrtus on “védr”.) Tdesuspuu ndeb vilja jargmine:

(A& B)=-AVv-B=0

~(A&B)=1V

—AV-B=0V

A& B=0V
~A=0V
~B=0v
A=1
B=1

Hargnemise selles puus tekitab rida A & B = 0. Nagu ndeme, on molemad harud vas-
tuolulised, seega vaartustust, millel esialgne valem oleks véar, ei leidu. See tdhendab, et
esialgne valem peab olema samaselt toene.

Rohkem niiteid toesuspuude kohta voib leida raamatust [9], 1k. 17-18.

Toesuspuuga saab valemi omadusi kontrollida jargmiselt.

e Samaselt toesuse kontrollimiseks kirjutame toesuspuu algusse F = 0. Kui igas
harus tekib vastuolu, siis valem on samaselt toene.

e Samaselt viiruse kontrollimiseks kirjutame toesuspuu algusse F = 1. Kui igas
harus tekib vastuolu, siis valem on samaselt vaar.

e Kehtestatavuse kontrollimiseks kirjutame téesuspuu algusse F = 1. Kui leidub
haru, kus vastuolu ei teki, siis valem on kehtestatav.

Toesuspuu abil saab kontrollida, kas valemitest Fp, Fo, ..., F, jareldub valem G. Sel-
leks tiritame leida valemites esinevate muutujate vadrtustust, mille korral

]:'1:17 fgzl,...,fn:]_ ja Q:(J

Kui see ei onnestu (s.t. tdesuspuu kdik harud on vastuolulised), siis jareldumine kehtib.
Toesuspuu algusse kirjutame need n + 1 tingimust ja edasi tegutseme nii nagu harilikult.
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Naéide 1.24 Toestada, et
AVB&C, AVB=DECVD.

Piitiame leida A, B, C, D véaértustust, mille korral AV B & C =1, AVB=D=1]ja
C' Vv D = 0. Koostame toesuspuu:

AVB&C=1V
AVB=D=1V
CVvVD=0V
C=0
D=0

/\

A=1 B&(C=1V
AVB=0v D=1 AvB=0 D=1
A=0 X B=1 X
B=0 CcC=1
X X

Kuna koéik harud on vastuolulised, siis jareldumine kehtib.
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1.2 Predikaatarvutus

1.2.1 Indiviidid ja predikaadid

Lausearvutuses vaadeldakse lauseid kui lihtlausetest moodustatud liitlauseid. Seejuures
lihtlauseid késitletakse kui tervikuid, mida enam osadeks jagada ei saa.

Predikaatloogikas jagatakse ka lihtlaused teatud osadeks. Tépsemalt Geldes jagatakse
laused

o indiviidideks ehk subjektideks, mille kohta midagi véidetakse, ja

e predikaadiks, s.t. seoseks, milles indiviide vaidetakse olevat.

Niiteks
lause indiviid(id) predikaat
3 on vaiksem kui 7 3,7 on viiksem kui
2+4=6 2,4,6 et =
3 on paaritu arv 3 on paaritu arv
lumi on valge lumi on valge

Nagu néeme voivad predikaadid sisaldada erineval arvul indiviide (eelmises néites on
neid 1,2 voi 3). Kui indiviide on predikaadis n tiikki, siis réédgitakse n-kohalisest predi-
kaadist.

Predikaadi puhul on oluline &ra né&idata, milline on see hulk, kuhu véivad kuuluda
tema indiviidid. Néiteks predikaati “on viiksem kui” v6ib vaadelda naturaalarvude hulgal,
reaalarvude hulgal voi hoopis péikesesiisteemi planeetide hulgal.

n-kohalist predikaati voib vaadelda kui n muutujast soltuvat lauset, millel on muutu-
jate konkreetsete vadrtuste korral iiheselt madratud toevéirtus.

Nii niiteks voime naturaalarvude hulgal’] N vaadelda kahekohalist predikaati

x on viiksem kui y.
Kui z = 3 jay = 7, siis selle lause toevadrtus on 1, kui aga = 4 ja y = 2, siis on

toevaartus 0.
Predikaadi range matemaatiline definitsioon esitatakse harilikult jargmisel kujul.

Definitsioon 1.25 Olgu M mittetiihi hulk. Hulgal M mé&ratud n-kohaliseks predi-
kaadiks nimetatakse kujutust P : M™ — {1,0}. Hulka M nimetatakse sellise predikaadi
indiviidide piirkonnaks.

Definitsioon 1.26 Predikaadi P : M™ — {1,0} toesuspiirkonnaks nimetatakse hulka
Tp ={(a1,...,a,) € M"| P(ay,...,a,) = 1}.

Vaatleme veel niiteid.

9K#esolevas kursuses loeme, et N = {0,1,2,3,...}.
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Naiide 1.27 Naturaalarvude hulgal N voib vaadelda {ihekohalist predikaati
P(z) = “x on algarv”. See on siis kujutus

P:N— {1,0},

mis igale naturaalarvule x seab vastavuse toevaédrtuse 1 voi 0 vastavalt sellele, kas x on
algarv voi mitte. Muuhulgas

P(0)=0, P(1)=0, P(2)=1, P(3)=1, P(4)=0,...
Selle predikaadi toesuspiirkond on koigi algarvude hulk.
Naiide 1.28 Olgu M koéigi maailmajagude hulk

M = {Aafrika, Aasia, Ameerika, Antarktika, Austraalia, Euroopa}
ning vaatleme kahekohalist predikaati
Q(z,y) = “x-i ja y-1 vahel on maismaaiihendus”.

Siis néiteks

Q(Aafrika, Aasia) = 1, Q(Ameerika, Aasia) = 0,

Q(Aafrika, Ameerika) = 0, Q(Euroopa, Aasia) = 1,
Q(Aasia, Ameerika) = 0,  @Q(Euroopa, Euroopa) = 1.

Mairkus 1.29 Pohimotteliselt voivad indiviidid kuuluda ka erinevatesse hulkadesse, s.t. pre-
dikaat voib olla kujutus My x ... x M, — {1,0}. Sellisel juhul ri#gitakse mitmesordilistest
predikaatidest. Kédesolevas kursuses me selliseid predikaate ei vaatle. Selles kursuses vaatleme ai-
nult iihesordilist predikaatarvutust, kus eeldatakse, et komponentlausetes esinevad predikaadid
on defineeritud iihel ja samal piirkonnal.

Mairkus 1.30 Kuna predikaadi téesuspiirkond on hulga M™ alamhulk, siis voime teda vaadelda
n-kohalise seosena hulgal M. Naiteks iga kahekohaline predikaat méérab &ra iihe binaarse seose.

Predikaatarvutus iildistab lausearvutust selles mottes, et predikaadi toevadrtus voib
soltuda argumentide véiartustest, samal ajal kui lausearvutuse lausel argumente ei ole ja
tema toevadrtus on kogu kasitluse jooksul ithesugune. Pohimotteliselt voib lausearvutuse
lauseid vaadelda kui nullkohalisi predikaate, s.t. kujutusi M° — {0,1}. Selline kujutus
fikseerib hulgas {0, 1} iihe elemendi (vaadeldava lause toevéértuse).

Predikaate voib siduda lausearvutuse tehete abil, et moodustada lihtsamatest predi-
kaatidest keerulisemaid. Néiteks voib hulgal M defineeritud predikaatidest P(xy, ..., x,)
ja Q(y1, ..., Yym) moodustada predikaadi

R(zy,.. . xpy1y o Ym) = Pz, o0 20) & QY1 -+ -, YUm),

mille vadrtus kohal (x1,...,Zn, ¥1,...,¥Ym) on 1 parajasti siis, kui P(zy,...,z,) = 1 ja
Q(y1, ..., ym) = 1. Ulejddnud lausearvutuse tehete korral toimitakse analoogiliselt.



20 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

Naiide 1.31 Vaatleme naturaalarvude hulgal N predikaate

P(z) = “x on algarv”,

Q(z,y) = “y jagub arvuga z”.

Siis voime moodustada kahekohalise predikaadi

R(x,y) = P(x) & Q(z,y)
= “xr on algarv ja y jagub arvuga z”

= “xr on arvu y algtegur”.

Néiteks R(2,24) =1 ja R(6,24) = 0.
Voib aga moodustada ka kolmekohalise predikaadi

S(z,y,z) = P(x) & Q(y,z) = “x on algarv ja z jagub arvuga y”.

Siis néiteks S(2,6,24) =1 ja S(2,6,7) = 0.

1.2.2 Kvantorid

Lisaks lausearvutuse tehetele on predikaatide puhul olemas veel kaks spetsiifilist operat-
siooni, mida kutsutakse kvantoriteks.

Definitsioon 1.32 Olgu P(xy,...,x;,...,x,) hulgal M méairatud n-kohaline predikaat,
kus n > 1, ning olgu i € {1,...,n}.

1. Kirjutis
Va; P(xy, ..., T .., Tp)

tahistab (n — 1)-kohalist predikaati, mis on tdene parajasti siis, kui argumentide
XT1yewos Tio1,Tixt,-- -, T, vadrtused on sellised, et hulga M iga elemendi m korral
on P(xy,...,m,...,x,) toene. Operaatorit ¥V nimetatakse iildisuskvantoriks ehk
universaalsuskvantoriks.

2. Kirjutis
Jz; P(z1, ...y Tiy e oo, Xy)

tahistab (n — 1)-kohalist predikaati, mis on tdene parajasti siis, kui argumentide
Ty i1, Tit1, - - -, Ty vadrtused on sellised, et hulgas M leidub element m, mille
korral on P(zy,...,m,...,x,) toene. Operaatorit 3 nimetatakse olemasolukvan-
toriks ehk eksistentsikvantoriks.

Kvantori rakendamisel tekkinud predikaat ei s6ltu enam muutujast, mis kvantoriga
seoti. Oeldakse, et selline muutuja on seotud. Saadud predikaadi argumentideks olevaid
muutujaid nimetatakse vabadeks. Predikaadile kvantori rakendamist nimetatakse kvan-
tifitseerimiseks.
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Mairkus 1.33 Pohimotteliselt Va; ja dz; on kujutused n-kohaliste predikaatide hulgast
(n — 1)-kohaliste predikaatide hulka. Kui kvantorit rakendatakse ithekohalisele predikaa-
dile, siis tulemuseks on lause, mis ei soltu ithestki muutujast ning millel on kas toevaértus
1 vai 0.

Niide 1.34 Vaatleme predikaati Q(z,y) néitest [1.28] Siis kirjutis

Yy Q(,y)

véljendab iihekohalist predikaati Q'(z), mida sonades viljendab lause “maailmajaol z on
maismaaithendus koigi maailmajagudega”. Avaldises Vy Q(z,y) on y seotud muutuja ja
x vaba muutuja. Kirjutis

Jy Q(z,y)

véljendab aga iihekohalist predikaati Q”(x), mida sonades viljendab lause “maailmajaol
x on maismaaiihendus mingi maailmajaoga.”

Naiide 1.35 Vaatleme hulgal N iihekohalist predikaati P(x) = “x on algarv”. Siis Vo P(z)
on lause, mis véidab, et iga naturaalarv on algarv, ja 3z P(z) on lause, mis viidab, et
leidub naturaalarv, mis on algarv. Neist esimene lause on vaar ja teine toene.

Naiide 1.36 Vaatleme hulgal N kolmekohalist predikaati
P(z,y,2) = “c+y=2".

Sellele predikaadile voime jérjest rakendada mitut kvantorit saades néiteks
VyVz3x P(x,y, z). Siis

VyVz3z P(z,y,2) = VyVz “y < 27 = Vy “y = 0"

on lause, mis ei soltu tihestki argumendist (vabu muutujaid ei ole). See lause on védr, sest
mitte koik naturaalarvud ei vordu nulliga.

1.2.3 Predikaatarvutuse siintaks

Anname niiiid reeglid predikaatarvutuse valemite koostamiseks. Kuna predikaatarvutuse
véljendusvoimalused on lausearvutuse omadest suuremad, siis on ka predikaatarvutuse
valemite struktuur keerulisem.

Predikaatarvutuses kasutatakse avaldiste iileskirjutamisel jargmisi stimboleid.

e Indiviidmuutujad, mida mérgime harilikult tdhtedega u, v, w, x, y, z. Iga indiviid-
muutuja voib téhistada vaadeldava hulga iikskoik millist elementi (indiviidi).

e Konstantsiimbolid a,b,c,d jne. Konstantsiimbol tahistab vaadeldava hulga min-
git fikseeritud elementi.

e Funktsionaalsiimbolid f, g, h jne. Need tiahistavad vaadeldaval hulgal defineeritud
funktsioone.
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e Predikaatsiimbolid P, Q, R jne.
e Loogikasiimbolid —, &, V,=, <V, 4.
e Kirjavahemirgid (, ) ja koma.

Koigile stimbolitena kasutatavatele tdhtedele voib vajaduse korral lisada indekseid
(néiteks voib vaadelda indiviidmuutujaid 21, . .., x, ). Funktsionaalsiimboli ja predikaat-
siimboli argumentide arv peab selguma kontekstist.

Definitsioon 1.37 Signatuuriks nimetatakse jérjestatud kolmikut o = (C; F; P), kus
e C on konstantsiimbolite hulk,
e F on funktsionaalsiimbolite hulk,

e P on predikaatsiimbolite mittetiihi hulk.

Mairkus 1.38 Alati eeldatakse, et predikaatsiimbolite hulk on mittetiihi, sest vastasel
korral ei saa selles signatuuris kirja panna iihtegi valemit. Hulgad C ja F voivad olla
tithjad. Koik kolm hulka voivad olla lopmatud.

Naiide 1.39 Naturaalarvude aritmeetikat saab kirja panna signatuurides

<0a ,7+>'; :>7
<0717 =+, :>7
0,1,2,3,...; 4+, =).

(Mérgime, et harilikult jaetakse kirjapanekust ({0}; {’,+,-}; {=}) loogelised sulud &ra.)

Naiide 1.40 Riihmateooria jaoks voib kasutada signatuure

Avaldiste kirjapanemiseks ei pea teadma siimbolite tapset tdhendust, kiill aga peavad
olema fikseeritud reeglid, mille abil siimbolitest avaldisi koostatakse.

Definitsioon 1.41 Termid signatuuris ¢ on parajasti need avaldised, mida saab koos-
tada jargmiste reeglite abil.

1. Iga indiviidmuutuja on term.
2. Signatuuri ¢ iga konstantsiimbol on term.

3. Kui f on signatuuri o n-kohaline funktsionaalstimbol ja ¢, s, ..., %, on termid, siis
ka f(t1,ta,...,t,) on term.

Termi, milles ei ole {ihtegi indiviidmuutujat, nimetatakse muutujateta termiks. Selline
term on moodustatud ainult konstantsiimbolitest ja funktsionaalsiimbolitest.
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Niide 1.42 Vaatleme indiviidmuutujat x ja signatuuri (c; f,g; =), kus f on kolmeko-
haline funktsionaalsiimbol ja g on kahekohaline funktsionaalsiimbol. Siis v6ib vaadelda
néiteks terme

c g(c,c) x f(z, e, x) g(f(x,x,z),c).

Neist kaks esimest on muutujateta termid.

Niide 1.43 Vaatleme indiviidmuutujaid z,y ja signatuuri (R; +,-; =), kus + ja - on
kahekohalised funktsionaalsiimbolid. Harilikult kirjutatakse kahekohaline funktsionaal-
stimbol argumentide vahele, mitte nende ette. Seega néiteks +(x,y) asemel kirjutatakse
x +y. Selles signatuuris voib vaadelda naiteks jargmisi terme:

46 314-y  ((2-2)+1)-(y+(4-x)).

.44 Kolmemdotmelise ruumi vabavektoritest rddkides voib kasutada signatuuri
; +,—, x; =) ja indiviidmuutujaid #, ¢, 2. Termideks on néiteks

g7 @+ -7 (@x)+Fxg)+(Zxk)
Mirkus 1.45 Matemaatikas on kdige enam levinud kahekohalised funktsionaalsiimbolid. Neid

nimetatakse enamasti tehtemérkideks. Seega tiiiipiline term on avaldis, mis on moodustatud
konstantsiimbolitest ja muutujatest tehteméarkide abil.

Predikaatarvutuse valemid moodustatakse antud signatuuri predikaatsiimbolitest, ter-
midest, lausearvutuse tehetest ja kvantoritest.

Definitsioon 1.46 Predikaatarvutuse valemid on parajasti need avaldised, mis on
moodustatud jargmiste reeglite abil.

1. Kui P on n-kohaline predikaatsiimbol ja ti,...,t, on termid, siis P(ty,...,t,) on
predikaatarvutuse valem.

2. Kui F on predikaatarvutuse valem, siis =F on predikaatarvutuse valem.

3. Kui F ja G on predikaatarvutuse valemid, siis (F & G), (FV G), (F = G),(F & G)
on predikaatarvutuse valemid.

4. Kui z on indiviidmuutuja ja F on predikaatarvutuse valem, siis Vx F ja Jdx F on
predikaatarvutuse valemid.

Esimese punkti pohjal moodustatud valemeid nimetatakse atomaarseteks valemiteks
ehk elementaarvalemiteks. Ko6iki antud valemi konstrueerimise kéigus tekkinud vale-
meid nimetatakse antud valemi osavalemiteks. Viimasel konstrueerimissammul kasuta-
tud lausearvutuse tehet voi kvantori rakendamist nimetatakse valemi peatehteks.

Predikaatarvutuse valemite kirjutamisel kasutame sulgude panekul samasuguseid kok-
kuleppeid nagu lausearvutuse korralgi. Kvantorite prioriteet loetakse vordseks eituse oma-

ga.
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Niide 1.47 Vaatleme indiviidmuutujaid z, y, z ja signatuuri (R; +,-; =, <, >), kus koik
funktsionaal- ja predikaatsiimbolid on kahekohalised. Ka kahekohalisi predikaatsiimboleid
on tavaks kirjutada argumentide vahele (seega < (z,y) asemel x < y). Vdime vaadelda
atomaarseid valemeid

y=2-x x<ux (x+y)-(y+z2)>x+=z
ja mitteatomaarseid valemeid
r=0Vzr=1 Vaedy (z+y > z) —(z=0)=Jy(z-y=1).

Kui vilja jatta indiviidmuutuja esinemised vahetult kvantori jérel, siis tema iilejaéanud
esinemised valemis jagunevad seotuteks ja vabadeks. Indiviidmuutuja esineb valemis seo-
tult, kui ta asub mingi kvantori méjupiirkonnas. Ulejééinud esinemisi nimetatakse va-
badeks. Seega kui muutuja x esineb valemis G, siis valemites Vo G ja dx G on tema
esinemised seotud. Predikaatarvutuse valemit nimetatakse kinniseks, kui tema koigi in-
diviiddmuutujate koik esinemised on seotud. Kui tahetakse juhtida tdhelepanu sellel, et
indiviidmuutuja z esineb valemis F vabalt, siis kirjutatakse vahel F(x).

Niide 1.48 Eelmise néite valem Vz3y (x + y > z) on kinnine, sest muutujad x ja y on
seotud. Valemis =(x = 0) = Jy (x - y = 1) on muutuja = vaba ja muutuja y seotud.

Uks ja sama indiviidmuutuja voib valemis esineda nii vabalt kui seotult.

Naide 1.49 Predikaatarvutuse valemis
3z (P(z) = -Q(y)) V R(x)

on kvantori 3 mojupiirkonnaks osavalem (P(z) = —Q(y)). Selles osavalemis on muutuja
x seotud ja muutuja y vaba. Osavalemis R(x) esineb muutuja = aga vabalt, sest ta ei asu
ithegi kvantori mojupiirkonnas. Kuna valemis leidub vabu muutujaid, siis see valem ei ole
kinnine.

Mairkus 1.50 Selles kursuses oleme defineerinud predikaatarvutuse valemi siintaksi ran-
gelt ja sellest definitsioonist me korvale ei kaldu. Kui aga loogikasiimboleid kasutatakse
monedes konkreetsetes matemaatilistes tekstides, siis tihti suhtutakse kvantorite kirju-
tamisse pisut vabamalt. Allpool toome moned néiited selle kohta, kuidas mujal voidakse
kvantoreid kirjutada ja kuidas sama sisuga viidet saaks kirja panna selle kursuse tahistus-
tes.

mujal selles kursuses

JaVy > 2 G(x,y) Javy ((y > z) = G(z,y))
Vedy <z : G(z,y) veIy((y < z) & Gz, y))
Vo, ydz,w: G(z,y, z,w) | VaVyIzTw G(z,y, 2, w)
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1.2.4 Signatuuri interpretatsioonid

Stimbolite arv, mida matemaatikas kasutatakse on suhteliselt piiratud. Selle tottu tarvita-
takse tihti {ihte ja sama stimbolit mitmes erinevas tdhenduses. Naiteks tehtemérk + voib
mérkida reaalarvude liitmist, jadgiklasside liitmist, vektorite liitmist, maatriksite liitmist
voi hoopis funktsioonide liitmist. Need koik on erinevad tehted, mis on defineeritud eri-
nevatel hulkadel. Millist mérgi + tdhendust konkreetses olukorras silmas peetakse, peab
selguma kontekstist.

Signatuur koosneb siimbolitest, mida me valemite kirja panemiseks soovime kasutada.
Nendele siimbolitele voib aga vastavalt vajadusele anda erineva tolgenduse, s.t. me voime
neid erinevalt interpreteerida.

Definitsioon 1.51 Signatuuri ¢ = (C; F; P) interpretatsioon on jirjestatud paar
a = (M,; I,), kus M, on mingi mittetiithi hulk, mida nimetatakse péhihulgaks ehk
interpretatsiooni kandjaks, ja I, on interpreteeriv kujutus, mis teisendab

1. iga konstantstimboli ¢ € C hulga M, mingiks elemendiks c,;

2. iga n-kohalise funktsionaalsiimboli f € F mingiks n-kohaliseks funktsiooniks
fe M — My,

3. iga m-kohalise predikaatsiimboli P mingiks n-kohaliseks predikaadiks
P> M — {1,0}.

Mairkus 1.52 1. Kui interpretatsioon on fikseeritud ja ei ole karta segaduse tekkimist,
siis voib interpretatsiooni tahise édra jitta.

2. On oluline teha vahet siimbolil ja tema interpretatsioonil. Erinevates interpretat-
sioonides vo6ib iiks ja sama siimbol tdhendada viga erinevaid asju.

3. Vordusmérki interpreteeritakse alati vorduspredikaadina.

Niide 1.53 Vaatleme signatuuri ¢ = (0,1,2,3,...; +,-; =,<). Anname sellele kolm
erinevat interpretatsiooni.

1. M = N ja signatuuri stimboleid interpreteerime standardselt (nt. sitmbolit + interp-
reteerime naturaalarvude liitmistehtena, mis on kujutus N x N — N).

2. M = R ja signatuuri stimboleid interpreteerime standardselt.

3. M ={0,1},

0, kui c on paarisarv,
Co = . .
« 1, kui ¢ on paaritu arv,

+ ja - on kahekohalised tehted hulgal {0, 1}, mis on antud tabelitega

— o4+
— O
O OO
=l

0 1
0 1
1 0
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ning < on kahekohaline predikaat hulgal {0, 1}, mille téesuspiirkond on {(0,1)} (s.t.
0 < 1 ja iilejdédnud paarid ei ole selles seoses).

Niide 1.54 Vaatleme signatuuri (e; *; =), kus * on kahekohaline funktsionaalsiimbol.
Interpreteerime seda signatuuri jargmistel viisidel.

1. M = R* (positiivsete reaalarvude hulk), e® on reaalarv 1 ja ** on reaalarvude
korrutamistehe.

2. M = Mats(R) (teist jarku reaalarvuliste elementidega ruutmaatriksite hulk), e* on
teist jarku iihikmaatriks ja *“ on maatriksite korrutamistehe.

3. M = R® (hulga R kéigi teisenduste hulk), e* = 1z (hulga R samasusteisendus) ja
*@ = o (teisenduste jirjestrakendamine).

4 M =17, ¢ =0, x* = +

5. M on mingi mittetiihja hulga A koigi alamhulkade hulk P(A), e* = A, x* =N.

Kui fikseerime signatuuri mingi interpretatsiooni « = (M,; 1I,) ja anname indiviid-
muutujatele konkreetsed véartused, siis tekib ka igale termile va#rtus, milleks on hulga
M, mingi element.

Definitsioon 1.55 Termi ¢ vadrtus t* interpretatsioonis « indiviidmuutujate fikseeritud
vadrtustel leitakse jargmiste reeglite abil.

1. Kui t = z, kus x on indiviidmuutuja, siis t* on muutuja x véartus.
2. Kui t = ¢, kus ¢ on konstantsiimbol, siis t* = ¢“.

3. Kuit = f(t1,...,t,), kus f on n-kohaline funktsionaalsiimbol ja ¢y, . .., t, on termid,
siis t* = fo(t], ..., t2).

Ténu sellele definitsioonile tekitab iga n muutujat sisaldav term iihe n-muutuja funkt-
siooni hulgal M,,.

Jamedalt Geldes toimub termi védrtuse leidmine nii: pane muutujate asemele nende
vadrtused ja soorita vajalikud tehted.

Niide 1.56 Vaatleme signatuuri o = (0,1,2,3,...; +,+; =, <). Olgu interpretatsiooni
kandja M = N ja interpretatsioon standardne. Siis voib vaadelda niiteks jargmisi terme:
term x 2 r4+2 | - x+2-y
vabade muutujate vadrtused | x =3 | puuduvad |z =3 |z =3, y=1
termi vaartus 3 2 ) 11

Naiteks term x - x 4 2 - y tekitab kahe muutuja funktsiooni

Nx NN, (k1) k>+2L
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Ka predikaatarvutuse valemi toevadrtus soltub sellest, millisesse hulka kuuluvad temas
sisalduvate muutujate vaidrtused ja kuidas me tolgendame temas esinevaid siimboleid.
Néiteks valem Vz (x > 0) on naturaalarvude korral tdene, kuid reaalarvude korral védr.
Valemi toevéirtuse etteantud interpretatsioonis ja vabade muutujate vadrtuste korral
saab leida jargmise definitsiooni abil.

Definitsioon 1.57 Predikaatarvutuse valemi F toevaartus F¢ interpretatsioonis a va-
bade muutujate fikseeritud védrtustusel leitakse jéargmiste reeglite abil.

1. Kui F = P(ty,...,t,), kus P on n-kohaline predikaatsiimbol ja t1,...,t, on termid,
siis F* = 1 parajasti siis, kui P*(¢{,...,t%) = 1.

2. Kui F = G, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* = 0.

3. Kui F =G & H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* =1 ja H* = 1.

4. Kui F =GV H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* =1 voi H* = 1.

5. Kui F =G = H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G = 0 voi H* = 1.

6. Kui F = G <& H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* =1 ja H* =1 voi G* =0 ja
H* = 0.

7. Kui F =V g, siis F¢ = 1 parajasti siis, kui pohihulga M, iga elemendi m korral
G m = 1, kus [z/m] tdhendab, et muutuja = véirtuseks loetakse element m.

8. Kui F = dz G, siis F* = 1 parajasti siis, kui pohihulgas M, leidub selline element
m, mille korral G, = 1, kus [z/m] téhendab, et muutuja = véértuseks loetakse
element m.

Mérkus 1.58 Kui F(zy,...,z,) on predikaatarvutuse valem vabade muutujatega
x1,...,T,, siis tema toevadrtust interpretatsioonis a vabade muutujate vadrtustusel
(mi,...,my) voib tdhistada F*(my,...,m,). Nii tekib meil kujutus

M — {1,0}, (mq,...,my,) = F(mq,...,my,).
Niisiis valemi iga interpretatsioon tekitab iihe predikaadi.

Niide 1.59 Vaatleme signatuuri o = (0,1,2,3,...; +,+; =, <). Olgu interpretatsiooni
kandja M = N ja interpretatsioon standardne. Olgu meil valem

Fly) =32 -r=y)

Milline on selle valemi toevairtus néiteks y = 6 korral? Kuna leidub selline m € N, et
2-m = 6 (selleks m-ks on arv 3), siis vastavalt definitsiooni punktile 8 on valem F
toene y = 6 korral. Viimast asjaolu voib kirja panna kujul F(6) = 1. On lihtne aru saada,
et

F(k) =1 parajasti siis, kui k& on paarisarv.
Seega valemi F(y) poolt tekitatud predikaadi N — {1,0}, k — F(k) tdesuspiirkonnaks
on paarisarvude hulk.
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Ulesanne 1.60 Leida jargmiste valemite tdevidrtused kolmes interpretatsioonis, mida
vaatlesime néites (mérgime, et siinsetes valemites pole vabu muutujaid):

valem N|R|{1,0}
0=2 010 1
Ve(rx <x+1) 1|1 0
Ve Iy (z < y)

Vo dy (y < x)

VeVy(z<y=Jz(z<z2&z<vy))
VeVuVv (x+u=x4+v=u="1)
VeVy3dz(x+ 2z =y)
VeVy3z(z -z =vy)

VeVy (—(x =0) = Jz(z -2 =y))

Ulesanne 1.61 Olgu signatuur (e; *; =). See signatuur lubab muuhulgas niiteks kirja
panna jargmisi abstraktse algebra jaoks olulisi valemeid

(xxy)sxz=xx*(y*2), (exz=a)&(r=xxe), Jy((zxy=-e)&(yxx=c¢)).

Millised neist valemitest on toesed néiites vaadeldud interpretatsioonides vabade muu-
tujate koigi vadrtuste korral?

Definitsioon 1.62 Valemi F mudeliks nimetatakse sellist interpretatsiooni «, milles
valem F on toene oma vabade muutujate koikidel vaértustel. Sel juhul celdakse ka, et
valem F on toene mudelis a.

Definitsioon 1.63 Interpretatsiooni o nimetatakse valemite hulga {Fi, ..., F,} mude-
liks, kui see interpretatsioon on iga iiksiku valemi mudel.

Niide 1.64 Vaatleme signatuuri ¢ = (1; -; =) interpretatsiooni «, kus M = N ja
siimboleid interpreteeritakse standardselt. Siis valem

F(r,y,2)=((v-y)-z=2-(y-2))

on toene vabade muutujate x,y, z koigil vidrtustel ning seega antud interpretatsioon «
on valemi F(x,y, z) mudel.
Valem
T-r=2x

aga ei ole toene muutuja z védrtuse 2 korral ning seega interpretatsioon « ei ole selle
valemi mudel.
Lihtne on ka aru saada, et interpretatsioon o on valemite hulga

{(z-y)-z=x-(y-2), x-1=2, 1-z=ux}

mudel. Sellise valemite hulga mudeleid kutsutakse algebras monoidideks. Viga paljud
algebralised struktuurid (niiteks rithmad, Abeli rithmad, vektorruumid) saab defineerida
mingite valemite hulkade mudelitena.
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Niide 1.65 Vaatleme signatuuris o = (T; ; =, <) valemite hulka
{r<z, @<y&y<a)=z=y @<y&y<z)=r<sz 2<Th

Selle valemite hulga mudeliteks on osaliselt jarjestatud hulgad, milles leidub suurim ele-
ment.

Nagu nédgime eespool, valemi interpretatsioon tekitab predikaadi. Voéib piistitada ka
vastupidise kiisimuse: kas etteantud predikaadi, signatuuri ja selle interpretatsiooni korral
onnestub kirja panna valem, mille interpretatsioon oleks see predikaat.

Definitsioon 1.66 Olgu F(xy,...,x,) valem signatuuris o ja olgu a = (M,, I,) selle
signatuuri interpretatsioon. Oeldakse, et valem F(xy,...,x,) viljendab predikaati P :
M — {1,0}, kui iga my, ..., m, € M, korral

F*(mq,...,m,) =1 parajasti siis, kui  P(mq,...,m,) = 1.

Lithemalt voib 6elda, et valem F viljendab predikaati P, kui tema poolt tekitatud
kujutus, mida mainisime mérkuses [1.58] langeb kokku kujutusega P.

Niide 1.67 Valem F(y), mida vaatlesime néites [1.59] viljendab naturaalarvude hulgal
defineeritud predikaati P(y) = “y on paarisarv”.

Niide 1.68 Vaatleme signatuuri (0, 1; +; =) standardset interpretatsiooni hulgal N.
Predikaati “x = 3” saab viljendada valemiga

r=(1+1)+1

(konstantsiimbolit naturaalarvu 3 jaoks meil hetkel signatuuris pole).
Predikaati “z < y” saab viljendada valemiga

(@ +2=y)&~(z=y))

vOi hoopis valemiga
F((z+2=y)&~(2=0)).

Predikaati “x on paarisarv” saab viljendada valemiga
y(r=y+y)
(ka korrutamistehte jaoks ei ole praegu signatuuris siimbolit).

Niide 1.69 Vaatleme suvalise mittetiihja hulga A koigi alamhulkade hulka P(A) ja sig-
natuuri (; ; C), kus puuduvad konstantsiimbolid ja funktsionaalsiimbolid. Interpretee-
rime siimbolit C sisalduvusseosena.

Predikaati “X on tiihi hulk” véljendab valem VY (X C Y).

Predikaati “Alamhulkade X ja Y iihend on Z” saab véljendada valemiga

(X C2)&(Y CZ) &YW (X CW)&(Y CW) = (Z C W)

aga ka valemiga
VW (X CW)& (Y CW) < (ZCW)).
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1.2.5 Valemite omadused

Nii nagu lausearvutuseski saab ka predikaatarvutuses radkida valemi samaselt toesusest,
samaselt vadrusest ja kehtestatavusest.

Definitsioon 1.70 Predikaatarvutuse valemit F nimetatakse

e samaselt toeseks, kui ta on tdene igas interpretatsioonis oma vabade muutujate
koigil vasrtustel;

e samaselt vairaks, kui ta on véar igas interpretatsioonis oma vabade muutujate
koigil vasrtustel.

Kui valem F on samaselt toene, siis kirjutatakse = F.

Kui votame mingi samaselt tdese lausearvutuse valemi ja asendame iga lausemuutuja
mingi predikaatarvutuse valemiga, siis saame samaselt toese predikaatarvutuse valemi.
Niiteks valem

dz P(z) V -3z P(x)

on samaselt toene. Sarnasel viisil saab samaselt vadratest lausearvutuse valemitest tule-
tada samaselt véddraid predikaatarvutuse valemeid. Kuid on ka selliseid samaselt toeseid
voi védraid predikaatarvutuse valemeid, millel puudub analoog lausearvutuses.

Niide 1.71 Veendume, et signatuuris o = (; ; P) antud valem
F =V P(x)V Iz -P(x)

on samaselt toene.

Olgu meil fikseeritud signatuuri o suvaline interpretatsioon a = (M,; I,). Kuna vale-
mis F pole vabu muutujaid, siis neile me vaértusi andma ei pea. Ténu interpretatsiooni
fikseerimisele on meil olemas osavalemi Vx P(z) toevéértus. On kaks voimalust.

1) Vz P(z) = 1. Siis ka F* = 1 vastavalt definitsiooni punktile 4.

2) Vo P(x) = 0. Seega ei kehti viide, et iga m € M, korral P(m) on toene. Jarelikult
leidub véhemalt iiks element m € M,, mille korral P(m) = 0 ehk =P(m) = 1. See
tahendab, et 3z =P (z) = 1, ning seega ka F* = 1.

Kuna suvalise interpretatsiooni korral on valem F toene, siis on ta samaselt tdene.

Definitsioon 1.72 Predikaatarvutuse valemit nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on
toene vahemalt iihes interpretatsioonis vabade muutujate mingitel véartustel.

Naiide 1.73 Valem
F = Jz P(x)

on kehtestatav, sest me saame konstrueerida interpretatsiooni, kus see valem on toene.
Valime niiteks interpretatsiooni kandjaks koigi hetkel maailmas elavate meeste hulga ja
ithekohalise predikaatsiimboli P interpretatsiooniks olgu predikaat “... on kiilakas”.

Ka valem

G(y) = vz Q(z,y)
on kehtestatav. Olgu pohihulk N ja predikaatsiimbolit () interpreteerime kui predikaati
Q(z,y) = “x > y”. Andes vabale muutujale y vidrtuse 0 ndeme, et Vo Q(x,0) = 1.



1.2. PREDIKAATARVUTUS 31

Lausearvutuse valemi samaselt toesuse kontrollimiseks voib vilja arvutada tema toe-
vaartustabeli, milles on loplik arv ridu. Et uurida predikaatarvutuse valemi samaselt
toesust, peaksime definitsioonist ldhtudes vaatlema signatuuri koikvoimalikke interpretat-
sioone. Neid on aga I6pmata palju, sest juba pohihulka M, v6ib valida I6pmata paljudel
viisidel. 1936. aastal tdestas Alonzo Church'] jargmise fundamentaalse teoreemi.

Predikaatarvutuse mittelahenduvuse teoreem.Fi leidu algoritmi, mis suvalise pre-
dikaatarvutuse valemi puhul suudaks kindlaks teha, kas see on samaselt toene voi ei.

Teoreem 1.74 Predikaatarvutuse valem F on samaselt toene parajasti siis, kui tema
eitus ~F on samaselt vddr.

TOESTUS. Definitsiooni [I.57] punkti 2 pohjal on iga interpretatsiooni ja vabade muu-
tujate mistahes védartuste korral valemite F ja —F toevaartused erinevad. Seega kui F
on igas interpretatsioonis ja vabade muutujate koigil vaartustel toene, siis —F on igas
interpretatsioonis ja vabade muutujate koigil vaartustel védr ning ka vastupidi. a

Teoreem 1.75 Predikaatarvutuse valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus
—F et ole samaselt toene.

TOESTUS. Vaatleme valemit F = F(x1,...,x,) vabade muutujatega 1,...,z,. Kui F
on kehtestatav, siis leidub mingi interpretatsioon « ja elemendid mq,..., m, € M, nii,
et F*(my,...,my,) = 1. Siis aga = F*(my,...,m,) = 0, mis tdhendab seda, et valem
- F(x1,...,x,) el ole samaselt toene.

Kui valem —F(z1,...,x,) ei ole samaselt toene, siis leidub interpretatsioon « ja ele-
mendid my, ..., m, € M, nii, et = F*(my,...,m,) = 0. Siis aga F*(my,...,m,) = 1. See
tahendab, et valem F(xy,...,z,) on kehtestatav. a

1.2.6 Toesuspuu predikaatarvutuses

Ka predikaatarvutuse valemite puhul saab valemit toeseks voi vidraks muutva interpre-
tatsiooni leidmiseks kasutada toesuspuid. Vaatleme selle kohta moningaid néiteid.

Jérgnevas niites on vasakul déres ridade numbrid ja paremal &dres on nédidatud, mil-
lisest eelnevast reast on antud rida saadud.

Naide 1.76 Uurime, kas valem
Vo P(z) & Ve Q(z) = Vo (P(z) & Q(x))

on samaselt tdene. Selleks proovime uurida, kas on voimalik, et see valem on mingis
interpretatsioonis vadr. Tekib jargmine toesuspuu.

19Alonzo Church (1903-1995) — ameerika matemaatik
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1. Vo P(x) &Vr Q(x) = Vo (P(z) & Q(z)) =0 v
2, Vo P(2) &Yz Q(z) =1 v /1/
3. Vo (P(z)&Q(z) =0 v /1/
4, Vo P(z) = 1 /2/
5. Vo Q(z) =1 /2/
6. Pe)&Q(c) =0 v /3/
A
7 Plc)=0 Q(c)=0 /6/
8. Ple)=1 P)=1 /4/
9. X Qc) =1 /5/
X

Selle puu read 2-5 on saadud definitsiooni punktide 5 ja 3 pohjal. Rida 6 on saa-
dud reast 3, mis iitleb, et Vz (P(z) & Q(z)) = 0. Definitsiooni [1.57 punkti 7 pdhjal saa-
me, et peab leiduma pohihulga mingi element, tédhistame seda stimboliga ¢, mille korral
P(c) & Q(c) = 0. Rea 7 saamiseks kasutame konjunktsiooni definitsiooni. Rea 8 saamiseks
kasutame seda, et rea 4 tottu peab iga x véidrtuse korral P(x) olema tdene, muuhulgas
siis ka P(c) = 1. Rea 9 saame analoogilise pohjendusega reast 5.

Nagu nédeme, on puu moélemad harud vastuolulised, seega ei leidu interpretatsiooni,
milles esialgne valem oleks vaar. Jarelikult on see valem samaselt tdene.

Naide 1.77 Uurime, kas valem
dx P(z) &z Q(z) = Jx (P(x) & Q(x))

on samaselt toene. Tekib jargmine toesuspuu.

1 Jx P(z) &z Q(z) = Fz (P(x) & Q(z)) =0 v
2 Jr P(z) &Iz Q(z) =1V /1/
3 Jz (P(z) & Q(z)) =0 /1/
4 JrPlx)=1V /2/
5 JrQ(x) =1V /2/
6 P(d)=1 /4/
7 Qe) = 1 /5/
8 P(d)&Q(d) =0V /3/
9 Ple)&Qe) =0 Vv /3/
T T
10. P(d)=0 Qd) =0 /8/
T
11. x Ple)=0 Q(e)=0 /9/
X

Selles puus on kaks haru vastuolulised, kuid kolmas mitte. Selle kolmanda haru pohjal
voime konstrueerida interpretatsiooni, kus pohihulk koosneb kahest elemendist, M =
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{d, e}, ja tthekohalised predikaadid P, @ : {d,e} — {1,0} on defineeritud vordustega
P(d)=1, P(e) =0, Q(d) =0, Q(e) = 1.
Selles interpretatsioonis
dr P(x) &z Q(z) =1, kuid Jz (P(z)&Q(z)) = 0.

Seega esialgne valem ei ole samaselt toene.

Mérgime veel, et selles puus me ei mérkinud rida 3 labivaadatuks. Me kiill kasutasime
seda ridade 8 ja 9 saamiseks, aga sellega ei ole me veel kogu infot, mis reas 3 sisaldub,
dra kasutanud.

Naiide 1.78 Teha kindlaks, kas valem
Vo P(z) = Jz P(x)

on samaselt toene.
Alustame téesuspuu konstrueerimist:

1. Ve P(x) = 3z P(x) =0V
2. Vo P(x) =1 /1/
3. Jz P(z) =0 /1/

Oleme olukorras, kus oleks vaja kasutada kas rida 2 véi rida 3, aga me ei ole veel iihtegi
tahist hulga M elemendi jaoks sisse toonud. Selles olukorras voime siiski kasutusele votta
tahise mingi elemendi jaoks (n.6. esimese elemendi jaoks), sest definitsiooni kohaselt peab
interpretatsiooni kandja M olema mittetiihi hulk. Votame selleks téhiseks néiteks c. Siis
saame

1. VzPx)=3zPlx)=0V

2. Vo P(z) =1 /1/

3. Jz P(z) =0 /1/

4. P(c) = /2/

5. P(c)=0 /3/
X

Néeme, et valem on samaselt tdene.
Toesuspuu abil saame oma iilesande lahendada kiill paljudel juhtudel, kuid mitte alati.

Niide 1.79 Teha kindlaks, kas valem Vx3y P(z,y) on kehtestatav.
Konstrueerime téesuspuu:

1. Vady P(z,y) =1

2. Jy P(a,y) =1 /1/
3. P(a,b) =1 /2/
4. Jy P(b,y) =1 /1/
5. P(b,c) =1 /4/
6. :
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Olemasolukvantorit lahti kirjutades tuleb iga kord sisse tuua uus siimbol, rida 1 annab
siis aga uue olemasolukvantorit sisaldava valemi. Seega toesuspuu ei saa kunagi valmis ja
me ei saa selle pohjal teha jareldusi valemi kohta.

Siiski saab ka ilma tdesuspuuta ndha, et see valem on kehtestatav. Néiteks voib P osas
vaadelda suvalisel mittetiihjal hulgal vorduspredikaati.

Lopuks sonastame ka toesuspuu analiiiisimise reeglid, mida vaadeldud néidetes juba
kasutasime.

Ve F(z) =1 Vo F(x) =0 dx F(z) =1 dx F(z) =0

Ft)=1 Fle) =0 Fle)=1 F(t)=0

Siin ¢ on uus konstantsiimbol hulga M mingi elemendi tdhistamiseks ja ¢t on juba
olemasolev (toesuspuus varem sisse toodud) téihis.

1.2.7 Valemite samavairsus. Predikaatloogika
pohisamavairsused

Definitsioon 1.80 Predikaatarvutuse valemeid F ja G nimetatakse samaviirseteks,
kui nende toevairtused on vordsed igas interpretatsioonis valemite vabade muutujate
koikidel véartustel. Sellisel juhul kirjutatakse F = G.

Kui vaatleme koigi predikaatarvutuse valemite hulka, milles esinevad indiviidmuutujad
kuuluvad hulka {1, s, z3, ...}, siis on lihtne niha, et samavadrsuse seos = on ekvivalent-
siseos sellel hulgal.

Definitsioon 1.81 Oeldakse, et valemitest Fi,...,F, jireldub valem G, kui igas in-
terpretatsioonis valemite vabade muutujate koikidel vadrtustel, kus valemid Fi,...,F,
on toesed, on ka valem G tdene. Sellisel juhul kirjutatakse Fi,..., F, E G.

Lause 1.82 Olgu F ja G predikaatarvutuse valemaid. Siis
F =G parajasti siis, kui F =G ja G E F.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et F = G. Kui e on mingi interpretatsioon ja vabadele
muutujatele on antud sellised vadrtused, et F on toene, siis ka G on toene, ja vastupidi.
Seega F =G ja G = F.
Pusavus. Eeldame, et F = G ja G | F. Olgu fikseeritud mingi interpretatsioon ja
vabade muutujate mingid véédrtused. On kaks voimalust.

1) F=1.8iiskaG =1, sest F = G.

2) F = 0. Siis ei ole voimalik, et G = 1, sest see oleks vastuolus tingimusega G = F.
Jarelikult G = 0.
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Kuna valemite F ja G toevaartused on igas interpretatsioonis ja vabade muutujate
koigi vaidrtuste korral samad, siis F = G. O

Kui votame mingi lausearvutuse valemite samavéirsuse ja asendame selles lausemuu-
tujad predikaatarvutuse valemitega, siis saame predikaatarvutuse samavéaédrsuse. Néaiteks
kehtivad samavéarsused

~(F&G)=-FV -G, —~(FVG)=-F&-G

soltumata sellest, kas F ja G on lausearvutuse voi predikaatarvutuse valemid. Siiski on
predikaatarvutuses ka selliseid samavéaérsusi, mida ei saa toestada puhtalt lausearvutuse
vahenditega. Uheks selliseks on néiiteks

=Va F(x) = Jx —~F(x).

Selliste samavéérsuste kirjapanekul loeme, et F on predikaatarvutuse valem, mis sisaldab
vaba muutujat x, kuid pohimotteliselt voib sisaldada ka veel mingeid teisi vabu muutujaid,
mida me eraldi kirja panema ei hakka. Néiteks kui

F = Px)&Q(y) = R(z,y,2),
siis voime oelda, et kehtib samavéirsus
Vr(P(2)&Q(y) = R(x,y,2)) = Fo-(P(2)&Q(y) = R(z,y, 2)),
kus viimased kaks valemit sisaldavad vabu muutujaid y ja z.

Teoreem 1.83 Predikaatloogikas kehtivad jirgmised pohisamavddrsused.

PS1. Kwvantor: ja eituse vahetamisseadus:

=V F(x) = oz ~F(x), -3z F(z) = Vo ~F(z).

PS2. Kvantorite distributiivsus:
Vi (F(z) & G(x)) = Va F(x) & Vo G(z),
Jz (F(z)VG(x)) =JeF(x) Vv JxG(z),
PS3. Kui indiviidmuutuja x ei esine valemis G vabalt, siis
Vo (F(z)&G) =Ve F(z) &G, dz (F(x) &G) =z F(x) &G,
Ve (F(z)VG)=VeF(z) VG, Jz (F(x) vV G) =3z F(x) VG.
PS4. Kui indivitddmuutuja x ei esine valemis G vabalt, siis
Ve (F(zx) = G) =3z F(z) = G, dz (F(z) = G) =Ve F(z) = G.
Kui indivitddmuutuja x ei esine valemis F vabalt, siis

Ve (F = G(z)) = F = Yz G(x), dv (F = G(x)) = F = JzG(x).
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PS5. Seotud muutujate imbernimetamine:
Vo F(z) =Yy Fly), dx F(z) = Jy Fly),
kus y ei esine valemis F(z).
PS6. Samaliigiliste kvantorite kommutatiivsus:

VaVy F(z,y) = VyVe F(z,y), AxIy F(x,y) = JyTx F(x,y).

TOESTUS. Tdestame osa neist samavaarsusest. Selleks kasutame lauset |[L.82]

PS1la. Niitame, et =Vo F(z) = 3z —F(x). Olgu meil fikseeritud mingi interpretatsioon
a = (M,, I,) ja vabade muutujate vaartused. Eeldame, et =Va F(x) = 1. Siis VaF (z) = 0.
Jarelikult ei ole nii, et iga elemendi m € M, korral F(m) = 1 (s.t. et kui anname muutujale
x vadrtuse m, siis valem F on tdene). See tdhendab, et leidub mingi element mg € M, nii,
et F(mg) = 0. Siis aga =F(myp) = 1. Predikaatarvutuse valemi toevadrtuse definitsiooni
pohjal (vt. definitsiooni [1.57] punkti 8) Jz—F(z) = 1.

Néitame, et dx —~F(z) = -V F(x). Selleks eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a
ja vabade muutujate vaartuste korral on 3z —=F(z) = 1. Siis peab leiduma mingi element
mo € M, nii, et =F(mg) = 1. Jarelikult F(mg) = 0. Siis aga ei ole nii, et iga m € M,
korral F(m) =1, s.t. Vo F(z) = 0 ehk Vo F(z) = 1.

Kuna oleme toestanud, et =Va F(x) = Jz ~F(z) ja o ~F(z) | —Va F(x), siis vale-
mid =V F(z) ja dx —~F(z) on samavairsed.

PS1b. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vairtuste kor-
ral =3z F(z) = 1 ehk Jx F(z) = 0. Siis hulgas M, ei ole sellist elementi m, mille
korral F(m) = 1. Jérelikult iga m € M, korral F(m) = 0 ehk =F(m) = 1. Valemi
toevidrtuse definitsiooni pohjal (vt. definitsiooni [1.57] punkti 7) Vz —F(z) = 1. Sellega
oleme toestanud, et -3z F(x) = Vo —~F(z).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate viaartuste korral kehtib
Vo —F(z) = 1. Siis iga m € M, korral =F(m) = 1 ehk F(m) = 0. Jarelikult ei leidu sellist
hulga M, elementi m, mille korral F(m) = 1. Valemi toevéértuse definitsiooni pdhjal
JzF(x) = 0 ehk =3z F(z) = 1. Sellega oleme toestanud, et Vx—F (z) | —~JxF(z).

PS2a. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vairtuste kor-
ral Vo (F(x) & G(z)) = 1. Siis hulga M, iga elemendi m korral F(m)& G(m) = 1, kust
konjunktsiooni definitsiooni abil saame, et F(m) = 1 ja G(m) = 1. Vastavalt valemi
toevadrtuse definitsioonile tahendab see, et Vo F(z) = 1 ja samuti Vo G(x) = 1. Definit-
siooni[1.57|punkt 3 annab meile, et siis ka Vo F(x) & Vz G(z) = 1. Sellega oleme toestanud,
et Vo (F(z) &G(2)) | Vo F(z) &Vz G(z).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vaartuste korral keh-
tib Vo F(x) &Vx G(z) = 1. Siis Ve F(z) = 1 ja Ve G(x) = 1. Olgu niiiild m € M, su-
valine element. Siis valemi tdevairtuse definitsioonist jareldub, et F(m) = 1 ja G(m) =
1, seega ka F(m)& G(m) = 1. Kuna viimane vordus kehtib iga m € M, korral, siis
Vo (F(x) & G(x)) = 1. Sellega oleme tdestanud, et Vo F(z) & Vo G(z) = Vo (F(z) & G(x)).

PS2b. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vairtuste korral
Jdz (F(z) VG(x)) = 1. Siis leidub selline mqy € M,, et F(myg) V G(mg) = 1. Disjunktsiooni
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definitsiooni tottu F(mgy) = 1 voi G(mg) = 1. Vastavalt valemi tdevéirtuse definitsioonile
esimesel juhul 3z F(x) = 1 ja teisel juhul 3z G(x) = 1. Jarelikult ka 3z F(z)VIz G(z) = 1.
Sellega oleme toestanud, et 3z (F(z) V G(z)) = Iz F(z) V Jx G(x).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate vaartuste korral kehtib
dx F(x) V dx G(x) = 1. Siis on kaks voimalust.

1) 3z F(z) = 1. Siis leidub selline mgy € M,, et F(my) = 1, Jéarelikult voib Gelda, et
ka F(mg) V G(mo) =1 ja Jz (F(z) VG(x)) = 1.

2) dx G(x) = 1. Siis leidub selline mgy € M,, et G(my) = 1. Jarelikult voib delda, et ka
F(mg) VG(mo) =1ja Iz (F(z)VGx)) =1.

Sellega oleme toestanud, et Jx F(z) V Iz G(x) = Jz (F(z) V G(x)).

PS3a. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni o ja vabade muutujate vairtuste kor-
ral Vo (F(z)&G) = 1. Siis iga m € M, korral F(m)&G = 1, kust F(m) = 1 ja
G = 1. Jarelikult Vx F(x) = 1 ja samuti Vo F(z)& G = 1. Sellega oleme toestanud,
et Vo (F(z) &G) = Vo F(x) &G.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate vaartuste korral kehtib
Vo F(x)& G = 1. Definitsiooni punkti 3 pohjal Vo F(z) = 1 ja G = 1. Siis iga
m € M, korral F(m) = 1. Seega iga m € M, korral ka F(m)& G = 1, kust valemi
toevédrtuse definitsiooni abil saame, et Va (F(z) & G) = 1. Sellega oleme toestanud, et

Ve F(z)& G = Ve (F(z) & G).

PS3b. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véartuste korral
dz (F(x) & G) = 1. Siis leidub selline m € M,, et F(m)& G = 1. Jérelikult ka F(m) =1
ja G = 1. Valemi toevéértuse definitsiooni pohjal 3x F(x) = 1 ja kuna G = 1, siis ka
dx F(x) & G = 1. Sellega oleme toestanud, et Jz (F(x) & G) = Jx F(x) & G.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate viaartuste korral kehtib
Jx F(x) & G = 1. Definitsiooni [1.57 punkti 3 pohjal 3z F(z) = 1 ja G = 1. Seega leidub
selline m € M,, et F(m) = 1. Jarelikult F(m)& G = 1 ja samuti 3z (F(x) & G) = 1.
Sellega oleme toestanud, et Jx F(z) & G = Jz (F(x) & G).

PS3c. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véartuste korral
Vo (F(z)V G) = 1. Siis iga m € M, korral F(m)V G = 1. On kaks voimalust.

1)G=1.SliskaVe F(z) VG =1.

2) G = 0. Siis peab iga m € M, korral 1 = F(m)V G = F(m). Jarelikult Vo F(z) =1
jaVe F(z)V G =1.

Sellega oleme toestanud, et Va (F(z) V G) = Vo F(z) V G.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véartuste korral kehtib
Vx F(x) VG = 1. Siis on kaks voimalust

1) G = 1. Siis iga m € M, korral F(m) VvV G =1 ja seega Va (F(z) V G) = 1.

2) Vo F(x) = 1. Siis igam € M, korral F(m) = 1 ja seega ka F(m)V G = 1. Jarelikult
Vo (F(x)VG)=1.

Sellega oleme tdestanud, et Vo F(z) V G | Vo (F(z) V G).

PS3d. Selle toestuse jatame lugejale iseseisvaks ldbimotlemiseks.

PS4a. Selle samavéérsuse toestamiseks on kaks voimalust: teha seda otse (nii nagu eel-
miste samavéirsuste toestamisel) voi kasutada juba varem tdestatud omadusi. Demonst-
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reerime siin teist voimalust:

Vo (F(z) = G) =V (-F(x) vV G) (LS14)
=Vr-F(z) VG (PS3b)
=-Je F(x) VG (PS1b)
=dz F(z) = G. (LS14)

Ténu seose = transitiivsusele voime kirjutada, et Vz (F(z) = G) = 3z F(z) = G.
PS4b. Toepoolest,

dz (F(x) = G) =3Jx (-F(z) VG) (LS14)
=dr-F(x) VG (PS3d)
=-VeF(z) VG (PS1a)
=V F(z) = G. (LS14)

PS4c ja PS4d. Need saab toestada analoogiliselt kahe eelnevaga.

PS5a ja PS5b. Nii Vo F(z) = 1 kui ka Vy F(y) = 1 kehtivad parajasti siis, kui iga m €
M, korral F(m) = 1. Seega on need kaks valemit samavéirsed. Analoogiliselt Jz F(z) =
Fy F(y)-

PS6a ja PS6b. Need samavairsused jarelduvad vahetult kvantorite definitsioonidest. O

Vaatleme iihte néidet sellest, kus me n.o. igapdevaelus neid samavéérsusi kasutame.

Niide 1.84 Vaatleme signatuuri o = (e; *; =) interpretatsiooni, mille kandja on teist
jarku reaalarvuliste elementidega ruutmaatriksite hulk M = Mats(R) ning interpreteeri-
me siimbolit e {thikmaatriksina ja stimbolit * maatriksite korrutamistehtena. Olgu meil
valem

F(x)=3y((z*xy=re)&(y*xz =e)),

mis sisaldab vaba muutujat x. Siis

—VaF(z) = “Ei ole nii, et kdik maatriksid on pdoratavad”,

Jz-F(z) = “Leidub maatriks, millel ei ole po6rdmaatriksit”.
Ténu teoreemi punktile 1 teame, et need kaks véidet on samavéirsed.

Tekib loomulik kiisimus, et kas teoreemi punktis 2 v6ib konjunktsiooni asendada
disjunktsiooniga ja vastupidi. Osutub, et vastus on eitav.

Lause 1.85 Predikaatarvutuse valemite F ja G korral
Vo F(x) VVz G(z) E Ve (F(z) vV G(x)),

kuid vastupidine jareldumine tildjuhul ei kehta.
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TOESTUS. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véaartuste
korral Vo F(z) V Va G(x) = 1. Siis on kaks voimalust.

1) Vo F(z) = 1. See tdhendab, et iga m € M, korral F(m) = 1. Jarelikult iga m € M,
korral ka F(m)V G(m) = 1. Seega Va (F(z) vV G(z)) = 1.

2) Vo G(x) = 1. Sellisel juhul saame analoogiliselt, et Vo (F(z) V G(x)) = 1.

Sellega oleme toestanud, et Vo F(z) V Vr G(z) = Vo (F(x) V G(x)).

Veendume, et vastupidine jareldumine ei kehti. Selleks tuleb konstrueerida mingi in-
terpretatsioon. Vaatleme néiteks signatuuri o = (; ; P, Q) interpretatsiooni, kus M on
koigi inimeste hulk ja

x) = “x on naissoost”,

(
Q(z) = “x on meessoost”.

Olgu F(x) = P(z) ja G(z) = Q(x). Siis Vo (F(x)VG(x)) = 1 (iga inimene on kas naissoost
vol meessoost), kuid Vo F(x) VVr G(z) = 0, sest Vo F(x) = 0 ja Yz G(x) = 0 (el ole nii,
et koik inimesed on naissoost voi et koik inimesed on meessoost). Seega

Vo (F(x) VG(x)) = Ve F(x) vV G(z).

Ulesanne 1.86 Niidata, et
dz (F(x) & G(2)) E Jo F(zr) &3z G(x),
kuid vastupidine jareldumine iildjuhul ei kehti.

Teoreemi punktis 6 ndgime, et samaliigilisi kvantoreid v6ib dra vahetada. Kuidas
on olukord eriliigiliste kvantoritega?

Lause 1.87 Predikaatarvutuse valems F korral
3z Vy F(z,y) E Vy 3z F(z,y),
kuid vastupidine jareldumine tildjuhul ei kehta.

TOESTUS. Oletame, et interpretatsioonis « ja vabade muutujate fikseeritud véértuste
korral on valem Jx Vy F(x,y) toene. Siis leidub selline my € M,, et iga n € M, korral
F(mg,n) = 1. Kui niitid muutujal y on suvaline vaartus n € M,, siis andes muutujale x
védrtuse mg nieme, et F(mg,n) = 1. See téhendab, et valem Vy 3z F(z,y) on toene.

Jareldumine
Vy 3z F(x,y) F 3o Vy F(r,y)

aga ei kehti. Selle nditamiseks interpreteerime signatuuri ( ; ; <) standardsel viisil hulgal
N ja vaatleme valemit F(x,y) = (y < x). Siis valem Yy 3z F(z,y) on toene selles interp-
retatsioonis, kuid valem 3z Vy F(x,y) ei ole tdene, sest ei leidu suurimat naturaalarvu.

([
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Mairkus 1.88 Seotud muutujate timbernimetamist voib kasutada néiteks jargmises olu-
korras:

Vo (P(x) V Q(x, 2)) = R(z) =Yy (P(y) vV Q(y, 2)) = R(x).

Esimeses valemis esineb x predikaatide P ja () argumendina seotult, aga R argumendi-
na vabalt. Segaduste véltimiseks voib olla otstarbekas tema seotud esinemised asendada
muutujaga y.

Mairkus 1.89 Kommenteerime veel vabade muutujate keelamise nouet samavéédrsustes
PS3 ja PS4. Nimelt nende lubamisel me ei saa enam samavéérsusi. Demonstreerime seda
samavadrsuse PS3a néitel.

Naitame, et

VzP(z) & Q(z) # Vo(P(z) & Q(x)),

kus P ja () on iihekohalised predikaatsiimbolid. Paneme téhele, et parempoolses vale-
mis ei ole vabu muutujaid, aga vasakpoolses esineb x predikaadi ) argumendina vabalt.
Vaatleme jérgmist interpretatsiooni:

e pohihulk M on Eesti koigi iilikoolide hulk,

e P(x) = “x-is opetatakse iiliopilasi”,

e (Q(x) = “x on on iile 300 aasta vana”.
Anname valemis VzP(z) & Q(z) predikaadi () argumendina vabalt esinevale muutuja-
le z vadrtuseks “Tartu Ulikool”. Siis VaP(z) & @Q(Tartu Ulikool) = 1. Samas valemi

Va(P(z) & Q(z)) toevidrtus selles interpretatsioonis on 0, sest mitte kdik Eesti iilikoolid
ei ole iile 300 aasta vanad.

Lopuks vaatame veel iihte néidet toesuspuude ja pohisamavéaérsuste kasutamise kohta.

Naiide 1.90 Olgu J iihekohaline predikaatsiimbol. Nditame toesuspuu abil, et valem

Jz (J(z) = Yy J(y)) (1.1)
on samaselt toene. Toepoolest:

1 dz (J(z) = VyJ(y) =0

2 J(a)=VyJ(y) =0V /1/
3 J(a) =1 /2/
4 Yy J(y) =0 v /2/
5 J(b) =0 /4/
6 J(b)=VyJ(y) =0 /1/
7 J(b) =1. /6/
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Vaatleme niiiid interpretatsiooni, kus M on kéigi inimeste hulk ja J(z) = “x joob”.
Siis valem tundub viitvat midagi iisna kummalist: leidub inimene, kelle joomisest
jareldub, et koik joovad. Uurime seda valemit pisut pohjalikumalt. Teisendame kasutades
pohisamavairsusi:

dz (J(x) = Vy J(y)) = o (=J(x) VVy J(y)) (LS14)
= dz—-J(x) VVy J(y). (PS3)

Viimane valem iitleb, et kas koik joovad voi leidub inimene, kes ei joo. Selle véite toesuses
pole pohjust kahelda.

See kuulus néide on périt Raymond SmullyaniltE]. Valem on tuntud kui Smullyani
joomise valem.

1.2.8 Valemi prefikskuju

Nii nagu lausearvutuses voib raékida valemi normaalkujudest (disjunktiivsest ja konjunk-
tilvsest), nii ka predikaatarvutuses on otstarbekas kasutada teatud normaalkuju, mida
kutsutakse prefikskujuks. Prefikskujus on koik kvantorid valemi alguses. Naiteks algo-
ritmid, mida kasutatakse teoreemide automaattoestamiseks, eeldavad tihti, et valem on
sellisel kujul.

Definitsioon 1.91 Oeldakse, et predikaatarvutuse valem F on prefikskujul, kui ta ei
sisalda kvantoreid voi kui

F= Q1$1Q25L’2 .. inﬂ'n}-l,

kus Q1,Qs, ..., Q, on kvantorid, x1, s, ..., z, on indiviidmuutujad ja F' on kvantoriteta
valem, mida kutsutakse valemi F maatriksiks.

Naiide 1.92 Valem
Vydz (f(z) =y)

on prefikskujul, kusjuures tema maatriks on valem f(x) = y (sobivas signatuuris). Valemid
—Vady P(z,y,2) ja JaVy-P(z,y,z)VVedy Q(x,y, 2)

aga ei ole prefikskujul.

Teoreem 1.93 Iga valemi jaoks leidub temaga samavddrne prefikskujul olev valem.

TOESTUS. Vastavalt definitsioonile [1.46| saadakse predikaatarvutuse valemid atomaarse-
test valemitest lausearvutuse tehete ja kvantorite abil. Toestame induktsiooniga valemi
struktuuri jargi, et iga selline valem on samavééarne prefikskujul oleva valemiga.

Induktsiooni alus. Atomaarsed valemid on kujul P(ty,...,t,), kus P on n-kohaline predi-
kaatstimbol ja ¢1,...,%, on termid. Sellistes valemites kvantorid puuduvad ning seega on
nad prefikskujul.

HRaymond Smullyan (1919-2017) — ameerika matemaatik, mustkunstnik ja filosoof
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Induktsiooni samm. Eeldame, et valemid F ja G on samavééarsed prefikskujul olevate va-
lemitega ning néditame, et iga valem, mis on neist saadud lausearvutuse tehte voi kvantori
rakendamise abil, on samuti samavéédrne prefikskujul oleva valemiga. Niisiis olgu

F = Q111Q2xs . .. QnrnFi, g = Qlllelng cen Q;nymgla

kus F; ja G; on kvantoriteta valemid. (Juhtumid, kus F v6i G v6i molemad on kvantorite-
ta, on lihtsamad ning need jatame ldbimotlemiseks lugejale.) Kasutades seotud muutujate
timbernimetamise reeglit PS5 voime eeldada, et {x1 ..., 2,0 {y1, ..., ym} = 0, ja et tikski
muutuja ei esine neis valemeis korraga seotult ja vabalt.

—. Igai e {1,...,n} korral tdhistame

g {3 ki@i=v
TV, kui Q=3

Kasutades kvantori ja eituse vahetamisseadusi PS1 n korda saame, et
—F = 2(Qir1Qaxs . .. Qi F1) = Q111Qas . .. Qg T,

kus valemis —F; ei ole kvantoreid ja seega valem Qi21Qs%s ... Qnx,—F; on pre-
fikskujul.

&. Kasutades pohisamavéérsusi saame, et

F&g = leng.’EQ .. annfl&g

= Q121(Qa212 ... Qna, F1 & G) (PS3)
= Q121Q272(Q323 - - - Qa1 & G) (PS3)
= Q111Q2%s . .. Qury(F1 & G) (PS3)
= Qi111Q2ms ... Q7 (G & F) (LS3)
= Q111Qa7s . Qnrn(Q111Q5Y2 - - QY G1 & F1)

= Q111Q27s . .. Qnrn Q1 QoY2 - - - QY (G1 & F1). (PS3)

Viimane valem on prefikskujul, sest valem G; & F; on kvantoriteta.

V. Teame, et

FVG=-(FVG) =-(-F&G).

Ténu kahele eespool vaadeldud juhule voime delda, et valem —(—F & —G) (ja seega
ka valem F V G) on samavéirne prefikskujul oleva valemiga.

=. Kuna F = G = ~F V G, siis ka see juhtum taandub eespool vaadeldud juhtudele.
<. Et Fe §g=F&GVF &G, siis ka siin saame kasutada juba toestatut.
V,d. On selge, et valemitega Vo F ja dx F samavéirsed valemid
Ve Q1x1Q2xo ... Qnr,F1 ja JrQrx1Q2xs . .. Qur,Fi
on prefikskujul.
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O

Valemi prefikskujule viimise all peame silmas temaga samavéérse prefikskujul oleva
valemi leidmist. Seda on voimalik teha mitmel viisil. Esitame siin iithe voimaluse.

Predikaatarvutuse valemi prefikskujule viimise algoritm.
Olgu antud predikaatarvutuse valem H, mis on vaja prefikskujule viia.

1. Elimineerime implikatsioonid ja ekvivalentsid kasutades samavaérsusi

F=G=-FVG, F&&Gg=F&GV-F&G.

2. Viime eitused kvantorite alla kasutades De Morgani seadusi ja samavéaérsusi
Vo F(z) =3Jx~F(x) —JxF(r)=Ve-F(x).
Kahekordsed eitused jatame éra.

3. Nimetame seotud muutujad {imber nii, et iga kvantor seoks erinevat muutujat ja et
iikski kvantor ei seoks muutujat, mis esineb kuskil vabalt.

4. Toome kvantorid osavalemite eest valemi ette kasutades samavéérsusi
Vo (F(x)&G) =Ve F(x) &G, Az (F(2)&G) = e F(x) &G,
Vo (F(x)VG) =VeF(x) VG, dz (Flx)vG)=3Jx F(x) VG
ja vajaduse korral ka konjunktsiooni ja disjunktsiooni kommutatiivsust.
Naiide 1.94 Viime prefikskujule valemi
F(z) =—=(Va3y P(x,y, 2) V IxVy =Q(z, vy, 2)),

mis sisaldab vaba muutujat z. Kasutades eelnevat algoritmi saame

F(z) = -Va3dy P(z,y, z) & ~FaVy -Q(x, y, 2) (samm 2, LS12)
= daVy - P(z,y, z) & Vady -—=Q(z,y, 2) (samm 2, PS1)
= daVy ~P(z,y, 2) &Va3dy Q(x,y, 2) (samm 2, LS23)
= daVy - P(z,y, z) & Vudv Q(u, v, 2) (samm 3, PS5)
= daVy (- P(z,y, z) & Yudv Q(u, v, 2)) (samm 4, PS3)
= JaVy (Vudv Q(u, v, 2) & = P(z,y, 2)) (samm 4, LS3)
= JeVyVudv (Q(u, v, 2) & = P(x,y, 2)). (samm 4, PS3)

Viimane valem on prefikskujul.
Predikaatarvutuse valemi prefikskuju ei ole itheselt méaératud.
Naiide 1.95 Vaatleme valemit
Vo F(x) & Ve G(x).
Rakendades algoritmi saame
Vo F(x) &Ve G(x) = Ve F(x) &Vy G(y) = VaVy(F(z) & G(y)).

Samas teame, et ka valem Vz(F(z) & G(x)) on esialgse valemiga samavéérne. Seega oleme
esialgsele valemile saanud kaks erinevat prefikskuju.
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1.3 Aksiomaatilised teooriad

1.3.1 Aksiomaatilise teooria iildskeem

Mitteformaalne aksiomaatiline teooria chitatakse iiles jargmise skeemi kohaselt.

1.

Fikseeritakse mingi hulk antud teoorias uuritavaid objekte, nendel defineeritud seo-
seid ja funktsioone ning stimboolika nende tahistamiseks.

Teatud hulk vaiteid loetakse toeseks ilma toestuseta. Neid viiteid nimetatakse selle
teooria aksioomideks.

Teooria arendamine seisneb teoreemide toestamises. Teoreemideks loetakse véi-
teid, mida saab toestada lihtudes aksioomidest. Selleks, et uusi teoreeme oleks mu-
gavam sonastada, voidakse olemasolevate moistete abil defineerida uusi moisteid ja
tuua sisse uusi tahistusi.

Teooria aksiomaatiline iilesehitus annab igale soovijale voimaluse ise kontrollida, kas
mingi teoreem ikka kehtib v6i mitte. Selleks tuleks veenduda, et aksioomidest ldhtudes
on koik toestussammud tehtud korrektselt.

Ténapédeval on enamus matemaatilisi teooriaid iiles ehitatud aksiomaatiliselt. Muu-
hulgas néaiteks

eukleidiline geomeetria,

naturaalarvude aritmeetika (Peano aksiomaatika),

hulgateooria (néiteks Zermelo-Fraenkeli aksiomaatika),
algebraliste struktuuride (rithmad, vektorruumid jne.) teooriad,

matemaatiline analiiiis ja funktsionaalanaliiiis.

Ajalooliselt 16i esimese aksiomaatilise teooria vanakreeka matemaatik Eukleides (elas
umbes aastatel 325-270 e.m.a.). Oma kuulsa teose “Elemendid” alguses sonastas ta jéirg-
mised viis tasandi geomeetria aksioomi, millest ldhtudes toestas mitmeid teoreeme tasandi
geomeetria kohta.

1.

2.

3.

[gast punktist iga teise punktini saab tommata sirgloigu.

Iga sirgloigu saab pikendada sirgeks.

Saab joonistada mistahes raadiuse ja keskpunktiga ringjooni.
Koik tédisnurgad on omavahel vérdsed.

Kui mingi sirge 16ikab kahte sirget nii, et samal pool tekkivad sisenurgad annavad
kokku vdhem kui kaks téisnurka, siis need kaks sirget loikuvad samal pool, kus on
need kaks sisenurka, mis annavad kokku vihem kui kaks taisnurka.
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Mitteformaalse aksiomaatilise teooria puhul voivad tekkida kiisimused: milliseid véi-
teid voib lugeda aksioomideks ja milliseid samme voib toestamisel teha? Mitmetimoisteta-
vuse vihendamiseks tuleks neid asju tépsustada ja seda saab teha formaalsete aksiomaa-
tiliste teooriate abil.

Formaalne aksiomaatiline teooria cehitatakse iiles jargmise skeemi kohaselt.

1. Fikseeritakse tdhestik (siimbolite hulk) ja antakse valemi definitsioon.
2. Teatud hulk valemeid loetakse aksioomideks. Neid ei ole selles teoorias vaja toestada.

3. Fikseeritakse loplik hulk tuletusreegleid kujul
Fi, Fo, ..., Fy
g )

mis lubavad valemitest Fi, Fo, ..., F, vahetult tuletada valemi G.

Definitsioon 1.96 Tuletuseks ehk formaalseks toestuseks nimetatakse valemite ja-
da Fi, Fo, ..., Fn, kus iga valem on kas aksioom vo6i saadud mingi tuletusreegli abil min-
gitest talle eelnevatest valemitest.

Valemit F nimetatakse tuletatavaks, kui leidub tuletus, mille viimane liige on valem

F.
Naiide 1.97 Vaatleme jargmist formaalset aksiomaatilist teooriat.

1. Téhestik on {I,0}. Valemiteks loeme sellised téhestiku stimbolite jéarjendid, milles
stimbol O sisaldub tépselt iihe korra.

2. Ainuke aksioom on valem O.

3. Ainuke tuletusreegel on
*

[+’

kus * on suvaline valem téhestiku {I, 0} stimbolitest.

Selles teoorias on tuletatavd parajasti need valemid, mis sisaldavad siimbolist O molemal
pool vordse arvu stimboleid 1. Seega tuletatavad on valemid O, 101, ITOIT, ITIOIII, . . ..
Niiteks valem IOII ei ole tuletatav ja siimbolite jarjend IIII ei ole iildse valem selles
teoorias.

Naiide 1.98 Vaatleme jargmist formaalset aksiomaatilist teooriat.
1. Téhestik on {0, 1}. Valemiteks loeme koikvoimalikud nullide ja iihtede jéarjendid.

2. Ainuke aksioom on valem 0.
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3. Ainuke tuletusreegel on
T1...Tp

T1...Tpky... Ty

kus z1,...,z, € {0,1} ja

—._ )1, kuiz; =0,
T 0, kuixz;=1.

Selles teoorias saab konstrueerida naiteks tuletuse

0
oL
0110
01101001
0110100110010110

Selles teoorias on tuletatavateks valemiteks kuulsa Thue-Morse jada prefiksid pikkuse-
ga 2". Sarnaseid lopmatuid jadasid uuritakse diskreetse matemaatika iihes harus, mida
tuntakse sonade kombinatoorika nime all ja mille itheks rajajaks loetakse Axel Thuet[T_Zl

Niisiis valem on teatud siimbolite jéarjend. Nii nagu lause- ja predikaatarvutuseski
voib valemile anda erinevaid tdhendusi ehk semantikaid, mis ei pruugi iiksteisega kuidagi
seotud olla. Jargnevas vaatleme ainult selliseid semantikaid, mis lubavad radkida valemi
toevaartusest.

Definitsioon 1.99 Formaalset aksiomaatilist teooriat 7 nimetatakse semantika S suhtes
e korrektseks, kui iga teoorias 7 tuletatav valem on semantikas S toene;

e taielikuks, kui iga semantikas S toene valem on teoorias 7 tuletatav.

Naide 1.100 Vaatleme jille néites defineeritud teooriat. Toome sisse kolm erinevat
semantikat. Neis koigis tolgendame n siimbolist I koosnevat jarjendit naturaalarvuna n
(naiteks jarjendit I, [, I, T tolgendame kui naturaalarvu neli). Stimboli O tdhendus on igas
semantikas erinev.

e Semantikas &; tdhendab mOn seda, et m = n.
e Semantikas Sy tdhendab mOn seda, et m < n.
e Semantikas S3 tdhendab mOn seda, et m < n.
Siis voime Oelda jargmist.
e Vaadeldav teooria on semantika S; suhtes korrektne ja téielik.
e Vaadeldav teooria on semantika Sy suhtes korrektne, kuid mitte téaielik.

e Vaadeldav teooria ei ole semantika S3 suhtes ei korrektne ega téielik.

12 Axel Thue (1863-1922) — norra matemaatik
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1.3.2 Sekventsiaalne lausearvutus

Hakkame vaatlema lausearvutuse aksiomatiseerimise voimalusi. Neid on mitmeid, kuid
kaheks olulisemaks on niinimetatud Hilberti tiiiipi siisteemid ja Gentzeni tiilipi siisteemid.
Kui Hilberti tiitipi siisteemides on palju aksioome ja vihe tuletusreegleid, siis Gentzeni
tiitipi siisteemides on olukord vastupidine. Kéesolevas kursuses tutvume pogusalt vaid ithe
siisteemiga, mille saksa matemaatik Gerhard Gentzen vottis kasutusele aastal 1935.

Definitsioon 1.101 Sekventsideks nimetatakse siimbolite jarjendeid kujul - G ja
Fi,Fo,.... FnE G,

kus Fi, Fa, ..., Fn, G on lausearvutuse valemid, mis ei sisalda ekvivalentsitehet. Valemi-
te jarjendit Fi,Fo,...,F, nimetatakse sekventsi eesliikmeks ehk antetsedendiks ja
valemit G selle sekventsi tagaliikmeks ehk suktsedendiks.

Eesliiget ja tagaliiget eraldaval siimbolil - ei ole eesti keeles vélja kujunenud kindlat
nime. Inglise keeles on selle nimeks “turnstile”. Parema puudumisel voime selle kohta Gelda
link, sest ta natuke meenutab ukselinki. Sekventse voib lugeda ka jargmiselt: “kehtib G”
ja “valemitest Fi, Fa,...,F, jareldub valem G”.

Niisiis lausearvutuse aksiomaatilise teooria voib iiles ehitada jargmiselt.

1. Tahestik koosneb lausemuutujatest, loogikatehetest —, &, V, = (lihtsuse mottes on
vélja jietud <), komast ja stimbolist . Tuletatavateks objektideks on sekventsid.

2. Aksioomid on sekventsid
IF,AFF,

kus I' ja A tdhistavad suvalisi lausearvutuse valemite jirjendeid (mis voivad ka
tithjad olla)

3. Tuletusreeglid on jargmised. Nendes F,G,H téhistavad lausearvutuse valemeid ja
I', A suvalisi lausearvutuse valemite jarjendeid.

paremale sissetoomine vasakule sissetoomine voi
paremalt eemaldamine

I F.GF
r~F FI—Q(}_&) F.GFH (&)
'+ F&G I, F&G+H
I F+ r.GgF
L~ F r'+¢g (- V) JJFEH G H(VF)
'FVvG TFFVG IFVGHFH
INFFG 'F THF=G
— (=) (F#)
'F=g¢g g
INF-G T.FF-G 'k ——F
=) — (FA)
T -~F I+F
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Lisaks neile on veel kaks n.6. struktuurset reeglit

A F
rFF (S +) A FEG

Y T (S~
I.GFF T.F,AFG (5 ~)

valemite lisamiseks vasakule ja vasakul valemite jarjekorra vahetamiseks.

Vaadeldava teooria semantika defineeritakse jargmiselt. Sekventsi Fi, Fa,..., Fp, G
moistetakse véitena, et valemitest Fy, Fo, ..., F, jareldub valem G, s.t. Fi, Fo,..., Fn E G
(vaata definitsiooni [1.17)).

Antud aksiomaatikas kasutatavad tuletusreeglid vastavad iisna hésti nendele toestus-
votetele, mida matemaatikud oma igapéevases t60s kasutavad. Néiteks reegel (- &) vastab
mottekéigule, et kui oleme toestanud, et I'-st jareldub F ja I'-st jireldub G, siis ['-st
jareldub ka F&G. Kui aga parasjagu tegeleme toestuse otsimisega, siis voib asja vaadata
nii: nditamaks, et I'-st jareldub F & G, piisab, kui suudame toestada, et I'-st jareldub F
ja I'-st jareldub G.

Vaatleme moningaid néiteid sekventside tuletamise kohta.

Naiide 1.102 Niitame, et selles aksiomaatilises teoorias on sekvents
A&BF B&A

tuletatav. Tuletus konstrueeritakse niidelda alt iiles ja esitatakse puu kujul, mille juureks
on tuletatav sekvents ja lehtedeks aksioomid. Vastupidine on viga raske kui mitte voimatu
— meil ei ole harilikult mingit infot selle kohta, millistest aksioomidest peaks alustama.

Niisiis sekvents A& B F B&A on voimalik saada sekventsidest A&B + B ja A&BF A

konjunktsiooni paremale sissetoomise reegli (- &) abil:

A4ABFB A&BF A
A&BF B&A

Vaatleme niiiid selle puu vasakpoolset haru. Kuna see ei ole veel aksioom, siis iiritame
leida reeglit, mida saaks siin rakendada. Sobib konjunktsiooni vasakule sissetoomise reegel

(& F):

(F &).

A BF B
——— (&) .
A&BF B A&BF A
(- &)
A&B F B&A

Néeme, et sekvents A, B = B on aksioom (siin ' = A, F = B ja A on tiihi), selle
rohutamiseks tombame sekventsi kohale topeltjoone. Seda haru rohkem vaatlema ei pea.
Ka paremapoolses harus saame kasutada reeglit (& +):

ABFB ABFA

——— (&) ——— (&),

A&BF B ALBEA (o)
A&B F B&A

Oleme koigis harudes joudnud aksioomideni, seega ongi meil olemas tuletuspuu.
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Konstrueeritud tuletuse saaks esitada ka sekventside jéarjendina
A BE B, A&AB+ B, A, BF A, A&BF A, A&B+ B&A,

kuid puukujuline esitus on palju iilevaatlikum ja edaspidi me kasutame puid. Tuletus-
puude kirjapanekul mérgime iga horisontaalse joone juurde, millist tuletusreeglit (voi
tuletusreegleid) oleme kasutanud. Aksioomide kohale mérgime topeltjoone.

Rohutame veel, et sekventsi voib harilikult tuletada mitmetel erinevatel viisidel, s.t.
tuletuspuu ei ole iiheselt madratud. Lisaks sellele nouab tuletuspuu konstrueerimine tea-
tud leidlikkust. Néiteks reeglit (- —) altpoolt iiles kasutades on valemi G valikuks 16pmata

Jérgmises néites on valitud G = A.

Naiide 1.103 Tuletada sekvents A, A+ B.
Saame konstrueerida jargmise tuletuspuu:

A—-A-BFA A-A-BF-A

=)
A, -AF—-—B (l—ﬁ) :
A —-AF B
Naiide 1.104 Tuletada sekvents ~A&—B F —=(AV B).
Tuletuspuu on selline:
~B,B,~Ab B -B,B-AF-B )
“BBE A )
-B,BF A
—~A,-B,AF A ~A,-B,BF A )
—A,-B,AVB\F A -A,-B,AVBF -A - o)
-A,-BF —(AV B)
(&)

—~A&-BF —(AV B)

1.3.3 Sekventsiaalse lausearvutuse korrektsus ja taielikkus

Nii nagu iga aksiomaatilise teooria puhul huvitab meid ka sekventsiaalse lausearvutuse pu-
hul, millised valemid on tuletatavad ja millised mitte. Tuleb vilja, et tuletatavad sekvent-
sid on parajasti sellised, millele vastav lausearvutuse valem on samaselt toene. Jargmine
definitsioon tadpsustab, mida me motleme sekventsile vastava valemi all.

Definitsioon 1.105 Sekventsi Fi, Fa,...,F, F G valemkujuks nimetatakse lausearvu-
tuse valemit F1&Fa& ... &F, = G. Sekventsi - G valemkujuks nimetatakse lausearvu-
tuse valemit G.

Meenutame (vt. teoreemi [1.18)), et valem Fi&Fo& ... &F, = G on samaselt tdene
parajasti siis, kui kehtib jareldumine Fy, Fs, ..., F, EG.
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Teoreem 1.106 (Korrektsuse teoreem) Kui sekvents Fi,Fa, ..., Fn F G on tuleta-
tav, siis tema valemkuju on samaselt toene.

TOESTUS. Sekventsi tuletatavus tdhendab, et me saame tema jaoks konstrueerida 16pliku
tuletuspuu, mille lehtedeks (s.t. tippudeks, millest enam iilespoole harusid ei ldhe) on
aksioomid. Toestame viite induktsiooniga tuletuspuu struktuuri jargi.

Induktsiooni alus. Aksioomi I', F, A = F valemkuju on
fl& R &E—I&F&E—f—l& ce &]:n = F

ning selline valem on samaselt toene (s.t. toene antud valemites esinevate lausemuutujate
mistahes vadrtustuse korral).

Induktsiooni samm. Iga tuletusreegli jaoks tuleb néidata, et kui reeglis esinevates valemites
esinevate lausemuutujate mingi vaartustuse korral on joone kohal olevate sekventside
valemkujud toesed, siis on ka joone all oleva sekventsi valemkuju toene sellel vaartustusel.
Kui oleme seda néidanud, siis on selge, et iga véaartustuse korral levib valemkuju toesus
alates aksioomidest mooda tuletuspuud alla kuni tuletatava valemini.

1) Implikatsiooni paremalt eemaldamise reegel (F#-). Vaatleme kahte juhtu.
Kui I' on tiihi jéarjend, siis joone kohal olevate sekventside valemkujud on

F ja F=¢.

Kui need on mingil vdartustusel toesed, siis implikatsiooni definitsiooni tottu on ka G
toene, kusjuures G on joone all oleva sekventsi valemkuju.

Olgu niiid I' = F, ..., F,. Oletame vastuviiteliselt, et mingi vaéartustuse korral on
iilemiste sekventside valemkujud

F&.. . &F,=F ja F&..&F,= (F=0G).
toesed, aga alumise sekventsi valemkuju

vaar. Siis Fi1& ... &F, peab olema toene ja G vadr. Implikatsiooni Fi& ... &F, = F
toesuse tottu peab ka F olema toene. Kuna eeldasime, et ka F1& ... &F, = (F = G) on
toene, siis peab G olema toene, vastuolu. Seega iilemiste sekventside valemkujude toesusest
peab jarelduma alumiste sekventside valemkuju toesus.

2) Konjunktsiooni paremale sissetoomise reegel (F &). Juhtumi, kus I" on tiihi, jaitame
labimotlemiseks lugejale. Olgu I' = Fy, ..., F, ja oletame vastuviiteliselt, et iilemiste
sekventside valemkujud

Fi&.. . &F,=F ja F&...&F,=G. (1.2)
on mingil védartustusel toesed, aga alumise sekventsi valemkuju

Fi&k .  &F, = F&G
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on vaar. Siis F1& ... &F, on toene ja F&G on viir. Jarelikult vihemalt iiks valemitest F
ja G on viir, mis tdhendab, et ka vihemalt iiks implikatsioonidest ([1.2)) on véir, vastuolu.

Koigi iilejaanud reeglite korral jatame iiksikasjade labimotlemise lugeja hooleks. O

Lausearvutuse korrektsuse teoreem iitleb, et kui meil onnestub mingi lausearvutuse
valemi F jaoks konstrueerida tuletuspuu sekventsile = F siis see valem on samaselt
toene. See annab veel iithe voimaluse (lisaks toevéidrtutabelile ja taieliku disjunktiivse
normaalkuju leidmisele) valemi samaselt toesuse nditamiseks.

Teoreem 1.107 (Mittevasturdikivuse teoreem) Fi leidu sellist lausearvutuse vale-
mat F, mille korral oleks sekventsid = F ja = —F tuletatavad.

TOESTUS. Oletame vastuvéiteliselt, et leidub selline valem F, mille korral nii = F kui
ka - —F on tuletatavad. Siis korrektsuse teoreemi pohjal on nende valemkujud F ja =F
samaselt toesed. Viimane on ilmselgelt voimatu. O

Teoreem 1.108 (Tiielikkuse teoreem) Kui sekventsi Fy,Fo,...,Fn = G valemkuju
on samaselt toene, siis on see sekvents tuletatav.

Seda teoreemi me antud kursuses ei tdesta. Toestuse voib leida opikust [9], lk. 96.

Jareldus 1.109 Sekventsiaalses lausearvutuses on tuletatavad parajasti need sekventsid,
mille valemkuju on samaselt toene.

Mairkus 1.110 Lausearvutuse aksiomatiseerimisel Gentzeni stiilis voib tuletusreeglite
komplekti fikseerida paljudel erinevatel viisidel ja erinevates raamatutes seda ka tehakse.
Tuletusreeglite valimisel ldhtutakse enamasti sellest, et a) reeglite arv oleks viike (s.t.
stisteem ei sisalda {ileliigseid reegleid) ja b) tuletatavad oleks parajasti need sekventsid,
mille valemkuju on samaselt toene.

Niisiis oleme néinud, et sekventsiaalse lausearvutuse aksiomaatikaga (nii nagu see on
formuleeritud selles konspektis) on koik hésti: see on korrektne ja téielik valemite samaselt
toesuse semantika suhtes. Samas néites nédgime, et mitte iga aksiomaatilise teooria
ja semantika korral ei pruugi see nii olla. On selge, et mitte koik teooriad ja semanti-
kad ei ole samavorra olulised (néiteks mainitud néite teooria on liiga triviaalne). Seega
moistlik kiisimusepiistitus on jargmine: kas matemaatika seisukohalt olulised teooriad
on voimalik aksiomatiseerida nii, et traditsioonilises semantikas oleks nad korrektsed ja
taielikud. Oluliseks tulemuseks siin oli Kurt Godeli poolt 1931. aastal toestatud aritmee-
tika mittetdielikkuse teoreem: kui naturaalarvude aritmeetika aksiomaatiline teooria on
mittevasturadkiv, siis leidub samaselt toene valem, mis ei ole tuletatav selles teoorias.

Kui aksiomaatilise teooria korrektsus ja téielikkus ei ole korraga saavutatavad, siis
ilmselt tuleb leppida mittetédielikkusega, sest me ei taha loobuda korrektsusest (ei taha,
et saaks teoorias tuletada vadraid valemeid). Niisiis selles olukorras piiiitakse aksioomid ja
tuletusreeglid valida nii, et tuletatavate valemitega oleks holmatud koige olulisem osa vas-
tava teooria sisust. Naturaalarvude puhul voetakse nendeks aksioomideks reeglina Peano
aksioomid, millega tutvume jérgmises paragrahvis.
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1.3.4 Peano aritmeetika

Selles paragrahvis vaatleme kiisimust, kuidas defineerida naturaalarvud ja tehted nendega.
Naturaalarvude aritmeetika aksiomaatiliseks késitlemiseks vaatleme signatuuri

0= <07 /7+7 g :>a

kus 0 on konstantsiimbol, ’ on iihekohaline funktsionaalsiimbol (seda tolgendame kui
“jargmise” elemendi leidmise operatsiooni) ning + ja - on kahekohalised funktsionaal-
siimbolid. Peano aritmeetika aksioomid on jargmised:

P1. Vx (2’ =0);

P2. VaVy(a' =y = = =vy);
P3. Vz(z + 0 = 2);

P4. VaVy(x +y' = (x +y)');
P5. Va(z-0=0);

P6. VaVy(x -y =z -y + z);

P7. koik valemid kujul F(0) & Vz(F(x) = F(2')) = VaF(x), kus F(x) on suvaline

valem signatuuris o.

Markus. Valemite kirjapanekul Peano aritmeetika signatuuris loeme nagu koolima-
temaatikaski, et korrutamistehte prioriteet on koérgem kui liitmistehte oma. See aitab
viahendada sulgude arvu valemites. Nii néiteks aksioomis P6 esinevas avaldises x - y + «
tuleb enne sooritada korrutamistehe ja siis liitmistehe.

Miarkus 1.111 Me voime vaadelda hulka
{0’ 0/’ 0//7 O///7 O//,/, . }

Osutub, et koik selle hulga elemendid on erinevad. Aksioomi P1 t&ttu on 0 erinev koigist
teistest selle hulga elementidest. Kui néiteks oletaksime, et 0’ = 0", siis aksioomi P2 tottu
0 = 0/, mis on vastuolus aksioomiga P1. Seega 0’ ja 0" on erinevad. Analoogiliselt saaksime
mistahes kahe elemendi korral nédidata, et nad on erinevad.

Mirkus 1.112 Induktsiooniaksioom P7 annab iihe voimaluse, mille abil saab Peano arit-
meetikas toestada viiteid kujul Va F(z). Vastavalt implikatsiooni definitsioonile piisab
sellise viite toesuse naitamiseks sellest, kui veendume, et

1) F(0) on tdene (induktsiooni alus ehk baas),

2) Va(F(z) = F(2')) on tdene (induktsiooni samm).
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Kas me saaksime defineerida naturaalarvude hulga, kui aksioomide P1-P7 mudeli?
Tekib kiisimus, et kas valemitest P1-P7 koosneval hulgal leidub iildse moni mudel? Kui
jah, siis milline see voiks olla?

Hulgateooria aksioomide pohjal (mida me selles kursuses kiill ei késitle) on olemas hul-

gad 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}} jne., kusjuures need on kéik paarikaupa erinevad.
Téhistame

0:=0,

1:={0} = {0},

2:={0,1} = {0, {0}},
3:={0,1,2} = {(Dv {®}> {(Z)v {(D}}}

Nagu néha,
n+1=nU{n}={0,1,...,n},

s.t. selle jada iga jargmise hulga elementideks on koik talle eelnevad hulgad. Hulgateooria
aksioomidest ldhtudes saab toestada, et kehtib jargmine tulemus (tdestuse voib leida
néiteks raamtust [4], teoreem 3.1.1).

Teoreem. Leidub tdpselt iiks hulk N, mis rahuldab jirgmaisi tingimusi:
1. ) eN;
2. Vr(r e N=zxU{z} € N);
3. kui K on selline hulk, et
0 e K)&Vz ((x € K) = (zU{zx} € K)),
siis N C K.

Selle teoreemi 3. tingimus iitleb, et N on vdhim hulk, mis sisaldab 0 ja mis koos iga
hulgaga n sisaldab ka hulga n U {n}. See tdhendab, et N = {0,1,2,3,...}. Selle hulga
elemente hakkame nimetama naturaalarvudeks.

Interpreteerime niiiid signatuuri o jargnevalt. Pohihulgaks olgu hulk N. Funktsiooni
" N — N defineerime vordusega

n:=nU{n}=n+1

Kahekohalised funktsioonid (ehk kahekohalised algebralised tehted) + ja - hulgal N defi-
neerime vordustega

n+0:=n, n+m :=(Mn+m),

n-0:=0, n-m :=n-m+n.
On voimalik néaidata, et selline interpretatsioon on aksioomide P1-P7 mudeliks. Seda
mudelit nimetame Peano aritmeetika standardseks mudeliks.
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Tuleb vélja, et Peano aritmeetikal on olemas ka mittestandardseid mudeleid. Selliste
mudelite leidumist voimaldab asjaolu, et mudeli kandja M peab kiill sisaldama elemente
0,0,07,0”,..., aga aksioomid P1-P7 ei {itle midagi selle kohta, kas see kandja voib si-
saldada ka mingeid teisi elemente. Mittestandardsete mudelite konstruktsioonid on iisna
keerulised ja selles kursuses me neid ei késitle.

1.3.5 Naturaalarvude omadused

Niisiis naturaalarvud (nagu ka mittestandardsed mudelid) rahuldavad Peano aksioome.
Tuleb vilja, et viga suure osa naturaalarvude aritmeetika kohta kéivatest teoreemidest
(kuid mitte koik) saab tdestada ldhtudes Peano aksioomidest. Tdestame moned sellised
teoreemid.

Kui tahaksime seda teha formaalselt, siis peaksime sisse tooma tuletusreeglid kvanto-
ritega valemite jaoks. Selles kursuses me ei hakka seda siiski tegema ja tdestame teoreemid
mitteformaalselt — nii nagu seda harilikult matemaatilistes tekstides tehakse. Selle juures
kasutame iihte matemaatikas laialt tarvitatavat toestamistaktikat: kui soovime néidata,
et viide VYo F(x) on toene, siis votame pohihulga (antud juhul hulga N) suvalise elemendi
a ja néditame, et kehtib F(a). Kui see dnnestub, siis peabki véide kehtima pohihulga koigi
elementide korral, sest a oli valitud vabalt.

Teoreem 1.113 Naturaalarvudel on omadus
Ve(0+xz=ux).
TOESTUS. Toestatav teoreem on kujul Vo F(x), kus
Flx)=0+zx=1x).

Toestamiseks kasutame induktsiooniaksioomi P7.
Induktsiooni alus. F(0) on toene, sest aksioomi P3 pohjal 04 0 = 0.
Induktsiooni samm. Peame niitama, et valem

Ve(O+z=2=0+2 =2)

on toene. Olgu a suvaline naturaalarv ja eeldame, et 0 + a = a. Peame niitama, et
0+ @’ = d'. Kasutades aksioomi P4 ja tehtud eeldust saamegi, et 0 +a' = (0 +a) = d'.
Ténu aksioomile P7 saame niitid jareldada, et Vo F(z) on toene. 0

Teoreem 1.114 Naturaalarvude littmine on assotsiatiivne:
VaVyVz ((z+y) +z=a+ (y + 2)).

ToOrsTus. Téahistagu a ja b suvalisi naturaalarve. Teoreemi toestamiseks piisab, kui
niditame, et
Vz((a+b)+z=a+ (b+2)).

Selleks kasutame aksioomi P7 olukorras, kus

Fz)=((a+b)+z=a+ (b+ 2)).
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Induktsiooni alus. Veendume, et F(0) on téene. Tanu aksioomile P3
(a+b)+0=a+0b ja a+(b+0)=a+b.

Jarelikult
(a+b)+0=a+ (b+0).

Induktsiooni samm. Peame niitama, et valem
Vz((a+b)+z=a+(b+2) = (a+b)+2 =a+(b+ 7)) (1.3)

on toene. Selleks tidhistagu ¢ suvalist naturaalarvu ja eeldame, et

(a+b)+c=a+(b+c¢) (1.4)
on toene. Siis
(a+b)+ =((a+b)+¢) (P4)
=(a+ (b+c)) (eeldus (1.4))
=a+(b+c¢) (P4)
=a+ (b+). (P4)

Jarelikult (a +0)+ ¢ = a+ (b+ ) ja sellega oleme niidanud, et valem (1.3]) on tdene. O

Teoreem 1.115 Naturaalarvude liitmine on kommutatiivne:
VaVy (x +y =y + z).
TOESTUS. Vaatleme valemit
Flr)=Vy(xr+y=y+x).

Teoreemi toestamiseks toestame induktsiooniga, et valem Va F(z) on toene.

Alus. Naiitame, et valem
Vy(0+y=y+0)
on toene. Ka selleks kasutame induktsiooni. Tépsemalt Geldes nditame, et Yy G(y)

on toene, kus G(y) = (0+y =y +0).

Alus. On ilmne, et 0+0 =0+ 0.

Samm. Niitame, et
Vy(O+y=y+0 = 0+9 =9 +0)

on toene. Tahistagu a suvalist naturaalarvu. Piisab toestada, et

O+a=a+0 = 0+d =d+0 (1.5)



56 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

on toene. Eeldame, et 0 + a = a + 0 on tdene. Siis

0+d =(0+4a) (P4)
= (a+0) (eeldus)
=d (P3)
=d +0. (P3)

Seega 0 + a’ = a’ + 0 ja oleme toestanud, et valem ((1.5)) on toene.

Samm. Peame niitama, et
Ve(Vy(z+y=y+z) = Vy@' +y=y+2))
on toene. Téhistagu b suvalist naturaalarvu. Siis piisab toestada, et
Vy(b+y=y+b) = Vy@' +y=y+V)

on toene. Selleks eeldame, et

Vy(b+y=y+b) (1.6)
on toene. Vaja on niidata, et

Vy (' +y=y+)
on toene. Teeme seda induktsiooniga y jargi.

Alus. Kehtivad vordused

Vr0=1 (P3)
=(b+0) (P3)
=(0+0b) (eeldus (|1.6)))
=0+, (P4)

Samm. Peame toestama, et
Vy (' +y=y+t) = V' +y =y +1))
on toene. Tahistagu c suvalist naturaalarvu. Piisab, kui toestame, et
b +c=c+b)= O+ =+
on toene. Selleks eeldame, et

V+ce=c+V (1.7)
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on toene. Siis

Seega b + ¢ = ¢ + I/, mida oligi tarvis toestada.

(P4
(eeldus
P
(eeldus (|1.6))
(P
(eeldus (|1.6))
(P

—~
=~

=~
S e e N N N N

N

Teoreem 1.116 Naturaalarvude puhul kehtib jargmine distributitvsuse seadus:

VaVyVz (v - (y+2) =x-y+ - 2).

ToOrsTus. Tahistagu a ja b suvalisi naturaalarve. Piisab, kui toestame, et

Vz(a-(b+2)=a-b+a-2)
on toene. Selle tdestamiseks kasutame induktsiooni z jéargi.
Alus. Niitame, et a- (b+0) =a-b+ a-0. Téepoolest,

a-(b+0)=a-b
=a-b+0

=a-b+a-0.

Samm. Toestame, et

Vz(a-(b+z)=a-b+a-z = a-(b+2)=a-b+a-2)

on toene. Téhistagu ¢ suvalist naturaalarvu. Piisab toestada, et

a-(b+c)=a-b+a-¢c = a-(b+d)=a-b+a-c

on toene. Selleks eeldame, et
a-(b+c)=a-b+a-c
on toene. Siis
a-(b+)=a-(b+c)
=a-(b+c)+a
=(a-b+a-c)+a

=a-b+(a-c+a)
=a-b+a-c.

(eeldus (1.8)))

(teoreem [1.114])
(P6)
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O

Teoreem 1.117 Naturaalarvudel on jirgmine omadus:
VaVyVz(x + z=y+ 2 = = =1y).

TOEsTUS. Téhistagu a ja b suvalisi naturaalarve. Teoreemi toestamiseks piisab, kui
toestame, et
Vz(a+z2=b+2 = a=0b)

on toene. Selleks kasutame aksioomi P7 olukorras, kus
Flz)=(a+z=b+2z = a=0).

Induktsiooni alus. Veendume, et F(0) on tdene. Olgu a + 0 = b+ 0. Ténu aksioonile
P3 saame vorduse a = 0.
Induktsiooni samm. Téhistagu c suvalist naturaalarvu. Eeldame, et valem

at+c=b+c = a=b (1.9)
on toene. Oletame, et kehtib vordus a+¢ = b+¢'. Siis aksioomi P4 pohjal (a+c¢)" = (b+c)’,
kust aksioomi P2 abil saame vorduse a + ¢ = b+ c. Eeldust (1.9) kasutades saame, et
a = b. Sellega oleme toestanud, et

Vz (F(z) = F(2))

on toene ning jérelikult on toene ka Vz F(z). O

Ulesanne 1.118 Niidata, et naturaalarvudel on jargmised omadused:

o VaVyVz ((z+vy) - z=x-2+4y-2);

Vay¥e (@ y) -2 =2 (y-2));

Vavy (z -y =y - x);
o Vr(z-1=u).
Loomulikult ei pea naturaalarvude késitlemisel piirduma ainult liitmis- ja korrutamis-

tehte ning vordusseosega. Voib defineerida ka uusi tehteid, seoseid ja moisteid. Néiteks
voime defineerida kahekohalise seose < jargmiselt:

VaVy (z S y < Jz(x + 2 =v)).

Teoreem 1.119 Seos < on jarjestusseos naturaalarvude hulgal.
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TOESTUS. Refleksiivsus. Téhistagu a suvalist naturaalarvu. Aksioomi P3 péhjal a+0 = a.
Jarelikult 3z (a + z = a) on toene. See tahendab, et kehtib ka a < a.

Antistimmeetria. Peame néitama, et
Vavy ((z < y) & (y < z) = (v =y)).

Tahistagu a, b suvalisi naturaalarve ning eeldame, et a < b ja b < a. Siis leiduvad natu-
raalarvud c ja d nii, et a + ¢ =b ja b+ d = a. Jérelikult

(c+d)+a=a+(c+d)=(a+c)+d=b+d=a=0+a.

Teoreemi pohjal saame, et ¢ + d = 0. Oletame vastuvéiteliselt, et d # 0. Siis leidub
selline e, et d = ¢'. Jarelikult

O=c+d=c+e =(c+e),

mis on vastuolus aksioomiga P1. Seega d = 0 ja vordusest b 4+ d = a saame, et b = a.

Transitiivsus. Peame néitama, et
Vavyvz ((z < y) & (y < 2) = (z < 2)).

Tahistagu a, b, ¢ suvalisi naturaalarve ning kehtigu vorratused a < b ja b < c. Siis leiduvad
naturaalarvud u ja v nii, et a +u = b ja b+ v = c. Jarelikult

c=b+v=(a+u)+v=a+ (u+v),

kust seose < definitsiooni tottu a < c. O

Ulesanne 1.120 Toestada, et naturaalarvude jérjestusseos < on kooskdlas liitmise ja
korrutamisega, s.t.

VaVyVz (e <y = o+ 2<y+ 2),

VaVyVz(x <y = z-2<y-2).

Ulesanne 1.121 Toestada, et naturaalavudel on omadus

Ve(r <z-x).
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Peatiikk 2

Graafiteooria

2.1 Graafi moiste

Selle kursuse teises osas késitleme graafiteooriat. See on diskreetse matemaatika iiks olu-
line haru, millel leidub ka palju praktilisi rakendusi. Loengukonspekti koostamisel on
pohiliselt kasutatud raamatuid [10], [3] ja [2].

Graafiteooria on {iks viheseid matemaatika harusid, mille puhul matemaatikud on {ihel
meelel kiisimuses, et millal see alguse sai. Teooria alguseks loetakse Konigsbergi sildade
probleemi lahendust §veitsi matemaatiku Leonhard Euleri (1707-1783) poolt. Konigsbergi
linn (tdnapéeval tuntakse seda Kaliningradi nime all) asus Pregeli joe #éres ja kahel suurel
joes asuval saarel: Kneiphofil ja Lomsel. Saari ja joe kaldaid iithendas seitse silda, nii nagu
nédidatud alloleval joonisel. Linna elanikke vaevas kiisimus: kas on voimalik teha linnas
selline jalutuskaik, et iga silda oleks iiletatud tépselt iiks kord?

Euler andis sellele kiisimusele eitava vastuse. Selleks kasutas ta matemaatilist mudelit,
mida me tdnapédeval tunneme graafi nime all. Parempoolsel joonisel on graaf, mis vastab
Konigsbergi sildade paigutusele. Téppidega on mérgitud joe kaldad ja kaks saart ning
sildu téahistavad jooned.

Probleemi lahenduse kandis Euler ette Peterburi Teaduste Akadeemias (Euler elas
ja tootas pikka aega Peterburis) 26. augustil 1735 ja publitseeris ajakirjas Commentarii
academiae scientiarum Petropolitanae aastal 1741. Sisuliselt toestas Euler jéarelduse [2.63
tarvilikkuse osa.

Konigsbergi sillad ... ... ja vastav graaf.

61
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Paljude teistegi périselus esinevate olukordade modelleerimiseks on kasulik kasutada
diagramme, millel on punktide abil dra mérgitud teatud objektid ja punktidevaheliste
joonte abil on vilja toodud objektidevahelised seosed. Néiteks maanteede kaart (punktid
— asulad, jooned — maanteed) voi sugupuu (punktid — inimesed, jooned — sugulussidemed).
Sedasorti diagrammide matemaatiliseks késitlemiseks on kasutusele voetud graafi moiste.

Definitsioon 2.1 Graaf on paar G = (V| E), kus V on mittetiihi hulk ja £ on hulk,
mille elementideks on hulga V' mingid kaheelemendilised alamhulgad. Hulga V' elemente
nimetatakse graafi G tippudeks ja hulga E elemente selle graafi servadeks.

Ménikord on otstarbekas tdhistada graafi G tippude hulka V(G) ja servade hulka
E(G).

Serva tippude u ja v vahel téhistatakse {u, v} asemel tihti ka lihtsalt uv.

Antud definitsiooni méttes ei tohi graafil olla silmuseid (servi, mille otspunktid lan-
gevad kokku) ega kordseid servi (s.t. kahe tipu vahel on iilimalt iiks serv). Samuti ei
ole oluline servade suund (suunatud graafe vaatleme selles kursuses hiljem). Mdnikord
nimetatakse selliseid graafe lihtgraafideks.

Pohimotteliselt voib graafis olla ka 1opmata palju tippe ja servi, aga kdesolevas kur-
suses késitleme ainult 16plikke graafe. Kui tekib vajadus radkida 16pmatutest graa-
fidest, siis juhime sellele eraldi tdhelepanu.

Definitsioon 2.2 Kui graafi tipp v kuulub servale e, siis Geldakse, et tipp v ja serv
e on intsidentsed. Iga serv on intsidentne tépselt kahe tipuga, mida kutsutakse selle
serva otstippudeks. Kahte tippu nimetatakse naabertippudeks, kui nad on servaga
ithendatud. Kahte serva nimetatakse naaberservadeks, kui neil leidub {ihine otstipp.

Naiide 2.3 Graafe esitatakse tihti jooniste abil, kus tdppidena on mérgitud graafi tipud
ja kaks tippu on ithendatud joonega parajasti siis, kui nende vahel on serv. Néiteks voime
vaadelda jargmist kuuetipulist graafi:

u (Y w

=20

Selle graafi puhul

V =A{u,v,w,z,y, 2}

E = {uv, uy, vw, vz, wy, xy, yz}.

Selles graafis néiteks u ja y on naabertipud, aga u ja z ei ole. Servad uy ja wy on naaber-
servad, sest neil on iihine otspunkt .
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Graafide esitamisel ja uurimisel saab kasutada maatriksite abi. Graafidega seotud
maatriksite defineerimiseks on oluline fikseerida tippude ja servade jarjekord.

Definitsioon 2.4 Olgu G = (V| E) graaf tippude hulgaga V = {vy,...,v,}. Graafi G
naabrusmaatriksiks nimetatakse n x n-maatriksit A = (a;;), kus

G — 1, kui VU5 S E,
v O, kui VU ¢ FE.

Definitsioon 2.5 Olgu G = (V, E) graaf tippude hulgaga V = {vy,...,v,} ja serva-
de hulgaga E = {ey,...,e,}. Graafi G intsidentsusmaatriksiks nimetatakse n x m-
maatriksit B = (b;;), kus

b 1, kui v; on serva e; otstipp,
Y1 0, kuiw; eiole serva e; otstipp.

Naide 2.6 Vaatleme graafi

U1 €1 V2 €3 U3

€5

€2

€4

[ 4
V4 €6 Vs €7 Vg

Selle graafi naabrusmaatriks on

SO = O O = O
_ O O = O
SO = O O = O
SO =R OO OO
_ O = = O =
S = O O = O

ja intsidentsusmaatriks on

DO OO —H =
O RO OO -
OO O = O
—_ 0 O O = O
O O R OO
O = = O OO
_ -0 O O O

Definitsioon 2.7 Téaisgraaf on graaf, mille iga kahe erineva tipu vahel on serv. n-tipulist
taisgraafi tahistatakse siimboliga K,.
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Definitsioon 2.8 Nullgraaf on graaf, milles puuduvad servad. n-tipulist nullgraafi ta-
histatakse siimboliga O,,.

Naiide 2.9 Neljatipuline tdisgraaf ja nullgraaf:

K, Oy

Mirkus 2.10 Graafil K, on servi sama palju kui on n-elemendilisel hulgal 2-elemendilisi
alamhulki. Seega on tema servade arv

n(n—1)
C?= —
" 2

Naiide 2.11 (Graafid kui mudelid) Vaatleme signatuuri, milles on iiks kahekohaline pre-
dikaatsiimbol R ja vordussiimbol =. Siis graafi G = (V, E) voib vaadelda selle signatuuri
interpretatsioonina pohihulgaga V', kus stimbolit R interpreteerime tippude naabrusseo-
sena:

R('UZ', Uj) = aij,
kus A = (a;;) on graafi naabrusmaatriks. See interpretatsioon on valemite hulga

{Ve—R(x,x), VaVy (R(z,y) = R(y,x))}
mudeliks. Téisgraaf on veel valemi
Vavy (-(z =y) = R(z,y))

mudeliks. Nullgraaf on valemi

VaVy —R(z, y)

mudeliks.

Definitsioon 2.12 Graafi G tiiendgraaf ehk tdiend on graaf G, mille tippude hulk on
sama, mis G tippude hulk, aga servaga on iithendatud parajasti need tipud, mille vahel
graafis G serv puudub.

Naiide 2.13 Lihtne on aru saada, et
K,=0, ja O,=K,.

Naiide 2.14 Jargmised graafid on teineteise tdiendgraafid:
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Graafidega tegeldes on meil aeg-ajalt vaja konstrueerida uusi graafe lihtudes olemas-
olevatest. Taiendgraafi moodustamine on iiheks selliseks konstruktsiooniks. Lisaks sellele
kasutame jargmisi operatsioone:

e serva kustutamine,
e serva lisamine kahe seniithendamata tipu vahele,
e tipu kustutamine koos koigi temaga intsidentsete servadega,

e tipu lisamine koos servadega uue tipu ja teatava hulga (see hulk vaib olla ka tiihi)
seniste tippude vahele.

Definitsioon 2.15 Graafi G’ = (V’, E') nimetatakse graafi G = (V, E) alamgraafiks,
kui V' CV ja E' C E.

Teiste sonadega: alamgraaf saadakse esialgsest graafist teatud hulga tippude ja servade
kustutamisel.

Naiide 2.16 1. Iga graaf on iseenda alamgraaf.

2. Nullgraaf O, on iga n-tipulise graafi alamgraaf.

3. Graafi

alamgraafideks on néiteks graafid

— o °
ja

Definitsioon 2.17 Graafi tipu v astmeks ehk valentsiks nimetatakse selle tipuga int-
sidentsete servade arvu. Tipu v astet tdhistatakse siimboliga d(v).

Kui graafis on n tippu, siis iga tipu v korral d(v) € {0,1,...,n — 1}.

Definitsioon 2.18 Tippu, mille aste on 0, nimetatakse isoleeritud tipuks. Tippu, mille
aste on 1, nimetatakse rippuvaks tipuks.

Naiide 2.19 Niites [2.3] vaadeldud graafi tippude astmed on
diu) =dw) =d(z) =2, dv)=3, dz)=1, d(y) =4

Selles graafis on iiks rippuv tipp x ja mitte iihtegi isoleeritud tippu.
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Teoreem 2.20 (Tipuastmete teoreem) Igas graafis on koigi tippude astmete summa
vordne servade arvu kahekordsega.

ToOrsTUS. Olgu G = (V, E) graaf. Me peame néitama, et
> d(v)=2-|E|.
veV

Selle summa leidmisel vaatleme iithekaupa koiki graafi tippe ja loeme kokku selle tipuga
intsidentsed servad. Nii tehes oleme iga serva arvesse votnud kaks korda: iiks kord iihe
otstipu juures ja teine kord teise otstipu juures. Seega peab tippude astmete summa olema
kaks korda suurem kui servade arv. O

Jareldus 2.21 Igas graafis on paaritu astmega tippe paarisarv.

TOESTUS. Kui paaritu astmega tippe oleks paaritu arv, siis summa

> d(v)

veV

oleks paaritu arv, mis on vastuolus teoreemiga[2.20l Jérelikult peab paaritu astmega tippe
olema paarisarv. O

Definitsioon 2.22 Graafi nimetatakse regulaarseks, kui tema koigi tippude astmed on
vordsed. Kui koigi tippude astmed on vordsed naturaalarvuga k, siis ¢eldakse, et graaf
on k-regulaarne.

Niide 2.23 1. Tiisgraaf K, on (n — 1)-regulaarne.
2. Nullgraaf O,, on 0-regulaarne.

3. Naide 3-regulaarsest graafist:

Jareldus 2.24 n-tipulises k-requlaarses graafis on "7’“ Serva.

TorsTUS. Olgu G = (V, E) k-regulaarne graaf. Teoreemi pohjal

|E| = (Z d(v)) /2 = %k

veV

Ulesanne 2.25 Kas leidub 5-tipuline 3-regulaarne graaf? Miks?
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2.2 Ahelad ja tsiiklid

Definitsioon 2.26 Ahel graafis G on selline tippude jéirjend vg, vy, ..., v, kus iga kaks
jarjestikust tippu on ithendatud servaga. Tippe vy ja vi nimetatakse ahela otstippudeks,
iilejadnud tipud on ahela sisetipud. Ahela vy, vy, ..., v, pikkuseks loetakse arv k.

Niisiis, ahela pikkus on vordne servade arvuga (mitte tippude arvugal) selles ahelas.
Muuhulgas on olemas ka ahel pikkusega 0 (see sisaldab ainult iihte tippu vp). Tihti kirju-

tatakse vg, v1, ..., v asemel lihtsalt vovy ... vp.
Kui meil on ahel vy, vy, ..., v, siis deldakse, et see ahel ldbib tippe v, vq,..., v, ja
Servi vgvy, V1V, . . . , Uk_1Uk.

Ahelas voib méoni tipp voi isegi moni serv esineda mitu korda.
Definitsioon 2.27 Lihtahel on ahel, mille koéik tipud on erinevad.

Kuna lihtahelas ei saa tipud korduda, siis on selge, et lihtahelas ei saa ka iikski serv
esineda mitu korda.

Markus 2.28 Graafide puhul on erinevates keeltes ja erinevates raamatutes kasutusel
iisna erinev terminoloogia, seetottu tuleb hoolega jalgida, mida mingi termin mingis allikas
tdhendab. Siin oleme &ra toonud monede terminite ingliskeelsed vasted, nii nagu neid on
kasutatud raamatus [2].

Naiide 2.29 Graafis

T ) z

on ahel t,w,y, z,v, u,w,x (mérgitud punasega) pikkusega 7 tippude t ja = vahel. See ahel
ei ole lihtahel.

Teoreem 2.30 Kui graafis G leidub tippude u ja v vahel ahel, siis leidub nende vahel ka
lihtahel.

TOESTUS. Eeldame, et tippude u ja v vahel leidub ahel

U = Vg, V1, V2, ..., V-1,V = V.
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Oletame, et selles ahelas esineb mingi tipp w viahemalt kaks korda. Otsime iiles selle tipu
esimese ja viimase esinemise ahelas:

Vo, U1y« « -5 Vi—1, W, Vjg1, -+ -5 VUj—1, W, Vjp15 - - - Uk

Siis

Vo, V155 Vi1, W, Vjg1, - Uk (21)
on ahel, milles tipp w esineb ainult ithe korra. Kui ahelas (2.1]) esineb méoni tipp vihemalt
kaks korda, siis toimime selle tipuga samamoodi nagu enne tegime tipuga w. Pérast

loplikku arvu selliseid samme saame tulemuseks ahela, kus iikski tipp ei esine mitu korda,
s.t. tippe v ja v iihendava lihtahela. O

Naide 2.31 Niites vaadeldud graafis leidub tippude ¢ ja x vahel lihtahel ¢, w, z. Aga
leidub ka iihest servast koosnev lihtahel ¢, x.

Nagu négime, graafis voib kahe tipu vahel leiduda mitmeid ja erineva pikkusega liht-
ahelaid.

Definitsioon 2.32 Graafi tippude u ja v, kus u # v, vaheliseks kauguseks loetakse
miinimumi nende tippude vaheliste lihtahelate pikkustest. Kui nende tippude vahel ahelaid
ei leidu, siis loetakse kokkuleppeliselt, et u ja v vaheline kaugus on I6pmatus. Tipu kaugus
iseendast on 0.

Definitsioon 2.33 Kinnine ahel on ahel, mille esimene ja viimane tipp langevad kokku.
Kinnise ahela pikkus on tema servade arv.

Definitsioon 2.34 Kinnist ahelat, milles on vidhemalt kolm serva ja mis ei l&bi {ihtegi
tippu mitu korda, kutsutakse tsiikliks.

Niisiis, tsiikkel on ahel vy, vy, ..., vx_1,v9, kus k > 3 ja tipud vy, vy, ...,v,_1 on paa-
rikaupa erinevad. Tipu vy teistkordset esinemist jarjendis vy, vy, ..., vx_1, Vg €i loeta selle
tipu teistkordseks ldbimiseks.

Tsiikli (ja kinnise ahela) puhul ei ole oluline, millisest tipust me alustame selle kirja
panemist. Seega néiteks uwvwu, vwuv ja wuvw tdhistavad iihte ja sama tsiiklit.

Naide 2.35 Niites vaadeldud graafis on 6 tippu ja 7 serva. Selles leidub néiteks
tsiikkel uvzyu pikkusega 4. Lisaks sellele on selles graafis uvwyzvu kinnine ahel, mis ei
ole lihtahel ega tsiikkel, ning uvwyz on lihtahel, mis ei ole kinnine.

Teoreem 2.36 Kuil > 2 on naturaalarv ja graafi iga tipu aste on vihemalt [, siis selles
graafis leidub

1. lihtahel, mille pikkus on vihemalt [,

2. tsiikkel, mille pikkus on vihemalt [ 4 1.
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TOESTUS. 1. Eeldame, et graafi GG iga tipu aste on vahemalt [, kus [ > 2. Olgu vy, vy, ..., v
selline lihtahel graafis G, mille pikkus on maksimaalne (s.t. pikemaid lihtahelaid ei leidu).
Siis tipu v, koik naabertipud peavad ka kuuluma sellesse ahelasse, sest muidu saaksime
neid vy, jérele lisades ahelat pikendada (vt. joonist). Kuna vy naabertippe on vihemalt [,
siis ka k > [, s.t. vaadeldava lihtahela pikkus on vidhemalt [.

=N

Vo (5 Vi+1 V-1 Vi

2. Olgu v; selline tipu v naaber, mis on tipule vy koige ldhemal (s.t. mille korral ¢ on
voimalikult véike). Siis v;, v;41, ..., U, v; on tsiikkel, kusjuures tema pikkus on vdhemalt
[+ 1, sest ta sisaldab tippu vy ja koiki v, naabertippe. O

Jareldus 2.37 Kui graafis on servi vahemalt sama palju kui tippe, siis selles graafis leidub
tstikkel.

TOESTUS. Paneme tihele, et kui graafis G = (V, E) kehtib |E| > |V, siis |V| > 3, sest
1- ja 2-tipulises graafis on servi vihem kui tippe. Vahim graaf, milles on servi vihemalt
sama palju kui tippe, on 3-tipuline téisgraaf Kj.

Olgu niitid G = (V, F) suvaline graaf, kus |E| > |V]| > 3. Kustutame sellest graafist
ithekaupa isoleeritud ja rippuvaid tippe koos intsidentse servaga, niikaua kuni neid leidub
(ka neid, mis selle protsessi kdigus juurde tekivad). Selle protsessi kdigus kustutame igal
sammul 1 tipu ja 0 voi 1 serva. Seega pirast iga sammu jadb jéarele graaf, kus servi on
vahemalt sama palju kui tippe. Kui kustutamise kiigus jouame 3-tipulise graafini, siis
peab see olema K3 ja selles graafis enam isoleeritud ja rippuvaid tippe ei ole. Aga isolee-
ritud ja rippuvad tipud voivad otsa saada ka mone suurema tippude arvuga alamgraafi
juures.

Niisiis 1opuks jééb jérele graafi G alamgraaf G' = (V', E'), kus |E'| > |[V'| > 3 ja G’
iga tipu aste on viithemalt 2. Teoreemi [2.36] pohjal leidub graafis G’ tsiikkel, mille pikkus
on viahemalt 3. Sama tsiikkel esineb ka graafis G. a
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2.3 Graafi sidusus

Definitsioon 2.38 Graafi nimetatakse sidusaks, kui selle iga kahe tipu vahel leidub
ahel.

Markus 2.39 1. Muuhulgas loetakse ka iihetipuline graaf sidusaks.

2. Sidusas graafis saab mistahes tipust liikuda servipidi mistahes teise tippu.

3. Kui u ja v on sidusa graafi kaks erinevat tippu, siis tdnu teoreemile leidub u ja
v vahel lihtahel.

Kui graaf ei ole sidus, siis ta jaguneb sidusate alamgraafide 16ikumatuks iithendiks.

Definitsioon 2.40 Graafi sidususkomponentideks ehk sidusateks komponenti-
deks nimetatakse selle graafi maksimaalseid sidusaid alamgraafe.

Maksimaalsus selles definitsioonis tdhendab seda, et antud sidus alamgraaf ei sisaldu
itheski suurema tippude voi servade arvuga sidusas alamgraafis. Graaf on sidus parajasti

siis, kui tal on iiks sidususkomponent.

Naiide 2.41 Jargmisel graafil on kolm sidususkomponenti:

Definitsioon 2.42 Graafi serva nimetatakse sillaks, kui tema eemaldamisel graafist si-
dususkomponentide arv suureneb.

On selge, et serv uv on sild parajasti siis, kui parast tema eemaldamist on otstipud u
ja v erinevates sidususkomponentides.

Definitsioon 2.43 Kui tipu u ja temaga intsidentsete servade eemaldamisel graafi si-
dususkomponentide arv suureneb, siis 6eldakse, et u on eraldav tipp.

Naiide 2.44 1. Graafis
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on iiks sild e ja kolm eraldavat tippu u, v ja w.

2. Eesti maanteede graafis on Muhu saart Saaremaaga iihendav maanteeloik sillaks.
Selles graafis moodustavad Hiiumaa, Vormsi ja teised saared omaette sidususkomponen-

did.
Anname niiiid tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et graafi serv oleks sild.
Teoreem 2.45 Graafi serv on sild parajasti siis, kui ta ei kuulu tihessegi tsiklisse.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu serv uv sild. Oletame vastuvéiteliselt, et leidub tsiikkel
C, mis sisaldab serva uwv. Siis serva uv eemaldamisel on ikkagi voimalik tsiikli C' iilejadnud
servi pidi litkuda tipust u tippu v. Seega u ja v on uues graafis samas sidususkomponendis,
mis on vastuolus sellega, et uv oli sild. Jarelikult uv ei kuulu tsiiklitesse.

Prisavus. Eeldame, et serv uv ei sisaldu iiheski tsiiklis. Siis iga ahel tipust u tippu v peab
sisaldama serva wuwv, sest muidu sellele ahelale serva uv lisades saaksime kinnise ahela,
millest saab vilja eraldada tsiikli kasutades samasugust mottekiiku nagu teoreemi [2.30
toestuses. Kui niiiid serv uv eemaldada, siis ei jid enam iihtegi ahelat u ja v vahele. Seega
u ja v on erinevates sidususkomponentides ning jarelikult on serv uw sild. a

Jargmine teoreem annab seosed graafi tippude, servade ja sidususkomponentide arvude
vahel.

Teoreem 2.46 Kui n-tipulisel graafil on m serva ja k sidususkomponenti, siis kehtivad
vorratused
(n—Fk)n—Fk+1)

n—k<m< 5

TOESTUS. 1. Toestame vorratuse n — k < m. Teeme seda matemaatilise induktsiooniga
graafi servade arvu jargi. Tapsemalt Geldes toestame, et iga naturaalarvu m ja iga m-
servalise graafi G' korral ei iileta tippude arvu ja sidususkomponentide arvu vahe servade
arvu m.

Alus. Olgu m = 0. Siis on tegemist nullgraafiga O,,, milles sidususkomponente on n tiikki.
Vorratus on kujul n —n < 0 ja see kehtib.

Samm. Olgu m > 0, olgu graafis G n tippu ja k sidususkomponenti ning eeldame, et
véide kehtib koigi graafide korral, kus on vidhem kui m serva. Valime graafis G vélja iihe
serva e (see leidub, sest m > 0) ning kustutame selle dra, nii et tulemuseks saadav graaf
on G'. On kaks voimalust.

a) e on sild. Siis graafis G’ on n tippu, m — 1 serva ja k + 1 sidususkomponenti.
Kasutades induktsiooni eeldust G’ jaoks saame vorratuse n — (k + 1) < m — 1, kust
n—k<m.

b) e ei ole sild. Siis graafis G’ on n tippu, m — 1 serva ja k sidususkomponenti ning
induktsiooni eelduse pohjal n — k < m — 1. Siis aga kan — k < m.
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2. Toestame vorratuse N Ll
m < = )(T;_ b (2.2)

Selleks uurime, mitu serva saab maksimaalselt olla n-tipulisel graafil k£ sidususkomponen-
diga. Ilmselt peavad sellisel juhul koik sidususkomponendid olema téisgraafid. Oletame,
et meie m-servalisel graafil G on mitu tédisgraafist sidususkomponenti, milles on rohkem
kui 1 tipp. Teeme selle graafiga 1dbi jargmise konstruktsiooni.

e Jittes vilja iihetipulised komponendid valime vilja iihe minimaalse tippude arvuga
komponendi,

e valime sellest komponendist vilja iihe tipu v,
e kustutame &ra koik servad tipust v tema komponendi teistesse tippudesse,

e lisame tipust v servad mingi maksimaalse tippude arvuga sidususkomponendi koi-
gisse tippudesse.

Selle konstruktsiooni tulemusena saame uue graafi Gy, millel on

e graafiga GG sama palju tippe ja sidususkomponente (paneme téhele, et tipu v kustu-
tamisel jadb tema “vanast” sidususkomponendist jérele 1 vorra viiksema tippude
arvuga taisgraaf),

e servade arv my on suurem kui graafi G servade arv: m < m;.

Kordame graafiga (G; sama mottekéiku ja teeme seda seni kuni jouame pérast 16plikku
arvu samme graafini G*, milles on

1. k — 1 ihetipulist sidususkomponenti,
2. iiks (n — k 4 1)-tipuline téisgraafist sidususkomponent.

Maérkuse [2.10] pohjal on sellise graafi servade arv

., (m—k+1)n—-k+1-1) m—k)(n—-k+1)
m" = 5 = 5 .

Vastavalt meie arutluskiigule, kui meil on suvaline n-tipuline graaf m serva ja k sidusus-
komponendiga, siis m < m*, mida oligi tarvis téestada. a
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Niide 2.47 Vorratuse (2.2)) tdestamisel kasutatud konstruktsiooni illustreerib jérgmine
ndide.

G*
m*=10

WY

Teeme moned jareldused teoreemist

Jareldus 2.48 Kui n-tipulisel graafil on vihem kui n — 1 serva, siis see graaf on mitte-
sidus.

TOEsTUS. Olgu n-tipulisel graafil k sidususkomponenti ja m serva, kusjuures m < n — 1.

Teoreemi pohjal n —k < m <n—1,kust n — k < n—1 jaseega 1 < k. Kuna
sidususkomponente on rohkem kui 1, siis on graaf mittesidus. 4

Jareldus 2.49 Kui n-tipulisel graafil on rohkem kui (n—1)(n—2)/2 serva, siis see graaf
on sidus.
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ToOrsTUS. Kui n = 1, siis graaf on sidus. Kui n = 2, siis peab graafil olema rohkem kui
0 serva ja seega on ta sidus. Edasises eeldame, et n > 3. Kui servade arv on m ja
(n—1)(n—2)

m >
9 )

siis teoreemi [2.460] tottu

m—1n-2) nmh—-Kknh-FkFk+1)
2 < 2 .

Jarelikult
n?—=3n+2<n®—kn+n—kn+k*—k,

kust
k> —(2n+ 1)k +4n—2 > 0.

Vaadeldes seda ruutvorratusena k suhtes ja leides vastava ruutvorrandi lahendid 2 ja

2n — 1 saame vorratuse
(k—2)(k—2n+1)>0.

Arvestades vorratust 2 < 2n — 1 (sest n > 3) ja ruutparabooli omadusi peab k < 2 voi
k>2n—1.Kuik > 2n—1,siis k > n+n—1 > n, mis ei ole voimalik (sidususkomponente
ei saa olla rohkem kui tippe). Seega k < 2 ehk k = 1. Seda oligi tarvis tdestada. a
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2.4 Graafide isomorfism

Definitsioon 2.50 Graafe G = (V, F) ja G' = (V’, E’) nimetatakse isomorfseteks, kui
leidub selline bijektiivne kujutus ¢ : V' — V' tipuhulkade vahel, et

uv € E parajasti siis, kui p(u)p(v) € E'.

Naiide 2.51 Graafid

us Uyg Uy V2 w3 Wy

o—o o— o
(%) I

Uq o—0

U1 U3 w1 %)

on omavahel isomorfsed. Ukski neist graafidest ei ole isomorfne graafiga Oy ega K.

Naide 2.52 Jargmised graafid on isomorfsed:

Uy Uz U1 V2

Uus Uy U3 Uy

Uheks bijektiivseks kujutuseks, mis realiseerib isomorfismi, on néiteks
@ {u17u27u37u4} — {U17027U3vv4}7 Uy > V3, U2 = V1, U3 = Vg, Ug = V2.

Piltlikult 6eldes tdhendab graafide isomorfism seda, et liigutades graafi tippe tasandil
nii, et olemasolevad servad liiguvad kaasa (voibolla pikemaks venides voi lithenedes, aga
neid ei tule juurde ega kao #ra), on voimalik tosta iiks graaf teise peale nii et nad kat-
tuvad. Naiteks mistahes kaks n-nurka (nii nagu neid moistetakse koolimatemaatikas) on
graafidena isomorfsed. Samas iikski kolmnurk ei ole graafina isomorfne iihegi nelinurgaga,
sest nende tippude hulgad ei ole {iksiiheses vastavuses.

Graafide isomorfismi toestamiseks tuleb konstrueerida iiks sobiv kujutus tipuhulkade
vahel (nii nagu tegime seda eelmises néites). Kui on vaja niidata, et kaks graafi ei ole
isomorfsed, siis definitsiooni jargi peaks naitama, et iikski kujutus V' — V' ei rahulda
definitsiooni tingimusi. Neid kujutusi voib aga olla viga palju ja see kontroll viga ajama-
hukas (ka arvuti jaoks). Harilikult on lihtsam néidata, et ithel graafidest on mingi omadus,
mis isomorfismi all séilib, aga teisel seda ei ole. (Selliseid omadusi nimetatakse mdnikord
invariantideks.) Toome siin kaks néidet sellistest omadusest.



76 PEATUKK 2. GRAAFITEOORIA

Lause 2.53 Kui kaks graafi on isomorfsed, siis on neil sama palju seruvi.

TOESTUS. Olgu ¢ isomorfism graafide G = (V, E) ja G’ = (V', E’) vahel. Siis voime
vaadelda kujutust ¢ : E'— E’, mis on defineeritud vordusega

P(uv) = p(u)p(v)

iga uv € F korral. Néitame, et ¢ on injektiivne. Selleks oletame, et ¢ (uv) = ¥ (u'v"). Siis
p(u)p(v) = o(u)p(v') ehk {p(u), p(v)} = {p(W'),¢(v')}. On kaks voimalust.

a) p(u) = e(u') ja p(v) = p(v'). Siis ¢ injektiivsuse tottu u = v’ ja v = v, kust uv = u'v'.
b) p(u) = (V') ja p(v) = p(u'). Siis u =0’ ja v =/, kust uv = v'v’ = u'v'.

Sellega on ndidatud, et ¢ on injektiivne.

Veendume, et 1 on siirjektiivne. Olgu zy € E’. Tanu ¢ siirjektiivsusele leiduvad tipud
w,v € V onii, et = p(u) jay = p(v). Kuna p(u)p(v) € E', siis uv € E. Jérelikult
(uv) = o(u)p(v) = zy. See tdhendab, et 1 on siirjektiivne.

Kuna kujutus 1 on bijektiivne, siis on graafides G ja G’ sama palju servi. a

Muidugi peab kahel isomorfsel graafil olema ka sama palju tippe.

Lause 2.54 Kui graafid G = (V, E) ja G' = (V' E') on isomorfsed ja graafis G leidub
tipp, mille aste on r, siis ka graafis G' leidub tipp, mille aste on r.

TOESTUS. Olguv € V jad(v) = r. Eelduse pdhjal leidub isomorfism ¢ graafist G graafi G'.

Kui v naabertipud on vy, . . ., vy, siis p(v)p(v1), ..., p(v)p(v,) € E'. Tdnu ¢ injektiivsusele
on tipud p(v1),...,p(v,) € V' paarikaupa erinevad. Seega d(¢(v)) > .

u1 p(v1)

V2 ey

S
S
—
S
N—

Ur QO(UT)

Kui oletada, et veel ka ¢(v)z € E', kus x € V' ja x & {¢(v1),...,¢(v,)}, siis tdnu
¢ stirjektiivsusele leidub tipp vy € V nii, et x = p(vg). Kuna p(v)p(vg) € E', siis ka
vug € E. Jérelikult leidub selline i € {1,...,r}, et vg = v;. Siis aga = = ¢(vy) = ¢(v;) €
{p(v1),...,¢(v,)}, vastuolu. Sellega oleme niidanud, et ¢(v) ainsad naabertipud graafis
G’ on ¢(vy),...,¢(v.). Jarelikult d(p(v)) = r. O
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Naiide 2.55 Graafid

ei ole isomorfsed, sest teises graafis leidub tipp astmega 1, aga esimeses mitte.

Lisaks kahele toestatud lausele saab veel nédidata, et isomorfsetel graafidel on
e sama palju sidususkomponente,

e samasugune tipuastmete mittekasvav jarjend,

sama lithima tsiikli pikkus,

sama pikima tsiikli pikkus,

® jne.
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2.5 Euleri ja Hamiltoni graafid

Definitsioon 2.56 Euleri ahel on ahel, mis sisaldab graafi iga serva tépselt iithe korra.
Kinnine Euleri ahel on Euleri ahel, mille esimene ja viimane tipp langevad kokku.

Definitsioon 2.57 Euleri graaf on sidus graaf, milles leidub kinnine Euleri ahel.

Maiarkus 2.58 “Kinnise Euleri ahela” asemel oeldakse monikord “Fuleri tsiikkel”. Sel-
le kursuse terminoloogias ei pruugi Euleri tsiikkel olla tsiikkel, sest selles voivad tipud
korduda. Seetottu me valdime termini “Euleri tsiikkel” kasutamist.

Naiide 2.59 Graafis

leidub Euleri ahel uvyurvwzy.

Euleri ahela leidmise vajadus tekib praktikas néiteks siis, kui on vaja lumest puhastada
teed mingis piirkonnas voi laiali kanda post mingis linnas nii, et iga tdnavat labitaks iiks
kord.

Millistes graafides leidub kinnine Euleri ahel? Sellele kiisimusele annab vastuse jéarg-
mine teoreem, mille toestas Leonhard Euler 1736. aastal.

Teoreem 2.60 Graaf on Euleri graaf parajasti siis, kui ta on sidus ja tema iga tipu aste
on paarisarv.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu G Euleri graaf. Siis ta on sidus ja sisaldab kinnist Euleri
ahelat. Olgu v selle graafi suvaline tipp. Iga kord kui ahel 1édbib seda tippu, kasutab ta dra
kaks selle tipuga intsidentset serva (iihe sisenemiseks, teise véljumiseks). Et ahel saaks
dra kasutada koik tipu v juures olevad servad, peab tipu v aste olema paarisarv.

Prisavus. Toestame, et kui sidusa graafi tippude astmed on paarisarvud, siis on see graaf
Euleri graaf. Teeme seda induktsiooniga graafi servade arvu jargi.

Induktsiooni alus. Vaatleme juhtu, kus graafis on 0 serva. Sidususe tottu tdhendab see,
et graafis on iiksainus tipp v ja sobivaks kinniseks Fuleri ahelaks on sellest ainsast tipust
koosnev ahel, milles on 0 serva.

Induktsiooni samm. Olgu G = (V| F) sidus graaf, mille tippude astmed on paarisarvud,
ning olgu |E| > 0. Eeldame, et toestatav véide kehtib koigi graafide puhul, mille servade
arv on viiksem kui |E|.

Graafi G iihegi tipu aste ei ole 0, sest muidu poleks ta sidus. Seega iga tipu aste on
vihemalt 2. Teoreemi pohjal sisaldab G mingit tsiiklit C. Kui C' sisaldab koiki graafi

G servi, siis ongi ta ise kinnine Euleri ahel ja toestus on loppenud.
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Vastasel juhul vaatleme graafi G alamgraafi G’ = (V, E’), mis on saadud koigi tsiiklisse
C kuuluvate servade kustutamisel. Graafis G’ on viahem servi kui graafis G. Samuti on G’
koigi tippude astmed paarisarvud, sest kustutades tsiiklisse C' kuuluvaid servi vihendame
G iga tipu astet 0 voi 2 vorra. Graaf G’ ei pruugi olla sidus, kiill aga on seda tema
sidususkomponendid. Induktsiooni eelduse pohjal leidub G’ iga sidususkomponendi jaoks
kinnine Euleri ahel.

Konstrueerime niiiid GG jaoks kinnise Euleri ahela jargmiselt. Hakkame liikuma mooda
tsiikli C' servi. Kui jouame tipuni vy, mille aste graafis G’ ei ole 0 (s.t. mille aste graafis
G on viahemalt 4), siis ldbime tippu v; sisaldavas G’ sidususkomponendis leiduva kinnise
Euleri ahela ning jouame 16puks tippu v; tagasi. Siis jatkame tsiikli C' ldbimist kohast,
kus see pooleli jai, kuni jouame jargmise tipuni vy, mille juures on veel libimata G’ servi.
Tippu vy sisaldavas G’ sidususkomponendis labime jéillegi kinnise Euleri ahela ja jouame
tagasi tippu wvy. Protseduuri korrates ldbime niimoodi tsiikli C'. Tulemuseks on kinnine
Euleri ahel G jaoks. a

Jareldus 2.61 Tdisgraaf K, on Euleri graaf parajasti siis, kui n on paaritu arv.

TOEsTUS. Téisgraafis K, on iga tipu aste n — 1, mis on paarisarv parajasti siis, kui n on
paaritu. O

Mairkus 2.62 Eelmise teoreemi toestus laheb 1dbi ka siis, kui graafis voib kahe tipu vahel
olla mitu serva (selliseid graafe kutsutakse monikord multigraafideks). Paneme téhele,
et selles toestuses me kasutame teoreemi [2.36] mille toestus ldheb samuti multigraafide
korral 1abi, kui selle sonastuses asendada fraas “iga tipu aste on vahemalt [” fraasiga “igal
tipul on vdhemalt [ naabertippu”. Multigraafis voib tipu aste (s.t. intsidentsete servade
arv) olla suurem kui naabertippude arv.

Jareldus 2.63 Sidusas graafis leidub Euleri ahel tipust w tippu v parajasti siis, kui u ja
v on selle graafi ainsad paaritu astmega tipud.

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on sarnane teoreemi tarvilikkuse toestusega.

Prisavus. Eeldame, et u ja v on ainsad paaritu astmega tipud. Lisame nende vahele
serva (tulemusena voib tekkida multigraaf). Saadud graafis on kdigi tippude astmed paa-
risarvud. Seega teoreemi tottu leidub selles graafis kinnine Euleri ahel. Jéttes sellest
ahelast vilja u ja v vahele lisatud serva saame Euleri ahela esialgses graafis. a

Naiide 2.64 Kuna Konigsbergi sildade graafis on koigi nelja tipu astmed paaritud, siis ei
saa selles graafis Euleri ahelat leiduda.
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Definitsioon 2.65 Tsiiklit, mis ldbib graafi koiki tippe tédpselt iihe korra, nimetatakse
Hamiltoni[] tsiikliks. Hamiltoni graaf on graaf, milles leidub Hamiltoni tsiikkel.

Naiide 2.66 Graafis

leidub Hamiltoni tsiikkel vuzyv. Seega on tegemist Hamiltoni graafiga.

Jargmine, DiraciE] poolt toestatud teoreem annab piisava tingimuse Hamiltoni tsiikli
leidumiseks graafis.

Teoreem 2.67 (Diraci teoreem) Olgu G n-tipuline graaf, kus n > 3 ja iga tipu aste
on vihemalt 5. Siis G on Hamiltoni graaf.

TOESsTUS. Rahuldagu graaf G = (V, E) teoreemi eeldusi. Oletame, et G ei ole sidus. Siis
on temas vihemalt kaks sidususkomponenti ja minimaalse tippude arvuga sidususkom-
ponendis on tippude arv < 7, mistottu iga tipu aste on < . See on vastuolus eeldusega.
Jérelikult G on sidus graaf.

Olgu P = zoz; ... x, maksimaalse pikkusega lihtahel graafis G (s.t. pikemaid lihtahe-
laid ei leidu). Kui oletaksime, et k = 0, siis graafis G pole servi ja seega sidususe tottu
n = 1, vastuolu. Kui k£ = 1, siis G iihegi tipu aste ei saa olla 2. Sidususe tottu G = K5 ja
n = 2, vastuolu. Seega peab kehtima vorratus k > 2.

Paneme téhele, et kdoik xy naabertipud ja koik x; naabertipud asuvad ahelal P, sest
muidu saaksime ahelat pikendada. Seega xo, ..., zr—1 hulgas on vihemalt 7 tipu z; naa-
bertippu ja i, ...,z hulgas on vihemalt 3 tipu xy naabertippu. Néitame, et

(Fi €{0,1,...,k—1})(zizx € E ja mozris1 € E).

Zo X1

Oletame vastuviiteliselt, et see tingimus ei kehti. Siis leidub ahelal P vihemalt d(z)
tippu, mis ei ole z;, naabrid (need on zy naabritele eelnevad tipud ja véib-olla veel méned

'William Rowan Hamilton (1805-1865) — iiri matemaatik, astronoom ja fiiiisik
2Gabriel Andrew Dirac (1925-1984) — ungari-briti matemaatik
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tipud). Lisaks sellele on ahelal P koik d(xy) tipu xj naabrit ja tipp . ise ka. Seega peaks
ahelal olema véhemalt d(xo) + d(x)) + 1 tippu. Aga

n o n
d(zo) + d(zk) +1 > §+§—|—1:n+1,
mis ei ole voimalik, sest graafil on n tippu ja ahela P tipud on koik erinevad.
Vaatleme niiiid kinnist ahelat

C = ToXi41Li42 -+ - Tp—1TX[LiT5—1 - - - T1X-

Paneme téhele, et selles kinnises ahelas on k + 1 tippu (tipud o, x1, ..., zx), kusjuures
iga tippu ldbitakse iiks kord. Jarelikult on ahelas C' ka k + 1 > 3 (sest k > 2) serva ning
tegemist on tsiikliga. Oletame vastuviiteliselt, et C' ei ole Hamiltoni tsiikkel. Siis hulk
V\{xo, ..., 2z} on mittetiithi. Kuna G on sidus, siis hulgas V'\ {xy, ...,z } peab leiduma
mingi tipp v, mis on serva abil ithendatud mingi tipuga z;, kus j € {0,1,...,k}. Siis
aga lidbides serva vz; ning seejérel alustades tipust x; koik tsiikli C' servad peale viimase
saaksime lihtahela pikkusega k& + 1. See on vastuolus P maksimaalsusega. Jarelikult C'
peab sisaldama koiki G tippe ja olema Hamiltoni tsiikkel. O

Hamiltoni tsiiklid on seotud jargmise tuntud matemaatilise probleemiga.

Riandkaupmehe iilesanne. On antud n linna koos nende vahel eksisteerivate teede ja
nende pikkustega. Leida [ihim marsruut, mis ldbib koiki linnu tdpselt tihe korra ja jouab
alguspunkti tagast.

Sellise iilesande lahendamiseks vaadeldakse graafi, mille tippudeks on linnad, servadeks
nendevahelised teed ja igale servale on omistatud kaal, mida véljendab vastava tee pikkus.
Ulesande lahendamiseks tuleb leida selles graafis Hamiltoni tsiikkel, mille puhul on servade
kaalude summa vahim. Arvutuslikult loetakse selline iilesanne raskeks.
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2.6 Puud

2.6.1 Puude pohiomadused

Puud moodustavad iihe olulise graafide klassi, millel on isedranis palju rakendusi ar-
vutiteaduses (néiteks andmestruktuuridena). Ka loogika osas vaadeldud téesuspuud ja
tuletuspuud on puud graafiteoreetilises mottes.

Definitsioon 2.68 Graafi nimetatakse puuks, kui ta on sidus ja ei sisalda tsiikleid.
Definitsioon 2.69 Mets on graaf, mille koik sidususkomponendid on puud.

Naide 2.70 Jargneval joonisel on mets, mis koosneb neljast puust:

Meenutame, et rippuvad tipud on need, mille aste on 1.

Definitsioon 2.71 Puu rippuvaid tippe nimetatakse lehtedeks ja mitterippuvaid tippe
nimetatakse sisetippudeks.

Teoreem 2.72 Vihemalt kahetipulisel puul on vihemalt kaks lehte.

TOESTUS. Olgu meil antud n-tipuline puu, kus n > 2. Valime graafis vélja suvalise tipu,
olgu see vy, ja hakkame sellest tipust servi méoda liikuma nii, et me ei ldbiks iihtegi tippu
kaks korda. Tekkiv lihtahel peab kindlasti 16ppema tipus, mille aste on 1. Kui see nii ei
oleks, siis jouaksime mingil sammul tipuni v, millest ei leidu enam serva iihtegi labimata
tippu, aga mille aste on vidhemalt 2. Jarelikult peab tipust vy leiduma serv juba monda
labitud tippu v;, kus ¢ # k—1. See aga tdhendab, et graaf sisaldab tsiiklit, mis on vastuolus
eeldusega. Seega graafis leidub vihemalt iiks tipp v, mille aste on iiks.

Votame niiiid selle tipu v ja korrates sama mottekéiku konstrueerime lihtahela alates
temast. Ka see peab 16ppema mingis tipus u, mille aste on 1. Jarelikult on vaadeldavas
puus vihemalt kaks lehte. O

Leidub kuitahes suure tippude arvuga puid, millel ongi ainult kaks lehte, nendeks on
n-tipulised ahelad.
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Teoreem 2.73 Igal n-tipulisel puul on n — 1 serva.

Seda teoreemi on voimalik toestada viahemalt kahel viisil. Annamegi siin kaks erinevat
toestust.

TOESTUS. Jirelduse [2.48| pohjal ei saa puul olla vihem kui n — 1 serva. Jirelduse [2.37]
tottu ei saa puul olla rohkem kui n — 1 serva. Seega peab puul olema n — 1 serva. a

TOESTUS. Tdéestame viite induktsiooniga puu tippude arvu jargi.

Alus. Kui n = 1, siis on tegemist puuga, mille servade arv on 0.

Samm. Olgu n > 1 naturaalarv ja eeldame, et véide kehtib koigi puude korral, millel on
n tippu. Olgu G puu, millel on n + 1 tippu. Kuna graafil G on vihemalt kaks tippu, siis
teoreemi [2.72 pohjal leidub tal leht. Kustutame selle dra koos intsidentse servaga. Jérele
jaavale n-tipulisele graafile saame rakendada induktsiooni eeldust, seega on temas n — 1
serva. Jarelikult graafis G on n serva. O

Teoreem 2.74 Graafi G puhul on jirgmised vdited samavddrsed:
1. G on puu;

2. G on sidus, kuid tikskoik millise olemasoleva serva kustutamisel muutub mittesidu-
saks;

3. G ei sisalda tstkleid, kuid tikskoik millise serva lisamisel tekib tsiikkel.

TOESTUS. 1 = 2. Eeldame, et G on puu. Siis on ta definitsiooni tottu sidus. Oletame
vastuvéiteliselt, et mingi serva e kustutamise jédrel jadb G sidusaks. Siis serv e ei ole
sild. Teoreemi pohjal kuulub e mingisse tsiiklisse. See on aga vastuolus eeldusega.
Jarelikult parast mistahes serva kustutamist muutub G mittesidusaks.

2 = 3. Eeldame, et GG rahuldab tingimust 2. Oletame, et G sisaldab mingit tsiiklit.
Siis sellest tsiiklist ithe serva kustutamisel sidusus ei kao, mis on vastuolus eeldusega.
Jérelikult G ei saa sisaldada tsiikleid.

Olgu u ja v graafi G suvalised tipud, mille vahel pole serva (seega nende vahele on
voimalik serva lisada). Sidususe tottu peab leiduma lihtahel tippude u ja v vahel. Selle
lihtahela pikkus on vihemalt 2. Niiiid serva uv lisamisel tekib tsiikkel.

3 = 1. Eeldame, et G rahuldab tingimust 3. Siis ta ei sisalda tsiikleid. Oletame vas-
tuvéiteliselt, et G ei ole sidus. Siis leiduvad tipud u ja v, mis asuvad erinevates sidususkom-
ponentides. Serva uv lisamisel tsiiklit tekkida ei saa, mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult
GG peab olema sidus. Sidusa tsiikliteta graafina on ta puu. a

Jareldus 2.75 Graafi G puhul, millel on n tippu ja m serva, on jdrgmised vdited sa-
mavddrsed:

1. G on puu;
2. G on sidus jam=n—1;

3. G ei sisalda tsiikleid ja m =n — 1.
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TOESTUS. Kui G on puu, siis teoreemi pohjal m =n — 1. Seega 1 = 2 ja 1 = 3.

2 = 1. Eeldame, et G on sidus ja m = n — 1. Siis jarelduse [2.48| pohjal saame mistahes
serva kustutamisel mittesidusa graafi. Kuna G rahuldab teoreemi tingimust 2, siis
peab ta olema puu.

3 = 1. Eeldame, et G ei sisalda tsiikleid ja m = n — 1. Siis mistahes serva lisamisel
saame graafi, milles on servi vihemalt sama palju kui tippe. Vastavalt jareldusele [2.37]
peab selline graaf sisaldama tsiiklit. Kuna G rahuldab teoreemi tingimust 3, siis peab
ta olema puu. O

Teoreem 2.76 Graaf G on puu parajasti siis, kui tema iga kahte erinevat tippu ihendab
tapselt ks lihtahel.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu G puu ja u,v selle kaks erinevat tippu. Sidususe téttu
leidub u ja v vahel vahemalt iiks lihtahel. Oletame vastuviiteliselt, et leidub kaks erinevat
lihtahelat u ja v vahel:

U=Tyg, L1y Ll—1, LT =V,

U="Yo, Y1, Yi-1,Y91 = V.

Uldisust kitsendamata eeldame, et k < [ (kui k& > [, siis on toestus analoogiline). Toestuse
I6petamiseks néitame, et graafis G leidub sellisel juhul tsiikkel, mis annab vastuolu eel-
dusega, et G on puu.

Mingi arv tippe nende kahe lihtahela alguses voib kokku langeda (me teame, et kind-
lasti viihemalt esimene tipp u on neil sama). Olgu r suurim indeks, mille korral

To="Yo, T1="Y1, ---y Tpr =1Yr.

Veendume, et r < k. Oletame vastuvéiteliselt, et » = k. Siis k < [, sest kui kehtiks vordus
k =1, siis langeksid ahelad kokku, aga me eeldasime, et nad on erinevad. Jarelikult teist
ahelat ldbides peame tipust y, = zp = v edasi liikuma ja 16puks joudma uuesti tagasi
tippu y; = v. Seega tipp v esineb teises ahelas kaks korda, mis on vastuolus eeldusega, et
tegemist on lihtahelaga.

Niisiis peab kehtima vorratus r» < k. See tdhendab, et ahelates leiduvad tipud x,,; ja
Yr+1 ning nad on erinevad (vastavalt r valikule).

Lr41 Tk—1

@ @ L
U=To="Y T1="MU

Yr+1 Yi—1

Liigume niiiid tipust z, alustades modda esimest ahelat, kuni jouame esimese tipuni z,
mis asub ka teisel ahelal (varem voi hiljem peab see juhtuma, sest ahelad 16pevad samas
tipus v). Tollest tipust liigume teist ahelat pidi tagasi tippu x, = y,. Nii oleme saanud
graafis G tsiikli, sest
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a) meie kinnine ahel sisaldab vidhemalt kolme erinevat tippu (x,, .41 ja y,41) ning
seega ka vdhemalt kolme serva,

b) vastavalt konstruktsioonile me ei lébi iihtegi tippu kaks korda.

Piisavus. Eeldame, et graafi GG iga kahte erinevat tippu iithendab téapselt iiks lihtahel.
Siis G on sidus. Oletame vastuviiteliselt, et graafis GG leidub tsiikkel ja valime selles
tsiiklis vélja iithe serva wv. Siis tippe u ja v ithendab vdhemalt kaks lihtahelat: servast
uv koosnev lihtahel ja tsiikli ilejddnud osast koosnev lihtahel. See on vastuolus eeldusega
ning jarelikult G ei saa sisaldada tsiikleid. Seega on ta puu. a

2.6.2 Toespuud

Definitsioon 2.77 Sidusa graafi toespuuks ehk aluspuuks nimetatakse sellist alam-
graafi, mis sisaldab koiki tippe ja on puu.

Niide 2.78 Jérgneval joonisel on iiks graaf ja selle toespuu (toespuu servad on joonis-
tatud paksema sinise joonega):

Lause 2.79 Igal sidusal graafil leidub toespuu.

TOEsTUS. Olgu G sidus graaf. Hakkame iihekaupa kustutama selle graafi servi nii, et
graaf ei kaotaks sidusust. Selle protsessi lopuks jadab meile alles alamgraaf 7', mis

e sisaldab koiki G tippe,
e on sidus,
e {ikskoik millise serva kustutamisel muutub mittesidusaks.

Vastavalt teoreemile on 7" puu ja vastavalt definitsioonile on ta graafi G' toespuu.
O

Igal puul on ainult iiks toespuu — see on ta ise. Kui sidus graaf ei ole puu, siis on tal
mitu toespuud.

Toespuude leidmine on tihti kasulik sellises olukorras, kus graaf on kaalutud. Kaa-
lutud graafi all peetakse silmas sellist graafi, mille igale servale on omistatud nn. kaal,
mida véljendatakse harilikult positiivse reaalarvu abil. Formaalselt voib kaalutud graafi
defineerida jargmiselt.
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Definitsioon 2.80 Kaalutud graafiks nimetatakse kolmikut (V) F,w), kus (V] E) on
graaf ja w : E — R™ on kujutus. Positiivset reaalarvu w(e) nimetatakse serva e kaaluks.

Tiitipiline néide kaalutud graafist on maanteede kaart, kus tippudeks on linnad, ser-
vadeks linnade vahelised maanteed ja servade kaaludeks teede pikkused.

Kaalutud graafi esitamisel joonise abil mérgitakse servade kaalud harilikult joonisele
servade juurde.

Definitsioon 2.81 Kaalutud graafi G toespuu T" kaaluks w(7') loetakse tema servade
kaalude summat. Oeldakse, et graafi G toespuu 7" on minimaalse kaaluga, kui G iga
toespuu T” korral w(7T) < w(T").

Naiide 2.82 Oletame, et riik tahab ehitada vélja valguskaablivorgu, mis jouaks iga Festi
linna, alevi ja alevikuni. Voime vaadelda graafi, mille tippudeks on asulad, servaga on
ithendatud need asulad, mille vahele on pohimotteliselt voimalik maistliku kuluga kaabel
paigaldada, ja serva kaaluks on vastava kahe asula vahele kaabli paigaldamise maksumus
eurodes. Minimaalse kaaluga toespuu annab koige odavama ehituskuluga vorgu.

Analoogiline iilesande piistitus tekib siis, kui on vaja vélja ehitada elektri korgepingelii-
nid, veevorgud voi kanalisatsioonitrassid.

Hulgaliselt niiteid toespuude rakenduste kohta voib leida ingliskeelse Vikipeedia ar-
tiklist Minimum spanning tree.

Igal sidusal kaalutud graafil leidub minimaalse kaaluga toespuu. Kuna vaadeldavad
graafid on 16plikud, siis voime antud graafi puhul leida koik tema toespuud, arvutada
vilja koigi toespuude kaalud ja leida kaalude hulgast minimaalse. Selliseid minimaalse
kaaluga toespuid voib graafil olla mitu.

Graafi koigi toespuude leidmine on viga toomahukas ja arvutuslikult ebaefektiivne.
Onneks on olemas ka paremaid algoritme. Selles paragrahvis toome #ra kaks algoritmi
antud sidusa kaalutud graafi minimaalse kaaluga toespuu leidmiseks. Esimese neist pakkus
vilja Joseph Kruskal] 1956. aastal.

Kruskali algoritm.

Antud: n-tipuline sidus kaalutud graaf G = (V, E, w).
Leida: minimaalse kaaluga toespuu.
Idee: lisame minimaalse kaaluga servi nii, et ei tekiks tsiikleid.

1. Vali servaks e; graafi G minimaalse kaaluga serv.

2. Igai=2,3,...,n — 1 korral vali servaks e; graafi G minimaalse kaaluga serv, mis
erineb servadest eq,...,e;_1 ja ei moodusta koos servadega ey, ..., e;_; tsiiklit.

3. Tagasta graaf T = (V,{e1,eq,...,€n_1}).

Mairkus 2.83 Lause “Serv e; koos servadega eq, ..., e;_1 el moodusta tsiiklit” all moista-
me seda, et G alamgraaf, mis koosneb servadest ey, ..., e;_1,€; ja nende otstippudest, ei
sisalda iihtegi tsiiklit.

3Joseph Kruskal (1928-2010) — ameerika matemaatik
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Naiaide 2.84 Leiame kaalutud graafi

U 3 v
2 I 2
w T 5 Yy

minimaalse kaaluga toespuu Kruskali algoritmi abil. Selles graafis on kaks minimaalse kaa-
luga serva: uw ja vy. Esimesel sammul valime minimaalse kaaluga serva uw. Jargnevatel
sammudel valime servad vy, vw, uz. Tulemuseks on toespuu

u (%

g
S
<

kaaluga 2 +2+3+4 =11.
Toestame, et Kruskali algoritm téotab korrektselt.

Teoreem 2.85 Kui G on sidus kaalutud graaf, sits Kruskali algoritm leiab graafi G mi-
nimaalse kaaluga toespuu.

TOEsTUS. Koigepealt veendume, et sammul 2 on toesti alati voimalik valida serv e;, mis
erineb varem valitud servadest ej,...,e;_1 ja ei moodusta koos nendega tsiiklit. Selleks
vaatleme graafi G alamgraafi G' = (V,{ey,...,e;_1}). Graafis G’ on n tippu ja vihem kui
n — 1 serva (i — 1 < n — 1). Vastavalt jareldusele on graaf G’ mittesidus. Jarelikult
peab tal leiduma vdhemalt kaks sidususkomponenti. Votame kaks tippu v ja v, mis asuvad
G’ erinevates sidususkomponentides. Kuna G on sidus, siis peab graafis G leiduma ahel u
ja v vahel. See ahel peab sisaldama vidhemalt iihte serva e;, mille otstipud on erinevates
komponentides. Selline serv e; ei saa langeda kokku {ihegagi servadest ey, .. ., e;_1 ja samuti
ei saa ta koos servadega ey, ..., e;_1 moodustada tsiiklit.

Olgu graafi G alamgraaf T = (V,{e1,eq,...,€,-1}) leitud Kruskali algoritmi abil.
Kuna 7' ei sisalda tsiikleid ja tema servade arv on n — 1, siis jédrelduse pohjal on T
puu. Et ta sisaldab koiki G tippe, siis on tegemist G' toespuuga. Tuleb veel niidata, et T’
on minimaalse kaaluga toespuude hulgas.

Oletame vastuviiteliselt, et T" ei ole minimaalse kaaluga toespuu. Siis leidub toespuid,
mille kaal on vaiksem kui puul 7. Olgu T” graafi G toespuu, mis

e on minimaalse kaaluga ja

e omab minimaalse kaaluga toespuude hulgas puuga 7" maksimaalset arvu iihiseid
servi.
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Siis w(7T") < w(T') ning jarelikult ka 77 # T. Olgu k € {1,...,n — 1} v&him arv, mille
korral serv ey ei kuulu puusse 7" (see leidub, sest 7" # T'). Niisiis

€1y ey Ch1, sy Cn1 € E(T), e1,...,e1_1 € E(T') ja ey & E(T").

Olgu S graafi G alamgraaf, mis saadakse serva e;, lisamisel puule T”. Siis vastavalt teoree-
mile peab S sisaldama mingit tsiiklit C'. See tsiikkel C' peab sisaldama serva ey, kuid
ta peab sisaldama ka mingit serva e, mis ei kuulu puusse T' (sest vastasel korral sisaldaks
puu T tsiiklit C'). Kustutame graafist S serva e ja téhistame saadud graafi 7”. Tinglikult
voiks kirjutada

S=T +e, ja T"=S—e=T +¢, —e.

Konstruktsiooni illustreerib jargmine joonis.

€k

€1

€k—1

T + e T"

Graaf T” on ka G toespuu, sest ta on sidus ja temas on n— 1 serva (vt. jareldust [2.75)).

Vastavalt k valikule kuuluvad servad ey, ..., e;_1 ka puusse 1”. Serv e
e ci ole vordne iihegagi servadest eq, ..., ex_1 (sest e ei kuulu puusse 7') ja
e ci moodusta koos servadega ey, ..., e, tsiikleid (sest 77 on puu ja eq,...,ex_1,€

on tema servade hulgas).

Vastavalt serva e; konstruktsioonile Kruskali algoritmi sammul 2 peab kehtima vorratus
w(er) < w(e). Kuna T” on saadud puust 7" serva e, lisamisel ja serva e kustutamisel, siis

w(T") = w(T") + w(er) —wle) <w(T').

Et 7" oli minimaalse kaaluga toespuu, siis peab kehtima vordus w(7”) = w(7”), mis
tdhendab, et ka T” on minimaalse kaaluga toespuu. Samas puul 7" on puuga T rohkem
tihiseid servi kui puul 7" (lisaks servadele ey, ..., e,_1 ka serv ex), mis on vastuolus 7"
valikuga. Saadud vastuolu néitab, et T' peab olema minimaalse kaaluga toespuu. O
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Tutvustame ka teist minimaalse toespuu leidmise algoritmi, mille to6tas 1930. aastal
véilja tSehhi matemaatik Vojtéch Jarnik. Hiljem taasavastasid selle algoritmi ameerika
matemaatik ja arvutiteadlane Robert Prim (aastal 1957) ja hollandi arvutiteadlane Edsger
Dijkstra (aastal 1959). Kuigi seda algoritmi oleks 6igem kutsuda Jarniku algoritmiks,
kasutame kéesolevas kursuses rahvusvaheliselt enam levinud nimetust Primi algoritm.

Primi algoritm.

Antud: n-tipuline sidus kaalutud graaf G = (V, E,w).

Leida: minimaalse kaaluga toespuu.

Idee: Konstrueerime alamgraafi T'. Alustame suvalisest tipust ja ithendame puule jérjest
servi, mis viivad uude tippu (mis veel ei kuulu graafi 7'), valides igal sammul minimaalse
kaaluga serva.

1. Vali graafist G viilja suvaline tipp v. Olgu T graaf ainsa tipuga v jaolgu U := V' \{v}.
2. Igai=1,...,n—1 korral:

(a) leia graafist G vdhima kaaluga serv e;, mis ithendab mingit graafi T;_; tippu
mingi U tipuga w;
(b) lisa alamgraafile T;_; serv e; ja tema teine otstipp w;, tahista saadud graafi Tj;

(c) eemalda tipp w; hulgast U.
3. Tagasta graaf T}, ;.

Naiide 2.86 Vaatleme jille kaalutud graafi

U 3 v
2 I 2
w X 5 Yy

Leiame selle graafi minimaalse kaaluga toespuu Primi algoritmi abil. Esimesel sammul
valime tipu v. Jargnevatel sammudel valime tipud y, u, w, z koos servadega vy, vu, uw, ux.
Tulemuseks on toespuu

IS
w
<

w x Yy

Paneme tédhele, et selles niites ja niites leitud minimaalse kaaluga toespuud on
erinevad. Nende molema kaal on 2 +2+4+ 344 = 11.
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Teoreem 2.87 Kui G on sidus kaalutud graaf, siis Primi algoritm leiab graafi G mini-
maalse kaaluga toespuu.

TOESTUS. Kuna G on sidus, siis igal sammul leidub serv, mis {thendab alamgraafi T;
mone hulka U kuuluva tipuga. Seega valikut sammul 2(a) on véimalik teha.

Olgu Primi algoritmi abil leitud servad ey, ..., e,_1. Kuna iihelgi sammul ei saa serva
e; ja tipu w; lisamisel tekkida tsiikkel, siis koik graafid T; (servadega ey,...,e;), kus
i€{1,...,n— 1}, on tsiikliteta. Samas on nad konstruktsiooni tottu sidusad. Jérelikult

T; on puuiga i € {0,1,...,n— 1} korral. Muuhulgas T,,_; on puu. Ta sisaldab ka koiki G
tippe ning seega on toespuu. Toestame, et T,,_; on minimaalse kaaluga toespuude hulgas.

Kui T},_; sisaldub alamgraafina mingis minimaalse kaaluga toespuus 7", siis T,,_; = T",
sest nii toespuul 7;,_; kui toespuul 77 on n—1 serva. Seega T,,_; on ise minimaalse kaaluga
toespuu, nii nagu vaja.

Oletame niiiid, et 7),_; ei sisaldu iiheski minimaalse kaaluga toespuus. Olgu k €
{1,...,n—1} maksimaalne arv, mille korral puu T}_; sisaldub mingis minimaalse kaaluga
toespuus 7”. (Paneme téhele, et Ty kindlasti sisaldub igas minimaalse kaaluga toespuus,
seega on voimalik selline k leida.) Néitame, et sel juhul tekib vastuolu. Kuna 7}y on 7"
alamgraaf, aga T} enam ei ole, siis 7" sisaldab servi ey, ..., ex_1, aga mitte serva ey (vas-
tavalt & maksimaalsusele). Lisame puule 7" serva ej. Saadud alamgraaf S sisaldab tdnu
teoreemile mingit tsiiklit C'. See tsiikkel peab aga sisaldama serva ej,. Tsiikkel C' peab
sisaldama ka mingit serva, mis ei kuulu puusse T} (sest T} ei saa tsiiklit C' sisaldada).
Olgu e, = upwy, siis vastavalt konstruktsioonile on tipp uy alamgraafis Tj._; ja tipp wy
véljaspool seda.

Alustame tipust u; litkumist mooda tsiiklit C', aga mitte tipu w; suunas, vaid vastu-
pidises suunas. Kuna wu; on alamgraafis Tj,_; aga wy, ei ole, siis varem voi hiljem jouame
mingi servani e, mille {iks otstipp on alamgraafis T;_; ja teine véljaspool seda. Serv e ei
saa kuuluda graafi Ty, sest

a) e {ey,...,ex_1} (kuna e ei kuulu graafi Ty,_4),

b) e # e;, (kuna me liigume tsiiklil C' serva e, viltides).

Moodustame graafi 7" kustutades graafist S serva e. Tinglikult voime kirjutada
S=T +e, ja T'"=S—e=T +¢, —e.
Konstruktsiooni illustreerib jargmine joonis.

U €L Wi €L

€1

€rk—1

T/ _|_ e Tl/
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Siis w(er) < w(e), sest hetkel kui Primi algoritm valis serva ey, oli valitavate servade
hulgas ka e. Seega w(T") < w(T”). Et T” on sidus graaf n — 1 servaga, siis jirelduse [2.75]
tottu on ta puu. Samuti sisaldab ta koiki GG tippe ja on seega G toespuu. Kuna 7" oli
minimaalse kaaluga toespuu, siis w(7"”) = w(T”") ja ka T” on minimaalse kaaluga toespuu.
Samas T” sisaldab puud T}, mis on vastuolus k valikuga. O
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2.7 Suunatud graafid

2.7.1 Suunatud graafide pohiomadused

Siiani oleme vaadelnud graafe, kus servade suund pole oluline, s.t. me ei ole teinud vahet,
milline tipp on serva algtipp ja milline 1opptipp. Vaatleme niiiid graafe, mille servadel on
suund.

Definitsioon 2.88 Suunatud graaf on jarjestatud paar G = (V, E'), kus V' on mittetiihi
hulk ja £ on hulga V' x V' alamhulk.

Seega hulga E elementideks on jarjestatud paarid (u,v), kus w,v € V. Suunatud
graafi puhul rasgitakse servade asemel harilikult kaartest ning joonistel kujutatakse neid
tavaliselt nooltena. Tippu u nimetatakse kaare (u,v) algtipuks ja tippu v selle kaare
16pptipuks. Ocldakse, et kaar (u,v) viljub tipust u ja siseneb tippu v.

Kui edaspidises tahame mingil hetkel rohutada, et vaatleme graafi definitsiooni
mottes, siis {itleme, et vaatleme suunamata graafi. Nii nagu suunamata juhulgi vaatleme
selles kursuses ainult 16plikke suunatud graafe.

Markus 2.89 Suunatud graafis voib definitsiooni jérgi kahe tipu vahel olla kas 0, 1 voi 2
kaart. Meie definitsiooni jérgi on lubatud ka silmused, s.t. kaared kujul (v, v). (Monikord
silmuseid suunatud graafi definitsioonis ei lubata.) Kui u ja v on erinevad tipud, siis kaared
(u,v) ja (v,u) on erinevad. Monikord téhistatakse suunatud graafi kaarte hulka téhega A
(sonast arc, vt. nditeks monograafiat [I]).

Markus 2.90 Meenutame, et binaarseteks seosteks hulgal V' nimetatakse hulga V' x V'
alamhulki. Seega binaarne seos ja suunatud graaf on sisuliselt sama asi.

Naiide 2.91 Olgu meil antud mingi linna tédnavate kaart. Seda voib vaadelda suunatud
graafina, mille tippudeks on ristmikud ja kahe ristmiku u ja v vahel on kaar (u,v), kui
need on iithendatud ténavaga, millel on lubatud séita ristmikult w ristmiku v suunas.
Seega kahesuunalise liiklusega tédnavad annavad graafi kaks kaart ja iihesuunalise liiklusega
tdnavad iihe.

Definitsioon 2.92 Olgu G = (V, E) suunatud graaf tippude hulgaga V' = {vy,...,v,}.
Siis G naabrusmaatriksiks nimetatakse n x n-maatriksit A = (a;;), kus

1, kui (v,v) € E,
Y10, kui (v;,v5) € E.

Naide 2.93 Suunatud graafi
Q’U4

U3

Vo e e Us

Ull\_/.UG
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naabrusmaatriks on

001101
00 0O0O0O
010100
A= 000100
000O0O0O0
1 0000O0

Nagu néha, suunatud graafi naabrusmaatriks ei pea olema stimmeetriline ning tema pea-
diagonaalil voib olla iihtesid.

Kui asendame suunatud graafis koik kaared suunamata servadega (nii-6elda unustame
suuna ara), jatame vilja koik silmused ja kordsetest servadest jatame alles iihe, siis saame
graafi, mida kutsutakse esialgse suunatud graafi alusgraafiks.

Definitsioon 2.94 Suunatud graafi tipu v sisendastmeks (téhistus d_(v)) nimetatakse
sellesse tippu sisenevate kaarte arvu ning viljundastmeks (téhistus d, (v)) nimetatakse
sellest tipust véljuvate kaarte arvu.

Naide 2.95 Suunatud graafis

ond_(v)=1jad,(v) = 3. Selle graafi alusgraaf on

Teoreem 2.96 Suunatud graafis on tippude sisendastmete summa vordne tippude vdl-

Jundastmete summaga:
D d_(v) =) di(v).

veV veV

TOEsTUS. Tippude sisendastmete summa on vordne graafi kaarte arvuga, sest selle sum-
ma leidmisel arvestame iga kaart iihe korra. Samamoodi on véljundastmete summa vordne
kaarte arvuga. Jérelikult on need summad vordsed. a
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Definitsioon 2.97 Suunatud graafi sisend on tipp, mis pole iihegi kaare 16pptipp.
Definitsioon 2.98 Suunatud graafi viljund on tipp, mis pole iihegi kaare algtipp.

Naiide 2.99 Niites vaadeldud suunatud graafi sisendiks on tipp vs ning valjunditeks
on tipud v, ja vs.

Ulesanne 2.100 Kuidas saab naabrusmaatriksi abil kindlaks teha, kas suunatud graafi
mingi tipp on sisend vo6i valjund?

Definitsioon 2.101 Suunatud graafi tippude jarjendit vg, v1, ..., vs, kus iga kaks jarjes-
tikust tippu v; ja v;11 on ithendatud kaarega (v;, v;11), nimetatakse suunatud ahelaks.
Kui {ikski tipp suunatud ahelas ei kordu, siis on tegemist suunatud lihtahelaga. Kin-
nine suunatud ahel on suunatud ahel, mille esimene ja viimane tipp langevad kokku.

Definitsioon 2.102 Suunatud tsiikkel on kinnine suunatud ahel, milles on vihemalt
kaks kaart ja mis ei ldbi iihtegi tippu kaks korda.

Mairkus 2.103 Niisiis suunatud tsiikkel on suunatud ahel vy, vy, ..., v, kus k > 2, vy =
vk ja tipud vg, v1,...,vi_1 on erinevad. Definitsiooni jérgi ei loe me silmuseid tsiikliteks,
kuid suunatud graafides voib olla kahest kaarest koosnevaid tsiikleid kujul v, u, v:

Selline terminoloogia on kooskdlas raamatus [I] kasutatavaga (vt. lk. 11). Mones teises
allikas voidakse lubada ka silmust suunatud tsiiklina.

Naiide 2.104 Vaatleme suunatud graafi

(%) p U3

Us

U1 V4

Selles graafis
® vy, U9, Us, U1, Uy ON suunatud ahel, mis ei ole suunatud lihtahel,
® VU1, Vg, Us, U1, Uy, v1 ON Kinnine suunatud ahel,
® Vs, U3, Uy, U1, Ug Oon suunatud lihtahel,

® U5, U3, Uy, U5 Oon suunatud tsiikkel.
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Teoreem 2.105 Kui suunatud graafis pole suunatud tsiikleid ja silmuseid, siis leidub sel-
lel graafil vihemalt iiks sisend ja vahemalt tiks vdljund.

TOESTUS. Vaatleme suunatud graafi G = (V, E), milles pole suunatud tsiikleid ega silmu-
seid ja néitame, et selles graafis leidub véaljund. Valime selles graafis vilja iihe tipu v. Kui
v on valjund, siis on vajalik tipp leitud. Vastasel korral leidub kaar, millele v on algtipuks.
Kuna silmuseid ei ole, siis leidub tipp v; # v nii, et (v,v;) € E. Kui v; on véljund, siis
Iopetame. Vastasel korral peab leiduma mingi kaar (v, vq), kus vy # v;. Jiatkame sama-
moodi. Paneme tédhele, et iikski jargnev tipp v; ei saa vorduda varem valitud tippudega
v,v1,...,0;_1, sest graaf ei sisalda suunatud tsiikleid. Kuna graafis on 16plik arv tippe, siis
parast 1oplikku arvu samme peame joudma mingisse tippu u, kust ei vélju iihtegi kaart.
Seega u on véljund.

Sisendi leidmiseks saame kasutada analoogilist arutelu liikudes kaari pidi 16pptipu
poolt algtipu poole. O

Definitsioon 2.106 Suunatud graafi nimetatakse tugevalt sidusaks, kui iga kahe tipu
u ja v korral leidub suunatud ahel tipust u tippu v.

Ka iihetipuline suunatud graaf loetakse tugevalt sidusaks.

Definitsioon 2.107 Suunatud graafi nimetatakse norgalt sidusaks, kui tema alusgraaf
on sidus.

Kui suunatud graaf G on tugevalt sidus, siis on ta ka norgalt sidus. Toepoolest, kui
mistahes tippude u ja v korral leidub suunatud ahel tipust u tippu v, siis ka G alusgraafis
on u ja v ithendatud ahelaga.

Naide 2.108 Suunatud graaf

r—>0—>0

on norgalt sidus, kuid mitte tugevalt sidus. Suunatud graaf

on tugevalt sidus.

Niide 2.109 Vaatleme linnatdnavate suunatud graafi néitest [2.91] Liikluse planeerimisel
on loomulik néuda, et see graaf oleks tugevalt sidus, sest liiklejad tahavad, et igalt rist-
mikult saaks liikluseeskirja rikkumata soita igale teisele.

Lause 2.110 Kui G on vihemalt kahetipuline tugevalt sidus graaf, siis tal ei ole sisendeid
ega viljundeid.
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TOESTUS. Olgu u graafi G mingi suvaline tipp. Valime veel iihe tipu v, mis erineb tipust
u. Tugeva sidususe tottu peavad leiduma suunatud ahelad tipust w tippu v ja tipust v
tippu u. Jérelikult peab leiduma nii tipust u véljuvaid kui ka tippu u sisenevaid kaari. See
tdhendab, et u ei saa olla ei sisend ega véljund. a

Seega kui vihemalt kahetipulises suunatud graafis leidub sisend v6i véaljund, siis see
graaf ei saa olla tugevalt sidus.

Kui suunatud graafis puuduvad sisendid ja valjundid, siis sellest veel ei jareldu tugev
sidusus.

Naiide 2.111 Suunatud graafis

ei ole sisendeid ega viljundeid. See graaf ei ole tugevalt sidus, sest tipust z ei leidu
suunatud ahelat tippu v.

Teoreem 2.112 Kui sidusas suunamata graafis ei leidu thtegi silda, siis saab graafi ser-
vadele mdadrata suunad nii, et tekkinud suunatud graaf on tugevalt sidus.

ToEsTUS. Uhetipulise graafi puhul on véide ilmne. Ainuke kahetipuline sidus suunamata
graaf (isomorfismi tépsuseni) on

e

ja selle ainus serv on sild. Edasises vaatleme suvalist teoreemi eeldusi rahuldavat graafi
G, milles on véhemalt kolm tippu. Kuna iikski serv pole sild, siis tdnu teoreemile [2.45
peab iga serv sisalduma mingis tsiiklis. Valime suvalise serva e (see leidub sidususe tottu)
ja vaatleme tsiiklit C', mis seda serva sisaldab. Orienteerime selle tsiikli koik servad iihes
suunas, siis saab igast tsiikli tipust liikkuda igasse teise. On kaks voimalust.

1) Koik G tipud kuuluvad tsiiklisse C'. V6ib juhtuda, et méni G serv ei kuulu tsiiklisse
C. Siis voime talle méadrata suvalise suuna. Saadud suunatud graaf on tugevalt sidus.

2) Moni G tipp ei kuulu tsiiklisse C. Siis leidub sidususe tottu G serv, mis ithendab
tsiikli C' mingit tippu v mingi tipuga u véljaspool tsiiklit. Ka serv vu peab sisalduma
mingis tsiiklis ja seega peab lisaks ahelale v, u leiduma veel {iks suunamata ahel tippude
u ja v vahel.

v u
———— > o —————>
e
C
-0
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Liigume seda pikemat ahelat pidi tipust w tippu v ja olgu w esimene ahela tipp, mis
kuulub tsiiklisse C' (see peab leiduma, sest hiljemalt v kuulub tsiiklisse C'). Madrame
ahela v, u, ..., w servadele suuna tipu v poolt tipu w poole. Omavahel kaartega ithendatud
tippude hulgas péiseb niitid endiselt igast tipust igasse teise. Nii jatkame kuni koik G
tipud on {ihendatud mingisse suunatud tsiiklisse. Kui moni G serv jaab protsessi kdigus
kasutamata, siis voime talle anda suvalise suuna, sest see tugevat sidusust éra ei kaota. O

Suunamata graafide korral saime rdikida sidususkomponentidest. Ka suunatud graa-
fide korral on see voimalik, aga olukord on veidi keerulisem. Anname koigepealt moned
definitsioonid.

Definitsioon 2.113 Suunatud graafi G’ = (V’, E’) nimetatakse suunatud graafi G =
(V, E) alamgraafiks, kui V' C V ja E' C E.

Definitsioon 2.114 Suunatud graafi tugevalt sidus komponent on maksimaalne tu-
gevalt sidus alamgraaf.

Seega suunatud graafi G = (V, E) tugevalt sidus alamgraaf G' = (V', E’) on selle
graafi tugevalt sidus komponent, kui mistahes tugevalt sidusa alamgraafi G” = (V" E")
korral

VICV'&E CE'"—= V' =V"&E =FE".
Muuhulgas alamgraafile G’ = (V’, E’) mistahes tipu v € V' \ V' ja seda tippu G’ tippudega
iithendavate GG kaarte lisamisel saame alamgraafi, mis ei ole enam tugevalt sidus.

Naide 2.115 Suunatud graafi

U7 Us
'UQ‘\
[
U3 V4
U1
Us Ve
tugevalt sidusad komponendid on
U7 Us
vz\
[ ]
/3 (O
U1
Vs Vg

Olgu G = (V, F) suunatud graaf. Kui tipust u leidub suunatud ahel tippu v, siis
kirjutame u ~» v. Defineerime hulgal V' binaarse seose = jiargmiselt:

U=V U~V ]av~ U

Lihtne on veenduda, et seos = on ekvivalentsiseos. Ekvivalentsiklassid selle seose jérgi on
tipuhulga V' alamhulgad.
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Definitsioon 2.116 Olgu G = (V| F) suunatud graaf ja U C V. Tippude hulga U
poolt tekitatud G alamgraafiks nimetatakse suunatud graafi Gy = (U, Ey), kus

EU :{(:L‘7y) | T,y € U?(:an) GE}

Seega hulga U poolt tekitatud alamgraaf saadakse, kui kaarteks voetakse koik kaared,
mis hulka U kuuluvate tippude vahel graafis G' olemas on.

Lause 2.117 FEkvivalentsiklassid seose = jirgi tekitavad suunatud graafi alamgraafid, mis
on selle suunatud graafi tugevalt sidusateks komponentideks.

TOESTUS. Olgu G = (V, E) suunatud graaf ja vaatleme suvalise tipu u € V' ekvivalentsi-
klassi
K={veV]u=uv}

poolt tekitatud alamgraafi Gx = (K, Fk). See alamgraaf on tugevalt sidus, sest kui
v, v € K, silis u = v jau = v/, kust seose = stimmeetria ja transitiivsuse tottu v = v’ ning
jarelikult tipust v leidub suunatud ahel tippu v (ja vastupidi).

Niitame, et Gx on maksimaalne tugevalt sidus alamgraaf. Oletame vastuviiteliselt,
et G el ole seda. Siis G sisaldub mingis tugevalt sidusas alamgraafis G' = (V', E’),
kusjuures K C V' voi Ex C E'. Kuna juhtum K =V’ ja Ex C E’ ei ole voimalik, siis
K C V' jaleidub tipp vy € V'\ K. Et alamgraaf G’ on tugevalt sidus ja u € K C V| siis
U~ Vg ja vy ~ u. Jarelikult u = vy, mis tdhendab, et vg € K, vastuolu.

Sellega oleme nididanud, et G on graafi G tugevalt sidus komponent. a

Kuna ekvivalentsiseos = tekitab tipuhulga V' tiikelduse, siis G tugevalt sidusad kompo-
nendid on loikumatud ja G iga tipp peab kuuluma mingisse tugevalt sidusasse komponenti.
Lisaks sellele voime 6elda, et tugevalt sidusate komponentide arv on vordne ekvivalentsi-
klasside arvuga seose = jérgi.

Jareldus 2.118 Suunatud graaf on tugevalt sidus parajasti siis, kui tal on ks tugevalt
sidus komponent.

TOESTUS. Suunatud graaf on tugevalt sidus parajasti siis, kui seose = jargi on ainult iiks
ekvivalentsiklass, milleks on hulk V. Viimane on samavéérne sellega, et tugevalt sidusaid
komponente on iiksainus. g

Lause toestuse pohjal saab anda algoritmi tugevalt sidusate komponentide leid-
miseks. Valime suunatud graafis G vilja suvalise tipu u. Otsime {iles koik tipud v, mille
korral u ~» v ja v ~ u. Need tipud tekitavad G esimese tugevalt sidusa komponendi. Siis
valime iilejaanud tippude hulgast suvalise ja kordame protsessi kuni see on voimalik.

Mirkus 2.119 Suunatud graafi nimetatakse Euleri graafiks, kui leidub kinnine suu-
natud ahel, mis ldbib koiki selle graafi kaari tépselt ithe korra. Saab toestada jargmise
tulemuse:

Suunatud graaf on Fuleri graaf parajasti siis, kui ta on tugevalt sidus ja iga tipu korral
tema sisendaste vordub viljundastmega.
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2.7.2 Lithima tee leidmise iilesanne

Praktilistest iilesannetest tekkivates suunatud graafides on tihti kaartele omistatud mingid
positiivse reaalarvuna véljendatavad kaalud.

Definitsioon 2.120 Kaalutud suunatud graafiks nimetatakse kolmikut (V, F, w),
kus (V, E) on suunatud graaf ja w : £ — R' on kujutus. Positiivset reaalarvu w(e)
nimetatakse kaare e kaaluks ehk pikkuseks.

Definitsioon 2.121 Kaalutud suunatud graafi suunatud ahela kaaluks ehk pikkuseks
nimetatakse selle ahela kaarte kaalude summatf]

Kui T = vg,v1,...,v; on mingi suunatud ahel, siis tema kaalu tdhistame w(7T") voi
w(vg, v1, - .., vk). Niisiis
k
W(T) = wlviig,vy).
i=1

Liihima tee leidmise iilesanne seisneb selles, et antud kaalutud suunatud graafi G
kahe tipu puhul leida minimaalse kaaluga suunatud ahel iihest tipust teise (juhul kui see
olemas on).

Edasises iitleme “minimaalse kaaluga suunatud ahela” asemel lithidalt ka “lithim tee”.

Niisiis tee T tipust u tippu v on lithim, kui iga tee T” korral tipust u tippu v kehtib
vorratus w(7T) < w(T”).

Definitsioon 2.122 Kaalutud suunatud graafi tippude u ja v vaheliseks kauguseks
(tahistus d(u, v)) nimetatakse minimaalse kaaluga suunatud ahela pikkust tipust u tippu
v, kui tipust u leidub suunatud ahelaid tippu v. Kui selliseid ahelaid ei leidu, siis loetakse,
et d(u,v) = oo.

Seega lithima tee leidmise iilesande lahendamise kaigus leitakse graafi tippude vahelisi
kaugusi.

Niide 2.123 1. Vaatleme jéille linnaténavate suunatud graafi néitest 2.91] Omistame
selle graafi kaartele kaalud, mis néitavad, kui palju aega kulub keskmiselt iihelt ristmi-
kult naaberristmikule joudmiseks. Lithima tee leidmine tdhendab sellisel juhul minimaalse
ajakuluga marsruudi leidmist.

2. Olgu meil graafi tippudeks linnad, servadeks nendevahelised maanteed ja kaaludeks
maanteede pikkused. Lithima tee leidmine tdhendab sellisel juhul sona otseses mottes
lithima tee leidmist linnast A linna B.

3. Olgu graafi tippudeks linnad ja servadeks iihistranspordiliinid. Kui servade kaalu-
deks on ajakulu, siis lithima tee leidmine tdhendab minimaalse ajakuluga marsruudi
leidmist. Kui aga servade kaaludeks on piletihinnad, siis lithima tee leidmine tdhendab
voimalikult odava marsruudi leidmist.

4Erinevalt suunamata graafide juhust ei tihenda suunatud ahela pikkus selle kaarte arvu. Loodetavasti
siin segadust ei teki.



100 PEATUKK 2. GRAAFITEOORIA

Lithima tee leidmise iilesannet voib soltuvalt silmas peetavast rakendusest piistita-
da véga erinevatel viisidel. Konkreetsest piistitusest soltub ka see, milline peaks ole-
ma iilesande lahendamiseks kasutatav algoritm. Ulesande piistitus voib soltuda néiteks
jargmistest asjaoludest.

e Kas graaf on suunatud v6i suunamata?

e Kas servade kaalud peavad olema positiivsed arvud voi on lubatud ka negatiivsed
kaalud?

Kas tahame leida lithimat teed tipust a tippu z, tipust a koigisse teistesse tippudesse,
voi hoopis koigi tipupaaride vahel?

Kas meid huvitab ainult lithima tee pikkus vo6i ka sinna teesse kuuluvad tipud?

Kas tahame leida iihe lithima tee voi kéikvoimalikud lithimad teed kahe tipu vahel?

Enne algoritmide juurde minekut teeme moned lihtsad tdhelepanekud lithimate teede

kohta.

Lemma 2.124 n-tipulises kaalutud suunatud graafis kehtivad jargmised vdiited.
1. Liihim tee e tohi sisaldada silmuseid ja peab olema suunatud lihtahel.
2. Liihim tee sisaldab tlimalt n — 1 kaart.

3. Liihima tee iga osatee on ka liihim oma otspunktide vahel.

TOESTUS. 1. Ahelast silmuse vilja jatmisel saame samuti ahela, mis ei ole pikem kui
esialgne. Kui ahelas on korduvaid tippe, siis saame korduvate tippude vahele jadva osa
véilja jatta ning pikkus kahaneb.

2. Kuna lithim tee peab olema lihtahel, siis on temas iilimalt n tippu ning jarelikult
iilimalt n — 1 kaart.

3. Vaatleme lithimat teed

tippude u ja v vahel. Kui osatee z,...,y ei oleks minimaalse pikkusega tippude x ja y
vahel, siis saaksime ta asendada lithema teega ning tulemuseks oleks ka u ja v vahel lithem
tee kui T a

Jargnevalt vaatleme kahte lithima tee leidmise algoritmi. Nendes algoritmides kasuta-
me jargmisi kokkuleppeid.

e Eeldame, et kaalutud suunatud graafi G tippude hulgaks on

V=A{12,...,n}.
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e Meil on olemas kujutus w : F — R ja me téhistame kaare (i, j) kaalu w(i, j) asemel
stimboliga w;;.

e Kui tipust i ei ole kaart tippu j (s.t. (¢,j) € E), siis algoritmides me loeme, et
wi; = 0o. Praktikas on moistlik oo ossa votta mingi hésti suur arv, néiteks n - r, kus
n on tippude arv ja r on G servade kaaludest maksimaalne. Kuna lithimas tees on
iilimalt n — 1 kaart, siis {ikski lithim tee ei saa olla pikkusega n - r.

e Soltumata sellest, kas graafis G' on silmuseid v6i mitte, me loeme, et iga tipu ¢ korral
wi; = 0 (s.t. lithim tee tipust ¢ tippu ¢ on pikkusega 0).

Laias laastus on nende algoritmide idee selline, et leiame mingid esialgsed hinnangud
voimalikele lithimate teede pikkustele ja hakkame siis neid samm-sammult parandama.

Maérgime veel, et kuigi algoritmid on sonastatud suunatud graafide jaoks, saab neid
kasutada ka suunamata juhul. Nimelt suunamata graafi voib muuta suunatuks asendades
iga serva kahe kaarega (molemas suunas).

Esimese algoritmi to6tasid iiksteisest soltumatult véilja prantsuse matemaatik Bernard
Roy ning ameerika arvutiteadlased Robert Floyd ja Stephen Warshall. Teise algoritmi
autor on hollandi arvutiteadlane Edsger Wybe Dijkstra.

Floydi—Warshalli algoritm

Antud: kaalutud suunatud graaf G = (V, F,w).

Leida: lithimad teed koigi tipupaaride vahel.

Idee: Moodustame kaks n x n-maatriksit A ja B. Otsime lithimaid teid tipust ¢ tippu j.
Maatriksi A element a;; néitab seni leitud lithima tee kaalu tipust ¢ tippu j. Maatriksi B
element b;; naitab lithima tee teist tippu (s.t. tippu, kuhu peaksime tipust ¢ suunduma).
Vaadatakse 14bi koik tipud & ja uuritakse, milliste tipupaaride (i, 7) korral saab k kaudu
tipust ¢ liikkuda tippu j lithemini kui varem leitud lithimat teed pidi ¢ ja 7 vahel.

comment: Algvaartused
Q5 = Wij
bij ==
comment: Téidetakse 3-kordne tsiikkel
fork=1,...,ndo
fori=1,...,ndo
forj=1,...,ndo
if ;1 + A < Qg5 then
Q5 = QL + (9]

bij = big,

Asenduse idee on jargmine: kui tipust ¢ tippu £ ja sealt tippu j liikudes on lithem tee
kui seni leitud lithim tee tipust ¢ tippu j, siis liigume tipust ¢ tippu £ ja sealt tippu j.
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Paneme veel téhele, et kui ¢ = k, siis vorratus agi + ax; < ai; ei kehti (sest ag, = 0) ja
seega omistamist ei toimu. Sama kehtib j = k korral. See tdhendab, et etapil £ maatriksite
A ja B k-srida ja k-s veerg ei muutu.

Naiide 2.125 Rakendame Floydi-Warshalli algoritmi suunatud kaalutud graafile

O = W=

_ o o
O Ot W

1 0 oo 5 1 0 oo 5

3_>oo oo3_>00000

o0 00 0 oo oo 1 0

0 00 2 0 oo 2
5) 1
00 3
0 4
2

g 8

3 2 0

Sinisega on dra mérgitud k-s rida ja k-s veerg enne k-ndat etappi. Nagu eespool 6eldud
k-nda etapi kdigus need kindlasti ei muutu. Tingimuse a;; + ax; < a;; kontrollimisel
liidetakse element maatriksi A k-ndast veerust (a;.) elemendiga k-ndast reast (ay;).
Elemendid ay, = 0, ak;, a;j, a;r asuvad maatriksis n.o. ristkiiliku tippudes, kusjuures a;
ja ay; on teineteise vastandtipud ning agi ja a;; on teineteise vastandtipud.

Paneme tihele, et teine maatriks (see, mis vastab viirtusele & = 1) on sama, mis
esimene. Pohjuseks on see, et ei leidu tipupaare (i,7), mille vahel saaks tipu 1 kaudu
litkkuda.

Maatriksi B elemendid muutuvad jargmiselt:

;/8»—0
l
3 o

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

B 1 2 3 N 1 2 3 4 . 1 2 3 4 N
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
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1 3 3 4 1 4 4 4
. 1 2 3 4 N 1 2 4 4
1 2 3 2 1 2 3 2
1 3 3 4 1 3 3 4

Viimasest maatriksist saab vilja lugeda liithimad teed koigi tipupaaride vahel. Néiteks
lithim tee tipust 1 tippu 2 koosneb tippudest

L, 4(: bl?)v 3= <b42) ja 2<: b32).
Toestame, et Floydi-Warshalli algoritm toctab korrektselt.

Teoreem 2.126 Pdrast Floydi- Warshalli algoritmi taitmist kehtivad iga i,j € {1,...,n}
korral jirgmised vdited.

1. Kui lerdub suunatud ahel tipust @ tippu j, siis a;; vddrtuseks on lihima tee pikkus
tipust @ tippu j ja by vddrtuseks sellise tee teise tipu number.

2. Kui ei leidu suunatud ahelaid tipust © tippu j, siis a;; = 0.

TOESTUS. Selles toestuses nimetame k-ahelateks tipust © tippu j koiki suunatud ahelaid
tipust ¢ tippu j, mille vahetipud kuuluvad hulka {1,... &k} (k > 1 on naturaalarv). 0-
ahelateks tipust ¢ tippu j nimetame suunatud ahelaid, millel sisetipud puuduvad. Seega
O-ahel on lihtsalt kaar (7, 7). Paneme tdhele, et iga (k — 1)-ahel tipust ¢ tippu j on ka
k-ahel tipust ¢ tippu j. Teoreemi toestamiseks néitame, et kehtib jargmine véide:

(*) iga k € {0,1,...,n} jai,5 € {1,2,...,n} korral pirast etapi k labimist

(1) kui leidub k-ahelaid tipust i tippu j, siis a;; vadrtuseks on minimaalse k-ahela pikkus
tipust 1 tippu j ning b;; vddrtuseks on mingi sellise minimaalse k-ahela teise tipu
number,

(2) kui ei leidu k-ahelaid tipust i tippu j, siis a;; = oo.

Kui oleme viite (*) dra toestanud, siis teame, et parast etappi n annab maatriks A
meile minimaalsete n-ahelate pikkused koigi tipupaaride vahel ning maatriks B annab
minimaalsetes n-ahelates teised tipud, s.t. oleme néidanud, et teoreem kehtib.

Viite (*) toestamiseks kasutame matemaatilist induktsiooni & jargi, kusjuures etapi
k = 0 all peame silmas algvaartustamist.

Alus. Olgu k = 0. Siis k-ahel on lihtsalt kaar tipust 7 tippu j ja selle ahela pikkus on w;;,
mis omistatakse a;;-le. Kui leidub kaar (¢, j) € E, siis ahela i, j teine tipp on j ning see
omistatakse b;;-le. Kui (4, j) € E, siis omistatakse a;; := 0o. Seega (*) kehtib & = 0 korral.

Samm. Olgu k£ > 0. Eeldame, et (*) kehtib pérast etapi & — 1 ldbimist ja olgu maatriksite
A ja B elemendid sellised, nagu nad on pérast etapi k — 1 ldbimist. Néitame, et (*) kehtib
ka pérast etapi k labimist.

(1) Oletame, et leidub k-ahelaid tipust ¢ tippu j. Olgu 7' iiks minimaalse pikkusega
k-ahel tipust ¢ tippu j. Siis
w(T) < ai, + ag;. (2.3)
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Kuna induktsiooni eelduse pohjal on a;; mingi minimaalse (k — 1)-ahela pikkus v6i co
ning iga (k — 1)-ahel on ka k-ahel, siis kehtib vorratus

w(T) < ay. (2.4)

On kaks voimalust.

a) T el sisalda tippu k. Siis 7" on (k — 1)-ahel. Kuna ta on minimaalne k-ahel, siis on ta
ka minimaalne (k — 1)-ahel. Induktsiooni eelduse pohjal on a;; minimaalse (k — 1)-ahela
pikkus tipust ¢ tippu j. Seega a;; = w(T). Vorratusest (2.3) saame vorratuse

aij < Qi + Ay,

mistottu etapil k£ a;j-le ja b;j-le uut védrtust ei omistata. Minimaalsed A-ahelad ja mi-
nimaalsed (k — 1)-ahelad tipust ¢ tippu j on sama pikkusega (see pikkus on a;;). Pérast
etappi k on b;; vdadrtuseks mingi sellise (k — 1)-ahela T” teise tipu number. See ahel 7" on
ka minimaalne k-ahel ja seega a;; ja b;; vadrtused on sellised nagu vaja.

b) T sisaldab tippu k. Siis ta sisaldab tippu k tépselt iihe korra, sest minimaalne ahel
peab olema lihtahel. Olgu
T=1uu,...,0v,k;z,...,y,7J.
Siis
Ty =1i,u,...,v,k ja To=Fkx, ...,y,J
on (k — 1)-ahelad, kusjuures nende pikkused peavad olema minimaalsed, sest muidu ei
oleks 7" minimaalne k-ahel. Induktsiooni eelduse ja vorratuse (2.4]) tottu peab

aip + ap; = w(Th) +w(Tz) = w(T) < a;.

Kui w(T) = ajj, siis a;j-le ja b;-le uut vddrtust ei omistata. Kui aga w(T) < a;j, siis
omistatakse a;j-le vadrtus w(7") ehk minimaalse k-ahela pikkus. Samuti omistatakse b;;-le
mingi sellise k-ahela teise tipu number.

Jarelikult parast k-ga seotud tsiikli 1dbimist on nii juhul a) kui ka juhul b) elemendi
a;; vadrtuseks ahela T' pikkus ning b;; vddrtuseks on tipust ¢ tippu j viiva minimaalse
pikkusega k-ahela teise tipu number. See tdhendab, et (1) kehtib pérast etappi k.

(2) Oletame niiiid, et k-ahelaid tipust 4 tippu j ei leidu. Siis ei leidu ka (k — 1)-ahelaid
ja seega induktsiooni eelduse pohjal pérast etappi & — 1 kehtib vordus a;; = oo. Lisaks
sellele kas a;; = oo voi ay; = oo (kui mélemad arvud oleksid 16plikud, siis peaks leiduma
k-ahel tipust ¢ tippu j). Jarelikult vorratus

;. + Qg < Qyj

ei saa kehtida ning a;;-le ja b;-le uut vadrtust ei omistata. Niisiis ka (2) kehtib pérast
etappi k. a
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Dijkstra algoritm

Antud: kaalutud suunatud graaf G = (V, E,w), algtipp a ja 16pptipp z.
Leida: liithim tee tipust a tippu z.

Andmed: S — selliste tippude hulk, kuhu on juba leitud lithim tee tipust a,
L[i] — seni leitud véhim tee pikkus tipust a tippu i.

Idee on jargmine.

1.

Votame kasutusele hulga S, kuhu hakkame lisama tippe, millesse on juba leitud
lithim tee tipust a. T66 alguses loeme, et S on tiihi hulk.

Igale tipule omistame esialgse kauguse algtipust: algtipu a korral loeme, et see kaugus
on 0, iilejadnud tippude korral loeme, et see on lopmatus.

. Igal sammul valime vélja iihe seni vaatlemata tipu ja lisame hulka S. Esimesel

sammul votame selleks algtipu a.

Iga viljavalitud tipu w korral vaatleme tema naabreid v, kuhu saab kaart méoda
liilkuda ja mis ei ole veel vaadeldud tippude hulka S lisatud. Iga sellise v korral
uurime, kas teekond a-st u kaudu v-sse on lithem, kui varem teada olnud lithim tee
pikkusega L[v]. Kui on, siis omistame L[v]-le uue véértuse. Vastasel korral jaab L{v]
muutmata.

Kui kéik v naabrid on 1dbi vaadatud, siis valime uue tipu v nende hulgast, mida
me ei ole veel hulka S lisanud. Valimisel vaatame, millise tipu korral on seni leitud
kaugus algtipust koige viiksem. Uue tipu u jaoks kordame eelmises punktis mainitud
samme.

Lopetame siis, kui 16pptipp z saab hulka S lisatud.

. Algoritmi t66 16pus annab L[z] meile lithima tee pikkuse tipust a tippu z. Kui

L[z] = o0, siis see tdhendab, et tipust a ei leidu suunatud ahelaid tippu z.

Algoritm ise néeb véilja nii:

comment: Algvaartused

Lia] :==0

iga i€V \ {a} korral L[i] := o0

S:=10

comment: Téidetakse tsiikkel

while z ¢ S do
u:= selline i € S, et L[i] on minimaalne
S :=SU{u}
for v € S do

if L{u] + wyy < L[v] then L[v] := L{u] + wyy
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Mirkus 2.127 1. Algoritm 16petab t606, sest while-tsiikli igal sammul lisatakse hulka S
tiks tipp, mis seni sinna ei kuulunud. Kuna tippude arv graafis on 16plik, siis mingil hetkel
lisatakse ka tipp z hulka S.

2. Vaib juhtuda, et u valimisel on kdigi vaadeldavate tippude i ¢ S korral L[i] = oo
(vt. ndidet [2.129). Siis me valimegi iihe neist tippudest.

3. Kui wy, = o0, siis tingimus L[u]4+w,, < L[v] ei ole tdidetud (isegi siis, kui L[v] = 00).
Seega for-tsiiklis on motet vaadelda vaid neid tippe v € S, mis on tipu u naabrid, s.t.
mille korral leidub kaar (u,v) € FE.

4. Paneme téihele, et kui mingi tipp v on juba hulka S lisatud, siis L[u] vdédrtust
edasistel sammudel enam ei muudeta.

5. Kui tahaksime leida lithimad teed koigisse teistesse tippudesse (mitte ainult tippu
z), siis tuleks while-tsiiklis tingimus z ¢ S asendada tingimusega S # V. Nii vaadatakse
u osas labi koik graafi tipud.

Naiide 2.128 Rakendame Dijkstra algoritmi suunatud kaalutud graafile

()

3

10

olukorras, kus a = 1 ja z = 7, s.t. otsime lithimat teed tipust 1 tippu 7. Algoritmi t66
kaigus lisatakse hulka S tippe ja lopetatakse siis, kui on tipp 7 lisatud. T66 loppedes on

S =1{1,2,3,5,6,7}.

Jargnevas tabelis on dra toodud L[i]-de vairtused igal sammul (sammu 0 all on moeldud
algvaartustamist). Tabeli iga veeru pohjal valitakse uus element u nende tippude i hulgast,
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mis ei ole veel hulka S lisatud ja mille korral L[i] vadrtus on minimaalne (tabelis méargitud
punase vérviga). Néiteks sammul 1 on meil S = {1} ja meil on minimaalse véértusega 1
nii L[2] kui ka L[3]. Antud juhul oleme u-ks valinud tipu 2, aga sama hésti oleks voinud
valida ka tipu 3.

samm 0 | samm 1 | samm 2 | samm 3 | samm 4 | samm 5
L[1] 0 0 0 0 0 0
L[2] 00 1 1 1 1 1
L3 00 1 1 1 1 1
L4] %) 10 10 10 8 7
L[5] 00 00 8 3 3 3
L6 00 00 00 00 4 4
LI[7] 00 00 00 00 7 6

Tabelist ndeme, et lithima tee pikkus tipust 1 tippu 7 on 6. See tee on 1,3,5,6,7.
Naiide 2.129 Rakendame Dijkstra algoritmi suunatud kaalutud graafile
T /N5
@—>—=©

olukorras, kus a = 1 ja z = 3. Algoritmi kéaigus lisame hulka S esimesena tipu 1, siis tipu
2 ja 16puks tipu 3. Lisaks sellele arvutame

‘ samm 0 | samm 1 ‘ samm 2

IO 0 0 0
L2 | o 7 7
L[3] 00 00 00

T66 1oppedes on L[3] = oo, mis tdhendab, et tipust 1 ei leidu suunatud ahelat tippu 3.

Hakkame niiiid uurima Dijkstra algoritmi korrektsust. Alustuseks toestame iihe abi-
tulemuse.

Lemma 2.130 Dijkstra algoritmi t66 igal etapil iga tipu v korral kui L[v] # oo, siis
leidub suunatud ahel tipust a tippu v, mille pikkus on L[v].

TOESTUS. Toestame induktsiooniga, et iga k korral pérast algoritmi t66 k-ndat etappi
vaide kehtib.

Alus. Parast etappi 0 (s.t. parast algvddrtustamist) on ainuke tipp, mille korral L vairtus
ei ole 0o, tipp a, kusjuures L]a] = 0 ja 0 on ka lithima tee pikkus tipust a tippu a.

Samm. Eeldame, et vaide kehtib pérast etappi k, s.t. parast while-tsiikli £-ndat 1abimist,
ja vaatleme suvalist tippu v. Olgu pérast etappi k+1 L[v] # oco. Kui L[v] vadrtust etapil
k + 1 ei muudetud, siis juba pérast etappi k pidi olema L[v] # oo ning ahel pikkusega
L[v] tipust a tippu v leidub tédnu induktsiooni eeldusele.

Kui aga etapi k£ + 1 kéigus toimub omistamine

Lv] := Lu] + Wy,
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siis enne omistamist peab kehtima vorratus L{u| +wy, < L{v]. Jérelikult L{u] + wy, < oo,
kust Llu| # 00 ja wy, # co. Kuna Lfu] véértust etapil k + 1 ei muudeta, siis L{u| # oo
juba pérast etappi k£ ja seega induktsiooni eelduse pohjal leidub suunatud ahel pikkusega
L[u] tipust a tippu u. Lisades sellele ahelale kaare (u,v) (see leidub, sest w,, # o) saame
ahela pikkusega L[u] + w,, tipust a tippu v. See on sama viirtus, mis on L[v]-1 pirast
etappi k + 1. O

Teoreem 2.131 Pdrast Dijkstra algoritmi selle versiooni tditmist, kus z ¢ S asemel on
tingimus S # V (vt. markust|2.127(5)), kehtivad iga tipu v € S korral jirgmised vdited.

1. Kui leidub suunatud ahelaid tipust a tippu v, siis

Lv] = d(a,v).

2. Kui ei leidu suunatud ahelaid tipust a tippu v, siis

L(v) = 0.

TOESTUS. Viite 2 kehtimine jareldub lemmast [2.130, Tdestame viite 1.
Eeldame, et pérast algoritmi taitmist v € S ja tipust a leidub suunatud ahelaid tippu
v. Siis d(a,v) # co. Kui dnnestub tdestada vorratus

Lv] < d(a,v), (2.5)

siis L[v] # oo ja lemma pohjal on L[v] mingi suunatud ahela pikkus tipust a tippu
v. Jarelikult d(a,v) < L[v] ja me saame vajaliku vorduse L[v] = d(a,v).

Toestame vorratuse induktsiooniga selle jargi, kuidas tippe hulka S lisatakse.
Alus. Esimesena lisatakse hulka S alati tipp a. Tipu a korral d(a,a) = 0 = Llal.

Samm. Vaatleme tippu v # a, mis parast algoritmi tditmist kuulub hulka S ja kuhu leidub
tipust a suunatud ahelaid. Olgu 7" mingi minimaalse pikkusega suunatud ahel tipust a
tippu v, seega w(T') = d(a,v). Vaatleme seda hetke algoritmi t66s, kui tipuks u valitakse
v, ja eeldame, et varem hulka S lisatud tippude ¢ jaoks vorratus Li] < d(a, i) kehtib. Sel
hetkel a € S, aga v € S. Seega peab ahelas T' leiduma mingi kaar e = (x,y), kus z € S ja
y ¢ S. Niisiis

Teeme jargmised téhelepanekud.

e Tinu lemmale [2.124(3) peab kehtima vorratus d(a,y) < d(a,v).

e Kuna a,...,z,y ja a,...,xr on minimaalse pikkusega ahelad, siis
d(a, ) + wyy =wla,...,z) +w(z,y) =w(a,...,z,y) = d(a,y).

e Kuna tipp «x lisati hulka S mingil varasemal etapil, siis tema jaoks kehtib indukt-
siooni eeldus: L[z| < d(a, z). Jarelikult

Liz] 4+ wyy < d(a,x) + wyy.
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e Kuna tipp x lisati hulka S mingil varasemal etapil, siis koik temast viljuvad kaared
(muuhulgas e = (z,y)) on for-tsiiklis 14bi vaadatud. Seega L[y| # oo ja

Lly] < Llz] + way.

e Samal etapil, kus u véartuseks valiti v, jéeti valimata gy, mis oli ka véljaspool hulka
S. Seega valiku hetkel peab kehtima vorratus

L{v] < Ly].

e Eelnevat kokku vottes ndeme, et
Llv] < Lly] < Lla] + wyy < dla,2) + oy, = d(a.y) < d(a,0),
mida oligi vaja.
O

Mairkus 2.132 Dijkstra algoritm leiab ainult lithimate teede pikkused tipust a hulka
S kuuluvatesse tippudesse. Kui soovime leida ka lithimatesse teedesse kuuluvaid tippe,
siis tuleks algoritmi pisut modifitseerida vottes iga tipu ¢ jaoks kasutusele suuruse P[i,
mis nditab, milline on lithimas tees tipust a tippu ¢ eelviimane tipp. Algvaartustamisel
voib lugeda, et P[i] := a ja kui if-lauses toimub L[v] uuendamine, siis tuleks lisada ka
omistamine P[v] := u. Pérast algoritmi t66 16ppu saame tipust a tippu z viiva lithima tee
tipud vialja lugeda niidelda vastupidises jarjekorras:

z, P[z], P[P[Z]],...,a.
Markus 2.133 Millises jéarjekorras lisatakse tipud hulka S? Olgu parast Dijkstra algo-
ritmi taitmist
S = {Ul,Ug, Ce ,’Ur},

kusjuures esimesena on lisatud v; (s.t. v; = a), teisena vy jne. Tuleb vilja, et
d(a,v1) < d(a,v) < ... < d(a,v,),

s.t. tippe lisatakse hulka S tipule a ldheduse jarjekorras. Selle nditamiseks vaatleme iga i €
{1,...,r—1} korral seda hetke, kui u-ks valitakse v;. Sel hetkel kehtib iga j € {i+1,...,r}
jaoks vorratus

L[UZ] < L[Uj].
Algoritmi edasises t66s L[v;] el muutu, kuid L[v;1;] voib viheneda. Nimelt kui kehtib
vorratus L{v] + wWy,e,,, < L{vit1], siis toimub omistamine

L[vita] := Llvi] 4wy,

Vit1*

Kuna aga kaarte kaalud on positiivsed, siis ka pérast seda omistamist jaab kehtima
vorratus L[v;] < L[v;41]. while-tsiikli jirgmisel 1dbimisel valitakse u ossa v;y1 ja L[viiq]
vadrtust enam ei muudeta. Seega

d(a,v;) = L[v;] < Lvi11] = d(a, viq).

Toestatud omadust voib kasutada néiteks sellises olukorras, kus iilesandeks on teha
kindlaks, kas tipust a leidub suunatud ahel tippu z, mille pikkus on véiksem kui etteantud
positiivne konstant 0. Kui pérast i-ndat sammu z ei ole veel hulgas S, aga L(v;) > ¢, siis
voib algoritm t66 16petada ja teatada, et sellist teed ei leidu.
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Termineid eesti ja inglise keeles

Matemaatiline loogika

aksiomaatiline teooria = axiomatic theory
aksioom = axiom

atomaarne valem = atomic formula

Boole’i funktsioon = Boolean function
eesliige = antecedent

funktsionaalsiimbol = function symbol
indiviid = subject

indiviidide piirkond = domain
indiviiddmuutuja = wvariable

interpretatsioon = interpretation
interpretatsiooni kandja = domain of discourse
jareldumine = wvalid argument

kehtestatav valem = satisfiable formula
kinnine valem = closed formula
konstantsiimbol = constant symbol

korrektne teooria = sound theory
kvantifitseerimine = quantification

kvantor = quantifier

lause = proposition

lausearvutus = propositional calculus
lausearvutuse tehe = propositional connective
lausearvutuse valem = propositional formula
lausemuutuja = propositional variable
maatriks = matriz

mittevasturadkiv teooria = consistent theory
mittevasturadkivuse seadus = law of noncontradiction
mudel = model

muutujateta term = ground term

n-kohaline predikaat = n-ary predicate
olemasolukvantor = existential quantifier
osavalem = subformula

Peano aritmeetika = Peano arithmetic
predikaat = predicate

predikaatarvutus = predicate calculus, first-order logic

GRAAFITEOORIA

predikaatarvutuse valem = formula in first-order logic, well-formed formula, wff

predikaatsiimbol = predicate symbol

prefikskuju = prenex normal form

samaselt toene valem = tautology, universally valid formula
samaselt vadr valem = contradiction

samavéadrsed valemid = logically equivalent formulae
sekvents = sequent
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sekventsiaalne lausearvutus = sequent calculus
semantika = semantics

seotud muutuja = bound variable

signatuur = signature, type

siintaks = syntax

tagaliige = succedent

term = ferm

tuletus = deduction

tuletuspuu = deduction tree

tuletusreegel = inference rule

toesuspuu = truth tree

toevadrtus = truth value

toevaartustabel = truth table

toene = true

taielik teooria = complete theory

vaba muutuja = free variable

valistatud kolmanda seadus = law of excluded middle
vaar = false

vaartustus = wvaluation, truth assignment
tildisuskvantor = universal quantifier

Graafiteooria

ahel = walk

ahela pikkus = length of a walk
alamgraaf = subgraph

alusgraaf = underlying graph

eraldav tipp = separating vertex

Euleri ahel = Fulerian trail

Euleri graat = Fulerian graph

graaf = graph

graafi serv = edge of a graph

graafi tipp = vertex of a graph
Hamiltoni graaf = Hamiltonian graph
Hamiltoni tsiikkel = Hamiltonian cycle
intsidentne = incident
intsidentsusmaatriks = incidence matrix
invariant = nvariant

isoleeritud tipp = isolated vertex
isomorfsed graafid = isomorphic graphs
kaal = weight

kaalutud graaf = weighted graph
kaalutud suunatud graaf = weighted directed graph
kaar = arc

kaare algtipp = initial vertex of an arc, tail

111
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kaare lopptipp = terminal vertex of an arc, head
kaugus = distance

kinnine ahel = closed walk

kinnine Euleri ahel = Fulerian circuit

leht = leaf

lihtahel = path

lihtgraaf = simple graph

lithima tee leidmise iilesanne = shortest path problem
mets = forest

minimaalse kaaluga toespuu = minimum spanning tree
multigraaf = multigraph

naabertipud = adjacent vertices
naabrusmaatriks = adjacency matrix

nullgraaf = edgeless graph

norgalt sidus = weakly connected

puu = tree

regulaarne graaf = reqular graph

rippuv tipp = pendant vertex, leaf vertex
randkaupmehe iilesanne = travelling salesman problem
serva otstipud = endpoints of an edge

sidus graaf = connected graph

sidusus = connectivity

sidususkomponent = connected component

sild = bridge

silmus =loop

sisend = source

sisendaste = indegree

sisetipp = wnternal vertex

suunatud ahel = directed walk

suunatud graaf = directed graph, digraph
suunatud lihtahel = directed path

suunatud tsiikkel = directed cycle

tekitatud alamgraaf = induced subgraph

tipu aste = degree of a vertex, valency of a vertex
toespuu = spanning tree

tsiikkel = cycle

tugevalt sidus = strongly connected

tugevalt sidus komponent = stong component
tdaiendgraaf = complement graph

taisgraaf = complete graph

valjund = sink

véljundaste = outdegree
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muutuja vaba esinemine, 24
muutujateta term, 22

nork sidusus, 92
naaberservad, 60
naabertipud, 60
naabrusmaatriks, 61, 89
naturaalarv, 53
nullgraaf, 62

olemasolukvantor, 20
osavalem, 23
otstipp, 60

pohihulk, 25
Peano aksioomid, 51

Peano aritmeetika standardne mudel, 53

peatehe, 9, 23

predikaadi toesuspiirkond, 18
predikaat, 18
predikaatarvutuse valem, 23
prefikskuju, 40

Primi algoritm, 86

puu, 79

rdndkaupmehe iilesanne, 78
regulaarne graaf, 64
rippuv tipp, 63

samaselt toene valem, 11, 30
samaselt vaar valem, 11, 30
samavéadrsed valemid, 12, 34
sekvents, 47

sekventsi valemkuju, 49
semantika, 46

seotud muutuja, 20

serv, 60

serva kaal, 83

sidus graaf, 68
sidususkomponent, 68
signatuur, 22

sild, 68

sisend, 91

sisendaste, 90

sisetipp, 79

suletud haru, 14

suunatud ahel, 91

suunatud ahela kaal, 96
suunatud graaf, 89
suunatud lihtahel, 91
suunatud tsiikkel, 91

téielik teooria, 46
tdiendgraaf, 62
tédisgraaf, 61
toesuspuu, 14
toevadrtus, 8
toevaartustabel, 10
tagaliige, 47

tekitatud alamgraaf, 95
teoreem, 44

term, 22

termi vaartus, 26

tipp, 60

tipu aste, 63

toespuu, 82

toespuu kaal, 83
tsiikkel, 66

tugev sidusus, 92
tugevalt sidus komponent, 94
tuletatav valem, 45
tuletus, 45

vaartustus, 9

vilistatud kolmanda seadus, 8
véljendamine, 29

valjund, 91

véljundaste, 90

vaba muutuja, 20

valemi toevéartus, 27

valents, 63
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